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На протяжении всех технологических процессов создания композита происходит 
существенное изменение его физико-механических свойств. Если свойства в направле-
нии армирования волокон остаются линейными и практически неизменными, то подат-
ливость в поперечном направлении существенно нелинейна на стадиях намотки, разо-
грева, отверждения, готового изделия и может меняться на три порядка. Применение к 
такому материалу единой реологической модели практически невозможно. Инженер-
ный метод решения заключался в том, что для каждого этапа механическое поведение 
описывается своим законом. При этом на стыках стадий имеет место существенное из-
менение характеристик. В этой связи рассмотрим влияние процесса отверждения эпок-
сидного связующего на остаточные напряжения в намоточных изделиях. Для разработ-
ки технической теории примем следующие гипотезы: 

1) химическая усадка завершается на стадии отверждения эпоксидного связующе-
го [1]; 

2) для эпоксидных связующих химическая и термическая усадки связующего за-
канчиваются одновременно при температуре 160ºС;   

3) во время полимеризации происходит незначительная фильтрация связующего, 
которая практически не влияет на изменение напряженного состояния в препреге. 

Поставленную задачу будем решать с помощью уравнений, которые получены из 
условий равновесия и совместности деформаций наполнителя и связующего [2, 3], ко-
гда связующее находится в неотвержденном состоянии. Это означает, что давление 
сжатия связующего распространяется одинаково во все стороны. 

Рассмотрим круглое поперечное сечение композита и исследуем деформацию 
всех семейств нитей в трансверсальном направлении. Предположим, что действующие 
усилия к нитям и связующему одинаковы, так как они последовательно передаются от 
одного материала к другому. В кольцевом направлении наблюдается параллельная де-
формация материалов. 

В результате с учетом принятых гипотез имеем 
    3 1 ,r c rc rH THm m          

 1c Hm m       , 

,H TH      

            rH r rc c       

(1) 

В этих формулах r  – усредненная деформация препрега в трансверсальном 
направлении; r  и θ   – усредненные  напряжения в трансверсальном и кольцевом 
направлениях соответственно; εrc  и εrH  – деформации связующего и наполнителя в 
трансверсальном направлении; θcε  – деформация связующего в осевом направлении; c   
- суммарная химическая и термическая деформация связующего; σrH  и  θσ H  – напря-
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жения в наполнителе в трансверсальном и кольцевом направлениях; m  – относитель-
ное содержание связующего в препреге; ε αTH Н Т   – термическое расширение 
наполнителя; Т  – температурный градиент; αН  – термический коэффициент линей-
ного расширения. 

Первое уравнение составлено в предположении, что связующее находится в неот-
вержденном состоянии. Поэтому химическая и термическая усадки влияют только на 
изменение объема связующего. Однако, учитывая, что 3εc  намного меньше m , в фор-
мулах (1) слагаемые 3 c  можно приравнять к нулю. По результатам проведенных ис-
пытаний установлено, что деформация в радиальном направлении состоит практически 
из деформации связующего. Деформация нитей при этом на два порядка меньше де-
формации связующего. Таким образом, в правой части первого уравнения системы (1) 
вторым слагаемым тоже можно пренебречь.  

Предполагается, что материал наполнителя (нити) является изотропным и подчи-
няется закону Гука 

   
1 1 ,rH rH H H tH r H H
H HE E              

   
1 1  ,H H H rH tH H H r
H HE E               

(2) 

где HE  и H  – модуль упругости и коэффициент Пуассона наполнителя. 
Для связующего при его сжатии запишем деформацию в виде 

1  ,c
rc c r

cE


  


   (3) 

где cE  и c  – модуль упругости и коэффициент Пуассона связующего, находящегося в 
условиях сжатия; зависимости (3) получены с учетом (1). При этом формулы (1) и (3) 
справедливы, если связующее находится в сжатом состоянии, т.е. когда 0r  . 

Связь между осредненными напряжениями и деформациями имеет вид, характер-
ный для ортотропного тела [3, 4] 

,r
r

rE E


 



 
    

 .r
r r

rE E







    

(4) 

К уравнениям (1) – (4) следует добавить уравнение равновесия [2] 

 
1 0 .r

rr r 


 


  


 (5) 

Путем взаимной подстановки зависимостей (1) - (4) в первое уравнение из (1) по-
лучим 

1  .cr
r r

r c

m
E E E






 
 


   

В результате получаем следующую зависимость 
11 12 0,rb b     (6) 

где  
 

11

11 ;c

r c

m
b

E E


   
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12  .rb
E





   

Аналогично второе уравнение из (1) превращается в 
  1r H H r H THm m E E             

     1 1 1  .H H
r H r H TH

r

E Em m m E m
E E 



    
  

          
  

 

Предыдущее равенство эквивалентно 
21 22 2 ,rb b b    (7) 

где  

 21 1 ,H
r H

r

Eb m m
E 

 
    

 
 

 22 1 1,HEb m
E

    

 2 1H THb E m     . 
Таким образом, решение системы уравнений (1) – (5) сводится к решению следу-

ющей системы 
11 12 0,rb b     

21 22 2 ,rb b b    

             
1 0.r

rr r 


 


  


 

(8) 

Если рассматривать первые два уравнения, то при отличном от нуля определителе 
11 22 11 21 0b b b b   

получаем решение для  r и θσ  в виде постоянных чисел. Третье уравнение при этом 
удовлетворяется, если θσ σr  , что равносильно 

11 12 0.b b   
В таком случае имеем 

2
0

21 22

.r
bb

b b   


 

Из (4) найдем 

0
1 ,r

r

b
E E









 
  

 
 (9) 

В условиях симметричной деформации с учетом (1) и зависимостей между ради-
альным перемещением u  и компонентами деформации εr  и θε   

,   r
du u
dr r    (10) 

получаем, что 
'  . r r       (11) 

Перемещение u  должно удовлетворять граничному условию 
0. 

r a
u


  (12) 

На основании (9) и (11) придем к зависимостям 
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0.r    
Однако, при отсутствии деформации напряжения в композите не равны нулю. 

Получили противоречие. Следовательно, определитель первых двух уравнений систе-
мы (8) должен быть равен нулю. Условие равенства нулю определителя и одновремен-
но условие существования решения этой системы может быть только в трех случаях: 

1) если 11 12 22 0;b b b    

2) если 12 1
11 12 21 0

22 2

0,   ;b bb b b b
b b

      

  3) если 11 12 1
0

21 22 2

.b b b b
b b b

    

(13) 

Здесь предполагаем, что 2 0.b   
В первом случае получаем, что 

2

21

 .r
b
b

   

В результате из третьего уравнения системы (8) находим 
 .r   

Получили вариант, рассмотренный выше. 
Во втором случае из второго уравнения системы (8) находим 

2

22

 .b
b   

Подставим это значение в третье уравнение. В результате получим, что 
3 2

22

.r
c b
r b

    

Полученные выражения для  и r  должны преобразовать уравнение (11) в тож-
дество относительно переменной r. Это условие будет выполнено, если 3c  =0. Следова-
тельно, 

2

22

.r
b
b    

Как показано выше, такое решение приводит к противоречию. 
Рассмотрим теперь третий случай. Заметим, что система уравнений (8) превраща-

ется в два уравнения. После преобразований получим  
2

1  ,r r kk
r r r
 

 


 

 2 21
22

1 ,rb b
b    

(14) 

где  
21

1
22

1  ,bk
b

   

2

222

   
 .b
k b

  

 

Решение дифференциального уравнения (14) имеет вид 
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1 2

1
 ,k

r
kcr
k

    

121 2 21
2

22 1 22

 .kb k bc r k
b k b

     
(15) 

Теперь с учетом полученного решения (15) должна быть согласована система 
(10). Для этого заметим, что с учетом (1) – (4) можно записать 

 1
 ,c

r r
c

m
E


 


  

 
  

1 1  .
1 H r TH

H
m m

E m           
 

Подставим эти значения в (11). В результате полученное равенство с учетом (15) 
должно превратиться в тождество относительно переменной .r  Следовательно, пред-
положение будет выполнено, если принять во внимание, что 

   
2

1 1 11 1 ,k d k D     

1 1 221 ,d k b D    
(16) 

где 

   1 1 ,H
c

c

ED m m
E

    

  1 1 .Hd m m     
Обратим внимание на то, что параметры m  и νH  ограничены единицей, а 
 .H cE E  
На этом основании из (16) найдем 

1 221 .k b D    (17) 
Приближенные равенства (17) можно обратить в равенства, так как модуль HE  

больше модуля cE  практически в тысячу раз. 
Учитывая, что  

  21
1 22

22
1 ; 1 1,Hb Ek b m

b E

      

найдем 

21
1; .

1 H
mb D E E

D


 


 (18) 

Из того, что 11 12 0b b   следует равенство 

 
;   0.

1
c

r r
c

EE
m 


 


 (19) 

Коэффициент Пуассона r  найдем из зависимости 

  21 1 .H
r H

r

Eb m m D
E 

 
     

 
 

Таким образом, для препрега 
1.r    (20) 

Здесь приближенное равенство можно считать точным, если будем руководство-
ваться замечанием, сделанным выше. Отрицательное значение для r  и равенство ну-
лю для r  получены в связи с тем, что композиция связующего с армирующим мате-
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риалом не имеет физической связи. При этом сжатие связующего сопровождается 
уменьшением его объема из-за ликвидации в нем содержащихся пузырьков воздуха. 

В результате все искомые параметры найдены и определяются формулами (18) - 
(20). 

Постоянную c  найдем из условия 
0. 

r a
u


  (21) 

На основании (10) следует, что 
 0

r a 
  (22) 

или 

 0 .r
r

r r a
E E






 




 
  

 
 (23) 

Таким образом, 
 

 
12

22 1 1

1
   .

1
H k

H

b m
c a

b k k m




 


  
  

C учетом найденной зависимости для c  решение (15) можно записать в виде 
1

2

22 1

 ,
k

r
bad

r b k


 
  

 
 

  
1

2
1

22 1

1  ,
k bad k

r b k
 

    
 

 

(24) 

где  
 

 
2

22 1 1

1
  .

1
H

H

b m
d

b k k m




 


  
  

Полученные соотношения (21) решают поставленную задачу о влиянии усадки 
связующего в неотвержденном состоянии при полимеризации на изменение напряжен-
ного состояния в материале изделия. 

В отношении модуля упругости rE  необходимо проводить специальные экспери-
ментальные исследования. Дело в том, что модуль rE  определяется по формуле (19) 
через модуль связующего cE . Однако, связующее в составе полимерной массы в каче-
стве компоненты содержит некоторое количество воздуха. Это сильно отражается на 
величине модуля cE . Состав воздуха по мере прохождения полимеризации меняется. 
Таким образом, меняется и величина cE . В результате, никаким другим способом, кро-
ме пути экспериментальных исследований в составе изделия, определить величину cE  
невозможно. 

При достаточно высоких значениях степени наполнителя (порядка 70%) усадка 
связующего, находящегося в пространстве между частицами наполнителя, приводит к 
частичной потере контакта наполнителя с полимерной матрицей. Это подтверждается 
прямыми наблюдениями пустот как на границе полимерная матрица-наполнитель, так и 
в полимере между частицами наполнителя [5]. Наличие пустот свидетельствует о том, 
что усадочные напряжения, развивающиеся в композите при отверждении, хотя и отно-
сительно малы, но сравнимы с низкой адгезионной, а, возможно, и когезионной проч-
ностью формирующегося материала. Однако, когда развиваются сжимающие усилия в 
наполнителе, то усадочные и температурные напряжения в полимере по этой причине 
тоже уменьшаются. Таким образом, усадочные и температурные напряжения в напол-
нителе способствуют повышению качества изготавливаемых изделий. С другой сторо-
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ны, сжимающие усилия в наполнителе могут существенно увеличить остаточные 
напряжения в готовом изделии. Расчет напряжений, возникших в результате полимери-
зации, может быть проведен с учетом зависимостей (24) и это позволяет оценить их с 
адгезионной прочностью, и учесть их влияние на остаточные напряжения.   

 
Выводы: 
Предложенный метод расчета напряжений применительно к препрегам дает воз-

можность правильно оценить порядок трансверсальных и кольцевых напряжений в 
стеклопластике, которые возникают при усадке связующего в результате разогрева и 
полимеризации. Полученные расчетные формулы позволяют учитывать влияние на 
напряженное состояние таких факторов как химическая усадка связующего, так и тер-
мическое расширение компонентов композита. 
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