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Введение.  Неоднородные конструкции нашли широкое применение в различных областях 

машиностроения и в строительстве, поэтому актуальна разработка методов их прочностного расчета 
при различных нагрузках. В работах [1–11] приведены результаты по однократному квазистатиче-
скому и динамическому деформированию трехслойных элементов конструкций, связанных и несвя-
занных с винклеровым основанием. Здесь рассмотрен изгиб с растяжением несимметричного по 
толщине трехслойного стержня в температурном поле.  

Постановка задачи.  Рассмотрим трехслойный стержень с жестким заполнителем (рис. 1). 
Систему координат x, y, z свяжем со срединной плоскостью заполнителя. Принимаем, что в тонких 
несущих слоях 1, 2 справедливы гипотезы Кирхгофа, в несжимаемом по толщине сравнительно тол-
стом заполнителе 3 нормаль остается прямолинейной, не изменяет своей длины, но поворачивается 
на некоторый дополнительный угол (x).  

На внешний слой стержня действует равномерно распределенная силовая нагрузка p, q. Темпе-
ратура T в стержне считается известной. Через w(x) и u(x) обозначены прогиб и продольное переме-
щение срединной плоскости заполнителя. На торцах предполагается наличие жестких диафрагм, пре-
пятствующих относительному сдвигу слоев.  

С помощью введенных гипотез, продольные перемещения в слоях u(k) выражаются через три 
искомые функции u(x), (x) и w(x): 

(1)
1ш , ( )xu u c zw c z c h      ,   (3) ш , ( )xu u z zw c z c      , 

(2)
2ш , ( )xu u c zw c h z c       ,                                                   (1) 

где z – координата рассматриваемого волокна, запятая в нижнем индексе обозначает операцию диф-
ференцирования по следующей за ней координате, верхний индекс k – номер слоя. 
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Рисунок 1 – Расчетная схема трехслойного стержня 
 
Компоненты тензора деформаций εij следуют из соотношений Коши и выражений (1), напряжения – 
из закона Гука.  

Для связи напряжений и деформаций в слоях используем термоупругие соотношения закона 
Гука (2) в девиаторно-шаровой форме  

( ) ( )2 ( )k k
xx k k xxs G T э ,  (3) (3)

32xz xzs G э , 
( ) ( )

0у 3 ( )(е )k k
k k k kK T T  ,                                                          (2) 

где ( ) ( ),k k
xx xxs э – девиаторные, ( ) ( )у , еk k – шаровые части тензоров напряжений и деформаций,  ,k kG K  – 

температурно зависимые модули сдвига и объемного деформирования [9, 10], α0k – коэффициент ли-
нейного температурного расширения материала k-го слоя.  
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Уравнения равновесия трехслойного стержня получим, используя принцип возможных пере-
мещений Лагранжа:  

δA = δW,                                                                   (3) 
где δA, δW – вариации работ внешних сил и внутренних напряжений 

δA 0
0

( ) ( )
l

S

p u q w dS b p u q w dx         . 

δW = 
3

( ) ( ) (3) (3)
3

1

(у 2 )
k

k k
xx xx xz xz k

kS h

dz dS


     
3

3
( ) ( ) (3) (3)

0
10

2
k

l
k k

xx xx xz xz
k h h

b dz dz dx


 
      

  
   ,       (4)  

где ( ) ( ),k k
xx xx  – напряжения и деформации.  
С помощью соотношений (1) вариации деформаций в (4) выражаются через вариации незави-

симых перемещений δu, δψ и δw. Подставив полученные выражения в уравнение (3) и приравняв ну-
лю коэффициенты при независимых вариациях, получим в результате систему дифференциальных 
уравнений равновесия трехслойного стержня в перемещениях:  

1 6 7, ш, ,xx xx xxxa u a a w p   , 

6 2 3 5, ш, , ш 0xx xx xxxa u a a w a    , 

7 3 4, ш, ,xxx xxx xxxxa u a a w q   .                                                   (5) 
Коэффициенты, входящие в систему (5) следующие  

1 1 1 2 2 32a K h K h K c     ,  2 2
2 1 1 2 2 33a c K h K h K c       , 

    21 1 2
3 1 1 1 2 2 2 32 2 3a c K h c h K h c h K c         ,  

 2 21
4 1 1 1 13a K h c ch h     2 31 2

2 2 2 2 33 3K h c ch h K c    ,  

5 32a G c ,  6 1 1 2 2a c K h K h     ,     1 1
7 1 1 1 2 2 22 2a K h c h K h c h     . 

Коэффициенты аi зависят от жесткостных параметров слоев и через них от температуры:  

0( ) ( )k k k kG T G T ,   0( ) ( )k k k kK T K T ,   0
1( ) ( , )

k

k k
k h

T t T z t dz
h

  . 

Решение задачи термоупругости. Отметим, что температура в уравнения равновесия (5) не 
входит, поэтому можно воспользоваться аналитическим решением, полученным в [8, 9] при изотер-
мической нагрузке трехслойного стержня. В результате при консольном закреплении левого торца 
стержня имеем:  

2 3 2 12

1sh( ) ch( ) ( ( ))С x C x p q x l           


 

2 3 2
3 4 7 7 7

2

1 1 1 1( )
2 6 2

u a px a qx a qlx C x       


 

 
3 3 2

1 7 1 4 6
2

1 1 1 1 1( )
6 6 4 2

w dx a px a qx x l C x C            ,                                (6) 

где  

      1
2 3 2 1 22

1 ch sh ( )xdx C x C x p q x l        
  , 

      2 2 12

1 г 1 ch в г ch в
sh в

C p l ql l
l
     

,   3 2 12

1 г гC p ql 


, 

23 3

4 7 1
1 12

1 3 3
2

k k

k k k k k k
k kh h

qlC a pl K T dz a K T zdz
 

    
                  

   , 1
6 2

2

C C



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7 4 7
1 12

1 3 3
2

k k

k k k k k k
k kh h

qlC a pl K T dz a K T zdz
 

    
                  

   .  

2 1 5 2
2

2 3 1

a a 
 

  
> 0,  1 1

1 2
2 3 1

г a 

  

,  6 2 7 1
2 2

2 3 1

г a a  

  

,  3 7 4 6
3

2

г a a a a



. 

Выражения обобщенной внутренней продольной силы и изгибающего момента через переме-
щения (6) и температуру будут   

3 3
( )

0 0 1 6 7 0
1 1

у , , , 3
k k

k
xx x x xx k k k

k kh h

N b dz b a u a a w K T dz
 

 
        

 
   , 

3 3
( )

0 0 7 3 4 0
1 1

, , , 3
k k

k
xx x x xx k k k

k kh h

M b z dz b a u a a w K T zdz
 

 
         

 
   . 

Числовые результаты получены для трехслойного стержня, слои которого выполнены из 
материалов Д16Т-фторопласт-Д16Т. Термомеханические характеристики этих материалов приведены 
в таблицах 1, 2. Параметры слоев: h1 = h2 = 0,03, с = 0,09; интенсивность распределенной нагрузки 
q = –0,15∙МПа, p = 10 МПа. Температуру принимаем одинаковой во всех слоях стержня. Изменение 
параметров упругости несущих слоев описывается известной линейной формулой Белла [2]:  

 ( ), ( ), ( ) (0), (0), (0) ( )G T K T E T G K E T  , 

1,
( )

1,03(1 /(2 )),m

T
T T


  

  
0 / 0,06,

0,06 / 0,57,
m

m

T T
T T

 
 

 

где Tm – температура плавления материала; G(0), K(0), E(0) – значения модулей упругости при так 
называемом нулевом напряжении, которые можно определить, зная G0 при некоторой температуре 
(например, при T0 = 293 К), тогда 0 0(0) ( )G G T  .  
 

Таблица 1 – Термомеханические характеристики сплава Д16Т 
 

Параметр Значение Параметр Значение 
G(0), МПа 0,3075  105 α0, 1/K 24,3  10-6 
K(0), МПа 0,9214  105 T0, K 293 
G0, МПа 0,267  105 Tm, K 933 
K0, МПа 0,8  105   

 
Таблица 2 – Термомеханические характеристики политетрафторэтилена 

 
Параметр Значение Параметр Значение 
G0, МПа 90  1,27 
K0, МПа 4700 Tm, K 600 

B 24,44 0,1/K 1,7810–5 
 
В полимерном заполнителе зависимость параметров упругости от температуры принимается в 

виде, предложенном в [10]:  

3 0
3 3

3 3

( )( )
( )

G TG T
T




,  3 0
3 3

3 3

( )( )
( )

K TK T
T




,  0
3( ) 1

m

T TT B
T


 

    
 

. 

На рисунке 2 показано изменение вдоль оси стержня (а) – продольного перемещения u(x), (б) – 
прогиба w(x), (в) – относительного сдвига ψ(x): 1 – изотермический изгиб (T1 = 293 К), 2 – термосило-
вое нагружение (T2 = 343 К), 3 – термосиловое нагружение (T3 = 393 К). Нагревание стержня на 50 K 
приводит к увеличению максимальных перемещений на 68–71 % по сравнению с изотермическим 
деформированием. При нагревании на 100 K подобное увеличение достигнет 132–138 %.  
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Рисунок 2 – Изменение перемещений вдоль оси стержня 
 

Распределение по поперечному сечению x = 0 линейной деформации εxx и нормальных напря-
жений σxx показано на рис. 3, 4. Нумерация кривых прежняя. Деформации на склейках слоев непре-
рывны, при нагревании стержня графики смещаются практически параллельно в положительную об-
ласть. Напряжения достигают максимума в заделке. Воздействие температуры приводит к увеличе-
нию экстремумов напряжений во внешних слоях на 14–43 %, в заполнителе – на 20–60 %.  

 

 
 

Рисунок 3 – Линейные деформации в поперечном сечении  
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Рисунок 4 – Нормальные напряжения в поперечном сечении  

 
Выводы. Приведенная методика и решение краевой задачи позволяют проводить анализ 

напряженно-деформированного состояния трехслойного стержня при изгибе в температурном поле.  
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Summary 
 

The bending with tension of three-layer elastic beam in a temperature field is considered. To describe 
kinematics of asymmetrical over thickness core pack the hypotheses of the broken normal are accepted. A 
system of equilibrium equations in terms of displacements has been derived. Analytical deciding a problem 
are received and their numeric analysis are conducted.  
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