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В настоящей статье рассматривается течение материала в сферическом диффузоре 

при стационарной упругопластической границе. Для технологий волочения такая ситу-
ация является оптимальной и ее добиваются при разработке технологических режимов. 
В качестве основных математических моделей при моделировании и расчетах таких 
технологических процессов  (прокатка, волочение)  выступают  либо теория идеального 
пластического течения [1-3], либо теория упругопластических процессов [4,5]. Здесь 
используется теория больших упругопластических деформаций [6–10], построенная в 
рамках теории пластического течения [11-15]. Отметим, что в рамках данной модели 
были получены решения задач теории больших упругопластических и упруговязкопла-
стических деформаций таких как: формирование  остаточных  напряжений у дефектов 
сплошности [9, 10, 16-19], о прямолинейном [20,21] и вискозиметрическом [22,23] те-
чениях. Именно в рамках данной модели удается построить точное решение задачи 
теории больших упругопластических деформаций о стационарном течении материала в 
сферическом диффузоре. Основными допущениями, принимаемыми в данной статье, 
являются предположение об идеальной гладкости стенок и несжимаемости материала. 

В [6, 8] приводится подробное описание математической модели больших упру-
гопластических деформаций. Здесь представим только необходимые зависимости: 
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Движения сплошной среды осуществляется в координатах Эйлера; в качестве тен-
зора деформаций используется тензор Альманси ijd , компоненты которого в прямо-
угольной системе координат jx  )3,2,1(j  определены согласно (1); iu  – компоненты 
вектора перемещений. При обратимом деформировании, когда пластические деформа-
ции отсутствуют, связь между компонентами тензора напряжений и деформаций в изо-
термическом приближении задается формулой Мурнагана [8] – (2); )( ijdWW  – упру-
гий потенциал (плотность распределения свободной энергии); ,  0  – плотность среды 
в текущем и свободном состоянии соответственно.  

Считая, что const0  , то есть тело несжимаемо не только необратимо, но и 
обратимо, получим точное решение рассматриваемой задачи. В этом случае зависи-
мость (2) принимает форму 
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где p  – добавочное гидростатическое давление. 
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В качестве упругого потенциала принимаем (3), считая деформируемую среду 
изотропной, где   – модуль сдвига, ,,, ba  – упругие модули более высокого порядка. 
Так как в несжимаемой среде всегда 01 J  и 02 J , перед некоторыми слагаемыми в 
(3) выбран знак минус для того, чтобы все упругие постоянные были положительными. 

В [6, 8] было показано, что если принять условие неизменности тензора необра-
тимых деформаций при разгрузке, разделить диссипативный и консервативный меха-
низм деформирования так, чтобы последний не зависел от уровня и распределения не-
обратимых деформаций, то в областях, где необратимые деформации накапливались 
или постоянны, возможен аналог (3) и (4) в форме 
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Если в среде деформирование осуществляется таким образом, что нет необрати-
мого деформирования, т.е. компоненты тензора пластических деформаций 0ijp , а 
компоненты тензора упругих деформаций ijc  отличны от нуля, то осуществляется пре-
дельный переход от (5) к (3)–(4). 

При активном нагружении 0
)(




 p
ij

ij

ijf
, считая пластическое течение идеальным, 

в условиях принципа максимума Мизеса ,0)(   p
ijijij  следует ассоциированный за-

кон пластического течения. Здесь ij  – действительные компоненты напряжения, ij  – 
компоненты тензора напряжений в любом допускаемом заданной неподвижной по-
верхностью нагружения ( const)( ijf ) в напряженном состоянии. 

Полагаем, что движение среды осуществляется в сферической матрице с идеально 
гладкой поверхностью 0  в сферической системе координат ),,( r . Считаем, что 
такое движение обеспечивают усилия на границах матрицы Rr  и sr   )( sR  такие, 
что  

  srrrRrrr P , .     (6) 
Далее, будем считать, что в материале существует некоторая стационарная по-

верхность 1Rr  , разделяющая его на две, образовавшиеся в процессе деформирования, 
области: упругую RrR 1  (I) и упругопластическую 1Rrs   (II). 

Во II области (с необратимыми деформациями) напряжения определяются из 
уравнения равновесия  

0/)(2,   rrrrrr ,      (7) 
в условиях пластичности Треска ( krr 2  , где k  – предел текучести) [3–4]: 
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В области I (упругая область) неизвестной является функция перемещения. Так 

как решение строится для несжимаемой среды   1)/1(/1  ruru , единственная от-
личная от нуля компонента вектора перемещений uur  определяется зависимостью: 
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где 0Rr   верхняя граница материала в недеформированном состоянии. 

Тогда компоненты тензора деформаций Альманси (1) rrd  и d  с учетом переме-
щений (9) и 3/1 r  приобретают следующий вид: 
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Учитывая (10), согласно зависимостям (2) и (4), интегрируя уравнение равновесия (7) 
при условии  
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определим компоненты напряжений 
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Постоянная интегрирования 2с  определяется из первого граничного условия (6). Таким 
образом, получим 
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На стационарной границе 1Rr  , разделяющей упругую и упругопластическую 
области, значения rr , вычисляемые согласно (8) и (13) должны совпадать. Отсюда 
следует нелинейное уравнение 
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в котором 3
12 /1 R . 

Условие (11) на границе 1Rr   
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позволяет определить 2 , а, следовательно, и  .  

Таким образом, уравнения (14) и (15) при заданных параметрах P , 1R  и s , позво-
ляют определить перемещения в упругой области и напряжение   на внутренней по-
верхности матрицы. 
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Расчеты показывают, что движение среды в сферическом диффузоре зависит от 
нагружающего усилия  /P , заданных параметров стационарной границы 01 / RR  и 
размеров самого диффузора. Таким образом, изменяя параметры диффузора и прилага-
емые к формуемому материалу на входе и выходе из диффузора усилия, можно добить-
ся необходимого оптимального режима движения упругопластической среды по сфе-
рическому диффузору при стационарной упругопластической границе. При этом име-
ется возможность использовать конструктивные особенности сферической матрицы и 
разные способы создания вытягивающих или проталкивающих усилий. 
 

0/Rs 01 / RR
0/Rr

a

b

c

0/ RR

/

 
Рисунок 1. – Распределение напряжений в сферическом диффузоре с размерами 08.0/ 0 Rs , 

9999.0/ 0 RR  и заданной стационарной  границей  6.0/ 01 RR   при нагружающих    усилиях   соот-
ветственно: a) 0/ P , 1845.0/  ; b) 1137.0/ P , 0709.0/  ; c) 1845.0/ P , 0/   

0/ Rs 01 / RR 0/ RR
0/Rr

a

b

c

/

 
Рисунок 2. – Распределение напряжений в сферическом диффузоре с размерами 4.0/ 0 Rs ,   

9999.0/ 0 RR   и  заданной стационарной  границей  6.0/ 01 RR   при нагружающих    усилиях   соот-
ветственно: a) 0/ P , 5385.0/  ; b) 5385.0/ P , 0/  ; c) 1637.0/ P , 

1098.0/   
 
Результаты численных расчетов представлены на рис. 1, 2 для алюминиевого 

сплава В95оч ГОСТ 4784-97: 09.6/ a , 07.27/ b , 33.135/  , 33.541/  , 
0203.0/ k , модуль сдвига 91027   Па. На рисунках  /  представлены в зависи-

мости от значений 0/ Rr  (  /rr  – показаны сплошной,  /  – пунктирной линиями). 
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Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ, гранты 12-
01-90004-Бел_а,  11-08-98506-р_восток_а. 

 
 

Резюме 
 

В рамках модели больших упругопластических деформаций рассматривается те-
чение несжимаемой упругопластической среды в сферическом диффузоре с идеально 
гладкими стенками. Принятое предположение о недопустимости обратимой сжимаемо-
сти среды позволяет получить точное решение краевой задачи. 
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Summary 

 
Within the model of large elastic-plastic deformations an incompressible elastic-plastic medium 

in a spherical diffuser with a perfectly smooth walls is examined. The adopted assumption of non-
reversible compressibility of the medium leads to an exact solution to the boundary problem. 
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