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Введение. Одним из ключевых вопросов теории автоматического регулирования является
конструирование регуляторов, обеспечивающих системе заданные свойства. Это приводит к не�
обходимости исследования задач стабилизации [1–4], модальной управляемости [5, 6], спек�
тральной приводимости [7, 8], полной управляемости обратной связью [9–11]. На последней
остановимся подробнее.

Проблема полной управляемости (полного успокоения) впервые была поставлена Н.Н. Кра�
совским [12] для систем запаздывающего типа и затем изучалась многими авторами (историче�
ские сведения приведены в [13, 14], поэтому в настоящей статье не обсуждаются). В [13–15]
предложено обобщение этой задачи в смысле успокоения решения системы постоянно действу�
ющим управлением. В большинстве случаев результаты исследований задачи полной управляе�
мости и ее обобщения [13–15] представляют собой, как правило, критерии разрешимости и ме�
тоды формирования программных управлений. В качестве исключения укажем [9–11], в кото�
рых успокоение одновходной линейной дифференциально�разностной системы осуществляется
при помощи обратной связи. Основная идея – за счет регулятора полного успокоения обеспе�
чить точечную вырожденность замкнутой системы в направлениях, отвечающих фазовым пере�
менным исходной системы. При этом необходимым и достаточным условием существования ре�
гулятора является условие полной управляемости [16], которое совпадает с условием спектраль�
ной управляемости [17] – полной управляемости конечномерной подсистемы, соответствующей
всякому спектральному значению исходной системы. 

В случае многовходных систем с многими запаздываниями в управлении условия полной
(спектральной) управляемости являются избыточными для существования программного
управления, успокаивающего решение [13–15]. Соответственно возникает вопрос: можно ли в
случае системы, не обладающей свойством полной управляемости, замкнуть ее линейной обрат�
ной связью так, чтобы обеспечить решению исходной системы равенство , каково бы
ни было начальное состояние системы? В настоящей статье получены условия на параметры си�
стемы с соизмеримыми запаздываниями, при которых дается положительный ответ на постав�
ленный вопрос. Достаточные условия существования такой обратной связи совпадают с крите�
рием успокоения решения не полностью управляемых систем [14, 15].

Охарактеризуем структуру статьи. В разд. 1–3 для многовходной линейной дифференциаль�
но�разностной системы строится линейный регулятор, обеспечивающий успокоение решения в
случае, когда нарушается условие полной управляемости. В разд. 4 предложенная методика
обобщается на случай системы нейтрального типа с непрерывным решением. 
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1. Структура регулятора для систем запаздывающего типа. Предположим, что объект управле�
ния описывается линейной автономной дифференциально�разностной системой с соизмери�
мыми запаздываниями 

(1.1)

и начальным условием

(1.2)

где  – решение уравнения (1.1),  – кусочно�непрерывное управляющее воздействие

(управление),  – постоянные матрицы,  > 0 – постоянное запаздыва�

ние. Считаем, что в начальном условии (1.2) функция  где  – про�

странство непрерывных на отрезке  вектор�функций со значениями в ,  –
произвольная кусочно�непрерывная функция.

Если определить полиномиальные матрицы

и считать, что  – оператор сдвига (т.е. ), то систему (1.1) можно переписать в опе�
раторном виде . Далее, для удобства изложения, будем придерживаться по�
добной формы записи.

Критерий полной управляемости (полного успокоения) системы (1.1) имеет вид [16]

(1.3)

где  – единичная матрица,  – множество комплексных чисел. Напомним, что си�
стема (1.1) называется полностью управляемой, если для любого указанного выше начального
условия (1.2) существуют момент времени  и управление ,

, такие, что

. (1.4)

В [9–11] показано, что для случая систем (1.1) со скалярным управлением без запаздывания
при условии полной управляемости (1.3) тождество (1.4) можно обеспечить регулятором типа об�
ратной связи по состоянию. Однако регуляторы работ [9–11] на общий случай систем (1.1) авто�
матически не переносятся. Это связано с двумя причинами. Во�первых, для систем общего
вида (1.1) условие (1.3) не является необходимым для существования программного управления
без требования , реализующего (1.4) [14, 15]. Во�вторых, входное воздей�
ствие типа обратной связи в случае нарушения условия (1.3) должно менять свою структуру, со�
гласно некоторому разностному уравнению, более подробно этот вопрос рассмотрен ниже (см.
утверждение 1). 

Задачу выбора управления , обеспечивающего тождество (1.4) без требования
, будем называть, в отличие от задачи полного успокоения системы [9–12, 14, 16],

задачей успокоения решения системы. 
В настоящей работе успокоение решения системы предлагается осуществить линейным диф�

ференциально�разностным регулятором вида
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где ,  (  – множество матриц размера , элементы кото�

рых являются полиномами переменной ), , ,  – некоторое натуральное чис�

ло, , , , , ,

, ; , ,  – дополнительные пере�
менные. Функции , и , , могут быть любыми непрерывными. 

З а м е ч а н и е  1. Уточним, как формируется управляющее воздействие посредством регуля�
тора (1.5)–(1.8). На каждом фиксированном полуинтервале  , управление

 на основании равенства (1.5) и разностного уравнения (1.6) линейно выражается через
 и . Подставив это управление в (1.1) и дополнив полученное соотношение уравнени�

ями (1.7), (1.8), получим на полуинтервале  , линейную автономную диффе�
ренциальную систему с решением .

Сформулируем условия разрешимости задачи успокоения решения системы, а также опишем
матрицы  и , входящие в структуру регулятора (1.5)–(1.8). Для этого по аналогии с [13–15] рас�
смотрим последовательность векторов , которая является решением разностно�
го уравнения 

(1.9)

порождаемого начальным условием  Последовательность , су�

ществует в том и только в том случае [13–15], когда  где  – некоторые

матрицы,  – произвольный постоянный вектор (один и тот же для всех матриц ). Проце�
дура построения матриц  приведена в работах [13–15], поэтому здесь не описывается. Отметим,
что ее реализация всегда возможна и заключается в решении конечного числа однородных алгеб�
раических систем. В (1.5) и далее полагаем .

Найдем произвольную матрицу , удовлетворяющую уравнениям 

. 

Существование матрицы  следует из определения матриц . Заметим, что будет выполняться
равенство 

. (1.10)

Определим матрицы  . Обратим внимание, что 

. 

Обозначим 

. 

Справедливо следующее утверждение [14].
Те о р е м а  1 (критерий успокоения решения системы). Для того чтобы для любого начально�

го условия (1.2) системы (1.1) существовало управление , обеспечивающее (1.4), необхо�
димо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

. (1.11)
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Далее будем считать, что имеет место условие (1.11). Перейдем к построению регуля�
тора (1.5)–(1.8), обеспечивающего тождество (1.4). 

2. Процедура построения регулятора. Прежде всего разъясним влияние на динамику замкнутой
системы функции , входящей в структуру регулятора (1.5)–(1.8). Для этого докажем следующее
утверждение, в котором попутно укажем точный вид системы, которой удовлетворяют функции

 в случае регулятора (1.5)–(1.8).

Л е м м а . Пусть  и , – любые полиномиальные матрицы указан�
ных выше размеров. При любых   , функции  при  удо�
влетворяют линейной автономной дифференциально�разностной системе с соизмеримыми за�
паздываниями вида

, (2.1)

где  – нулевая матрица.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть , определяется уравнением (1.6). Используя определе�
ние матриц , проделаем следующую цепочку преобразований:

 

. 

В последнем равенстве воспользовались тем, что . Учитывая (1.6), окончательно прихо�
дим к равенству

(2.2)

Подставим теперь управление , определяемое формулой (1.5), в систему (1.1) и заменим
величину , согласно (2.2). В итоге получим, что решение , , си�
стемы (1.1), замкнутой регулятором (1.5)–(1.8), удовлетворяет (2.1). Лемма доказана.

Опишем процедуру построения регулятора (1.5)–(1.8), обеспечивающего решению системы (1.1)
тождество (1.4). Положим  Рассмотрим пару матриц . В силу (1.11) 

(здесь и далее под рангом полиномиальной матрицы понимаем [18, с. 143] наибольший порядок
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Учитывая, что , построим [18, с. 139] квадратную полиномиальную матрицу
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, 

где символом “*” обозначены некоторые полиномы, причем полиномы, стоящие на побочной диа�
гонали, отличны от тождественного нуля. Заметим, что умножение матрицы  слева на
матрицу  равносильно элементарным преобразованиям ее строк. Положим

, . Далее для простоты считаем, что в матрице  номер .

Тогда первый столбец  матрицы  будет иметь вид , где  – некоторый по�
лином. 

Поскольку имеет место (1.11), то  . В силу последнего
условия можно построить [19] полиномиальную матрицу , такую, что

(2.3)

где . 
Введем в рассмотрение вспомогательную линейную автономную дифференциально�разност�

ную систему с соизмеримыми запаздываниями

 , (2.4)

 , (2.5)

где ,  – решение системы (2.4), (2.5), , – скалярное кусоч�
но�непрерывное управляющее воздействие. Необходимости конкретизировать начальное усло�
вие системы (2.4), (2.5) для дальнейших рассуждений нет. Из (2.3) следует, что

,

где , т.е. для системы (2.4), (2.5) выполняется критерий полной управляе�
мости (1.3). Используя методику работы [9], построим регулятор полного успокоения систе�
мы (2.4), (2.5). Этот регулятор запишем в виде 

, (2.6)

, (2.7)

где вспомогательные переменные , , s – некоторое натуральное

число, ,  ,   .
Согласно построению регулятора полного успокоения [9], замкнутая система (2.4)–(2.7) являет�
ся точечно вырожденной в направлениях, отвечающих первым  компонентам ее решения,
т.е. компонентам . Другими словами, найдется момент времени , такой, что ка�
ковы бы ни были начальные условия , будут выполняться тождества

(2.8)

В соотношениях (1.5)–(1.8) положим , ,

, , , матрицы , ,  указаны
раньше. Регулятор (1.5)–(1.8) построен.

Покажем теперь, что построенный регулятор действительно обеспечивает системе (1.1) ра�
венство (1.4). Для этого рассмотрим систему (2.1). Перейдем в ней к новым переменным по фор�
муле

. (2.9)
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В итоге получим систему (2.4)–(2.7). Преобразование (2.9) невырожденное, поэтому из равен�
ства (2.8) следует, что система (2.1) является точечно вырожденной в направлениях, отвечающих
первым  переменным. А это значит, что при любой начальной функции  в (1.2) будет иметь
место тождество (1.4).

З а м е ч а н и е  2. Если для исходной системы выполнено условие (1.3), то для построения ре�
гулятора (1.5)–(1.8) необходимо провести указанные выше рассуждения с матрицей . При
этом в регуляторе (1.5)–(1.8) следует положить , , , т.е. уравнение (1.6) из
структуры регулятора можно исключить. 

3. Обоснование алгебраической связи в структуре регулятора. В регуляторе (1.5)–(1.8) имеется
алгебраическая связь, определяемая разностным уравнением (1.6). Поэтому входное воздей�
ствие (1.5) как функция аргумента  на каждом полуинтервале  , будет менять
свою структуру. Если для системы (1.1) выполняется условие полной управляемости (1.3), то в
соответствии с замечанием 2 входное воздействие как функция аргумента  будет иметь посто�
янную структуру. В общем случае построить регулятор с входным воздействием постоянной
структуры относительно , обеспечивающий (1.4), т.е. регулятор более простого типа, невозмож�
но. Обоснуем это следующим утверждением.

У т в е р ж д е н и е. Пусть для системы (1.1) нарушается условие (1.3). Если управление
, обеспечивает решению системы (1.1) тождество (1.4), то при  оно пред�

ставимо в виде , , где функция , удовлетворяет разностному
уравнению , а функция , , – уравнению , и на�
чальному условию .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть нарушается условие (1.3). Тогда если управление , обес�
печивает тождество (1.4), то [14] выполняется равенство

. (3.1)

Формулу (3.1) запишем в виде 

, , (3.2)

где ,  При каждом фиксированном  соотношение (3.2)
представляет собой разностное уравнение типа (1.9). Поскольку (3.2) имеет решение ,
то найдется [14] кусочно�непрерывная функция , , такая, что ,

, . 

Определим функции , , равенствами

, , (3.3)

В (3.3) учтено, что , , а функции , определяются урав�
нением 

, (3.4)

и начальным условием , , . Используя равенство (1.10), непосред�
ственной проверкой убеждаемся, что функции , , удовлетво�
ряют уравнению (3.4). Поэтому функции (3.3) удовлетворяют уравнению (3.2) (при ).

Определим функцию  равенствами , ,  Тогда
функция , , удовлетворяет уравнению (3.1) с начальными данными

, , . Положим , . Утверждение доказано.

З а м е ч а н и е  3. Ввиду (2.2) , . Поэтому
функция µ не влияет (см. лемму 1) на решение , замкнутой системы (1.1). Этим обу�
словлен вид уравнения (1.5) регулятора.
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З а м е ч а н и е  4. Можно построить регулятор, обеспечивающий системе (2.1) помимо тожде�
ства (1.4) конечный спектр и асимптотическую устойчивость. Для этого надо применительно к
системе (2.8), (2.9) воспользоваться результатами работ [10, 11]. Однако в этом случае в замкну�
той системе, вообще говоря, появится распределенное запаздывание.

4. Построение регулятора для системы нейтрального типа. В настоящем пункте рассмотрим во�
прос построения регулятора типа обратной связи по состоянию в случае линейной автономной
дифференциально�разностной системы нейтрального типа с многими соизмеримыми запазды�
ваниями

, (4.1)

где . Все остальные обозначения, используемые в данном пункте без пояснений, имеют
прежний смысл. В качестве начального условия системы (4.1) возьмем набор (1.2) с начальной

функцией  и произвольной кусочно�непрерывной функцией . Согласно [20,
с. 322], под решением системы (4.1) понимается непрерывная (необязательно дифференцируе�
мая) функция  совпадающая с функцией  при  и удовлетворяющая (4.1)
почти всюду. 

Введем полиномиальную матрицу 

 

и рассмотрим полиномиальную матрицу 

, 

где матрицы  определены ранее (см. разд. 1). Справедливо следующее утверждение [15].
Те о р е м а  2 (критерий успокоения решения). Для того чтобы для любого начального

условия (1.2) системы (4.1) существовало управление , обеспечивающее (1.4), необхо�
димо и достаточно, чтобы одновременно выполнялись равенства:

1) , (4.2)

2) (4.3)

З а м е ч а н и е  5. Если в (4.2) положить , то полученное условие одновременно с
условием (4.3) будут определять для системы (4.1) критерий полной управляемости [15].

Рассмотрим вопрос построения линейной обратной связи, обеспечивающей решению 
системы (4.1) тождество (1.4). Считаем, что имеют место условия (4.2), (4.3). Из (4.3) следует, что

. Пусть  матрица, обратная к матрице . Обозначим .
Тогда в силу (4.2) будет выполняться 

. (4.4)

Значит, для линейной автономной дифференциально�разностной системы (с решением )

(4.5)

существует регулятор вида (1.5)–(1.8), обеспечивающий  при некотором  неза�
висимо от начального условия системы (4.5). Этот регулятор запишем в виде
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где все обозначения те же, что и в регуляторе (1.5)–(1.8). Подставив (4.6) в уравнение (4.5), полу�
чим

(4.10)

В уравнениях (4.6)–(4.10) сделаем замену переменных  После анализа по�
лученных соотношений приходим к следующему утверждению: регулятор

 (4.11)

 (4.12)

 (4.13)

 (4.14)

обеспечивает решению системы (4.1) тождество 

(4.15)

Обозначим 

. 

Уравнение (4.15) перепишем в виде 

(4.16)

Используя теорему Лапласа для определителей и (4.3), приходим к равенству ,

т.е. матрица  является нильпотентной. Обозначим через  индекс нильпотентности матрицы 

( ). Из (4.16) и нильпотентности матрицы  следует, что . Из послед�

него равенства в силу структуры матрицы  имеем  где 

Теперь укажем систему, которой будут удовлетворять функции  в случае системы (4.1),
замкнутой регулятором (4.11)–(4.14). В результате замены  получим замкну�
тую систему (4.5)–(4.9), решение которой удовлетворяет системе вида (2.1). Поэтому в систе�
ме (2.1) формально заменим  на , а  – на . В итоге получим
линейную автономную дифференциально�разностную систему нейтрального типа с соизмери�
мыми запаздываниями.

5. Пример. Рассмотрим систему (4.1) с матрицами ( )

. Для данной системы нарушается условие полной управляемости, указанное в заме�
чании 5. Вычисляем , , . Несложная проверка показывает, что
условия (4.2) и (4.3) теоремы 2 выполнены. Найдем матрицу 
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МЕТЕЛЬСКИЙ и др.

, 

поэтому можно сразу положить , . В данном случае удобно взять
. По схеме работы [19] находим 

 

и выписываем систему (2.4), (2.5)

.

Согласно методике работы [9], характеристический полином  замкнутой системы (2.4)–(2.7)

можно взять вида . Вычисляем полиномиальные матрицы ,

,  входящие в (2.7). В качестве примера выпишем 

Остальные матрицы  приводить не будем в силу их громоздкости. Способ
их вычисления можно посмотреть в работе [9] (формулы (18), (20)–(22), (26)). Далее, следуя рас�
суждениям разд. 2, получаем регулятор (4.6)–(4.9) 

(5.2)

где . Теперь выписываем регулятор (4.11)–(4.14) для исходной системы рассматриваемого
примера:

(5.3)
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Заключение. Для линейных автономных дифференциально�разностных систем нейтрального
типа с непрерывным решением представлена процедура построения линейной обратной связи,
обеспечивающей успокоение решения исходной системы. Отличительной чертой работы явля�
ется возможность применения указанного регулятора к системам, не обладающим свойством
полной управляемости. 

Отдельный интерес представляют системы нейтрального типа (4.1) в случае абсолютно непре�
рывной начальной функции. Условия существования программного управления, обеспечиваю�
щего их решению условие (1.4), получены в [13]. Однако построить необходимый регулятор при
их выполнении весьма затруднительно. Если же характеристический квазиполином соответ�
ствующей однородной системы имеет запаздывающий тип, то, как следует из разд. 4, ситуация
меняется на противоположную. В ряде случаев запаздывающего типа характеристического ква�
зиполинома можно добиться, используя результаты работы [6].
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