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Введение. В самолето- и ракетостроенш! в настоящее время особое внимание к 
себе привлекают композиционные материалы с пространственным расположением 
арматуры [1 и др.]. Так как полимерные материалы, как правило, используемые при 
создании таких композитов, об.ладают ярко выраженными наследственными свойст­
вами, то актуальной является проблема моделирования механического поведения 
пространственно-армированных композитных сред из вязко-наследственных мате­
риалов. В сил>̂  этого в работах [2, 3] были предложены модели описания линейного 
и нелинейного вязкоутхругого поведения пространственно-армированных полимер­
ных сред. К определенному недостатку этих работ относится то, что монолитная в 
реальности композитная среда представляется в виде отдельных однонаправленно 
армированных стержней, ориентация которых соответствует заданным направлени­
ям армирования; при этом указанные армированные стержни получаются несвязан­
ными между собой в единое целое (в монолитный материал). Кроме того, при таком 
подходе с>тцествует определенная неоднозначность в распределении всего объема 
связ}тощего по однонаправленно армированным стержням, что существенно сказы­
вается на значениях эффективных характеристик пространственно-армированного 
композита.

Настоящее исследование посвящено построению численно-аналитической мо­
дели нелинейно-наследственного поведения пространственно-армированного ком­
позита, лишенной указанных вьппе недостатков и позволяющей описьюать внутрен­
нее трение в таких материалах.

Структурная модель. В глобальной декартовой системе координат Xi, Х2, Х3 
рассмотрим гибридный композит, армированный в произвольных направлениях N  
семействами волокон с интенсивностями = N ).  Направление армиро­

вания к-ш семейством волокон задается направляющими косинусами ( г = 1, 2, 3 ); 
если направление армирования задано с помошью двух углов сферической системы 
координат (см. рисунок 1) -  полярного расстояния 0;;. и долготы , то

=sin6^.созф^, 4*  ̂= sin 0 ^8Шф^, /p^=cos0^, \ < k < N .
Обобщая па пространственный случай армирования модель с одномерным на­

пряженным состоянием в волокнах, впервые предложенную в [4] для случая плоско­
го армирования, получим следующие выражения для средних напряжений в компо­
зиции:
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Рисунок 1 -  Ориентация волокна к-го семейства в пространстве X], Х2, Х3

К
c r„= (l-5 n )< jy  + S  C i - ( 1 - 8 K  W  = 1.2,3, П = Е ш „  (1)

*=1 ы\
где б -  функция переключения, позволяющая выбрать вариант модели [5] (жесткий
при 6 = 0 и мягкий при 5 = 1); -  напряжения в связующей матрице; -  про­

дольное напряжение в арматуре к-то семейства; сг™ -  одномерное напряженное со­
стояние в фиктивных волокнах из материала связующей матрицы, направленных по 
траекториям армирования к-то семейства [5].

Так как в волокнах ^-го семейства реализуется одномерное напряженное со­
стояние, то при нелинейно-наследственном поведении фазовых материалов можем 
записать определяющие соотношения в виде [6; 7]

Й  ехр ( -  (г -  т ) /9^'^) (х) dx,
ом  ^

ом  ’

g (e„  - 6yeo) = ех р (-(^ -т )/е^ )55’ {x)dx (z, ;  = 1, 2, 3),
(2)

OM

^o(e„ So)eo = a5 ‘(r)+  ех р (-(? -т)/0 ?)а^ (т)^^т ,
CM ’

где

ео = { (ец + е2 2 + езз)’ «̂ o +^^22+ < з ) .J  ̂ ,=1

g (e .,E o ) = ^ 2 4 ^ ^ ,  ;?=<!,7-Sjcry ( i,y  = l,2 ,3 , 1£*< ,V ), (3)

t -

2  j  1 г 1 _  I II на.»

“ ^22)^+(^22 “ £зз)^+(£зЗ~е,|)^+6^е^2 +^23+^31 j> 
время; £y -  компоненты тензора деформаций; e* -  интенсивность деформаций;

Sjt -  продольная деформация в арматуре к-го семейства; -  интенсивность на­
пряжений в материале матрицы, связанная известным соотношением с е*, е^;
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go(s*,So) ~ известная зависимость объемного модуля от е*, Eq (функции

^о)’ £о) или a f  (s*, Sq) известны из диаграмм мгновенного деформи­
рования материала связующего; зависимость этих функций от обоих аргументов по­
зволяет учитывать свойство разносопротивляемости материала связующей матри­
цы); gj^{z), gm(s) -  заданные функции, характеризующие диаграмму мгновенного

деформирования материалов арматуры А:-го семейства ( a  = g ^ (e )s )  и связующей 

матрицы ( а  = ( s ) s ) и известные из опытов на растяжение -  сжатие; 5,у -  символ

Кронекера; , M i , K f , ATf -  известные из экспериментов постоянные, характе­

ризующие ядра ползучести; , 0™, 0®, 0/ -  известные из экспериментов констан­
ты фазовых материалов, имеющие смысл характерного времени ползучести. Пред­
ставление в (2) разностных ядер ползучести в виде линейных комбинаций экспонен­
циальных функций (с числом слагаемых Lj^,L, Lq, ) позволяет аппроксимировать
ядра более сложной структуры, в том числе и некоторые виды слабосингулярных 
ядер [8, с. 192].

Определяющими соотношениями (2), (3) описывается механическое поведение 
не только полимеров, но и некоторых металлов на стадии их активного нагружения 
[6, с. 217].

Так как даже простейшие задачи неустановившейся ползучести для изотроп­
ных элементов конструкций требуют привлечения численных методов интегрирова­
ния по времени [9], то тем более это касается сложно армированных композитных 
сред. Поэтому в настоящем исследовании разработаем численно-аналитическую мо­
дель нелинейно-наследственного поведения пространственно-армированного компо­
зита. С этой целью дискретизируем задачу по времени t, т.е. будем рассматривать ее 
решения в моменты времени ( л = 0 ,1, 2 ,..., tQ=0). Предполагаем, что в момент 
времени (и во все предьщущие моменты) решение задачи уже известно. Построим 
определяющие соотношения (2) для момента времени

^п+\=^п + ̂ п’ и = 0 ,1, 2,..., (4)
где -  шаг по времени (возможно, переменный).

Введем в рассмотрение дискретные по времени функции:

= |a^(x)exp(x/0 j")i/T  (1< /<Z ), 
0 0

n i
= P ? ( т ) е х р ( х / (/, У = 1, 2, 3, 1 < / < L,),

0

s  Jcr^ (т)ехр(х/ Qf)dx ( l < l s  Lq),
0

(5)
которые no предположению в момент времени t„ уже известны.

Записьшая соотношения (2) для момента времени (4) с учетом обозначений ти­
па (5) и вычисляя интегралы, входящие в (2), на интервале t ^ < t < по формуле
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трап ец и й , а также используя вырожденность экспоненциальных разностных ядер [8 , 
с 192], окончательно получим
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Эти соотношения можно записать так
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Умножим последнее равенство (6) на 5,у и результат сложим с третьим равен­
ством, тогда с учетом (3) получим

"+* п fn+ l П+Л

e*.So
С п+1 я + Л ( л+1 п+Л 

Ч ,  So
п+1
е о + <  (i, У = 1,2,3),

где
я+1 п+1 и+1 п п п
„ т  „ т  , я  «.шО „тО , ? „ т ОСту = Sij + Ьц ао , а,у = Sy + Ъу Cq .

(9)

(10)
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п п п
функции пространственных переменных , определенные по

формулам (8), (10), можно трактовать как начальные нанряжения в соответствующих 
фазовых материалах в момент времени , которые, согласно (5), (8), в этот момент 
времени извеспш в каждой точке л:,- композитного тела.

Таким образом, соотношения (9) и два первык равенства (6) в момент времени 
можно трактовать как определяющие соотношения для фазовьж материалов, 

поведение которых характеризуется зависимостями нелинейно-упругого тела с на­
чальным напряженным состоянием.

«+1
Подставим напряжения , а™ , а™ , определенные в (6), (9), в равенства (1) 

при t  = , тогда с з^етом обозначений типа (5) получим

(П)

и+1 п ^п+1 п+1'’ 'п+] и+Г п ' п+\ n+l'l rt+1
С Г ( , .= ( 1 - 8 П ) g 6* ! 6 q 2(/ “  ^ij ^0 + So £* , 8 q So

_ V / \  J \  / _

N
+

к=\
8 к

/'■«+А 

\  /

и+1

ел- (1 -5 )^ ,
(  п+\\п+\

+ СУ,-,., г, 7=1, 2,3,

где

(12)

п+\ и+1 и+1 и+1
Деформации Sq , е* , , s,y в (И ) связаны зависимостями типа (3).
Равенства (П ) с \^етом (3) можно рассматривать как определяющие соогно-

П
шения для исследуемого композита в момент времени Напряжения ст| при

этом можно трактовать как начальные напряжения в композиции, известные в мо­
мент времени (см. (12), (10), (8)). В общем сяучае соотношения (11) с учетом (3)

/ 2+1

являются нелинейными относительно деформаций 8^ .

Линеаризуем соотношения (11), предполагая, что функции g(e*, Eq),

во)’ Smi^k)  (см- (2)> (3)) удовлетворяют достаточным условиям
сходимости метода итераций [7, с. 199], аналогичного метод)^ переменных парамет-

п+1
ров упругости. Если на некоторой от-й итерации известны т-ы е приближения e[j"̂  

деформаций в момент времени , то согласно (3) будут известны т-ые приближе-
п+1 и+1 й+1

ния функций . Для следующего же (/и+1)-го приближения деформа-
я+1 и+1

ций И напряжений будут справедливы линейные соотношенрм (см. (11),

(3)):
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где «начальные» напряжения изменяются в зависимости от номера п (от момента

времени ) и не зависят от номера итерации т.
Соотношения (13) целесообразно записать в традиционной тензорной форме

к+1 3 3 п+1 п+1 п

4 " " ” = S  S  с ! ;’ 4  ■ и  = 1 2 , 3 .  (14)
1=1 Р=1

и+1
где с \”!  ̂ -  известные коэффициенты, выражения для которых получаются из срав­
нения (13), (14):
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При решении соответствующей нелинейно-вязкоупругой краевой задачи для 

пространственно-армированного композита в квазистатической постановке (w  + 1 )-
л+1

ые приближения усредненные напряжения в композиции (см. (14)) в момент

времени должны удовлетворять общеизвестным уравнениям равновесия и ста-
«+1

тическим граничным условиям, а приближения деформаций е [ у д о л ж н ы  быть
и+1

связаны с приближениями перемещений дифференциальными соотношения­
ми Коши

п+1 
.(*

2

п+1

, 1, 7 -1 ,2 ,3 , (15)

где dj -  оператор частного дифференцирования по пространственной переменной дг, 
(/ = 1 ,2 ,3 ).

В случае же решения задачи динамического деформирования рассматриваемо­
го композита (состоящего, например, из полимерных фазовых материалов [1]) в мо­
мент времени должны быть получены соответствующие уравнения для прибли-

я+1 и+1

жений усредненных напряжений и перемещений . Покажем, как это

можно сделать в рамках численного моделирования.
Дискретизация по времени уравнений движения. Уравнения движения эк­

вивалентного материала в глобальной декартовой системе координат х,- в рамках 
геометрически линейной постановки имеют вид [6- 8]
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р«,- = Xi  + diOii + д20ц + д^Сф i = 1, 2, 3, (16)
где Xj -  приведенные объемные силы, действующие на эквивалентный материал в 
направлении Х( (определяются по правилу простой смеси от соответствующих сил,
действующих на фазовые материалы [10]); р -  приведенная объемная плотность эк­
вивалентного материала (определяется по правилу простой смеси от соответствую­
щих плотностей материалов компонентов композищти [10]); точка означает оператор 
частного дифференцирования по времени t.

Для численного интегрирования уравнений (16) по времени t перепишем их в 
виде следующей системы

Ii,. =  v , ( / , X „ X 2 ,  Х з ) ,  p V i = X i + д ^ < S ц + д 2 0 i 2  +  д г0 iJ„ / =  1,2,3, (17)
где V,- -  скорости смещения точек эквивалентного материала в направлении х ,.

Как и прежде, предполагаем, что в момент времени механическое состояние 
эквивалентного материала известно. Тогда приближенное решение интересующей 
нас задачи в момент времени (см. (4)) получим численным интегрированием по 
времени системы (17) с применением формулы трапеций, имеющей второй порядок 
точности по и гарантирующей абсолютную устойчивость используемой числен­
ной схемы [11]:

п+\ п й+1 п
V/ +V,- / = 1, 2, 3; (18)

и+1 п+\ п 
d j O y^ d j ^ i j г = 1, 2, 3, (19)

где приняты обозначения, аналогичные (5). 
Используя (18), выразим

И+1 
V,- =■

( и+1 и 
Щ-Щ -Vj, i = 1,2,3 (20)

и+1
и исключим из уравнений (19). Тогда после элементарных преобразований ^фав- 
иений (19) с учетом (20) получим

3 «+1 4 р « + 1  «+1 « 3 « 4 р л  4 р н
j -щ - - Л , —л ,—2^5,•cy,y- -Vi, / = 1,2,3. (21)

Преобразуем уравнения (21) так, чтобы исключить из их правых частей диффе­
ренцирование d j . С этой целью введем в рассмотрение функции, зависящие только

от пространственных переменных х ,:

г =1,2,3,  ж = {х„х2,хз},  (22)
У=1 ' п̂

тогда система (21) примет вид
3 п+1 4 о  п+1 и+1

Z ^ij ( * ) - ^  W  = - Y i  (х),  I = 1, 2, 3, (23)
7=1 ‘̂ п

где правая часть, согласно (21), (22), определяется по рекуррентной формуле
й+1 п «+1 й Я п  ”  Лп  ”
Yi (x) = -}^ (x )+ X ,.(x )+ X ,.(x )+ -f м ,(х)+-Е у,-(х), i = l, 2, 3. (24)
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Равенства (23) остаются справедливыми не только для истинных напряжений
п+1 я+1

и перемещений щ в моменх времени , но и для их (»г + 1)-х приближений

п+1 и+1
и . Поэтому после подстановки в (23) соотношений (14) с учетом (15)

окончательно получим
3 3 3 л  л+1 3 ^

1, 2. 3, (2S)
j=\ l=\ p=\ '^n y=l

где правые части не зависят от номера итерации т.
Так как решение задачи предполагается известным в момент времени , т.е.

п п п
известны функции 1̂  (х ), щ{х) ,  уДх) во всех точках рассматриваемой армирован­
ной конструкции, то по формулам (24), (12) можем определить правые части в урав­
нениях (25), которые можно трактовать как уравнения равновесия некоторого ли­
нейно-упругого анизот|эопного неоднородного материала, каждая ючка которого как 
бы покоится на упругом винклеровском основании с коэффициентом постели, рав-

«+1 3 ”
ным 4р / Хд. При этом на ( W +1 )-й итерации функции (х) + ^  dj а  у в правых час-

J-1
тях уравнений (25) можно трактовать как приведенные объемные нагрузки, дейст­
вующие на этот материал.

Соотношения (2) справедливы при традиционном предположении, что до на­
чального момента времени t - t Q = 0  композитный материал находится в естествен­
ном состоянии, т.е. функции v,-, Uj, â j принадлежат классу Хевисайда [6], а значит 
О 0 ^ 0
V,- (х) =  о , (х) = О, а,у  (х) = О ( г, j  = 1, 2, 3), поэтому, согласно (22), в начальный
момент времени имеем

Ц х ) ^ 0 ,  / = 1,2,3, (26)
а по формуле (24) с учетом (26) получаем

:F;(x) = i , ( x )  + i , ( x ) ,  / = 1,2,3, Г = Г1 =Хо. (27)
Система линейных дифференциальных уравнений эллиптического типа (25)

п+1
определяет ( m +1 )-ые приближения перемещений в момент времени . Ки­
нематические граничные условия для этой системы получаются простой заменой

п+\ п+1

щ , а статические -  заменой с учетом соотношений (14), (15).

Методы решения таких граничных задач достаточно хорошо разработаны [12], по­
этому не будем останавливаться на обсуадении этого вопроса более подробно. От­
метим лишь, что для интегрирования системы (25) наиболее целесообразно исполь­
зовать вариационные методы (как следствие, МКЭ), так как их применение позволя­
ет избежать дифференцирования по пространственным переменньм в правых частях 
равенств (25). (Численное же дифференцирование, которое необходимо будет здесь 
применять, всегда приводит к потере точности решения [13].)
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