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В рамках несимметричной теории упругости предложены два подхода построения опреде­
ляющих уравнений однонащ>а8ленно армированного гибридного композита, все фазы которого явля­
ются изотропными материалами. В качестве критериев эквивачентности волокнистой композиции 
эквивалентному однороднаму монотропному фиктивному материалу использованы равенства в них 
удельной свободной энергии и удельной термодинамической энергии Гиббса, что позволило опреде­
лить верхнюю и нижнюю границы эффективных жесткостей волокнистого материала. В предель­
ном случае, соответствующем симметричной теории упругости, эти границы совпали, а расчетные 
значения эффективных жесткостей хорошо согласуются с экспериментом.

Введение. В настоящее время особое внимание уделяется изучению микро- и 
нанонеоднородных сред. Механическое поведение таких твердых сред может быть 
описано на основе несимметричной (моментной, микрополярной) теории упругости 
типа Коссера, поэтому во всем мире значительно активизировались соответствую­
щие исследования [1-5 и др.]. Микронеоднородными являются и волокнистые ком­
позиционные материалы, находящие все более широкое применение в инженерной 
практике.

При изучении напряженно-деформированного состояния (НДС) ориентирован­
но армированных материалов чаще всего их рассматривают как макроскопически 
однородную среду, состоящую из множества волокон малого диаметра, имеющих 
равномерное распределение. Поэтому возникает необходимость установления соот­
ношения всех независимых термоупругих характеристик армированных композитов 
в зависимости от аналогичных характеристик составляющих материалов и от их 
объемного содержания, обычно выражаемого через плопюсть (относительное объ­
емное содержание) армирования \\i.

В силу актуальности гфоблемы определения эффективных термомеханических 
характеристик волокнистых композитов за последние полвека было предложено 
множество структурных моделей однонаправленно армированных материалов [6-13 
и др.]. Основная особенность всех этих теорий заключается в том, что они базиру­
ются на соотношениях и уравнениях симметричной теории упругости. Однако в си- 
л>' присущей таким материалам микронеоднородности целесообразно развивать со­
ответствующие структурные теории на основе несимметричной теории vnpyrocTH
[14], что и было проделано автором в [15].

В теории гетерогенных сред, помимо всего прочего, важной является проблема 
определения верхней и нижней границ их эффективных характеристик -  «вилки Ви­
нера» [16]. В механике композитов «вилка Винера» известна как «вилка Фойгта -  
Рейса», являющаяся достаточно широкой, поэтому неоднократно предпринимались 
попытки сузить ее границы -  «вилка Хашина -  Шгрикмана» [17] и др. Подобные 
«вилки» в рамках несимметричной теории упругости механики композитов до на­
стоящего времени бьши получены лишь для слоистых композиций [18].

Настоящее исследование посвящено определению верхней и нижней границ 
эффективных жесткостей однонаправленно армированного гибридного композита в 
рамках несимметричной теории упругости.
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Определение верхней границы эффективных жесткостей волокнистой 
композиции. Рассмотрим габридньта композит, армированный N  семействами изо­
тропных волокон в направлении Х} прямоугольной декартовой системы координат
X,, Х2 , Хз с плотностями \1/  ̂ (l<A:<iV^). Относительное объемное содержание изо­
тропного связующего обозначим через \\Iq , тогда имеет место условие нормировки

N). (I)
Здесь и далее суммирование осуществляется по индексу А: от О до N, если не 

указаны пределы.
Дпя изотропного материала к-й фазы композиции имеем следующие опреде­

ляющие уравнения для термоупругой среды Коссера [14]

(2)
ц « = 2 у < ‘ ) 4 * ) + |5 < ‘ > 1 4 ‘ >, = Г ? Ч ‘ ) + у ? ) к ‘‘ ' .  w '  =  l , 2 , 3 ,  J * l ,

l=\ 

где
Лк ) _ Лк )  Лк)_ ,Лк)  f .  . , 7 04 y i k ) _. Лк)  J k ) _  (к) (к)
У и - ^ и  > ^Ji у 12 - « 2,1 ®3 ’ Уг\ “ ^1,2 ’

Л к ) _ А к ) _ Л к )  М ) _ Л к ) _  (к) J k ) _  (к) (к)
Yl3 ~ “з,1 + ® 2  ’ Уз1 ®2 ’ Угз - “з,2 ®1 ’ Ъ 2 ~^2,3+®1 ’

<у\Р -  компоненты несимметричного тензора напряжений в материале

-̂й фазы композиции; ~  компоненты тензора моментных напрялсений в этом же 

материале; у̂ ^̂  -  компоненты несимметричного тензора деформаций; к[у  ̂ -  компо­

ненты тензора изгиба-кру^юния: u f ' \  -  компоненты векторов перемещений и 

вращений, соответственно, по направлениям х ,; -  постоянные Ламе я

коэффициент температурной жесткости материала Л-й фазы; у̂ *̂  —
дополнительные упругие постоянные материала k-vi фазы, соответствующие среде 
Коссера; -  отклонение температуры А:-й фазы композиции от температуры естест­
венного состояния (при = О -  в связующем, при \ < k < N  -  в арматуре А:-го семей­
ства); нижний индекс после запятой означает частное дифференцирование по пере­
менной X,-.

Так как установить фактическое распределение НДС в композитной среде, где 
основной материал (связующее) имеет многочисленные более жесткие включения, 
весьма затруднительно [19], то при нахождении практически пригодных зависимо­
стей для определения всех независимых термоупругих постоянных однонаправленно 
армированного материала необходимо сделать некоторые допущения в виде исход* 
ных предпосылок.

1. Волокна всех семейств строго параллельны и пересекают ортогональные им 
плоскости достаточно хаотично (что, как правило, и имеет место на практике), по­
этому однонаправленно армированный материал представляет собой сплощное мак­
роскопически квазиоднородное монотропное (трансверсально-изотропное) тело, 
плоскость изотропии которого (х 2 , Хз) ортогональна направлению армирования Xj.
(При достаточно густом равномерном насыщении связующего арматурными стерж­
нями или волокнами это предположение вполне допустимо. К этому выводу прихо­
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дят все исследователи, изучающие механические свойства дисперсно-армированных 
сред [19].)

2. На границах между связующим и арматурой реализуется идеальный термо­
механический контакт (непрерывность полей температур, перемещений и векторов 
вращений, нормальных и касательных составляющих напряжений и моментных на­
пряжений).

3. В пределах представительного элемента, выделенного из композита на ми­
ниуровне, компоненты тензоров деформации, изгиба-кручения, напряжений, мо­
ментных напряжений и температуры во всех фазах и в композиции кусочно­
постоянны. Эффектами высших порядков, связанными с изменением полей дефор­
маций, напряжений, температур и т. п. на микроуровне в малых окрестностях границ 
контакта связующего и волокон, пренебрегаем.

4. Осредненные поля деформаций, тензора изгиба-кручения и температуры в 
композиции определяются по правилу простой смеси -  пропорционально относи­
тельному объемному содержанию каждого составляющего.

5. Все фазовые материалы линейно-упруги, изотропны и однородны; опреде­
ляющие соотношения для них задаются равенствами (2), (3).

6. В качестве условия эквивалентности выступает равенство удельной свобод­
ной энергии эквивалентного однородного монотропного фиктивного материала 
удельной свободной энергии волокнистого композита.

В силу допущений 1, 5 справедливыми являются матричные соотношения
а  = А { у - а Т )  = дР1с^{, = В к ^ д Р  I дк, s = - 8 F l d T \  (4)

= \ ^ к = ^ к Ч = Щ 1 ^ к >  Ч = - ^ Р к > Щ ^  Q < k < N ,  (5)
где Т -  отклонение средней температуры композиции от температуры естественного 
состояния; F, -  удельные свободные энергии композиции и ее k-ii фазы (инвари­
анты), имеющие выражения [14]

F  = у*Ау / 2 -  у*АаТ  + к*5к / 2 -  тТ^ / 2,
’ (6) 

Рк = y U k J k  ' 2 - +  ^ k h ^ k  i 2 - / 2,  0 < k < N ;
G, Ц, у. К, a  -  девятикомпонентные векторы-столбцы напряжений и моментных 
напряжений, деформаций, изгиба-кр\^ения и коэффициентов линейного теплового 
расширения композиции, имеющие компоненты

^  С?22, ^ 33, СГ]2, СГ21, О23, СГ32, ^ 3 1, СУ,з},

М- = {м -ц . И-22’ 1̂ 33’ 1 1̂2» ^ 2 1’ 1̂ 23’ 1̂ 32’ ^ЗЬ М-1з}’

У* У22» Узз^ У12» У21. У23^ У32> У31^ У в } .  (7)

К = { K { j ,  К22> К33, Kj2, К21, К23, К32, К31, К |з|, 

а *  = { a i i ,  а з 2 , а з з , а , 2, a 2 i ,  а2 з , а з 2 , а з „  щ^^};

А, В -  9x9  симметричные матрица жесткости и моментной жесткости, компоненты 
Aij, By которых подлежат определению; s , m -  удельная энтропия композиции и ко­

эффициент, ее характеризующий (подлежит определению); 
а^, у̂ ,̂ к^, а^, /4;̂ » -тож& для материала к-я фазы композиции; звез­
дочка означает операцию транспонирования. Векторы-столбцы сг̂ ,̂ у .̂, к^, а̂ .
имеют структуру, аналогичную (7) с учетом обозначений, принятых в (2), (3); ком­
поненты а \Р , В\Р  (г, 7  = 1 ,9 ) симметричных матриц Aj ,̂ В̂ , и девятикомпонент-
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ных векторов-столбцов известны и определяются равенствами (2); постоянные 

также предполагаются известными.
Согласно допущениям 3 ,6 , имеем

F  = (8)
В силу допущений 2, 3 и условий сопряжения полей напряжений, моментных 

напряжений, перемещений, вращений и температур на границах контакта волокон со 
связующим получим

Го=7^, \ < k < N \  (9)

(так как cop^=cof^), /= 1 ,2 ,3 ;  (10)
Лк) „ (0) (к) _ (0) (к) _  (0) (к) __ (0) / . _  2 3%

’ И-» “ И-» ’ И-п -И -,1 м - А - з л
„(А ')„„(0) _ W _ „ ( 0) , , W _ , , ( 0) J k ) _  (0) 1 < ^ < д г
®32 ^̂ 23 “ ‘̂ 23’ 1̂ 32 “ Из2 ’ ^23 " ^ 2 3 ’ ibATbiV.

Согласно доп>тцению 4, осредненные поля тензоров деформаций, изгиба-
кручения и температуры в композиции определяются так:

Jij = ZViY^‘ *. Kj, = '• j  = '■
г = 1 ч , Л .  (13)

Из равенства (13) с учетом (9), (1) следует
T = Ti,, 0 < k < N ,  (14)

т.е. средняя температура композиции в пределах представительного элемента равна 
температуре каждого фазового материала. Из равенств (12) с учетом (10), (1) вытека­
ет

У„.=У<‘ >, к , ,= к « ,  ( = 1 ,2 ,3 , 0 < t s w .  (151
Из соотношения (8) с учетом (6), (14) имеем

у*Ау / 2 -  у*АаТ  + к В к / 2 - т Т ^ 1 2  =

= Z ¥ /t  (yI- А У к ! 2 - /  2 -  / 2]. ̂  ̂

Выразим в (16) деформации и через у и к соответственно. Связи меж­
ду некоторыми компонентами векторов-столбцов у к̂ . и у , к уже известны щ
(15), дополнительные соотношения получим из (11) с учетом (2), (14):

)т!*> + (т!Р + т ! |')  -  v<‘>7- = (гцВД + х<»> ) y f  + А<»> (г<;> + y f  ) -  v«»r,

ц1*'тГ -  n f  г'?' П1<“>уГ, |i<*>yS,‘ > -  1^«'у<? = v S H t  + ц‘“'у̂ “>.

У<‘>4‘>+y?V <‘> = y l» V f  + у(»>к‘»), =у<»>к|1» +уВДкт,

(2у<‘)+ р ‘‘ ')к<‘Ч1>(‘>(к<« + к 'Р ) = (2у(»)+р(»>)к<»'+р(»)(кт^ y = 5 - i ,

/ = 2 ,3 , 0 < k < N ,  
отсюда с учетом (10) следует
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--(0) . ’̂ (0) . ^(0)  ■^(k) т  (к)
Л ' - л , '  ' (0) V ' ' - V',{к) , Лк) ^  И- - -Ьа.-- / (0) (0)\ ___________, _

У22+ЬЗ ~ ^(к) _^у^[к)[Ь.2 +УгЗ }+ ^22 УЗЗ - _д*)

.(0)
, /„ (0 )  _ ^ ( 0 ) \  (к) _  J k )  _ У ^ (  .(0) _  , .(0 ) \  J k )  ^{к)  _  Y • .- , ..VV,,,
МУ22 '33 / ’ ^22 '^33 ■- ( к ) \ ‘"22 *̂ 33 / ’ '^22 ' ‘"33 “  (к) —  ^22 ■̂"33 /■т

yW =   ̂llj ^(k)

yv-y X / yV-/ + p’

ц‘‘ ' (ц<»> y f  + ) -  M?’ + f.?'rS">

(0)
i

Лк) 1 Г
Jk)

y f K f +(у^>-у^^>)к (0 )
1;

, (17)

= — r ? >  ( y f > K f  +  yl»>K<»>) -  y ? )  ( y f  K<»> +  y i» > K f

A*‘ '= H < ‘ V f - k L ‘ V '* ’. A f  = y f y l * ' - r « y W ,  /  = 5 .^;, / = 2 ,3 , 0 < * < ,V .  
Согласно допущению 4 (см. (12)), с учетом (17) получим

У 22 + '+ y f3 ^ )+ Z v , У 1 ? - Т щ -Т ,^ ik )^^ i k)

У22-ГЗЗ = Е М ^ Й - ^ ( Т м  - Y b  ). 1^22--’̂ 33 = l ¥ / c ^ ( 4 2  - 4 ? ) ’ К22+К33 =
у-

= 1 ¥ а

у(0)+р(0)

yW +pW T » = X v * -^ = <

^ ^ f y f ).  V. = I f c i | ^ y l f *  +
И-+

j. y  щ  ̂у(0) ^ - Y -  ̂ (0) _ у  Y+
к (U\ у  и  ’ f i f i ’̂ il (k\  ’̂ h' ’ ^ y ' ~ Z j 4 ' k

1 ? yl‘>

(k)

A(fc)

x ( y f K f  + y l « ) K f j - E v , , ^ ( y f K f + y i « ) K f ) ,  /  = 5 - / ,  f = 2,3.Д(Л) I

(18)
Равенства (10), (17) и (15), (18) можно записать в виде следующих матричных 

соотношений
Н У и ^ Н а ^ - Ъ ^ Т ,  Я К^=Р^К 0, ( ) < k < N  (H q = Pq = H,  Z o - 0 ) ;  (19)

Я у ^ б о Т о - W o r ,  Я к  = ГоКо, (20)
где

e o = l ¥ A .  J o = Z ' F ^ i \ ,  Wo = 1 м / А ;  (2 1 )
Я -  9x9  матрица, компоненты которой определяются коэффициентами в левых час­
тях равенств (10), (17) (или (15), (18), что приводит к тому же результату); Я^ , -
9x9 матрицы, компоненты которых определяются коэффициентами в правых частях 
соотношений (10), (Г7); Qq, Yq -  9 x 9 матрицы, компоненты которых определяются

коэффициентами в правых частях равенств (15) (при к = 0 ), (18); Z^., Wq -  девяти­
компонентные векторы-столбцы, элементы которых определяются коэффициентами 
при Т в правых частях соотноше^'чй ( 10 ), (17) и (15), (18) соответственно.
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в  силу соотношений (10), (17), (15), (18), (21) detigo ^ 0 ,  detfo 9̂ 0 ,
поэтому из (19), (20) можно однозначно определить

г * = , я - ' н л о - я - ' г * г ,  = ( i s t s i v ) ;  (22)

To=eo"'^Y+fio''Wor, K„=ro-'ffK, (23)

где б о ' ,  }q“' -  9 x 9  маарицы, обратные iMaxpHnaM Я, ^о-
Подставим (23) в равенства (22), тогда полу^шющийся результат и соотноше­

ния (23) можно записать в единообразной форме;
Yk^C / ,y  + J)i,T, 0 < k < N ,  (24)

где, согласно (22), (23):
с „ - е „ - 'я ,  С , ш Н - ' щ д ^ ' Н ,  Е„шГ„-'н,

В ( |= й о Ч .  {1<*г<Л'К
Со, Q ,  Eq, Ef  ̂ -  9 x 9  известные матрицы, Dq, ~ известные девятикомпонентные 
векторы-столбцы, компоненты которых зависят от механических характеристик фа­
зовых материалов и плотностей армирования.

Подставим (24) в \фавнение (16) и приведем подобные слагаемые, тогда окон- 
чагельно получим
T * ^ Y / 2 - r * ^ a r + K ’5 K / 2 - m T ^ / 2  = r * ( 2 ; V i C j 4 C , ) r / 2 -

- Г * [ 1 ¥ Л Ч  К  - D t ) ] r + K * ( 2 ;  1 | / ( 4 Ч 4 ) к / 2 - 1 ч.ч  [ и ,  + d ; 4  ( 2 а ,  - 0 , ) ] г ^ 2 .

Так как это равенство должно выполняться при любых у , к , Г, то из него вы­
текают матричные соотношения

где нужно учесть выражения для матриц и векторов (см. (24)). Из третье­
го равенства (26) следует

(t = A~^Y.^^ClAk{cLf, -bk).  (27)
Таким образом, соотношения (26), (27) определяют в матричной форме все эф­

фективные термомеханические характеристики волокнистого композита в рамках 
несимметричной теории упругости.

Выше эффективные характеристики волокнистого композита были определены 
на основе использования кинематических равенств (12) (см. допущение 4), связы- 
ваюпщх между собой компоненты осредненных тензоров деформации и изгиба- 
кручения композиции с компонентами аналогичных тензоров в фазовых материалах. 
При этом никаких допущений о связи средних напряжений о и моментных напряже­
ний fi в композите с напряжениями ст̂  и в фазовых материалах не делалось. Из­
вестно, что такой подход с применением энергетического критерия эквивалентности 
(допущение 6) дает верхнюю оценку расчетных значений эффективных жесткостей 
композита [17].

Определение нижней границы  эффективных жесткостей волокнистой 
композиции. Вычислить эффективные характеристики волокнистого композита 
М0Ж1Ю иначе, а именно, вкеда соответствующую гипотезу, позволяющую связать с, 
ц с }Xf̂  соответственно, и не делая никаких допущений о связи у, к  с
(O s  к < N"). Такой подход с применением энергетического критерия эквивалентно­
сти дает нижнюю оценку расчетных значений эффективных жесткостей композиций 
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[17]. Знание же верхней и кижней оценок дозволяет оценить точность определет1я 
расчетных характеристик композиции.

В связи с этим далее настоящее исследование посвятим вычислению расчетных 
значений эффективных термомеханических характеристик однонаправленно арми­
рованного гибридного композита, соответствующих их нижней оценке. При этом 
допущения 1-3 и 5 остаются без изменений, а вместо гипотез 4, 6 соответственно 
примем следующие.

4 ’. Осредненные поля напряжений, моментных напряжений и температуры в 
композиции определяются по правилу простой смеси -  пропорционально объемному 
содержанию \|/^ каждого составляющего.

6’. В качестве условия эквивалентности выступает равенство удельной термо­
динамической энергии Гиббса эквивалентного однородного монотропного фиктив­
ного материала удельной термодинамической энергии Гиббса волокнистого компо­
зита.

В силу допущений 1, 5 для эквивалентной композитной среды и фаз компози­
ции имеем матричные соотношения [14]

у = Л~'<у + а Г  = -а С /Э а , к  = В" V  = --5G / 5^, s-=-dG!dT;  (28)

У к = = -d G k ld ^k ,  = -aOfc s,, = ~дО^!дТ^. 0 < k <  N,(23)

где В ~ \  ~ 9 x 9  мртрицы, обратные А, В, Af,, В/  ̂ (см. (4), (5)); G, -
удельные термодинамические энергии Гиббса эквивалентного материала и к-^ фазы 
композиции (инварианты), имеющие выражения [14]

G = F - a * y - \ i K ,  Gj^= {Q<k<N)\  (30)
остальные функции и ве.личины имеют прежний смысл.

Согласно допущений 3 , 6 ’, имеем
о = Е ч > А .  (3 1 )

В силу допущений 2, 3 остаются справедливыми соотношения (9)-{11). Ис­
пользуя гипотезу 4 ’, получим равенства (13), (14), а также соотношения

/ , /  = 1, 2,3.  (32)

Из равенств (32) с учетом (1), (11) следует

0  = 2,3),

=^23’ =^23> 0<A:<.V.
Из соотношения (31) с }^етом (30), (6), (14) получим 

у*Ау / 2 -  у*АаТ  + к*Вк  / 2 -  тТ^ / 2 -  ст*у -  )и*к =
(34)

= S  V/fc ( п  ^кГк / 2 -  nAj^cxj^T + 4 / 2 -  %  / 2 -  )•

Подставим в (34) выражения для у , к , y^t, из (28), (29) и >'чтем симметрию 

матриц А~’, А ^ \ В ~ \  тогда после элементарных матричных преобразований
ПОЛЗ'ЧНМ

Л -’а  / 2 + (У*аТ + V  / 2 + (а* Ла + «;) / 2 =
г \  , 1  (35)

= + + Vfc^2 + ( a ; 4 a ^ + m ;^ ) r ^/2  .

Выразим в (35) напряжения через ст, соответственно. Связи между

некоторыми компонентами векторов-столбцов и о , }Л уже известны из (33),
дополнительные равенства получим из ( 10 ) с учетом соотношений, обратных (2):
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r!f> = 2р<‘ >о(‘ > +X<‘> Z 4 ‘ > +а<‘ >Г„ r f  = Й * Ч ‘’ + Р -‘Ч ’>
/=1
3

(36)
K^f> = 2 f % \ P  + Е 4*^’ 4*^ = у ? + Y-^VJ?> J ^ u  i, J = I  2 , 3,

/=1
где -  известные характеристики материала ^-й

фазы композиции, определяющие компоненты матриц и вектора-столбца

aj  ̂ -  коэффициенты линейного теплового расширения изотропного материала
к-й фазы композиции).

Подставим (36) в равенства (10), тогда с учетом (33), (14) получим

(гр '* ' +iC(‘ »)a{«+X<‘> (a22 +<,зз)+а<*>Г = (2 (1<«> + 1 < » » ) < + 1 <‘» { с и  +<^зз) + 5<">Т,

(2г(‘ > + Р'‘ ' )ц<Г + (5'‘Ч ^  + И з , ) Ц 2г<») + Р » > ) ц < ; > + Г Ч ^ + И з з ) .

Р ? Ч ,‘’ + ? ? ’>’„ T?V1?' =yfVS"> / = 2, 3,
отсюда

“ - p ? '
p f 4 » '  + (p!»'-pL‘ >)<T„ , , i * ) - _ L

v(*) (37)

■(2y ' » ' + r > f f + ( r - r ’) ( ^ 22+ t o )ц<*>=(2У<‘>+р<‘»'

Из равенств (32) с учетом (37) следует

2pW+X(0) ,0) ^

, I = 2, 3, О < А: < iV.

7Т(0) 77(0) _м(^-)

Г,

^  PV"' (0) 2ŷ o> + pW
= Z  V. ^  ai, Ч I  а , , = I

+ l¥ fe  (Н22 + Ц з з Âl/ = I V f c z k 4 ■ ^  + 2 3 ¥ t— -ГГГГ“ ^ 1 ’

отсюда

„(0) _ cr,j - - Z :_d^-  -ЯТ{(У22 + <^33)-
2p(')+xW

- Z ^ A —

р (0 )_ р «
^ 2 У ^ 7 ^ ^ ^ 2 2  +  И-33)

(38)

 ̂ у(0)

1+ у

у ( 0 ) _ у р )

\ ^ц-Цч>к— г щ —  
У+

/• = 2,3.

После подстановки соотношений (38) в (37) с учетом (33) получим искомые 
линейные зависимости сг;;., Цд. от о , р., которые можно записать в матричной фор­
ме
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(T,=5,cr  + R ,7 \ \ ik=M,Vi, 0 < k < N ,  (39)
где Si^, M/, -  известные 9x9  матрицы, - - известные девятикомпонентные век­
торы-столбцы, компоненты которых определяются коэффициентами в правьк час­
тях равенств (33), (37), (38).

Подставим (39) в уравнение (35) и приведем подобные слагаемые, тогда окон­
чательно получим

/2  + CS* а Т  + / 2 + ̂ a*/ia + от j / 2 -

( l 4 ' A 4 " 'S t ) ' ' ' 2 - ' ’ ' [ 2 v t S l ‘ ( A ''R i+ a t ) ] 2 ' + M '(2 4 'A -5 * 'M ;)M /2  + (40)- 0

+ 1  К  А  + 2% ) + а^Ла^. + _

Так как равенство (40) должно выполняться при любых ст, ц , Г, то из него вы­
текают матричные соотношения

a  = E w s i t ( 4 ‘' ' R l + « 0 ’
г  . /  I \  .  1а*Аа + т = '^ц>1̂ + 2а^ j + + т ^  .

Таким образом, соотношения (41) определяют в матричной форме все эффек­
тивные термомеханические характеристики волокнистого композита в рамках не­
симметричной теории упругости при использовании доп}чцений 1-3, 4 ’, 5, 6’. После

обращения 9 x9  матриц податливости А~^, В~^ из (41) получим нижние оценки 
расчетных значений эффективных жесткостей композиции, определяемых матрица­
м и В.

Важной особенностью предложенных моделей термоупругого поведения одно­
направленно армированного композита является возможность определения (в рам­
ках каждой из них) напряжений во всех фазах по осредненным компонентам тензо­
ров напряжений, деформаций, моментных напряжений, изгиба-кручения и осред- 
ненного поля температур. Действительно, пусть из решения соответствующих крае­
вых задач для монотропной среды волокнистого строения известны поля осреднен- 
ных векторов перемещений, вращений и температура, тогда из соотношений, анало­
гичных (3), определяем компоненты осредненных тензоров у,-,-, к,  ̂, а из (4) при уже

известньк А, В, а -  (т,у, При использовании первой модели (см. предыдущий 

раздел) на основании (24) с учетом соответствий типа (7) можем определить 

, а затем из (2) с учетом (14) -  и напряжения \  во всех фазах компо­

зиции. При использовании второй модели (см. настоящий раздел) непосредственно 
из (39) получаем напряжения { 0 < k < N )  по средним напряжениям в ком­

позиции (Jij, Цу (/, j  = 1, 2, 3). Возможность определения напряженного состояния

во всех фазовых материалах через осредненные характеристики НДС композиции 
имеет принципиальное значение при использовании в дальнейшем структурных тео­
рий прочности. (В качестве отправных для построения таких теорий могут служить 
структ>'рные теории прочности, предложенные в рамках симметричной теории упру­
гости, например в [20 и др.].)

С равнительны й анализ структурных моделей и сопоставление с экспери­
ментом. Автору не известны экспериментальные данные по определению эффек­
тивных термомеханических характеристик однонаправленно армированных компо­
зитов в рамках несимметричной теории упругости, поэтому проведем косвенное
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сравнение с экспериментом. С этой целью рассмотрим предельный случай (см. (2),
(3))

0 ^ k < N ,  (42)
т.е. случай, соответствующий классической симметричной теории упругости. При 
этом равенства (2) вырождаются в обычные соотношения Дюамеля -  Неймана [19].

Для сравнения расчетных значений эффективных характеристик с эксперимен­
тальными данными рассмотрим однонаправленно армированную бороалюминиевую 
композицию ( N  = 1). Технические постоянные компонентов композиции приведены 
в таблице 1 .

Таблица 1
_______Значения термоупругих характеристик компонентов композиции [21]

Материал ГПа -1

А;поминиевый сплав АД 
_____ Волокна бора_____

71
385-448

0,31-0,33
0,2-0,25

23,5
2,4

Параметры Ламе и коэффициент температурной жесткости в (2)

связаны с модулем Юнга , коэффициентом Пуассона и коэффициентом ли­

нейного теплового расширения А:-го фазового материала след>тощими соотно­
шениями [19];

+ ( « )
Технические постоянные монотропной армированной среды определяются по 

формулам [19]:
~ '̂ 'ij ^ij ih j  — 1) 2, 3), G|2 — ^44 — ^45 — ^54 = -̂ 55,

^16 Л ? ’ ^31 = ^88 = ^89 = Л в = ^ 9 ’
где Eji, G y , Vy -  модули упругости первого и второго рода и коэффициенты Пуас­

сона армированного материала соответственно; , Ау -  компоненты матриц А~^ и

А (см. (41) и (26) соответственно).
При ориентации волокон в плоскости (xj, л'2 ) под углом ф| к оси Х| эффектив­

ный модуль упругости в направлении этой оси (обозначим его Е^ ) определяется по 
формуле [19]

1 _ c o s% |   ̂ s in % i Vj2 sin^29 ;  ̂ sin^29 t
Е^ £ j, i?22 2Ец  4Gi2

В таблице 2 приведены расчетные значения эффективных термоупругих харак­
теристик рассматриваемого бороалюминия, полученные по формулам (44), (41), (26), 
(27) с учетом (43), (42) при плотности армирования vj/| - 0 , 3  и угле ф} = 0 , а также
расчетные значения этих же величин, вычисленные по структурным формулам, по­
лученным в [15]. В расчетах использовались средние значения упругих констант ма­
териалов компонентов композиции из таблицы 1 .

Из таблицы 2  следует, что все три рассматриваемые структурные модели тер­
момеханического поведения однонаправленно армированного композита дают одни 
и те же результаты, т.е. оценк11 снизу и сверху полностью совпадают, а значит, «вил­
ку Вкнера» удалось максимально сузить.
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Таблш{а 2
Расчетные значент эффективных термоупругш характеристик 

бороалюминия при v|/i = 0,3
Характеристика

материала
Структурная модель

Соотношения 
(41), (44) 

(нижняя граница)

Структурные 
соотношения 

из работы [15]

Соотношения
(26)Д27),(44) 

(верхняя граница)
Е-^1, ГП а 

Е22 =  Щ з ,  Г П а 

^31 ГПа 
G23, ГП а

V 21 = V 3 ,

V12 13

V 23=V 32
л-6 v - l

a22 =  a j 3, 10"^ К "*

174,65
99,8

35.98
35.98 
0,2915 
0,1666 
0,3869 
8,4044

20,1461

0,0

174,65
99,8

35.98
35.98 

0,2915 
0,1666 

0,3869 
8,4044 

20,1461

0,0

174,65
99,8

35.98
35.98 

0,2915 
0,1666 
0,3869 
8,4044

20,1461

0,0

Отметим, что модель, предложенная в [15], не базировалась на энергетическом 
условии эквивалентности (8) или (31), в ней вместо допущений 4, 6 или 4’, 6’ ис­
пользовалась одна гипотеза, объединяющая 4 ,4 ’;

4”. Осредненные поля напряжений, моментных напряжений, деформаций, тен­
зора изгиба-кручения и температуры в композиции определяются по правилу про­
стой смеси -  пропорционально относительному объемному содержанию каждого 
составляющего.

В силу того, что все три модели приводят к одним и тем же результатам, целе­
сообразно использовать структурные формулы из [15], так как там, в отличие от (26),
(27) и (41), выражения для эффективных констант армированного материала полу­
чены не в матричной, а в явной форме, более удобной для вьпшслений и последую­
щего анализа.

Замечание. Сравнение расчетных эффективных термоупругих характеристик 
для слоистых композитов регулярной структуры в рамках несимметричной теории 
упругости показано, что для них оценки снизу и сверху, определенные по моделям 
из [18], также полностью совпадают. Кроме того, эти расчетные значения совпадают 
с эффективными термоупругими константами слоистого композита, вычисленньши 
по структурным формулам модели из [22], не использующей условия энергетиче­
ской эквивалентности, а базирующейся на допущении 4”.

Сопоставим расчетные значения эффективных характеристик бороалюминие­
вой композиции с эксперименгальными данными. В таблице 3 приведены расчетные 
значения Е,^, полученные по формулам (45) при использовании данных из табл. 2, и
экспериментальные значения из [23]. Данные табл. 3 позволяют сделать вывод о том, 
что расчетные значения хорошо соглас>тотся с экспериментом, причем они пол­
ностью совпадают с расчетными значениями, полученными по моделям из [8, 13] с 
учетом равенства (45).
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Таблица 3
Значения однонаправленно армированного бороалюминт при У| =0,3

Угол разориентации 

Ф1. град

£ < р ,Г П а

Эксперимент [23] Расчет

Отклонение от 

эксперимента, %

О
5
10
30
45
65
90

185
180
180
120
100
100
100

174,65 5,6
171,7 4,6

163,67 9,07
118,59 1,18
99,5 0,5

94,96 5,04
99,8 0,2

Заключение. Хорошее согласование с экспериментом расчетных значений эф­
фективных термоупругих констант однонаправленно армированного композита в 
предельном случае (42) позволяет доверительно относиться к моделям, предложен­
ным в [15] и в настоящем исследовании.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (код проекта 10-01-90402-Укр_а) и Президиума СО РАН (По­
становление № 10 от 15.01.09, номер проекта 72).
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