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СВЯЗЬ МЕЖДУ ОПЕРАТОРНЫМ МЕТОДОМ И ОБЩИМ 
РЕШЕНИЕМ В ФОРМЕ П.Ф.ПАПКОВИЧА-Г.Д.ГРАДСКОГО 

ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Акимов В.А.

In speaking o f operator method o f solving problems o f elasticity as a generalization of the method 
Papkovich-Gradsk}’.

Уравнение равновесия упругой изотропной среды перемещениях массовых сил 
имеют вид:

V-u + (y-1)0,0 = O
V 4  + (y-l)ay0  = O (1)

V̂ M̂ + (y-l)5,©  = 0

3 Q 3
Здесь © = + 5^V + -  объемное расширение; д^~  — , д̂ . = — , ;

 ̂ дх ду 0Z
= 5ju  + 5 ,̂v + 5^w -  оператор Лапласа; v -  коэффициент Пуассона.

В [1] дано операторное решение этой задачи для слоя перпендикулярного оси z.

Uj = 9j[уsinzV, + (у - l)(zV, coszV, - hW^ctg W , sinzV^)f (x;y)
V, =52[ysinzVt +(y-l)(zVjCOSzV,-hW^ctghW^ sinzVj)/,(x;j)] (2)

w, = - Vj[coszV^+(y-  l)(zV, sinzV, + hV^ctg /гV, coszV,)/^(х;>-)

Здесь 2h -  высота слоя, V; = + д],, j \{x:y) -  произвольная функция.

Полагая операторный коэффициент равным hV^ctg /zV, = Am обозначая гармо
ническую функцию sin2Vi/i(jc;>0 = Fi(x;7;z)(V^F, = 0), перепишем (2) в виде:

u ,= 5 jy F ,+ ( y - l ) ( z i^ ; - ^ F ,)

v ,= a ,[y F ,+ (y - l)(z F ,:-^ F ,)]  (3)

w ,= a 4 -y F ,+ (y - l) (z F ; ,-^ F ,)

здесь штрихом обозначена производная по z.
Осуп^ествляя циклическую перестановку переменных x,y,z и индексов 1,2,3 

получим еще два решения для слоев перпендикулярных осям х,у.

^)iyFlx -  AFl) 
v , = d ^ [ ~ y F , + i y - l ) { y F ; , - A F , )

W2 = а , [yF̂  + (у -  l) ( jF ',  -  AF^)

U 3 = a J -y F 3 + (y - l) (x F 3 ;-^ F 3 )

V 3 = a Jy F 3 + (y - i) (x F 3 ,-^ F 3 )

W3 = a , [yFj + (y -  l)(xF3  ̂ -  ^ F 3 )

(4)

(5)
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Складывая решения (3), (4), (5) получим 

и = и + щ + щ + щ =  y(F,; +F;,  + F/, )+ (у - ~ A(F/^ + F ’̂  + F,',) 

Аналогично

V= r ( K + к  - )+(t -1)1^^;;+yf;„+ - 4 к + п,+п. I
и-= т(- f;.+ f;, - f;, )+(у - i)[zf,;+ + *f,-„ - a{f;,+ + f;, ). (6)

Обозначая F /, = v |/3, F^y = ^ 2* - ŝjr ¥ o  +  -  гармоническая ска
лярная функция и поделив на - ( y - l ) ,  окончательно пол>^им:

п = 4(1 -  u)4/j - ^ ( н /  + 5\|/о) 
дх

V =  4(1 -  d)\}/2 - -|-(v|/ +  )

0
w = 4(l-u)\j/3 (\|/ + 5ii/o)

Здесь \(/ = x\j/j + у \^2 +21|/з, Vj/o = /  \|/i£& + J У2Ф  + J B = A - 2 ( i ~  v), v -  ко
эффициент Пуассона.

По существу полученное решение (6) есть обобщение или разновидность об
щего решения в форме П.Ф.Папковича-Г.Д.Гродского. И все же для дальнейшего их 
использования при построении общих решений задач теории упругости новые фор
мулы представляют несомненный интерес. Кстати здесь дан косвенный ответ на 
долгое время обсуждаемьШ вопрос: сколько необходимо брать гармонических функ
ций при решении конкретных задач? Было выяснено не только то обстоятельство что 
их три (для каждого слоя по одной),но они допускают еще воздействие на них опе
ратором А.Помимо этого из общего уравнения бьши вьщелены уравнения для трех 
слоев по-отдельности.

ЛИТЕРАТУРА

1. Акимов, В.А.Операторный метод решения задач теории упругости: монография / 
В.А. Акимов. -  Минск; Технопринт, 2003. -  101 с.

Поступила 07.11.11

196




