
ВЛИЯНИЕ ПОВТОРНОГО ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ 
НА УРОВЕНЬ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 

И ИХ ПОСЛЕДУЮЩУЮ РЕЛАКСАЦИЮ

Ковтанюк Л.В., Терлецкий И. А.

Sequence o f  quasistalic solutions o f  boundary value problem s about the viscoelastic deforming, ori­
gin and development o f  p lastic  flo w  with the subsequent unloading in a material with a spherical concavity 
by the viscoelastoplastic body model are given. Before plastic flow  origin and a t an unloading the material 
is necessary the linear viscoelastic one, the viscous dissipative mechanism is sa ved  and a t p lastic  flo w  too. 
The principal attention is given conditions o f  repeated p lastic flo w  origin and influence one on total distri­
bution o f  residual stresses.

Повторное пластическое течение, то есть пластическое течение при снятии 
внешних нагружающих усилий в окрестностях сферических и цилиндрических по­
лостей изучалось в [1-3]. Одномерные задачи формирования полей остаточных на­
пряжений в окрестностях вырожденных неоднородностей среды рассматривались 
ранее в [1-5]. Наиболее близкой к настоящей публикации является работа [2], в ко­
торой в рамках модели упругопластической среды типа Прандтля -  Рейса [6], то есть 
без учета вязких свойств среды, рассмотрена, по с\1цеству, та же задача. Насколько 
важно учитывать вязкие свойства деформированной среды и с какой целью? В рабо­
те [3] указано свойство идеальной упругопластической среды проявлять эффект при- 
способ!ляемости к эксплуатационным нагрузкам по типу «нагрузка -  разгрузка». 
Данный эффект расчетно проявился на вполне аналогичной рассматриваемой задаче 
с тем лишь условием, что деформации в материале могут быть большими, то есть в 
теории больших упругопластических деформаций. Этот эффект заключен в том, что 
после каждой разгрузки размеры полости (дефекта сплошности) оставались теми же, 
что и после первой разгрузки; одинаковыми после каждой разгрузки оставались и 
уровень и распределение остаточных напряжений. Попытка выхода из такой пара­
доксальной ситуации была предпринята в [4] за счет учета вязких свойств деформи­
рованной среды. Оказалось, что в таком случае может происходить последователь­
ное уменьшение в размерах полости за счет >^ета вязкости на стадиях деформирова­
ния, предваряющих пластическое течение, и увеличение за счет учета вязкости в 
процессе пластического течения. Однако такие выводы были сделаны в предположе­
нии несжимаемости среды. Здесь же данное ограничение снимается, хотя в целях по­
лучения аналитического решения приходится ограничиться малостью деформаций.

1. Вязкоупругое деформирование. Полагаем, что полый шар нагружается 
давлением на внешней поверхности г = R^, а его внутренняя граница г - остается
свободной от нагрузки. До достижения предельного состояния по напряжениям ма­
териал шара остается вязкоупругим, а по выходу напряженного состояния на по­
верхность нагружения начинается его пластическое течение. Таким образом, полага­
ем, что деформации dy складьшаются из упругих и пластических p̂ j :

^ij = ('-"'.У Pv "  ^
Упругие деформации и скорость их изменения задают напряжения в среде

+ 2\iCy + + 2т)е;.. (1.2)
Зависимостями (1.2), где X,, ц -  параметры Ламе, | , л “  объемная и сдвиговая 

вязкость, задается линейный вязкоупругий материал Фойгта. При достижении на­
пряженным состоянием поверхности нагружения 
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= (1.3)
в материале начинается пластическое течение. В (1.3) принята сферическая система 
координат г , ф , 0 . В дальнейшем принимается условие принципа максимума Ми- 
зеса, следствием которого становится ассоциированный закон пластического тече­
ния.

Если, в силу особенности задаваемой нагрузки
а . о , . . = 0

учесть сферическую симметрию задачи, то уравнение равновесия
2

в случае, пока пластическое течение не началось, перепишется в перемещениях

{X + 2мЬ/ + 2 ^ - 2 4  + + 2л)-- «" + 2 ^ -2 Д 
I г г Ч  dt[ г ^г

=  0 .

(1.4)

(1.5)

(1.6)

В (1.6) u = u^{rj) -  единственная отличная от нуля компонента вектора пере­
мещений; штрихом обозначена частная производная функции по г .

Решением уравнения (1.6) при начальном условии

является функция
.=0=0

u(r,t}=c,(ty + -

Тогда для компонент тензора напряжений согласно (1.2) получаем 

^гг = (3^ + 2и)с, + (34 + 2ц)с\ + л с .)

^.r-0'фФ=~Л(!-^^2+'ПC2)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Для определения неизвестных функций с, (/) и (/) воспользуемся условиями
(1.4), согласно которым

(ЗХ + 2р)с, + (ЗР + 2ц)с, = f { t ) ~
Щ - г : (1.10)

Для компонент напряжений согласно (1.10) найдем

Для нахождения функций с,(г) и с, (О уравнения (1.10) необходимо проинтег­
рировать, поэтому надо задать конкретный вид функции f{ t ) .  Выберем ее в про­
стейшем виде /( f )  = -р г , тогда учитывая условие (1.7), получим

УоГц̂ (ЗХ + 2ц) 

6 = ^ ,

1 - е -л
— t

d = ЗХ + 2ц 1 1
(1.12)

Yo = - f -
'*0 Ro

3 •Л 3^ + 2 л '
Момент начала пластического течения t = определим, воспользовавшись ус­

ловием пластичности (1.3).
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в  нашем случае оно впервые выполнится на внутренней поверхности г -  щ
виде

1
в момент времени “

Я
, q = ЗР

4к
2. Развивающее пластическое течение. При дальнейшем увеличении внеш­

ней нагрузки со значения развиваюш;аяся в окрестности внутренней сферической 
поверхности область пластического течения будет ограничена поверхностями г = г̂  
и г = г, (гд <г,). В слое г, < г < J?o материал деформируется вязкоупруго. Таким об­
разом, граница г = гДг) является движущейся границей развивающейся области пла­
стического течения. Примем, что внешняя нагрузка изменяется по закону

/(< )+ /;(4  f ,{ i , )=o.  (2.1)
В области вязкоупругого деформирования г, < г < i?„ остаются справедливыми

зависимости (1.8), (1.9), в которых функции сД/) и C2 {t) заменим их текущими зна­
чениями b,{t) и учитывая, что

i h ) = с, (^0). Ь, (/о) = Cj (?о). (2.2)
В области пластического течения < г < г, из уравнения равновесия (1.7), >^и-

тывая условие

для компонент напряжений получим

=4к\п-
Г г 
2 1 л ^ -1 (2.3)

Воспользовавшись граничным условием (2.1) и условием равенства компонент 
напряжений (1.11) и (2.3) на упругопластической границе r = r^{t), определим ком­
поненты напряжений в области обратимого деформирования и получим уравнения 
для определения функций b^{t), b^if) и r^(t):

(ЗХ + 2ц)б, +(34 + 2л)б,
Ч щ

(2.4)

\xbj +г]Ь2  = ----г, , 4А:1п—' = 1 -А +
3 ' ' г, 3

Ясно, что система для определения функций by{t), и r^{t), состоящая из 
двух дифференциальных и одного алгебраического уравнения, имеет аналитическое 
решение не для любой функции /](/). Такое решение можно пол>'чить, задавая, на­
пример, А(‘) В виде

(2.5)

или, что то же, принять закон движения упругопластической границы г = г, {/) форме

r,(t)=r,e 4i {/-<»)
(2.6)
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с  >’четом (2.5) и (2.6) для функций 6,(г), и компоненты <з„ , используя на­
чальные условия (2.2), получаем

* , ( < ) =  F

Г 1

dt  ̂ d

-dt

З(ц + ̂ Т1) 

4к

dt(j 

h i

—  q t h

З ц

I J L , -

a

\ \

l A
V

F = Ak

(2.7)

3(ЗХ + 2й)’

(2.9)

С другой стороны, компоненты напряжений в области пластического течения 
Гд < г < Г| согласно (1.3) можно выразить через обратимые деформации:

-  (а  + 2|я)е,, + 2%е^ + (£ + 2г\)ё̂  ̂ + 2^ё .̂ ,̂

^̂<РФ = 2(Х + + Хе„ + 2(q + (2.8)

<̂гг -  = 2|i(e„ -  )+ 2ri(e,, -  )
Сравнивая зависимости для (2.3) и (2.8) и д.тш а„. -  (2.4) и (2.8) для оп­

ределения компонент упругих деформаций в области пластического течения полу­
чим систему дифференциальных уравнений

{X + 2 ^ k r  + + (4 + 2т1>,, + 2^ё„ = Akln'^S-

Решением системы (2.9) являются функции

e„=3Fln'^ + - ~ F ^ 4 r y + g ( r y ,  с^=с„-~-^2(гУ\  (2.10)
Г 2ц 3 ^  ц

где z(r), g(r) -  неизвестные функции.
Следуя [7, 4], найдем перемещения в области пластического течения. Согласно

выражениям (1.1) для приращений деформаций справедливы зависимости
dd,.  ̂ = de,.  ̂+ , dd^^ = dê ^̂  + .

. .  ЭФ
Из ассоциированного закона пластического течения е;, = о -----, учитывая, что

а а „

поверхность нагружения Ф задана в вид?е (1.15), получим

= -Ф ,„  = -Фее = ^5, е^;+2£[^=0. (2.11)

Согласно второй зависимости (2.11) в случае сферической симметрии при ис­
пользовании условия пластичности (1.15) материш! является пластически несжимае­
мым. Ингегрируя по времени первое соотношение (2.11), найдем

■ (2.12)
Условие (2.12) согласно выражениям (1.1) и (1.5) может быть переписано в 

след\тощем виде;

(2.13)^^.^г+2е„ =м' + -^

Из второго соотношения (2.10) и (2.13) следуют зависимости
\  л г  г, , \1

‘'" = 3
, 2ы ■'t ( \ ~ы+ —  + ,__ + 2 4 г)е'

г  Ц

~ы (2.14)
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Подстановка последних зависимостей в первое уравнение (2.9) позволяет по­
лучить уравнение для перемещений в области необратимого деформирования

, у ч У" ч

(3X + 2 n b '  + 2 i J  + (35 + 2 t l ) - и + 2—

Решением уравнения (2.15) является функция 

?̂ = 3F rln-^ + w(r>-‘" + ^ .

(2.15)

(2.16)

где МО. w(r) -  неизвестные функции. Из первых зависимостей (2.10) и (2.14) при 
учете (2.16) следует

I  ( 2 - 1 7 )
3 1  г  ;

Согласно (1.1), (2.10), (2.15) и (2.17) определим компоненту пластических
деформаций

2 Х + 2ц 2h(t) 2
P r r = - - F -------------- Г -+ Т3 ц г 3 ,

В области обратимого деформирования для компонент обратимых деформаций

W
,( ч М Л ]  2 / ч _ь,fl f j ------ W  ^ ------

г 3
(2.18)

, , 2bJt) и , ( \ К  (О, =u' = b,{t)----- ^ = -  = г ,Д / ) + - ^
г  г

= 36, (t),

следуют зависимости 

3b,{t)
е.. = ----- ~ . (2.19)

Условие непрерывности компонент обратимых деформаций на границе г = г,(г) 
и равенства (2.10) и (2.19) позволяют определить неизвестные функции г(г), g{r) на 
упругопластической границе

g {r^ h h { t )+ F
/  \  

31п^+1 
, 0̂ J

z{r,) = -
J

(2.20)

Учитьгоая равенства (2.7) и (2.6), из (2.20) получаем

1
dt^ d

-1
dt^

(2.21)

кх\ b̂to
/

q 1 ^ 1 ’+ — 9 - 1
У- \^hj \x + qy\ Л )

Из уравнения (2.17), учитывая зависимость (2.21) для функции g(r),  найдем 
ф>тнкцию w(r) с точностью до неизвестной постоянной

w{r) = Fr  ̂ 1
\^dt, d )

1---------+ - ^

id

dtQ d{d + q)
+

к (2.22)

Неизвестную функцию h^{t)= h{t)+ определим из условия непрерывности 
перемещений в области обратимого деформирования (1.10) с найденными функция­
ми 6,(/) и 62(0 (2-7) и в области пластического течения (2.16) с известной функцией 
w(r) (2.22) на упругопластической границе г = г,(/)
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* ,( /)=  F r ‘
(

du, f  1 я]
\

1 /  \  

1е
V

^ d t Q  d  ^ Л 0 1 d{d + q) I ' b J

+

(2.23)

+̂ 1 )'■/ + ̂ 2 {'‘ )•
Подстановка найденных функций z{r), w(r) и /г,(?) в выражения (2.16) и (2.18) 

позволяет найти окончательные зависимости для компонент пластических деформа­
ций и перемещении в ооласти пластического течения

3d
/  \

+
Л г ,

’(л, + л,
2ц d + q

А, A , - 2 F
3,и(ц + ^л )’

+ ]-31п i  
г „

+ 2к
(2.24)

4  =

Г . .

3J

f
и ~ Fr 3 i n -  +

>'о

4^^ + 9)v ‘̂o / 

d

1
dt

/ I
fl/„ |T + i/ri p ,/f ,

+
<i{<5/ +  a )

+

f  \ /  ^r Ч
^ ' Г

r Ч

U . y
r '

> / o ;

Перемещения м ->
Я .

Рисунок /

(сплошная линия) и компоненты напряжений

с г , .  с г
ст -> — (сплошная линия) и

Х  +  2 ц
— (штриховая линия) в зависимости от радиу- 
л  +  2 ц
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са г приведены на риснках 1 и 2 соответственно в конечный момент нагрузка

X, Г, =253.02

^ 4 . , ,

И

В -Ё к

№ = o . n l
V  -^0

. Значения постоянных выбирались следующие:

-  = 0.00377, ^ 0 = - ^  = 4.92-10-'
Р- 4 ^ 0

= 3.8 • 10“'* ( р -  плотность).

/

p .

= 2.09,

3. Процесс разгрузки. Процесс разгрузки свяжем с краевым условием

<^rrl.R,=f2i^h~P + Pl{t)^ (3-1)
где р  -  значение давления в конечный момент нагрузки Г = г,. Функция р, (г) опре­
делена при Г > Г):

Pi{ti) = 0, p,{t)>0 при t>t,
Как известно 1 -  5 , значительный уровень нагружающего давления р  в про­

цессе разгрузки может вызвать повторное пластическое течение, связанное с выхо­
дом напряженного состояния при г = г̂  на поверхность нагружения (1.3), только те­
перь при растягивающих внутренних усилиях

=  - 2 к . (3.2)

Рассмотрим далее этот общий случай, полагая, что на первом этапе разгрузки в 
интервале времени пластическая область не развивается, и в материале
присутствуют две области: область с не изменяющимися накопленными необрати­
мыми деформациями <г<г,(г,) = г, = const и область, где необратимые деформа­
ции отсутствуют Г; < г < , а на втором этапе при t>t j  от границы г = Гд развивает­
ся область пластического течения г^<г< r2 {t).

Рассмотрим первый этап, полагая
= = a = const. (3.3)

В области г, < г < аналогично соотношениям (1.8), (1.9), используя условие 
(3.3), получаем
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ii{rj) = a,{t)r + ̂ ^ ,  сг,, = /2  0 - f 4 - ^ l ( l ^ 2  +Л«г) 
^ V  )

(й«2+'П«2)ф̂<р 3 (3.4)

(3?1 + 2ц)а, + (З^ + 2 г ^ ,  = /з (/)+~j((aa2 + )

в  области <г <г  ̂ в материале присутствуют накопленные необратимые де­
формации, которые в процессе разгрузки не изменяются и определяются выражени­
ем из (2.24) при г = . Используя зависимости (1.1) в виде е„. = г / , 

и и
— Г) — ■г  0(0гФ̂Ф ~ —  Рч,ч> = — + ~ , соотношения (2.8) можно записать в форме

с5-„ = К и' + 2
и

+ 2p,(w'- j + ^— | м'+ 2 - I + 2 л 4 -(« '-  А г)at \  г )  at
, и 3 + 2т1

dt
, и 3 и ---------л  л г.Г 2

(3.5)

Условие равновесия (1.5), записанное с использованием соотношений (3.5), 
приводит к >фавнешпо для определения перемещений в области с накопленными не­
обратимыми деформациями

(Х + 2ц/ , /  + 2 ^ ^ - 2 4 \ ( 4 + 2 п) 4V г г )  dt г г

" r V  9F{X + 2\i)
(3.6)

)(й + ̂ п) 'о у
Решением уравнения (3.6) является функция

/■ \ --+1
и = Fr(] -  3 lnr)+

ч'-о/
AF\xq"

Чг

/  \
Г Ч

—

4 ^ 0  у

^  +  9 )

4 A r i g ^

+ s { r У ‘̂  ̂+ x f y ) + ^ .

, a = (3.7)

9Ь{Х + 2\1)^ + дц)
Из условия совпадения перемещений (2.25) и (3.7) в момент времени t = t̂  в 

(3,7) можно исключить неизвестную функцию ^■(г). Тогда зависимость (3.7) пере­
пишется в форме

и = Fr{\ -  3 In г )+ а,г„
/  \  --4-1

ч
+ ?2̂ -о

Ч̂ 'о/
(3.8)

+ е

/■
/ - 0

г 9 Г
ь — - - ^ 2

—

V
'v̂ O J у

/
Г"
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F 31пГп -1  + e 1 Q

d t ,  d j d L
+ x,(r).

Подстановка компонент пластических деформаций и перемещений (3.8) в зави­
симости для компонент напряжений (3.5) приводит к соотношениям

= (ЗХ + 2\i)y  ̂{t)+ (З  ̂+ 2Ti)j. (г)— (0+^>'2 (0)+ ̂ 4 ̂  +

+ Ak - - I n r +
/  \  r

v3 J

id 
/  \  —Ч Iг

+ —

l ^ o j

ъъ

-< ^ ф ф  =
V ^ o . J o .

( я 2 + Я з е “ “ ' ' - ‘ ' ^ )  

( м 2 + М з е “ “ < * - ' ' ^ ) +

H=^{3X + 2ii)q̂ , H ,= -lq 2, Я2 = {3?L + 2|x)g,, Я3 =/^3

Я , = 4 ^ l F

4k\i

3 \ n ^ - q
0̂ V d

3rf
/  N —  2

- 1-

V '-o d(d + q)

. .  6b 2kqr\ -hi,,4 ,) , ,  3&,

З(ц + <?Т1) Ч Ц +
3d 3 J ,  . /  3 ; 4{Хц-1х^)

м , -  -̂ /̂<7,, I -  .

Используя второе граничное условие из (1.4), получим
гь ^

а , , = 4 А : 1 п ^  +  Я 4 +
\-

-1
о /

( я  +  Я , е - " ^ ' - * ‘ 0 +

+

3</

-1 ( я ,  + Язе-^'-"0 - А - Т ^ 2  +ПУа)

(3.9)

(ЗЛО)

{3х + 2^)у,+{3^ + 2г))у,=4к 1 п г „  - ~ +  - у ( ц У 2 + Л З > 2 ) -

Из условия равенства напряжений <s„ (3.4) и (3.10) на границе г = г, следует 
уравнение

-T«2)+^(>’2 - h \ )
r V '  

Y . = - ^ (3.11)
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г ЗА

( \т.
N  = H,

N, =4к\п-^  + Н

-1
'о У

3d
. \ Т

+ я , -1

3* 3.-/
/ '  \  

Z L
Я

- 1 + н .

/
ч

* 1
^ г Л

1 'з
. ' ' о ;

J 1
. л .

J
ч ‘''о у

Решение уравнения (3.11) получаем в виде

ц{а-Ь)

N2=y2{ti)-y^2{f i)+- N, + р - ар Y^N
ц{а-ЬУ

(3.12)

Функции >’2(̂ 1) и «2(̂ 1) ’ также как и далее функции и a^{t^) являются
известными функциями согласно условию совпадения перемещений в области 
r^<r<R^ в момент времени t--t^ и условиям из (3.8). Из третьей зависимости (3.4) 
и второго соотношения (3.10), используя (3.12), получаем уравнение

(ЗК + 2ц{ -  у ̂  а, V  (З^ + 2 ц {  у , - у  %  а, = (f )+
-^0

+ A / ^ g )+дг Л ^ з = -

М ■'о
(3.13)

Решение этого уравнения имеет вид

Гг -^0 ЗА.+ 2̂ 1 г, -п, т -
ар

+

7------ -̂ ^̂7------
(rc, + 2 r \ \ d - a )

(ЗЛ4)

1К
fi  ЗХ + 2ц

N.

Rl
-^0

- Р 1 + а
d j

{3^ + 2цХс1~аУ
Из условия равенства перемеп1ений (3.4) и (3.8) при г = г,, используя найден­

ные зависимости (3.12) между функциями a^{t) и у.(О и (3.14) между функциями 
a^(t) и >’,(/), функцию а,(/) можно выразить через a^it)

(3.15)
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iVg =3Fr,ln-^ + 9,ro +  9 2 ^ 0

,  . М . ,

r, и
V '- o .

Ц Г ,

ЪХ +  2\1 r ^ - r ^M ^ 0

^ q PCC

d

ЛГ “N  + - P  
\  b  /

7

+ г,'7У' + Я  + Я 2 + Я , - Ь
'0  J j

N , = - ^ i?; -+- У2 =■1̂ 3?. + 2ц 4ц j
Подстановка зависимости (3.15) в третье соотношение (3.4) приводит к диффе­

ренциальному уравнению для функции
3(Х + 2ц)а^ + 3fe + 2п)а, = -RI(n , + N J ,{ t )+  (3.16)

Л̂ з =-У2((ЗХ + 2 ц К + (3 ^  + 2л)а;.Л^,)

N ,= l - { 3 X  + 2ix)r,N„ N,, = Ц м ,{ЗХ  + 21х-Ь{3^, + 2ц)).

Решением уравнения (3.16) является функция

3(5 + 2ч) а~Ь
- N , ар

9 Г  а
(3.17)

i V „  = a , { t , ) + R.
3fe + 2T,) a

r  w  

a ) )
+  ■

10

а - Ъ
Таким образом, по известной функции a,(f) из соотношений (3.15), (3.14) и 

(3.12) находим a^{t), y\{t) и JzCO- Значение при котором выполнится условие 
(3.2), найдется из (3.9).

С момента времени t = i 2 , как уже упоминалось, в материале наряду с областя­
ми обратимого деформирования г, < г < i?g и с не изменяющимися необратимьми 
деформациями r2 {t)<r < Г; развивается область пластического течения г^<г  < Г2(/).

В области обратимого деформирования справедливы зависимости (3.4) с теку­
щими значениями а,(/) и a^it) функций аД/) и a^it); в области с накопленными 
пластическими деформациями -  соотношения (3.8) для перемещений и (3.9) для на­
пряжений с текущими значениями д'Дг) и y.it)  функций y^{t) и у  jit)- При этом

0,(^2)=  а, (/2), Уу{(2 ) = у А ) ^  ^ 2 (̂ 2 ) = yii^z) (3-^8)
В области повторного пластического течения согласно уравнению равновесия 

(1.7) и условию (3.2) для компонент напряжений получаем зависимости

а„=-4А :1п-^, ĉ <p<p=2A: 21п—+ 1 
. '■о У

(3.19)

Из условия равенства разности компонент напряжений (3.9) и (3.19) на границе 
г = гД/) получим уравнение для определения функции 3̂2(О-

За
Г \

\ h j (3.20)

Получить аналитическое решение уравнения (3.20) можно, если, как и при на­
гружении, задать закон движения з^ругопластической границы г = r^^t) з форме
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Ч (о = ^ S = const.
Тогда, у-читьтая начальные условия (3.18), найдем

6л
4/с 

Зе + Ь

ЗА 
\  —

------------- + — — -
ь^+ъ ь

3;/

+
v ^ o y

---------+  — L _ -----------------

d ^ + b  c f j

л

+  F^e

(3.21)

(3.22)

6ц
4k 

3e + b
■ +

V
3rf

+
/ 'S

Z L
9 f M.Л.

U o y \ d , + b  
V ^

(b  1
, &5 = 3e - + 1

U /
=  3eD

b^=b^+h-a,  d ^ -d ^+ b ~ a .
Из условия равенства компоненты напряжений (3.9) и (3.19) получаем 

уравнение для определения функции 3̂ j (/)
(1

(3A + 2u)5?,(r)+(3^ + 2ri)y,(r) = 8fe(r--r2)+4^ -  + lnr, + l n— +
'о у

ЗА
/  \  —

3rf

+
'̂ 0 у

b-^- Ъ г —, d 2 ~ 3 e ~
q q

решение которого имеет вид

M t - h )
ъь

Г.. \ T f

3  ̂+ 2 i l U J

„ « г  И г )

'V I  Le  
+  ^

3d

+  -
3 ^  +  2 r i

Ьт + d  b̂

L,

+

d. + d  d
+

+ 3F In— + lnri + —+ 2s(^ -/2)“
2e

V '0

2 У  

\

+  F^e

F 3 = - 3 F

Л 1,  r ,  1 2sIn—+ lnr, + --------
V r, ' 3 d ^  Зе + 2л '0 /

L ^ L , e
h .+ d  b. .

+

га
\

f  \  

n } я

3 £  +  2 г !

L; L-.S-2
d^+d '■■I

b~,=bT^-d-a, d - ,~ d ^ + d -a .

(3.23)
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Условие равенства разностей компонент напряжений (3.4) и (3.9) при г=г,  
приводит к уравнению

/  лъь

(м  + *)+ -"i- I {Мз +
V̂o j

+ 2k + M,  = ~(н^2 (0+"n«2 (О- И̂2 (О-ЛУг (О) 

Из данного уравнения найдем функцию

бТ1 Зе + 6

гь

'•oJ ь, J

2к

гь
Г ^

V^o/

М  М.е+ - ’ -
Ь Ь - а

/ \
4- 1

) v'bj d , ^ b d.
Ъй/  \ —

V o ) Ъ ' ь - а
+ F^e

P's = ^ 2(̂ 2) - 6ц
Ак

ъь/  \ '
- +

У.Ь

q М  М,е —  + ’

Зг + Ь

3d

М  М,е + - '
h + b  \  1

2к

-'I

Ъ~а
+ М2

2d

(3.24)

^d ,+b V̂'o

М . М.е— -3
-«(■-О

Ь - а

Через известные функции a2 {t), .v,(0 ^ УгСО функция а,(г) находится из усло­
вия равенства перемещений (3.4) и (3.8) на границе г = г̂ :

Щ (О = Л  W+ ^ - ■̂ 3̂ - - -  + F (l-31nr,)+  q,

id

VO

ЗА

+ Я:
V̂ oy

+ е

'■ 3d\'Г
г ь \

Чъ
Ч'-оУ

-92
v'o

Для области пластического течения ц < г < (?) аналогично зависимостям 
(2.10), (2.16) и (2.17) получим

Г 2^ 3  ̂ }Х

„ = 3 F ^ l n ^ i М ,  ^ , ( . ) Л ^ ; ( г ) + М : ) '
г г 3  ̂ г ,

где г, {г), Щ ) .  w.(r) -  неизвестные функции. Из условия (2.13) найдем
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г /

-dt
3d 3b

q,D - ь в - ^ +

- F 31n-- + l + 3Inr, + q,D
r  \~

\ h j

3<i 3b
(3.26)

+  q i B
v^o/

Учитывая закон движения упругопластической границы r ^ r j i t )  (3.21) и вы­
ражение (3.23) для ф>т1кции y^{t), получим

g i ( r ) = e " ' ^ , -4h-h)

3d

4}D

3b \ d-a

+

+ q,D +  Ч2В
V'*!/

+  -

3 4  + 2 л

L L,e 
- +  ~

d/  \  --

+

(3.27)

+

+
\ ------

г S

\  i у

Ч

а \
е

U o ,
+  F ,e ‘‘

d , + d  d^ V n

Из (3.25) и (3.27) определим функцию w,(r) с точностью до неизвестной постоянной

93D S

3d 3*
3£? £/-сг

3De + d ~ a

</ Е
q .B e

2Be + d ~ a

3b d~a
+------

</ E

+

i d  
f

3b

q,De
VoJ

3De + d

и л  q ^ B z
Я е

L L ЗЬ d

6 F b ^
/  л 

г

d  \  

\ P s

J o j 3Bz + d d{d + 3e)
J J

"}----
3

+

/  /  

J+h,
3re“

3 ^  +  2 t i

I s
Z , E e

a
(  \ '7

______________ I _____________ I -  ^  ^  -

(62 + +d + 3z) Щ ^ + з ё )

/ " . . Л

'о У

з«

+
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+

d+d..

/
/  \

a ^

r Б
Zd 

f  \ —

^2^ iL]"'
(d- +  d \ d ,  +d +  3s) ' d,{d. +  3s) v ' o j

V / }

+ h

Неизвестную функцию }\it) = h{t)+h^e~'^' определим из условия непрерывно­
сти перемещений в области с накопленными пластическими деформациями 
г2( /)<г<г,  (3.8) и в области пластического течения г^<г<г^{}) (3.25) на гра­
нице r\{t)

h,{t) = rl

/
( \ ( \ ( \

F 1 -3 1 п г ,-3 1 гД +?1 h : 4

+ f2 n
I  " .'-oJ

ъь
+ y^{ t )+ zM +

X —+1

-Чг
'о У

^ 1(̂ 2) , К
~ г,

Неизвестная функция Zi(r) находится из условия непрерьгоности компонент 
обратимых деформаций (3.25) в области Гд <г<г^{^1 и (2.10) в области г2(г)<г<г, 
при г = г, (/), учитывая закон движения (3.21).

Перемещения и компоненты напряжений в конечный момент разгрузки 
(/2(т^)=0)г^ =6692.8 иллюстрируют рисунок 1 (штриховая линия) и рисунок 3 
соответственно.

Отметим, что в рамках рассмотренной модели практически остаются незамет­
ными изменения в размерах полости и в уровне остаточных напряжений в процессах 
ползучести и релаксации напряжений, последующих после снятия внешней нагрузки 
(при /  —> 00). Экспериментально отмечаемые эффекты заметного изменения оста­
точных деформаций и налряжен15Й мог>'т быть промоделированы только в рамках 
нелинейной теории [8,9].
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