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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
 

Задача 1 
 

Найти неопределенные интегралы. 
 

a)
6

4
x dx

x+∫  ;          б) 2 (sin 2 )x x dx∫ ; 

 

в)
( )2

2
4

dx
x x +∫ ;    г) sin( ) cos( )x x dx∫ . 

 
Решение: 
 
а) Произведем замену 74 x t+ = . Получим 
 

6

4
x dx

x
=

+∫  

=

7

6

6

4
7

7

x t
x dx dt

dtx dx

+ =
=

=

= 71 1 1ln ln 4
7 7 7 7
dt dt t c x c
t t
= = + = + +∫ ∫ . 

 
б) Преобразуем подынтегральное выражение,  используем формулу: 
 

2 1 cos 4sin 2 )
2

( xx −
= . 

Получим: 
2 (sin 2 )x x dx∫  =

1 cos(4 )
2

xx dx−  = 
 ∫  

( ) 1 2
1 1 1cos(4 ) cos(4 )
2 2 2

x x x dx xdx x x dx J J= − = − = −∫ ∫ ∫ , 
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где 
2 2

1 1 1
1 1
2 2 2 4

x xJ xdx c c= = ⋅ + = +∫ . 

 
Для вычисления следующего интеграла используем интегрирование 
по частям. 

 

( )

2

;
1 1cos(4 ) cos(4 ) ;     sin(4 )2 4

1 1(4 ) 4 cosin s(4 )
16 16

udv uv vdu

u x du dx

J x x dx dv x dx v x

du x d x xv

= −

= =

= = == =

= = −

∫ ∫

∫

∫ ∫

 

 

2
1 1 1 1 1sin(4 ) cos(4 ) sin(4 ) cos(4 )
2 4 16 8 32

x x x x x x c = ⋅ + = + + 
 

. 

 
В итоге получаем ответ: 
 

2
2 1 1sin 2 ) sin(4 ) cos(4 )

4 8 2
(

3
xx x dx x x x c= + + +∫ . 

 

в) Для вычисления интеграла 
( )2

2
4

dx
x x +∫  разложим дробь под 

знаком интеграла  на простейшие: 
 

( )2 2

2
4 4

A B C
x x x x x

= + +
+ +

. 

 
Приводим правую часть к общему знаменателю: 
 

( )
( ) ( )

( )

2

2 2

4 42
4 4

Ax x B x Cx
x x x x

+ + + +
=

+ +
. 
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Приравниваем числители этих дробей: 
 

( ) ( ) 22 4 4Ax x B x Cx= + + + + . 
 

При 0x =  получим 2 4B= . Находим 
1
2

B = . 

При x = –4 получим ( )22 4C= ⋅ − . Находим  
1
8

C = . 

 
Приравниваем коэффициенты при степени 2x  и вычисляем A. 
 

10;  - ;        -
8

A C A C A+ = = = . 

 
Тогда исходный интеграл примет вид: 
 

( ) ( )2 2

2 1 1 1
4 8 2 8 4

dx dx
x x x x x

 
= − + + =  + + 

∫ ∫  

 
1 1 1 1ln 4 ln ln 4
8 8 2 8

x c x x c
x

+ + + = − − + + + . 

 
а) Произведем замену sin( )t x= . Получим 
 

1
2

3
2

3 3

sin( )
sin( ) cos( )

co

2 2
3 3

s( )

(sin ) .3
2

x t
x x dx tdt t dt

x dx dt

t c t c x c

=
= = = =

=

= + = + = +

∫ ∫ ∫
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Задача 2 
 

Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох фигуры, 
ограниченной осью Ох и линией, заданной параметрическими урав-
нениями: 
 

cos
3sin

x t
y t
=

 =
   [0; ]t π∈ . 

 
Решение: 
 
Данная линия является  половиной эллипса, изображенной на рис. 1. 
Тело вращения  изображено рис. 2. 

 

 
 

Рис. 1. Вид половины эллипса                              Рис. 2. Тело вращения 



 8 

Объем этого эллипсоида вращения определим по формуле 
 

2 .
b

x
a

V y dxπ= ∫  

 
Параметрические уравнения кривой облегчают выполнение под-
становки. 
Поскольку cos( )x t=

 

, то

 

(cos( ))dx d t= .

 При

 

 1a = −      t π= ,

 при

 

 1b =         0t = . 
Следовательно, 

 
0 0

2 2(cos ) ) (co(3sin ) 9 (1 co )s sx d t t d tV t
π π

π π= = − =∫ ∫  

 
0 0

2

π π

9π (cos ) co (cos )sd t d tt ⋅
 

= − = 
 
∫ ∫ 3 019 (cos   - cos

3
)ttπ
π
=  

 
1 1 2 29 ((1 - ) ( 1 9 ( ) 12  (куб.единиц)
3 3 3

)
3

)π π π= − − + = + = . 

 
Ответ: 12 (куб.единиц)xV π=  

 
 

Задача 3 
 

Найти частные производные 
2 2

2 ;d z d z
dx dxdy

 для функции 

 

( )2sin .z y x= −  



 9 

Решение: 
Находим частную производную первого порядка по х: 

 

( )22
2(sin( )) (cos( )

d y xdz d y x y x
dx dx dx

−−
= = − ⋅ =  

 

( )( ) ( )2 2cos 2 2 cos .y x x x y x= − − = − ⋅ −  
 

Находим частные производные второго порядка: 
 

( )
2

2
2 ( ) ( 2 cos )d z dz dz d x y x

dx dx dx dx
= = − ⋅ − =  

 

( ) ( ) ( )2 2 22 cos 2 sin ( )dy x x y x y x
dx

= − ⋅ − − − ⋅ − ⋅ − =  

 

( ) ( ) ( )2 22 cos 2 sin ( 2 )y x x y x x= − ⋅ − − − ⋅ − ⋅ − =  

 

( ) ( )2 2 22 cos 4 sin .y x x y x= − ⋅ − − ⋅ −  

 

( )
2

2( ) ( 2 cos )d z dz dz d x y x
dxdy dy dx dy

= = − ⋅ − =  

 

( ) ( )2 22 ( sin ) ( )dx y x y x
dy

= − ⋅ − − ⋅ − = ( )22 sinx y x⋅ − ⋅  

 
Задача 4 

 
Найти уравнения касательной плоскости и нормали к заданной по-
верхности S в точке M0(x0, y0, z0). 
 

2 2 2: 4 5,S x y z xz x− − + + = −          ( )0 2;1;0M −  
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Решение: 
Найдем частные производные функции 
 

( ) 2 2 2, , 4 5F x y z x y z xz x= − − + + +  
 

2 4;dF x z
dx

= + +  2 ; 2dF dFy z x
dy dz

= − = − + . 

 
Вычислив значения частных производных в точке M0(x0, y0, z0), 
получим координаты направляющего вектора нормали 

 

( )
0

2 2 0 4 0
M

dF
dx

  = ⋅ − + + = 
 

, 

 

0

2 1 2
M

dF
dy

 
= − ⋅ = − 

 
,      

0

2 0 2 2
M

dF
dz

  = − ⋅ − = − 
 

. 

 

{ }0; 2; 2m
→

== − − . 
 

В соответствии с формулой 
 

( ) ( ) ( )
0 00

0 0 0 0
M MM

dF dF dFx x y y z z
dx dy dz

    − + − + − =    
    

. 

 
найдем уравнение касательной плоскости: 
 

( ) ( ) ( ) ( )0 2 2 1 2 0 0x y z⋅ + + − ⋅ − − ⋅ − = , 
 

2 2 2 0,y z− + − =  
 

или     1 0.y z+ − =  
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На основании формулы 
 

0 00

0 0 0

M MM

x x y y z z
dF dFdF
dx dzdy

− − −
= =

     
        

 

 
запишем уравнение нормали к поверхности: 
 

2 1 0
0 2 2

x y z+ − −
= =

− −
. 

 
Переходя к параметрической форме уравнений, получим 
 

2,
1 ,
.

x
y t t R
z t

= −
= + ∈
=

. 

 
 

Задача 5 
 

Вычислить массу тела V, ограниченного заданными поверхностями 
 

2 2z x y= + ,     2z = . 
 
Плотность в точке ( ), ,M x y z  задается функцией ( ), ,x y zγ γ= . 
В нашем случае пусть zγ = . 
 
Решение: Вершина конуса находится в точке О (0,0,0), и в сечении 
конуса плоскостью z = 2 получается окружность (рис. 3). 
 

2 2z x y= +  ,        z 2= . 
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Рис. 3. Сечение конуса плоскостью z = 2 
 

Воспользуемся формулой для вычисления массы 
 

( ), ,
V

m x y z dxdydzγ= ∫∫∫ . 

Этот интеграл равен 

0 ( )

h

D

m zdz dxdy= ∫ ∫∫ , 

 
где h=2, (D) есть проекция на плоскость XY сечения конуса плоско-
стью, ей параллельной и лежащей на высоте z над нею. Эта проек-
ция есть круг, радиуса z, так что двойной интеграл, представляю-
щий его площадь, равен 2zπ . Отсюда 
 

2
2 4

0

1 4
4

2
0

m z z dz zπ π π= = =∫ (единиц массы). 

 
Ответ: 4π (единиц массы). 
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ЗАДАНИЯ ПО ВАРИАНТАМ  
 

Схема выбора варианта 
 

Контрольная работа состоит из пяти заданий. Вариант выбирается 
по номеру зачетной книжки, стоящему после знака /. Если этот но-
мер больше 20, то вычтите из него 20. Например, владелец зачетной 
книжки 417527/14 должен решать задачи с номером 14 из первого 
задания 34 из второго задания,  54 из третьего, 74 из четвертого и 94 
из пятого заданий. 

 
Задание 1 

 
1–20. Найти неопределенные интегралы: 
 

1. a) ∫ dxxe x2cos2sin ; б) ∫ dx
x

xln
;   

в) ∫
++− )2)(1(

14
2 xxx

dx
; г) ∫ xdxx 22 cossin . 

2. а) ∫ x
dxxcos

; б) ∫ dx
x

x
2cos

sin
; 

в) ∫ −+ 2)3)(4( xx
dx

; г) ∫ dx
x
xln . 

3. а) ∫ − dxex x32 ; б) ∫ dx
x
x

2sin
cos

; 

в) ∫ ++−
dx

xxx )44)(1(
1
2 ; г) ∫ − xdxx 5sin)4( . 

4. а) ∫ − dxxe xsincos ; б) ∫ xdxxsincos6 ; 

в) ∫ +++
dx

xxx )1)(1(
1
2 ; г) ∫ xdx2arccos . 
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5. 
sinа) ;x dx

x∫
 

2

sinб) ;
1 cos

x dx
x+∫  

 

sinв) 
1 cos

x dx
x+∫  

2г) ln( 4) .x x dx+∫  

6. а) dx
x

e x

∫ 2

tg

cos
; б) ∫ dxex x32 ;   

в) 2( 1)( 1)
dx

x x+ −∫ ; г) 
23 (2 1)

dx
x +∫ . 

7. а) ∫ dx
x

e x

2

2ctg

sin
; б) ∫ −− dxex x)32( ;    

в) ∫ −+ )1)(4(
5

xx
dx

; г) ∫ +
+ dx

xx
xx

)1(
 

8. а) ∫
−

x
e x

; б) ∫ dxxarctg ; 

в) ∫
++ )3()1(

4
2 xx
dx

, г) ∫ xdxxcossin4  

9. а) ∫
+

dx
x

e x

2

3arctg

91
, б) ∫ +− dxxxx )2ln()3( 2 , 

в) ∫ −−
dx

xx )4()2(
1

2 , г) 5 3(sin ) cosx xdx∫ . 

10. а) ∫
+

dx
x

x
2

2

41
2arctg

, б) ∫ xdxx 3cos2 ,   

в) dx
xxx∫ +− 23 2

2
, г) ∫ dx

x
x

3 2 2sin
2cos

. 
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11. а) ∫
−

dx
x

x
291

3arcsin
, б) ∫ − dxex x3 ,        

в) ∫ +−
dx

xx
x

)2)(1(
, г) ∫ dx

x
x

3 4cos
sin

 

12. а) ∫ dx
x

x
3cos

3tg
2

3
, б) ∫ xdxx 2sin ,  

в) ∫ +−
dx

xx )3()1(
4
2 , г) ∫ − xx

dx
sincos

. 

13. а) ∫ ++
+ dx
xx

x
1

16
6

5

, б) ∫ + dxxx )2ln( 2 , 

в) ∫ +++
dx

xxx )1)(2)(4(
1

, г) ∫ + xx
dx

cossin
. 

14. а) ∫
+

dx
x

x
)2(sin 32

2
, б) ∫ dxxe x3 ,   

в) ∫ −+
dx

xx )2)(1(
1

, г) ∫ − xx
dx

22 cossin
. 

15. а) ∫ 2cos x
xdx

, б) ∫ +− dxxxx )32ln( 2 ,  

в) ∫ −+
dx

xx )2)(1(
1

2 , г) ∫ + x
dx
sin1

. 

16. а) ∫ − dxxx )31sin( 2 ,  б) ∫ − dxxe x2 ,    

в) dx
xx∫ +3

1
, г) ∫ +− xxxx

dx
22 cos6cossin5sin

. 

17. а) ∫ + dxxx )23cos( 2 , б) ∫ xdxx 2arctg ,   

в) ∫ −
dx

xx 4
8

3 , г) ∫ xdxx 4cos5sin . 
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18. а) ∫ +

+
dx

x
e x

3

3
, б) ∫ xdxx ln ,          

в) ∫ +
dx

xx )2(
2

, г) ∫ xdx3cos2 . 

19. а) ∫ + 7

6

4 x
dxx

, б) ∫ xdxx 2sin2 , 

в) ∫ +
dx

xx )4(
2

2 , г) ∫ xdxx cossin . 

20. а) dxxx∫ − 32 43 , б) ∫ dx
x

x
2sin

, 

в) ∫ +
dx

xx )4(
4
2 , г) ∫ + xx

dx
22 sin5cos3

. 

 
 

Задание 2 
 

21–26. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 
 

21. 1,
2

;
2
3,sin =



 π

π−∈= yxxy . 

22. 1,, === − xeyey xx . 

23. 2,, === − yeyey xx .  

24. 




=
+=

tx
ty

cos3
1sin2
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25. [ ]1;1,2

3

−∈




=
=

t
ty
tx

 и осью OX. 

 
26. ϕ=ρ 2sin2 . 
 
27–33. Найти длину дуги кривой: 
 

27. 



 π

∈=
4

;0,cosln xxy . 

28. [ ]1;0,3

2
∈





=
= t

ty
tx

. 

 

29. [ ]




π∈
=
= 2;0,

sin
cos

3

3
t

ty
tx

. 

 

30. 




+=
−=

ty
ttx

cos1
sin

. 

 

31. [ ]π∈ϕ
ϕ+=ρ

;0
sin1

. 

 
32. [ ]π∈ϕϕ−=ρ ;0),cos1(3 . 
 

33. 



 π

∈ϕ=ρ ϕ

2
;0,2e . 
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34–40. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси 
Ox фигуры, ограниченной линиями: 
 

34. [ ]π∈= ;0,sin xxy .   35. 1,52 =+−= yxy . 
 
36. 2,0,2 === xyxy . 
 

37. 1,0,0, ==== − xxyey x . 
 
38. 0,4,ln === yxxy . 
 

39. .t
ty

tx





∈
+=

=
]

2
π[0,    ,

1sin3
cos

  

40. [ ]π∈




+=
−=

;0,
cos1

sin22
t

ty
ttx

. 

 
Задание 3 

 

41–60. Найти 
yx
z

x
z

∂∂
∂

∂
∂ 2

2

2

,  для функции ),( yxzz = . 

41. x
y

ez
2

= . 42. x
x

yz 2sin2−= . 

43. ytg
x
yz 2

2
+= . 44. 

2y
x

ez
−

= . 

45. y
x

ez

2

= . 46. 
2y

x

ez = .     
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47. y
x

exz =   48. y
x

eyz = . 

49. y
x

xez
2

= .  50. )(cos2 yxz += . 

51. )(sin2 yxz += . 52. )2ln( 3 yxz −= . 

53. )3ln( 43 yxz −= . 54. 3
2 y

y
xz += . 

55. y
y

xz +=
2

. 56. yx
y
xz −+= 3

3

2

. 

57. yx
x

z 221
+= . 58. )(cos 2yxz += . 

59. )sin( 2xyz −= . 60. )cos( 2 yxz −= . 
 
 

Задание 4 
 

61–80. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к 
заданной поверхности S в точке ),,( 0000 zyxM . 
 
61. ( )2 2 2

0: 6 4 8 0, 2,1, 1 .S x y z z x M+ + + − + = −  

62. ( )2 2 2
0: 4 2 , 2,1,2 .S x z y xy M+ − = − −  

63. 2 2 2
0: 3 7, (1,2,1)S x y z xy z M+ + − + = . 

64. 2 2 2
0: 6 4 8, ( 1,1,2)S x y z y x M+ + + + = − . 

65. 2 2 2
0: 2 4 13, (2,1, 1)S x y z z y M− + − + = − . 

66. 2 2 2
0: 6 4 4 0, (2,1, 1)S x y z y z M+ + − + + = − . 

67. 2 2
0: 5 3 46, (1,2, 3)S x z yz y M+ − + = − . 

68. 2 2
0: 0, (0, 2, 2)S x y xz yz M+ − − = . 

69. 2 2 2
0: 2 2 2, (1,1,1)S x y yz z y z M+ + − + − = . 
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70. 2 2 2
0: 2 2 , (1,1,1)S y z x xz x z M− + − + = . 

71. 2 2
0: 2 2 , ( 1, 1, 1)S z x y xy x y M= + − + − − − − . 

72. 2 2
0: 2 3 , (1, 1,1)S z y x xy y M= − + − − . 

73. 2 2
0: 2 2 , , ( 1,1,1)S z x y xy x y M= − − − − − . 

74. 2 2
0: 3 2, (2,1,0)S z x y xy x y M= + − − + + . 

75. 2 2
0: 2 3 4 2 10, ( 1,1,3)S z x y x y M= − + − + − . 

76. 2 2
0: 4 3 15, ( 1,3,4)S z x y xy x M= + − + − − . 

77. 2 2
0: 2 4 5 10, ( 7,1,8)S z x y xy y M= + + − − − . 

78. 2 2
0: 2 3 3 1, (1, 1, 2)S z x y xy x M= − + + + − . 

79. 2 2 2
0: 4 5, ( 2,1,0)S x y z xz x M− − + + = − − . 

80. 2 2
0: 3 11, (1, 4, 1)S x y xz yz x M+ − + − = − . 

 
 

Задание 5 
 

81–100. Вычислить объем тела, ограниченного заданными по-
верхностями: 
 

281. , 3, , 0.y x x z x z= = = ≥  
282. , 1, 0, 0.z y x y x z= + = ≥ ≥  
2 283. 2 , , 0, 1, 0.z x y y x x y z= + = ≥ = ≥  

2 2 284. 4 , 4 , 0.z x x y x z= − + = ≥  
285. , 0, 2.y x z y z= = + =  

2 2 2 286. 1, 2 , 0.x y z x y z+ = = − − ≥  
2 2 287. 4 , 4 , 0.x y y z y z+ = = − ≥  

288. 1 , , , 0, 0.y z y x y x y z= − = = − ≥ ≥  
89. 2 , 2, 0, 0.y x x y z x z= + + = ≥ ≥  

2 290. 2 , 1, 0, 0, 0.z x y x y x y z= + + = ≥ ≥ ≥  
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91–100. Вычислить массу тела V, ограниченного заданными по-
верхностями, если ),,( zyxγγ =  – плотность в точке М (x, y, z)). 
 

91. .2;25,4,0,,0: 2 yyzyyxzzV =−===== γ  

92. .;9,9,0: 22222 yxyxyzzV +==+−== γ  
93. 2 2: , 2, 0, 0, 0; .V z x y x y x y z xγ= + + = = = = =  

94. .;5,1: 2222 yxyzxyV +==++= γ  

95. .3;0,,,1: zzxyxyyzV ==−==−= γ  

96. .;,0,,1: 2 xyyzzxyxV ===== γ  

97. .3;2,2,0,0: 22 =+==+== γyxzyxyzV  

98. .2;2,2: 2222 yxzyxzV +==+= γ  

99. .;2,: 22 zzyxzV ==+= γ  

100. .1;4,4: 22222 =−=−+=+ γzyxyxV  
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ПРОГРАММА ИЗУЧАЕМОЙ ЧАСТИ КУРСА 
 

Неопределенный интеграл 
Первообразная. Неопределенный интеграл и его свойства. Таблица 

основных интегралов. Замена переменной. Интегрирование по частям. 
Интегрирование простейших дробей. Интегрирование рацио-

нальных функций. Метод рационализации. Интегрирование триго-
нометрических функций. Интегрирование простейших иррацио-
нальностей. 

Определенный интеграл 
Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла. Опре-

деленный интеграл и его свойства. Формула Ньютона-Лейбница. 
Замена переменной и интегрирование по частям в определенном 
интеграле. Несобственные интегралы. 

Приложения определенного интеграла к вычислению площадей 
плоских фигур в декартовых и полярных координатах. Вычисление 
объемов и длин дуг. Приближенные методы вычисления опреде-
ленного интеграла. 

Функции нескольких переменных 
Функции нескольких переменных. Область определения. Предел. 

Непрерывность. Частные производные. Дифференцируемость 
функции нескольких переменных, полный дифференциал. Произ-
водные от сложной функции. Инвариантность формы первого диф-
ференциала. Неявные функции и их дифференцирование. 

Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Геометриче-
ский смысл полного дифференциала функции двух переменных. 
Частные производные высших порядков. Дифференциалы высших 
порядков. Формула Тейлора. 

Экстремум функции нескольких переменных. Необходимое и 
достаточное условия экстремума. Условный экстремум. Метод 
множителей Лагранжа. Метод наименьших квадратов. 

Интегральное исчисление функций нескольких переменных 
Определенный интеграл по фигуре, его механический смысл. Свой-
ства интегралов по фигуре. 

Вычисление кратных интегралов повторным интегрированием. 
Замена переменных в кратных интегралах. 
Вычисление криволинейных и поверхностных интегралов I и II рода, 

их приложения. Формулы Грина, Стокса, Остроградского-Гаусса. 
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