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Исследованы пути повышения прочности и долговечности осесимметричных кон-
струкций в виде составных цилиндров, собранных с натягом, на примере матриц для 
штамповки осесимметричных деталей сложной формы; смоделирован процесс холод-
ной высадки осесимметричных деталей сложного профиля и исследован характер из-
менения внутреннего давления по длине инструмента; разработана методика расчета 
и пакет прикладных программ для систем автоматизированного проектирования со-
ставных конструкций; предложены меры и рекомендации по проектированию много-
слойных цилиндров для повышения их долговечности.

Ключевые слова: Составные цилиндры собранные с натягом, прочность и долговеч-
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The ways to increase strength and durability of axisymmetric pre-stressed multilayer 
cylinders were studied in this article. Cold forging dies for extrusion of complex shape parts 
is an example of such equipment. The process of complex shape part cold extrusion was 
modeled; the internal contact pressure along the interface between die and forged part is 
studied. In the result, the design procedure and specialized software were developed to allow 
automated design of complex multilayer equipment and structures. Several approaches and 
recommendations are proposed for multilayer cylinders design in order to increase it durability
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Актуальность темы
Задача о повышении предельного значения внутреннего давления для толсто-

стенных труб остается актуальной, как и во времена акад. Гадолина (1861 г.), и не толь-
ко применительно к орудийным стволам. Составные цилиндрические конструкции ши-
роко применяются в различных областях машиностроения, нефтехимии и при добыче 
ископаемых. Как правило, данные конструкции характеризуются высокой материало-
емкостью и эксплуатируются в сложных условиях. В связи с большими материальными 
потерями при выходе их из строя, к ним предъявляются высокие требования по ста-
тической, а кроме того, циклической прочности. Очевидно, что учет лишь статической 
прочности конструкций, нагруженных внутренним давлением и функционирующих при 
изменении данных нагрузок в течении времени, ведет к фатальным ошибкам.

Известные методики расчета многослойных цилиндров со сложной геометрией 
образующей внутренней поверхности, нельзя считать рациональными при решении 
задач их оптимального проектирования. В данной работе подобная задача решается 
применительно к проектированию многослойного инструмента – матриц для штампов-
ки осесимметричных деталей с целью увеличения их долговечности и экономии до-
рогостоящего материала для их изготовления. 

Необходимо отметить, что пример составных матриц для холодной объемной 
штамповки для исследования выбран исходя из ряда причин: 

– увеличения количества осесимметричного инструмента со сложной геометри-
ей полостей, вызванного повышением количества позиций штамповки в современном 
холодновысадочном оборудовании; 

– увеличения нагруженности составного инструмента в связи с использованием 
нержавеющих и специальных видов сталей в т.ч. в термообработанном состоянии;

– увеличения энерговооруженности оборудования и расширении номенклатуры 
деталей при сохранении его массогабаритных характеристик.

Данные причины выводят проблему расчета сложнопрофильного осесимме-
тричного составного инструмента в разряд первоочередных при холодной штамповке.

Определение эпюры внутреннего давления
Поиск и описание точных и отражающих реальные условия работы, силовых 

и кинематических условий является одной из важных проблем при расчете инженер-
ных конструкций.

Как правило, решение кинематической части задачи, для многослойных цилин-
дров собранных с натягом, не вызывает серьезных затруднений. При решении первой  
необходимо рассмотрение совместной деформации многослойного цилиндра и вну-
тренней среды действующей на него. 

Решение задачи применительно к матрицам для холодной объемной штамповки. 
Задача усложняется, т.к. на внутренней сложной полости ручья штампа определение 
закона распределения и величины давления приобретает первостепенное значение.

В качестве инструментария для решения задач о больших упругопластических де-
формациях, выбран пакет DEFORM 2D. С использованием данного комплекса промоде-
лированы переходы штамповки шарового пальца, проведены расчеты и получены эпюры 
изменения нормального давления в ручье вставок матриц.

Полученная в результате эпюра нормального давления на наиболее нагружен-
ный инструмент – матрицу третьего перехода высадки, приведена на рис. 1 [1].

Аналогичные результаты внутреннего давления (как жидкой так и для газо-
образной среды) для сложных полостей составных цилиндров конструкций, могут 
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быть получены с помощью исследований, для других от-
раслей промышленности в известных пакетах моделиро-
вания.

Методика исследования
В качестве основного метода усовершенствован бо-

лее экономичный метод [2] исследования напряженного 
состояния многослойных цилиндров с собранными с пред-
варительными натягами слоями при их осесимметричной 
деформации. Он основан на «суперэлементном» варианте 
метода конечных элементов и не требует вычисления ис-
кусственно введенных начальных деформаций.

Уравнения равновесия для многослойного цилиндра 
можно записать в стандартной для метода конечных эле-
ментов форме имеющий, при отсутствии объемных сил, вид:

Ku = R + RD,                                                        (1)
где R – вектор узловых сил, определяемый заданным 
внутренним давлением; RD– вектор дополнительных уз-
ловых сил, порожденных натягами:

RD = KDD,                                                            (2)
где D – матрица-столбец натягов между слоями (значений натягов в общих узлах сты-
куемых соседних слоев); KD – прямоугольная матрица жесткостей узлов на наружных 
поверхностях охватываемых слоев.

Матричное уравнение (2) можно записать в форме («уравнение трех натягов»):
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Здесь предполагается, что D0 = 0, DM = 0 – нулевые векторы. 
Следует отметить, при численной реализации изложенного выше алгоритма для 

вычисления вектора RD нет необходимости в построении разреженной матрицы. По-
скольку жесткости узлов на охватываемых поверхностях уже вычисляются при постро-
ении глобальной матрицы жесткости, для определения их вклада достаточно задавать 
списки номеров узлов и конечных элементов, примыкающих к этим поверхностям.

В случае постоянных по высоте поверхностей стыков слоев натягов соответству-
ющий вектор на стыке k можно записать в виде:

, 1,2,..., 1k k kJ k MD = D = - ,                                                  (4)
где Dk – числовое значение постоянного натяга на стыке k, 

1 0 1 0 1 0 ... 1 0T
kJ =                                            (5)

– целочисленный вектор размерности 2 × Nk, Nk– число узлов на стыке k.
Уравнения (1) – (4) остаются в силе и в случае, когда вектора радиальных натягов 

в узлах Dk (4) меняется от точки к точке на контактирующих поверхностях. 
Наиболее технологичным вариантом изменения натягов по высоте поверхно-

стей контакта является кусочно-линейный закон, особенно, если внутренний слой со-
ставлен из нескольких вставок. В этом случае закон изменения радиальных натягов 
по высоте инструмента (на стыке k) может быть записан в виде

Рис. 1. Эпюра относитель-
ных напряжений по кон-

туру ручья матрицы
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где Nm(η) – интерполирующие функции, точно такие же, что используются в методе 
конечных элементов (МКЭ) с линейными одномерными элементами.

Структура глобальной матрицы жесткости позволяет сделать вывод о том, что 
она может быть построена обычным способом для МКЭ, как для конструкции из раз-
личных материалов. Причем нет необходимости специальной перенумерации узлов. 
Изменение коснется только вектора узловых сил.  При перемене натягов по высоте 
составной матрицы вид векторов (5) немного меняется. 

Неизвестные перемещения узлов на внутренних поверхностях слоев, после 
решения системы линейных уравнений (1) определяются из уравнений совместности, 
а затем, обычным способом для МКЭ, деформации и напряжения в узлах конечных 
элементов в точках интегрирования и их значения. 

Далее следует расчет по алгоритму оптимизации конструкций многослойных ма-
триц. Он формулируется как задачи оптимального проектирования, в которых в каче-
стве функции цели принято, при известном законе изменения нормального давления 
на инструмент, его предельное значение p0lim (несущая способность), по достижении 
которого, напряжения в опасных точках слоев достигают своих допускаемых значе-
ний. В качестве переменных проектирования принимаются, наряду с p0lim диаметры 
(радиусы) посадочных поверхностей и натяги между слоями. Ограничения (условия 
прочности) – записываются в переменных состояния – напряжениях. Создание натя-
гов между слоями толстостенного цилиндра служит уменьшению суммарных окруж-
ных напряжений σ33 от внутреннего давления и натягов. 

При решении задачи такая цель математически может быть сформулирована как 
отыскание минимума функционала: 
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где N – число составляющих матрицу элементов, 33
k

maxσ – максимальное окружное на-
пряжение на внутренней поверхности вставки k, т.е. как основное соотношение мето-
да наименьших квадратов. 

Функционал (7) для цилиндров, нагруженных только внутренним давлением, за-
висит только от максимального его значения pmax (если  закон изменения его по длине 
задан) и множества дискретных значений  натягов  Drk. 

В первую очередь, необходимо достичь  и определить  переменные проектиро-
вания давления pmax  и натяга Drk, которые не только сообщают экстремум функционалу, 
но и удовлетворяют вместе с тем условиям прочности слоев матрицы:

, k = 1,2,3,…, N.                                        (8)

Здесь σэкв(k) – эквивалентные, σlim(k) – предельные напряжения для материала k-го 
слоя конструкции. При решении задачи максимальной несущей способности  матри-

цы  lim max( )p max p⇒ , то в качестве σlim(k) нужно  принять пределы текучести материала; 
если же речь идет о долговечности, то –  пределы выносливости  и в выражениях (8) 
следует приравнять обе части выражения.

При наличии ограничений (8) отыскивается минимум функционала: 
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,                                        (9)

где λk – числа (множители Лагранжа). 
Условия минимума J’ в нашем случае записываются в виде:

                              (10)

Замкнутая система из 
1

1
M

r
r

N n
=

+ +∑  уравнений относительно того же числа не-

известных plim, Drk, λi  является нелинейной для общего случая, так как вычисленные 

посредством тензора напряжений эквивалентные напряжения σэкв(k), (в рассматривае-
мом случае цилиндрической системе координат), содержат их квадраты  (если исполь-
зуется условие пластичности Мизеса). Единственно в частном случае, когда можно 
пренебречь касательными напряжениями на поверхностях контакта слоев и принять 
условие текучести Треска – Сен-Венана за неравенство (8), система уравнений (10) 
будет линейной, применительно к  переменным проектирования. Это  предположение 
для внутреннего слоя будет точным, когда  многослойный инструмент нагружен лишь 
давлением на ручье (внутренним). Множественные численные расчеты показали, что 
такое упрощение дает погрешность в виде заниженных значений эквивалентных на-
пряжений, не превышающих разность их величин, полученных за счет использования 
условия текучести Мизеса,  вместо условия Треска – Сен-Венана. При этом, положе-
ние опасных точек контура невозможно указать, если  не определены , либо не зада-
ны натяги между слоями и максимум значения давления на внутреннем слое, т.е ручье 
штампа. Для решения задачи определения опасных точек внутренних контуров слоев 
предлагается следующий алгоритм 1:

1) принять в начальном проекте натяги постоянными по высоте поверхностей 
контакта составного инструмента; 

2) указанным способом определить напряженно-деформированное состояние 
многослойной составной матрицы; 

3) конкретизировать  местоположение на внутренних контурах слоев опасных то-
чек;

4) вычислить предельное давление на инструмент и оптимальные натяги;
5) вычислить эквивалентные напряжения во внутренних контурах составной ма-

трицы при найденных выше значениях величин, и если они не превышают допускае-
мых, перейти к пункту 7);

6) возвратиться  к пункту 4) применяя  новые данные о давлении и местоположе-
нии опасных точек;

7) выход.
Отметим, что определенное  значение максимального давления зависит как от 

натягов, так и от радиусов поверхностей вставок
plim = plim (r2, r3,...,rM),                                                        (11)

так что поиск несущей способности требует еще одного итерационного процесса, 
в качестве которого принят метод сопряженных градиентов алгоритм 2:

1) для набора значений r2, r3,...,rM  по алгоритму 1 определяется предельное зна-
чение внутреннего давления plim;

2) определяются приближенные значения частных производных целевой функ-
ции (15) («коэффициенты чувствительности») Dplim/Dri  (с привлечением алгоритма 1 для 
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вычисления предельного давления для радиусов r2, r3,...,ri + Dri ,..., rM );

3)  вычисляются приращения переменных проектирования limi ir p rD = αD D  для 
следующего шага, где α – малый коэффициент;

4) по алгоритму 1 определяется новое значение давления на шаге алгоритма 
*
lim lim 2 2 3 3( , ,..., )M Mp p r r r r r r= + D + D + D  и его приращение *

lim lim limp p pD = - ;
5) если величина  Dplim > εp (εp – принятая погрешность определения max plim), вер-

нуться к п.1;
6) выход. 
Предложенный метод  определения предельного внутреннего давления, опти-

мальных радиусов поверхностей вставок и узловых натягов на их границах для произ-
вольных  конструкций многослойных составных цилиндров реализована в виде паке-
тов программ на  языке программирования   Fortran 90 [3]. 

Расчёт составного инструмента

На основании полученных законов изменения давления по высоте ручья  иссле-
довано  напряженно-деформированное состояние наиболее нагруженных  переходов 
матриц для высадки шарового пальца с помощью разработанной математической мо-
дели, методики и пакета прикладных программ для систем автоматизированного про-
ектирования.

Расчеты матрицы для штамповки шарового пальца и  анализ результатов по-
казали, что при неизменной конструкции матрицы изменение  параметров диаметра 
первой вставки и натяга не дает эффекта в виде уменьшения амплитуды эквивалент-
ного напряжения.

Напряжения в инструменте складываются из двух частей: вызванной натягами 
постоянной части,  и переменной – внутренним давлением. При штамповке возника-
ет циклическая нагрузка, без заготовки матрица испытывает напряжения, вызванные 
только натягами между слоями, после помещения в нее заготовки и рабочего хода 
возникает переменная часть напряжений от внутреннего давления заготовки. Зна-
чения последнего для инструмента должны быть такими, чтобы в сумме с первыми 
в опасной точке не превышали временного предела выносливости материала инстру-
мента.

Для инструмента с большими перепадами диаметров в ручье штампа, с целью 
снижения величины переменных напряжений в области концентратора была предло-
жена новая конструкция матрицы с переменным по высоте, контактной с корпусом 
(наружной) поверхности вставки, натягом. По разработанной программе проведены 
расчеты с оптимизацией параметров диаметров вставки и переменных натягов. На 
рис. 2 приведена эпюра относительных напряжений Мизеса (в числителе, в долях от 
наибольшего из предельных напряжений – верхней вставки σlim1 = 2300 МПа) 

Относительное значение напряжений Мизеса, достигает максимальных значе-
ний равных 0,90,  наблюдается  во внутреннем контуре перехода от сферы к цилин-
дру, где, вычисленные по гипотезе Треска – Сен-Венана эквивалентные напряжения 
достигают максимума  с относительними значениями равным 1,0.

При этом, на рис. 2 в знаменателях значений приведены результаты расчетов 
при переменных натягах по высоте вставки. Как видно, использование натяга пере-
менного по высоте вставки дает сглаживание значений напряжений Мизеса в наибо-
лее опасном участке, ответственном за  высадку сферы заготовки.

Характер разрушения верхней вставки подтверждает полученные результаты 
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(на рис. 3 показана фотография разрушенной вставки 
в разрезе): усталостные повреждения в виде трещины 
образуются на контуре ручья матрицы в области, где эк-
вивалентные напряжения достигают максимальных зна-
чений.

В таблице указаны числовые значения напряжений Мизеса (в МПа) в опасной 
точке для двух комбинаций  давления во внутренних контурах вставки (рабочее зна-
чение максимального давления принято равным 0,4plim = 1000 МПа [4] и равным нулю, 
т.е. напряжения вызваны только натягами).

При практически равных значениях средних напряжений σm = 622 МПа, амплиту-
ды переменных напряжений составили: при постоянном натяге σa = 344 МПа, при пере-
менных – σa = 282 МПа, т.е. уменьшаются на величину около 18 %. Такое, уменьшение 
амплитуды переменных напряжений приводит к заметному повышению долговечно-
сти инструмента.  

 Табл. 1

Максимальное давление, МПа
Напряжения Мизеса, МПа

постоянный натяг переменный натяг

1000 278 904
0 967 341

Как известно, долговечность конструкций, подверженных воздействию цикли-
чески изменяющейся нагрузки, зависит от величины максимальных переменных на-
пряжений [5, 6]. Уравнение кривой усталости до базового числа циклов нагружения N0 
может быть аппроксимировано выражением:

max lim 0constm mN Nσ ⋅ = = σ ⋅  при max 0,6 Tσ < σ ,                                       (12)
где σlim – предел выносливости при соответствующей характеристике цикла перемен-
ных напряжений; σT – предел текучести материала; N – число циклов нагружения, вы-
держиваемое материалом при уровне максимальных переменных напряжений σmax; m – 
показатель кривой усталости, который для различных марок сталей лежит в пределах 
m = 6...12 (много цикловая усталость [7, 8]). Если в конструкции, какими-либо мероприяти-
ями удается понизить уровень максимальных переменных напряжений от σmax(1) до σmax(2) 

(σmax(2) < σmax(1)), долговечность матрицы при этом возрастает в ( )2 1 max(1) max(2)

m
N N = σ σ  раза. 

Это означает, что переход к конструкции с переменным по высоте матрицы натягом по-

Рис. 2. Эпюра относительных 
напряжений по контуру 

ручья матрицы

Рис. 3. Фотография разрушенной вставки 
матрицы для штамповки шарового пальца
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зволяет (при уменьшении максимальных переменных напряжений в 1,18 раза), практи-
чески без дополнительных затрат, увеличить ее долговечность как минимум 2,7 раза. 

Результаты внедрения

По результатам расчетов спроектирована, апробирована и внедрена в произ-
водство новая конструкция  матрицы с переменным по высоте натягом. Данная кон-
струкция показала увеличение долговечности в среднем на 56 % по сравнению с ба-
зовой.

Следует отметить, что и ранее предпринимались попытки реализации натяга пе-
ременного по высоте вставки в конструкциях матриц. В частности была разработана 
и предложена матрица [9], сопрягаемая наружная поверхность вставки, которой  явля-
лась криволинейной, при этом форма данной поверхности определялась из условия 
обеспечения всестороннего равномерного сжатия внутренней  вставки. 

Существенным недостатком матрицы, препятствующим ее внедрению в произ-
водство, являлась высокая трудоемкость изготовления криволинейной внешней по-
верхности вставки, низкая контролепригодность и стабильность геометрических па-
раметров криволинейных поверхностей при массовом производстве. 

Преимуществами предлагаемой матрицы являются простота ее изготовления, из-
за реализации переменного натяга за счет конусных  сопрягаемых наружной поверх-
ности вставки и внутренней поверхностей бандажного кольца. При этом, изготовление 
сложной криволинейной поверхности, по которой сопрягаются детали, не требуется. 

Такое  решение позволяет, вычислить  натяг на торцах составного инструмента, 
реализовать переменный натяг по его  высоте за счет конусных сопрягаемых поверх-
ностей.

По результатам данной работы на матрицу для высадки деталей сложного про-
филя с переменным натягом получены патенты РФ [10, 11].
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