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В в е д е н и е

Человеческая деятельность многообразна как по видам, так и по 
объектам, однако во многих случаях целью деятельности является 
познание и преобразование окружающего мира. Каждое направление 
познания рассматривается в рамках конкретной научной дисципли
ны, которая имеет свой объект исследования, свои методы исследо
вания, свой понятийный и математический аппарат. Дисциплина 
«Математическое моделирование», объединяя различные области 
знания, дает представление об общих вопросах теории моделирова
ния, методах формализации и математического описания процессов и 
объектов, применении математических моделей для исследования 
технических объектов с использованием численных методов и ЭВМ.

Современные транспортные и тяговые машины являются слож
ными техническими системами, и применение традиционных спо
собов их создания, при которых основной упор делается на оконча
тельную доводку опытных образцов, приводит к повышению мате
риальных и временных затрат на разработку.

Если учесть многовариантность и итерационный характер про
цесса проектирования, необходимость сокращения сроков разра
ботки, возрастающие требования к точности получаемых на этапе 
проектирования результатов, конкуренцию на рынке, то можно го
ворить, что дальнейшее развитие методологии проектирования свя
зано с максимальным использованием компьютерных технологий 
создания и модернизации машин, в рамках которых серьезную по
зицию занимает математическое моделирование, являющееся не
отъемлемой частью современных САПР.

Перестройка методологии проектирования технических объектов, 
в свою очередь, обусловливает необходимость перестройки прин
ципов подготовки специалистов, способных эффективно использо
вать САПР в своей практической деятельности. Разработка новых 
учебно-методических материалов по курсам, связанным с подготов
кой инженеров-проектировщиков, является важным звеном общего 
процесса формирования принципов и методов обучения специали
стов нового типа.

Целью изучения дисциплины является освоение студентами об
щих вопросов теории моделирования, методов построения математи
ческих моделей и реального описания процессов, происходящих в
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системах, агрегатах и узлах мобильных машин, методов анализа по
лученных математических моделей и их реализации с использовани
ем современных математических методов и вычислительных средств.

В первой части издания приведено описание пяти практических 
работ, выполняемых по дисциплине «Математическое моделирова
ние». В практических работах на примере одного из узлов силовой 
передачи машин рассмотрены методы постановки и решения задач 
анализа, возникающих в процессе проектирования механических 
систем, совершающих вращательное движение. Данные работы мо
гут выполняться вручную с использованием простейших счетных 
средств, а также с использованием программного комплекса, разра
ботанного авторами методического указания.

Во второй части приведены методические указания и справоч
ный материал для выполнения курсовой работы по дисциплине «Ма
тематическое моделирование». Рассмотрены подходы, применяе
мые при замене реальных объектов их математическими моделями, 
варианты расчетных схем и математических моделей, соответст
вующих различным задачам имитационного моделирования. Пред
ставлены рекомендации по использованию численных методов реа
лизации математических моделей.

Издание может быть полезным и при выполнении курсового и 
дипломного проектирования.
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Часть 1. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
К ПРАКТИЧЕСКИМ РАБОТАМ

Примерный перечень практических занятий

1. Определение инерционных характеристик механических сис
тем расчетным способом.

2. Определение упругих характеристик механических систем рас
четным способом.

3. Составление расчетных схем и их приведение.
4. Упрощение динамических систем при математическом моде

лировании систем мобильных машин.
5. Определение собственных частот и форм колебаний механи

ческих систем.
6. Составление расчетных схем и математических моделей типо

вых элементов гидравлических и пневматических систем.
7. Изучение методов одномерной оптимизации.
8. Методы многомерного поиска экстремума целевой функции
9. Планирование эксперимента.

Задания к практическим работам

При выполнении практических работ используется кинематиче
ская схема четырехступенчатого редуктора (рисунок 1.1). Редуктор 
включает в себя три вала, два из которых (входной -  позиция В 1 -  
и выходной -  позиция ВЗ на рисунке 1.1) имеют шлицы по всей 
длине, и шесть зубчатых колес. Промежуточный вал -  позиция В4 -  
имеет цилиндрическую часть, с двух сторон которой -  шлицевые 
концы. Зубчатые колеса Z\, Z2, Z5, Z6 могут перемещаться в осевом 
направлении по шлицам своих валов и входить в зацепление с зуб
чатыми колесами Z3, Z4, которые в осевом направлении не имеют 
перемещения.

К валу В1 с левой или правой стороны (в соответствии с вариан
тами заданий (таблица 1.1)) подводится крутящий момент Мд. Вал 
ВЗ является выходным валом и на него действует момент сопротив
ления М с, который также в соответствии с вариантом задания мо
жет быть приложен с левой или правой стороны вала ВЗ.
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Варианты включения зубчатых колес и приложения крутящих 
моментов приведены в таблице 1.1. Последовательность зацепления 
определяется по рисунку 1.1 (знаком «+» отмечены зубчатые коле
са, участвующие в передаче крутящего момента).

ф1

м д ( К

М,Д г-Л \ I
/

ВЗ

Z4

J
и"! z 6

В1

В2

Н ; м с

ф2

Рисунок 1 .1 -  Кинематическая схема ре
дуктора: ф1, ф2 -  фланцы; В1, ВЗ -  сплош
ные шлицевые валы; В2 -  ступенчатый 
шлицевый вал; Zb 2 Ъ Z5, Z6 -  подвижные 
зубчатые колеса; Z3> Z4 -  неподвижные 

зубчатые колеса

Таблица 1.1 
моментов

Варианты включения зубчатых колес и приложения

№ ва
рианта Мц Мс Z2 Z3 z 4 Z5 Z6

Вал при
ведения

1 слева справа + + + + B1
2 слева справа + + + + B2
3 слева справа + + + B3
4 слева справа + + + B3
5 слева слева + + + + B1
6 слева слева + + + + B2
7 слева слева + + + B3
8 слева слева + + + B2
9 справа справа + + + + B3
10 справа справа + + + + B1
11 справа справа + + + B3
12 справа справа + + + B2
13 справа слева + + + + B2
14 ^справа слева + _L + + B3
15 справа слева. + + + B1
16 справа слева + + + B3



В частности, для варианта 1 схема редуктора имеет вид, пред
ставленный на рисунке 1.2 .

ф 1
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Рисунок 1.2 -  Кинематическая схема 
редуктора для первого варианта 

зацепления

Геометрические размеры валов приведены в таблице 1.2 в соот
ветствии с эскизом на рисунке 1.3.

Таблица 1.2 -  Размеры валов*, мм

№ ва
рианта Вал / h D А  -  d 2 II"а ^шл ^шл

1
В1 455 - - - 54 46 8 9
В2 340 130 128 85 65 56 8 10
ВЗ 460 - - - 72 62 8 12

2
В1 470 - - - 54 48 8 9
В2 355 130 130 82 65 56 8 10
ВЗ 475 - - - 72 62 8 12

3
В1 365 - - - 42 36 8 7
В2 280 110 110 65 48 42 8 8
ВЗ 370 - - - 54 46 8 9

4
В1 335 - - - 34 28 8 7
В2 260 90 90 52 38 32 8 6
ВЗ 460 - - - 42 36 8 7

5
В1 276 - - - 34 28 8 7
В2 208 78 74 48 38 32 8 6
ВЗ 286 - - - 42 36 8 7

* «шл, Ьтп -  количество и ширина шлиц соответственно.
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Рисунок 1.3 -  Размеры валов: 
а -  сплошной шлицевый вал (В 1, ВЗ); б -  ступенчатый вал (В2)

Геометрические размеры зубчатых колес приведены в таблице 1.3 
в соответствии с эскизом на рисунке 1.4.

Таблица 1.3 — Размеры зубчатых колес*, мм

№ ва
рианта Колесо Число 

зубьев z
Модуль

m b /, h h Dc Яд DH

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1

Z] 25

5

45 20 35 100 76 76 135
z 2 35 45 18 33 70 76 144 185
z3 40 50 35 35 90 90 168 210
z4 30 50 33 35 90 90 117 160
z5 31 45 83 18 120 100 120 165
z6 41 45 18 83 120 100 172 215

2

z, 38

5

50 40 20 80 72 162 205
z2 51 50 20 40 80 72 220 265
z3 58 45 40 30 90 85 257 300
Z4 ' 46 45 30 40 90 85 198 240
z5 32 50 45 5 100 100 100 170
z6 44 50 20 60 100 100 187 230

3

Z, 38

3

35 31 17 58 56 92 120
z2 30 35 5 18 58 56 56 96
z3 37 30 20 20 50 70 88 117
z4 45 30 30 30 70 68 112 141
z5 48 35 42 18 80 72 120 150
z6 40 35 18 42 80 72 98 126

4

Z, 30

3

35 10 5 50 48 48 96
Z2 45 35 17 22 50 48 100 141
Z3 50 40 24 24 60 54 125 156
Z4 35 40 10 10 60 54 54 111
Z5 35 35 23 5 63 60 0 111

50 35 16 35 75 55 122 156



Окончание таблицы 1.3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

5

Z, 23

3

25 18 5 48 48 48 75

z 2 18 25 5 18 48 45 45 60
z 3 25 30 10 14 54 50 50 81
Z4 30 30 20 20 54 50 72 96
Z5 40 25 15 15 40 55 102 126
Ze 35 25 15 15 40 55 87 111

* Параметры посадочных отверстий в зубчатых колесах берутся для со
ответствующих вариантов из таблицы 1.2.

b

Рисунок 1 .4 -  Размеры зубчатых колес

Геометрические размеры присоединительных фланцев редуктора 
приведены в таблице 1.4 в соответствии с эскизом на рисунке 1.5.

Таблица 1.4 -  Размеры фланцев*, мм

№ ва
рианта Фланец Ян Аэ do по А lc b

1 2 3 4 5 6 1 8 9

1 Ф1 150 115 15 6 75 80 15
ф2 180 145 15 6 95 98 18

2 ф1 180 145 15 6 72 90 15
Ф2 222 188 15 6 100 95 20
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Окончание таблицы 1.4

1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 ф1 110 84 10 4 56 58 10
ф2 140 115 10 4 72 70 10

4 ф1 96 70 10 4 46 46 10
ф2 110 84 io 4 60 60 12

5 Ф1 120 90 10 4 45 48 10
Ф2 120 90 10 4 55 58 12

* Параметры посадочных отверстий во фланцах берутся для соответст
вующих вариантов из таблицы 1.2; л0 -  количество присоединительных 
отверстий.

Ъ
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/у / /

// ^ /

Рисунок 1.5 -  Размеры фланцев

Необходимые для расчета физические характеристики деталей 
редуктора (плотность материалов, модуль упругости и сдвига) при
ведены в таблице 1.5.
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Таблица 1 .5 -  Характеристики некоторых материалов

Наименование материала
Плотность 
р-10'3, кг/м3

Модуль 
упругости 

£-Ю'10, Н/м2

Модуль сдвига 
G 1 0 '10, 

Н/(м2-рад)
Сталь высокоуглеродистая 7,7.. .7,'9 22 8,5
Сталь низкоуглеродистая и 
высоколегированная 7,7...7,9 20...21 7,8...8,0

Практические работы по усмотрению преподавателя могут вы
полняться студентами либо вручную с использованием простейших 
счетных средств, либо с использованием программного комплекса 
«PR A K TM M », разработанного авторами методических указаний. 
Программный комплекс реализован на языке программирования 
Delphi и имеет удобный понятный интерфейс, позволяющий реали
зовать ввод исходных данных для расчета, расчет и вывод результа
тов как на экран монитора, так и на печатающее устройство. Нали
чие исчерпывающей справочной информации позволяет студентам 
достаточно просто освоить работу с программным комплексом.

П р а к т и ч е с к а я  р а б о т а  № 1

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ ЭЛЕМЕНТОВ
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ РАСЧЕТНЫМ МЕТОДОМ

Цель работы, получение практических навыков определения мо
ментов инерции деталей расчетным путем.

Общие сведения

Моменты инерции деталей находят аналитическими, графоанали
тическими и экспериментальными методами. При выполнении дан
ной работы используется только аналитический метод, широко при
меняемый при проектировании новых объектов для деталей, имею
щих форму, которую можно расчленить на простые геометрические 
тела. Моменты инерции простых геометрических тел определяются 
по известным формулам, приведенным в таблице 1.6.
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Суммарный момент инерции детали вычисляется как алгебраи
ческая сумма моментов инерции простейших элементов ее разбие
ния. Для зубчатого колеса в соответствии с эскизом, приведенным 
на рисунке 1.4, можно использовать следующий вариант разбиения 
(рисунок 1.6).

т
Элемент i Элемент 2 Элемент 3 -Элемент 4 

Ii I: h h
Ь

%

Элемент 5 
I,

Рисунок 1.6 -  Разбиение зубчатого колеса на простые геометрические элементы 

Тогда суммарный момент инерции зубчатого колеса в целом

При определении моментов инерции тел плотность материалов 
берется из таблицы 1.5.

При вычислении момента инерции тела, ось вращения которого 
не проходит через его центр масс и отстоит от него на расстояние г 
(например, для присоединительных отверстий фланца), применяют 
известную формулу

/  = / 0 + т ■ г2 ,

где /0 -  момент инерции относительно оси, проходящей через центр 
масс тела;

т -  масса тела.
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Пример выполнения работы

Определить моменты инерции валов, зубчатых колес и соедини
тельных фланцев, размеры которых приведены в таблицах 1.2, 1.3 
и 1.4 (вариант 5). В качестве материала принять сталь высокоугле
родистую.

Согласно данным таблицы 1.5 принимаем плотность стали р = 
= 7800 кг/м3.

Расчет моментов инерции валов.
Согласно данным таблицы 1.2 вал В1 имеет следующие размеры, мм:

Вал D \ d\

276 34 28

Тогда средний диаметр шлицевого соединения dcp =31 мм;

высота шлицев h -  ^  ^1) /2 = ^ мм

Подставляя эти данные (переведя их в систему СИ) в выражение 
для определения момента инерции шлицевого вала, получим:

7800 0,007-0,003 ^ 0072 + 0 0032 + 3
•0,0312) |

3,14 0,028

х0,276 = 0,1614• 10~3 кг-м 2

Расчет момента инерции вала В2.
Согласно данным таблицы 1.2 вал имеет следующие размеры, мм:

Вал

f - l
----------- -•о С)]

, li , i.
1

208 78 74

D

48

Р \~®2

38

d,=d7

32
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Тогда средний диаметр шлицевого соединения =35 мм;

высота шлицев h = ( А - 4 ) / = 3 м м ./ 2
Момент инерции этого вала равен сумме моментов инерции двух 

шлицевых валов длиной 78 и 74 мм, момента инерции сплошного 
цилиндрического вала длиной 208 -  78 -  74 = 56 мм.

где / ш] и / ш2 -  моменты инерции левого и правого шлицевых концов 
вала;

/ ц -  момент инерции цилиндрического вала.
Подставляя размеры вала в выражение для определения момента 

инерции шлицевого вала, получим

Для цилиндрической части вала используем формулу для опре
деления момента инерции сплошного цилиндрического вала (см. 
таблицу 6).

Таким образом, суммарный момент инерции ступенчатого вала 
В2 равняется

/ В2 = 0,0608 ■ 10-3 + 0,0576 ■ 10_3 + 0,2265 ■ 10_3 кг -м2.

16 .

•̂ в2 Ли1 Ли2 Aj >

X 0,078= 0,0608-10~3 кг-м2;

X

X 0,074 = 0,05 76-10-"3 кг-м2.

/ ц = 3,14 4780°  ■ 0,0484 • 0,056 = 0,2265 ■ 10_3 кг ■ м2 .



Момент инерции вала ВЗ определяется аналогично моменту инер
ции в а л а В 1.

Расчет моментов инерции зубчатых колес.
Моменты инерции зубчатых колес определяем, разбивая их на 

простые геометрические тела, как показано на рисунке 1.6.
Рассмотрим пример расчета момента инерции зубчатого коле

са Zb параметры которого приведены в таблице 1.3.
Суммарный момент инерции зубчатого колеса в целом (согласно 

рисунку 1.6):

/ Zl = /j -  / 2 + / 3 + / 4 -  / 5.

Момент инерции элемента 1, включающего зубчатый венец, мож
но вычислить как момент инерции сплошного шлицевого вала, для 
которого:

, %-т 3,14-3 ,
-  ширина шлицев £>шл = — — = — - —  = 4,712 мм = 0,00471 м ;

-  высота шлицев кшл = 2,25 • т = 2,25 • 3 = 6,75 мм = 0,00675 м ;
-  средний диаметр шлицев й?шл = т - ( и - 0 , 2 5 )  = 3-(23 -0 ,25 ) = 

= 68,25 мм = 0,0683 м ;
-  число шлицев пшп = z  = 23 ;
-  длина вала I -  b = 25 мм = 0,025 м .

Тогда, произведя вычисления, получаем 1Х = 0,439 ■ 10' 3 кг ■ м2 .
Момент инерции элемента 2 можно определить как для ци

линдрического вала, для которого D  = D H = 45 мм = 0,045 м ;
I = Ъ = 25 мм = 0,025 м .

Получаем / 2 = 0,0362 ■ 10_3 кг • м2 .
Момент инерции элемента 3 можно определить как для полого ци

линдрического вала. Учитывая, что для данного варианта DH=D C,

/ 3 = 0 кг - м2 .
Момент инерции ступицы зубчатого колеса (элемент 4) рассчи

тываем как для цилиндрического вала с наружным диаметром 
D  = Dc = 45 мм = 0,045 м и длиной I = /с = 48 мм = 0,048 м .
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Получаем / 4 =0,147-10 З кг-м2 .
Момент инерции элемента 5 (посадочного отверстия зубчатого 

колеса) -  момент инерции шлицевого вала, длина которого равна 
длине ступицы зубчатого колеса / = /с = 48 мм = 0,048 м , а парамет
ры шлицев принимаются в соответствии с данными таблицы 1.2 
ф шл = 0,007 м; h = 0,003 м; й?ср = 0,031 м; пшл = 6;d =  0,028 м).

Получаем / 5 =0,028-10-3 кг ■ м2 .
Тогда момент инерции зубчатого колеса Z\ равен

I Z] = 0,439 -10“3 -  0,0765 ■ 10”3 + 0 + 0,147 -10“3 -  0,028 -10_3 =

= 0,481-10 '3 кг -м2.

Расчет моментов инерции фланцев.
Соединительный фланец разбиваем на четыре простых элемента, 

как показано на рисунке 1.7.

Элемент 1 Элемент 2 Элемент ? Элемент 4
I, U I3 UЪ Ь

Рисунок 1.7 -  Разбиение фланца на простые геометрические элементы 

Момент инерции всей детали будет

^Ф1 - h + h ~ no ' h ~ h -  

Возьмем в качестве примера фланец ф 1.
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Момент инерции диска 1\ определим по формуле для полого вала 
(см. таблицу 1.6), у которого D  = £)н = 120 мм = 0,12 м ; d - D с, = 
= 45 мм = 0,045 м ; / = b = 10 мм = 0,01 м .

Получаем /, =1,5567-10-3 кг -м2 .
Момент инерции ступицы (элемент 2) определяем по формуле 

для сплошного вала (см. таблицу 1.6), у которого D  = £>с = 45 мм = 
= 0,045 м ; / = 1С = 48 мм = 0,048 м .

Получаем / 2 = 0,147 • 10-3 кг ■ м2 .
По этой же формуле определим момент инерции цилиндра, со

ответствующего размерам отверстия, относительно оси отверстия 
( D -  d0 = 45 мм = 0,045 м ; I = Ь = 48 мм = 0,048м ). Значение момен

та инерции отверстия относительно его оси / 0 = 0,765 ■ 10-7 кг • м2 .
Так как ось вращения фланца не совпадает с осью отверстия, то 

( D  \ 2
/ 3 = / 0 + т 0 ■ I I . Масса цилиндра, соответствующего размерам 

отверстия, равна

2 2

та = — — • / • р = 3,14 0,01 ■ 0,01 • 7800 = 0,006126 к г .
0 4 4

Тогда момент инерции отверстия

/ 3 =0,765 -10“7 + 0,006126 = 0,0125 кг -м2 .

Момент инерции элемента 4 (посадочного отверстия фланца) оп
ределяем как момент инерции шлицевого вала, длина которого рав
на длине ступицы фланца I = /с = 48 мм = 0,048 м , а параметры шли
цев принимаются в соответствии с данными таблицы 2 (ЬШ1] = 0,007 м; 
h = 0,003 м; <iCp = 0,031 м; пшп = 6; d  = 0,028 м).

Получаем / 4 = 0,0748 ■ 10~3 кг ■ м2 .
Тогда момент инерции фланца ф1 равен

/ ф1 = 1,5567-10“3 + 0,147-10~3 -4■ 0,012510“3 -0,074&10~3 = 1,58-10“3 кг■ м2.
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Аналогичным образом рассчитывается момент инерции второго 
соединительного фланца.

Результаты расчетов сводим в таблицу (таблица 1.7).

Таблица 1.7 -  Моменты инерции деталей

Наименование детали
Численное значение момента 

инерции, кг-м2
Соединительный фланец ф1 1,58-10'3
Соединительный фланец ф2 2,08-10'3
Вал В1 0,161-Ю'3

При использовании программного комплекса подготовить ис
ходные данные для расчета, выбрать пункт меню «Расчет моментов 
инерции» и действовать согласно выдаваемым системой запросам.

Содержание отчета

1. Эскизы всех деталей, для которых рассчитывался момент инер
ция, с разбивкой их на простые геометрические тела.

2. Размеры всех рассчитываемых деталей, сведенные в таблицы, 
аналогичные таблицам 1.2-1.4).

3. Подробный расчет каждой детали одинаковой конфигурации 
(вал, зубчатое колесо, фланец).

4. Результаты определения моментов инерции всех деталей, све
денные в таблицу.

П р а к т и ч е с к а я  р а б о т а  № 2

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРУТИЛЬНЫХ ПОДАТЛИВОСТЕЙ  
ДЕТАЛЕЙ РАСЧЕТНЫМ МЕТОДОМ

Цель работы: получение практических навыков определения кру
тильных податливостей деталей различной конфигурации расчет
ным путем.

Общие сведения

Податливость определяют расчетным или экспериментальным ме
тодом. При расчетном методе определения крутильной податливо
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сти валов применяются известные формулы, приведенные в табли
це 1.6, а значения модуля сдвига берутся из таблицы 1.5.

Следует иметь в виду, что в формулы для определения крутиль
ной податливости валов подставляется не длина всего вала, а длина 
его участка, который передает крутящий момент (рабочая длина 
вала). Рабочую длину вала определяют как расстояние между сере
динами ступиц зубчатых колес, расположенных на рассматривае
мом валу и участвующих в передаче крутящего момента.

Кроме податливостей валов при составлении расчетных схем ме
ханизмов следует учитывать крутильную податливость шлицевых и 
шпоночных соединений деталей, участвующих в передаче крутящего 
момента, с валами, а также податливости зубчатых зацеплений.

Крутильная податливость шлицевых (шпоночных) соединений 
рассчитывается по выражению

о _
ш Л  1 I ’ а - l - h -Пщ

где кш -  коэффициент для шпоночных и шлицевых соединений (для 
шлицевого соединения кт = 4,2-10'12 м3/Н);

d  -  диаметр соединения (для шлицевого соединения^ = dcp);
I -  длина соединения; 
h -  активная высота шлица (шпонки); 
пш -  количество шлицев (шпонок).

Податливость зубчатой передачи, приведенная к одному из ва
лов, определяется по формуле

кз
е3 = --------- 2 -----т ’a - b - R  -cos а

где к3 - коэффициент для зубчатой передачи (для стальных прямо
зубых колес &з = 6,2-10'11 м2/Н, для стальных косозубых колес 
к-$ = 3,7-10"11 м2/Н);

а -  число пар зубьев шестерен, участвующих в зацеплении; b - 
рабочая ширина зуба;

R -  радиус начальной окружности зубчатого колеса, расположен
ного на валу, к которому приводится податливость передачи (для
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конических передач R  -  среднее значение радиуса начальной ок
ружности);

а  -  угол зацепления.

Пример выполнения работы

Определим крутильные податливости деталей и соединений, раз
меры которых приведены в таблицах 1.2, 1.3 и 1.4 (вариант 1.5). 
Зубчатые колеса редуктора находятся в зацеплении согласно дан
ным таблицы 1.1 (вариант 2).

Перед определением крутильной податливости валов необходи
мо установить их рабочую длину, которую найдем следующим об
разом. Согласно заданию (таблица 1.1, вариант 2) момент на веду
щий вал В 1 редуктора подается слева, а снимается с ведомого вала 
ВЗ справа. Поэтому, вводя в зацепление зубчатые колеса Z2 с Z4, 
устанавливаем правые торцы валов В 1 и В2 на одной вертикальной 
линия, находим расстояние /рВi (рисунок 1.8) между серединами сту
пиц соединительного фланца ф1 и зубчатого колеса Z2.

Рисунок 1.8 -  Схема для определения рабочей длины вала В 1
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Для этого сначала определим lz4 -  положение середины зубчато
го венца колеса Z4 относительно правого торца вала В2. При этом 
считаем, что зубчатые колеса зафиксированы на валу В2, контакти
руя своими торцами со средней ступенью вала. Так как зубчатое 
колесо Z4 симметрично, то lZ4 = /гв2 “ 0,5 -lcZ4 = 7 4 -0 ,5 -5 4  = 47 мм . 
Здесь l2В2 -  длина правой шейки вала В2; /с24 -  длина ступицы зуб
чатого колеса Z4.

Так как в зубчатой передаче середины венцов зубчатых колес сов
падают, то на таком же расстоянии от правого торца вала 3 будет на
ходиться и середина зубчатого венца колеса Z2. Из рисунка 1.8 следу-

Здесь 1\22 и hzi  -  размеры колеса Z2 согласно данным таблицы 1.3. 
Тогда рабочая длина ведущего вала В 1 равна

где /Сф1 -  длина ступицы фланца ф 1.
Используя формулу для определения податливости шлицевого 

вала (см. таблицу 1.6), вычисляем податливость вала В 1'.

Аналогично находим длину ведомого вала ВЗ, учитывая, что в 
зацеплении находятся зубчатые колеса Z3 и Z5, и устанавливая ле
вые торцы валов В2 и ВЗ на одну вертикальную линию. После оп
ределения рабочей длины вычисляем податливость вала ВЗ.

Податливость вала В2 определяем как сумму податливостей сту
пенчатых валов (см. таблицу 1.6). При этом за длину одной ступени 
принимаем половину длины ступицы зубчатого колеса, установлен
ного на ней, а за длину второй ступени -  половину длины средней 
(цилиндрической) части вала В2.

/рВ1 = /ш — 0,5 - /сф1 -1 С2 = 276-0 ,5 -48  + 40,5) = 211,5 мм = 0,2115 м .

32
6т 3,14-8,5-1010
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Тогда

еВ2
32 

л G cp  1 D
- + * + — 4 +-

Jcp2 D
4" X->

где /, l \ , h ~  длина вала В 2 и его шлицевых участков соответственно. 
Входящие в формулу параметры можно определить как

, 0,038 + 0,032
^сР1= -------- г-------- = 0,035 м ; rfcp2 = J cpi = 0,035 м ;

хх
8 -d.с р

1- i cpl

D 3 8-0,035 V 0,048
= 1786,209

У м

х2 =Jci =1786,209 —̂5-;
м

еВ2
32

3,14-8,5-10 ю
0,5-0,054 | (0 ,208 -0 ,078 -0 ,074 ) |

0,035

+
0,5 • 0,054 

0,03 54
+ 1786,209 + 1786,209

0,048

=  6 - 10“

Н -м

Рассчитаем податливость шлицевого соединения фланца ф1 с 
валом В1:

4,2-10 -12

0,034 + 0,028 \2 = 5,06-10“
1

-0,048-0,003-6
Н -м

Аналогично рассчитывается податливость шлицевых соединений 
фланца ф2 с валом ВЗ и зубчатых колес с соответствующими вала
ми. В качестве длины шлицевого соединения принимается длина 
ступицы соответствующего элемента.
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Податливость зубчатого зацепления колес Z2 -  Z4, приведенная к 
валу В2, определяется следующим образом:

e Z 2 - Z 4  = -------------------------------------------2---------------=  ° ’6 9 4 ' 1 ° " 6 ~ —  ■2 ■ 0,025 • 0,045 • cos (20°) Н -м

Аналогично рассчитывается податливость зубчатых колес Z3 -  Z5, 
приведенная к валу В2.

Результаты определения крутильных податливостей валов, шли
цевых соединений и зубчатых зацеплений сводим в таблицу 1.8.

Таблица 1 .8 -  Моменты инерции деталей

Деталь, соединение Численное значение податливости, 
1/(Н-м)

Вал В1

Шлицевые соединения: 
фланец ф 1 — вал В 1

Зубчатые зацепления: 
колеса Z2-Z 4

27,144-10'6 (/р = 0,2115м) 

5,06-10'6 

0,694-10'6 (приведен к валу В2)

При использовании программного комплекса подготовить исход
ные данные для расчета, выбрать пункт меню «Расчет податливо
стей» и действовать согласно выдаваемым системой запросам.

Содержание отчета

1. Подробный расчет крутильной податливости одного из валов, 
одного из шлицевых соединений и одного из зубчатых зацеплений.

2. Сводная таблица результатов расчета податливостей всех ва
лов, шлицевых соединений и зубчатых зацеплений, участвующих в 
передаче крутящего момента (см. таблицу 1.8). Для валов указать их 
рабочую длину, для зубчатых зацеплений -  к какому валу они при
ведены.
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П р а к т и ч е с к а я  р а б о т а  № 3

СОСТАВЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ  
И ПРИВЕДЕНИЕ ЕЕ ЭЛЕМЕНТОВ К ЗАДАННОМУ ВАЛУ

Цель работы: получение практических навыков в составлении и 
приведении динамических систем силовых передач и трансмиссий 
машин и механизмов.

Общие сведения

В динамике мобильных машин важное место занимают задачи, 
относящиеся к исследованиям колебательных процессов в системе 
машины, состоящей из двигателя, трансмиссии, движителя, посту
пательно движущейся массы машины в агрегате с технологическим 
оборудованием и реактивных звеньев.

Ответственным этапом, предшествующим математическому мо
делированию динамических процессов, происходящих в реальной 
трансмиссии, является ее схематизация, т.е. составление расчетной 
динамической системы. Под динамической системой в классиче
ском смысле понимают систему с конечным числом степеней сво
боды, движущуюся по законам классической механики, а в широ
ком смысле -  произвольную физическую систему, описываемую 
дифференциальными уравнениями вида:

x ' i = M x \,х2,- ,х „ ) ,

где Xj -  i-я обобщенная координата динамической системы.
Порядком динамической системы называется порядок дифферен

циального уравнения (системы дифференциальных уравнений), опи
сывающего движение данной системы. Порядок системы определя
ется числом масс (инерционных звеньев), умноженным на два.

Любая реальная механическая система состоит из бесконечного 
числа материальных точек, так как связи между ними не являются 
абсолютно жесткими, т.е. число степеней свободы такой системы 
бесконечно. Подобные системы являются системами с распределен
ными параметрами. Например, вал можно представить как множест
во материальных точек, связанных друг с другом упругими связями. 
Таким образом, в системах с распределенными параметрами каждый
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элемент характеризуется двумя свойствами -  инерционностью и уп
ругостью. Решение задач о колебаниях подобных систем в общем 
случае практически невозможно и приходится становиться на путь 
замены системы с распределенными параметрами системой с диск
ретными параметрами, каждый элемент которой характеризуется 
только одним свойством (инерционностью или упругостью). Переход 
от реального объекта к системе с дискретными параметрами связан с 
выделением наиболее существенных свойств и связей и пренебреже
нием менее существенными свойствами каждого элемента.

В системах, приведенных к дискретному виду, массы являются 
сосредоточенными и характеризуются только моментами инерции. 
К сосредоточенным массам обычно относят массы, размеры кото
рых вдоль оси вращения не превышают двойного диаметра массы. 
Распределенные массы, если они малы по сравнению с сосредото
ченными, приближенно учитываются путем отнесения их к сосре
доточенным массам, приложенным к концам рассматриваемого 
участка. Так принято, что для учета момента инерции вала третья 
часть его момента инерции распределяется по сосредоточенным 
массам на концах этого вала. Сам же вал рассматривается как упру
гое безинерционное звено.

Для удобства исследования колебательных процессов в силовых 
передачах машин последние представляются в виде динамической 
модели, состоящей из сосредоточенных масс, соединенных безинер- 
ционными упругими валами. Крутильные колебания такой системы 
определяются значениями моментов инерции масс относительно оси 
их вращения и крутильными податливостями упругих элементов 
между ними, т.е. параметрами системы.

Полученная в результате динамическая система громоздкая, т.к. 
любая трансмиссия имеет сложную конструкцию и, кроме того, все 
валы силовой передачи вращаются, как правило, с различными ско
ростями. Так как в уравнениях приходится учитывать передаточные 
отношения, соответствующая математическая модель также весьма 
громоздка. Для упрощения математического описания и приведения 
его к универсальному виду целесообразно данную систему заме
нить такой, все параметры которой приведены к одному из валов. 
Это позволит исключить из уравнений передаточные отношения и 
сделать уравнения однотипными для различной конфигурации ди
намической системы.
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С теоретической точки зрения приведение должно обеспечить вы
полнение фундаментального закона сохранения энергии, т.е. энер
гия исходной и приведенной систем должна быть одинакова. Это 
обеспечивается при равенстве кинетических энергий приводимых и 
приведенных инерционных звеньев, потенциальных энергий дефор
мации приводимого и приведенного упругих звеньев системы и энер
гии рассеивания (диссипативных функций) на приведенном и при
водимом элементе динамической системы.

Из равенства кинетической энергии приведенного /пр и исходно
го (приводимого) / исх инерционного звена

Л ф  ' Ю пр _  / иех -с о и сх

определяем приведенный момент инерции

Лтр ,
■^исх _  Л к х

03пр

V ® и с х  J

п р -и с х

где озпр и ози угловая скорость вала приведения и действительная
угловая скорость приводимого элемента соответственно;

«пр-исх ~ передаточное отношение от вала приведения к исходно
му элементу системы.

Из равенства потенциальных энергий приведенной и действи
тельной систем следует

Ф п р
2

Ф и с х

2 -е 2 -ес пр  ^  с исх

Тогда приведенная податливость епр равна

^пр =
'ИСХ '  Ф п р

~ ~2 
Ф и с х

Г
!  Ф п р  

V Ф и с х  у
' е ж х  ' м п р - и с х  ’
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где еисх -  действительная податливость;
Фпр и фисх -углы  поворота приведенного и действительного валов 

соответственно.
Таким образом, при приведении момент инерции умножается, а 

податливость делится на квадрат передаточного отношения от вала 
приведения к исходному элементу системы.

Составим динамическую систему редуктора, кинематическая схе
ма которого соответствует варианту 2 таблицы 1.1. Параметры сис
темы определены в предыдущих практических работах и представ
лены в таблицах 1.7 и 1.8.

Для учета моментов инерции валов B l, В2 и ВЗ в соответствии с 
рекомендациями берем одну треть их момента инерции и распреде
ляем его по каждой из сосредоточенных масс, расположенных на 
концах данного вала, т.е. к каждой сосредоточенной массе добавля
ем одну шестую момента инерции вала.

Цепная динамическая система редуктора, отвечающая кинемати
ческой схеме редуктора, показана на рисунке 1.9.

Рисунок 1.9 -  Исходная динамическая система редуктора 

Приняты следующие обозначения:
1\ -  суммарный момент инерции соединительного фланца ф 1 и

/ 2 -  суммарный момент инерции зубчатых колес ZI t Z2 и 1/6 мо-

Пример решения одного из вариантов

Z 3

Z 5
645

:опр

мента инерции вала В 1 /[ = 7Z1 + /^2  + ~ -̂ Bi 5
6
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'  1 )  h  - I z i  + ^^В2 I j

/ 3 -  суммарный момент инерции зубчатого колеса Z3 и 1/6 мо-

мента инерции вала В2
V

Ц -  суммарный момент инерции зубчатого колеса Z4 и 1/6 мо

мента инерции вала В2 ^ /4 = I Z4 + — / В2 j  i

/ 5 -  суммарный момент инерции зубчатых колес Z5, Z6 и 1/6 мо-

(  1 1мента инерции вала ВЗ / 5 = I Z5 + I z 6 + — / Вз ;
V 6 J

/б -  суммарный момент инерции соединительного фланца ф2 и

(  1 ^1 /6 момента инерции вала ВЗ / 6 = /ф2 + — /вз U
V 6 у

е12 — суммарная податливость вала В1, шлицевых соединений 
фланца ф 1 и зубчатого колеса Z2 с валом В 1 (е12 = еВ] + вфШ + eZ2B1) ;

е2з -  податливость зубчатого зацепления колес Z2 и Z4 (е23 = eZ2Z4)!
е34 -  суммарная податливость вала В2, шлицевых соединений 

зубчатых колес Z3 и Z4 с валом В2 (е34 = еВ2 + eZ3B2 + eZ4B2) ;
е45 -  податливость зубчатого зацепления колес Z3 и Z5 (е45 = eZ3Z5);
е56 -  суммарная податливость вала ВЗ, шлицевых соединений 

фланца ф2 и зубчатого колеса Z5 с валом ВЗ (е56 = % з + еф2ВЗ+ в25ВЗ) ■

Следовательно, параметры исходной динамической системы от
личны от параметров ее элементов.

Рассчитанные по приведенным выше выражениям параметры 
исходной динамической системы приведены в таблице 1.9 .

Таблица 1.9 -  Параметры исходной динамической системы
Момент инерции, кг-м2 Податливость, 1/(Н-м)

обозначение численное
значение обозначение численное

значение
h 1,634-10'3 еп 37,564-10°
h 0,743-10'3 623 0,694-10'°
h 1,396-10'3 3̂4 11,292-10'°
h 0,968-10'3 е45

ОООJ

h 4,93 8 10'3 5̂6 15,85-10°
h 2,229-10"3
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В соответствии с заданием параметры исходной динамической 
системы необходимо привести к валу В2.

Параметры элементов динамической системы, относящихся к 
валу приведения, остаются без изменения. В рассматриваемом слу
чае это параметры элементов, относящихся к валу В2 (инерционные 
звенья / 3, U, упругие звенья е34).

Для расчета параметров приведенной системы определим пере
даточные отношения между валом приведения и валами В 1, ВЗ:

МВ2-В1
£2
Z4

18
- 0,6 ; Ивг-вз -  —  -  —  - 1,6 .

30 z3 25

Наряду с физическими характеристиками системы приводятся 
также силовые воздействия, для рассматриваемого варианта

М
М„

дв  пр М,
м ,сопр

со п р п р
МВ2-В1 МВ2-ВЗ

Используя найденные значения передаточных отношений, при
водим параметры исходной динамической системы к валу В2 и сво
дим результаты вычислений в таблицу 1.10. Соответствующая по
лученным параметрам динамическая система представлена на ри
сунке 1.10.

Таблица 1.10 — Параметры приведенной системы

Момент инерции, кг-м2 Податливость, 1/(Н-м)

обозначение
численное обозначение

Численное
значение значение

/i 4,541-10'3 ей 13,518-10‘6
h 2,065-10'3 е23 0,250-10'6
h 1,396-103 634 11,292-10"й
h 0,968-10'3 645 2,560-10'6
h 1,929-10'3 Й56 40,576-10"6
h 0,871-10'3

Мдв.прЦ
'2 3 6 34 е 45 -̂56

Мсo n p . n p

Рисунок МО -  Приведенная динамическая система

31



При использовании программного комплекса подготовить ис
ходные данные для расчета, выбрать пункт меню «Приведение ди
намической системы» и действовать согласно выдаваемым систе
мой запросам.

Содержание отчета

1. Кинематическая схема механизма с условными обозначениями 
деталей (зубчатые колеса показываются во включенном состоянии 
согласно таблице 1.1.

2. Таблица с исходными параметрами динамической системы (ана
логично таблице 1.9).

3. Расчет передаточных чисел и параметров приведенной системы.
4. Таблица с параметрами динамической системы, приведенны

ми к заданному валу.

П р а к т и ч е с к а я  р а б о т а  № 4  

УПРОЩ ЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Цель работы: получение практических навыков в упрощении 
динамических систем силовых передач машин.

Общие сведения

В результате выполнения предыдущих работ получена динами
ческая система четырехступенчатого редуктора. Следует отметить, 
что аналогичным образом разрабатывается и динамическая система 
машинно-тракторного агрегата, автомобиля, средств городского элект
рического транспорта и прочих машин.

Однако полученная таким образом приведенная эквивалентная 
динамическая система машинного агрегата содержит большое ко
личество инерционных звеньев и податливостей. А, как указывалось 
ранее, порядок системы дифференциальных уравнений, описываю
щих динамическую систему, определяется удвоенным числом инер
ционных звеньев. Число инерционных звеньев в реальных системах 
мобильных машин достигает нескольких десятков, что затрудняет 
исследование таких систем. Поэтому многозвенные динамические
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системы, как правило, упрощают путем уменьшения числа инерци
онных звеньев системы. Степень упрощения исходной динамиче
ской системы в каждом конкретном случае может быть различной и 
зависит от задачи исследования и параметров системы.

Известно несколько методов упрощения приведенных динамиче
ских систем. Наибольшее распространение получил метод парциаль
ных частот, который основан на замене отдельных (парциальных) 
одномассовых систем двухмассовыми или наоборот (рисунок 1.11).

Рисунок 1 .1 1 -  Парциальные системы: 
а -  одномассовая; б -  двухмассовая

Заменяю щ ая система выбирается так, чтобы ее парциальная час
тота равнялась парциальной частоте заменяемой системы. Равенст
во парциальных частот обеспечивается в случае, если при замене 
одномассовой системы двухмассовой параметры последней равны

I  = __в- р~  .......-Г I  = -----------—— -Г  е - е  + е1 лев 1 > 1 п рав 1 с  ь прав л лев ’
Р  +  Р  6  4- бс п рав ^  с лев с прав ^  с лев

при замене двухмассовой системы одномассовой

е =__ ^Г1?-в_____е- е = ...  -^'ев____й- 1 = 1 +1^л ев  j  j  ° п р а в  j  ,  1 ^ п р ав  ^ 2 лев *
*■ п рав * лев п рав лев

У прощ ение динамических систем этим методом выполняется в 
следующей последовательности:

1. Устанавливается верхняя граница частотного диапазона, в ко
тором требуется провести исследование заданной динамической 
СИСТеМЫ COiim.

2. Исходная приведенная динамическая система разбивается на 
одномассовые и двухмассовые парциальные системы.

3. Для каждой парциальной системы вычисляется квадрат ее час
тоты
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а • p.'"лев °правдля одномассовои системы: е = ---------------;
е лев е прав

т Атев ' ^п р авдля двухмассовои системы: 1 -----------------.
•^лев ’ /прав

4. Парциальные системы, для которых парциальная частота пре
вышает в заданное число раз интересующую исследователя частоту, 
преобразуются в эквивалентные. Параметры заменяющих систем 
определяют при этом по приведенным выше формулам. Для техни
ческих задач это условие можно представить как со > (3,5...4)- со!шг

5. Полученные эквивалентные парциальные системы вставляются 
в общую динамическую систему вместо преобразованных парциаль
ных систем. При этом происходит слияние соответствующих пара
метров новых парциальных систем с параметрами исходной системы.

В результате выполнения указанных действий получается дина
мическая система, имеющая меньше степеней свободы по сравне
нию с первоначальной на число преобразованных парциальных сис
тем. Далее при необходимости снова определяется квадрат собст
венных частот парциальных систем и повторяется упрощение, если 
выполняется условие (пункт 4).

Обычно высшая собственная частота упрощенной системы су
щественно искажена. Поэтому для исследования области колеба
ний, включающей к  собственных частот, динамическая система долж
на содержать не менее к + 1 упругих элементов.

Пример решения одного из вариантов

В качестве примера рассмотрим упрощение приведенной дина
мической системы (см. рисунок 1.10), полученной в работе № 3, до 
двухмассовой.

Последовательность упрощения динамической системы показана 
на рисунке 1.12, где парциальные системы, подвергшиеся упроще
нию, отмечены звездочкой. Над условным обозначением инерцион
ных звеньев приведены их моменты инерции, а над условными обо
значениями упругих звеньев -  их крутильные податливости.



Ik-103, кг-м3 4,541 2,065 1,396 0,968 1,929 0,871

«vlCt. l f f l ^ Q 1 3 ,5 1 8 Q 0 ,2 5  Q l l , 2 9 2 ^ 2 ,5 6  Q 4°’576Q

I 1дм 1,419 0,833 0,572 0,645 0,6
1ша̂  1щав

24,346I-e-109 19,182 0,208* 6,459 1,651

D̂®‘ *ТПЯИ 0,245 0,246 2,087 2,408С

I-e-109 0,506 0,343 2,020 4,645

1к103,кг-м3 4,541 2,065+1,396=3,461 0,968 1,929 0,871

evltf. l / ( H ^ Q 13,518+0 ,101Q ll,292+0 q 4 9 ^ ,56 Q 40’576Q

! 1,964 0,756 0,645 0,6
I-e-109 26,745 8,654 1,651* 24,346
e 6,218 2,092 2,408
I-e-109 21,519 2,025 4,645

1]!-10,кг-м3 4,541 3,461 2,897 0,871
41,431еъ'-ltf . 1/fH -^Q  13,619 Q  13,146 Q

I 1,964 1.577 0,67
I-e-109 26,745 20,731* 27,745
e 6,689 9,8
I-e-109 23,151 28,911

IylO3, kt-m3 4,541 6,358 0,871

a*-ilt f , 1 /(H -m) 19,609_________________________ 48,587

I 2,649 0,766
I-e-109 51,945 37,220*
e 13,971
I-e-109 88,826

Ik-103, кг-м3 4,541 7,229

еь-ltf, 25,463 — o -  42,733

Р и сун ок  1 .1 2 -  У прощ ен и е ди нам и ческой  систем ы
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В случае преобразования двухмассовой краевой парциальной сис
темы остается свободным упругий участок с крутильной податливо
стью, который отбрасывается. Аналогично при замене краевой одно
массовой системы двухмассовой одно из инерционных звеньев пре
образованной системы сливается с заделкой, т.е. тоже отбрасывается.

При использовании программного комплекса подготовить ис
ходные данные для расчета, выбрать пункт меню «Упрощение» и 
действовать согласно выдаваемым системой запросам.

Содержание отчета

1. Исходная приведенная динамическая система с таблицей чис
ленных значений параметров системы.

2. Последовательность упрощения динамической системы (ана
логично рисунку 1.12).

П р а к т и ч е с к а я  р а б о т а  № 5

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧАСТОТ И ФОРМ СОБСТВЕННЫХ 
КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ

Цель работы: получение практических навыков определения час
тот и форм собственных крутильных колебаний.

Общие сведения

Одной из основных задач динамического расчета трансмиссий 
является определение собственных частот крутильных колебаний.

Собственными (свободными) называются периодические колеба
ния, совершающиеся только под действием сил в упругих системах.

Для нахождения собственных частот динамической системы не
обходимо составить уравнения ее движения. При этом в первом 
приближении можно считать, что в системе отсутствует демпфиро
вание, так как оно оказывает незначительное влияние на величины 
собственных частот, все нелинейные элементы системы линеаризи
руются, а колебания масс происходят с малыми амплитудами.

Для каждой из масс системы можно написать дифференциальное 
уравнение движения вида

/ Г ф ; = £ М , . ,
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где ф, -  текущие углы поворота инерционные звеньев относительно не
которого начального положения (обобщенные координаты системы);

Mi -  г'-е силовое воздействие (крутящий момент) на инерционное 
звено.

упругих сил, действующие на инерционные звенья, где , -  по

датливость упругого звена динамической системы).
Система дифференциальных уравнений движения для цепной 

«-массовой системы, аналогичной полученной в практической ра
боте № 3 (см. рисунок 1.10), имеет вид

Каждое из уравнений этой системы имеет определенный физи
ческий смысл. Упругий момент, возникающий в упругом звене, со
здает сопротивление движению одного и способствует движению 
другого, связываемых этим звеном инерционных элементов. В ре
зультате указанного облегчается формализация математического опи
сания подобных систем. Достаточно выбрать предполагаемое на
правление передачи силового потока и для каждого инерционного 
звена составить баланс упругих и внешних моментов. При этом мо
мент, подводимый к инерционному звену в соответствии с выбран
ным направлением передачи силового потока, берется со знаком «+», 
отводимый -  со знаком «-». Данный алгоритм составления матема
тического описания легко поддается программной реализации, что 
и использовано в программном комплексе «PRAKT_MM».

Соотношения ( Ф 1 - У 2 )

е12
представляют моменты

е12

Ф1-Ф 2 Ф2 - Ф з .  
12 'Фг _  >

е12 егг
( 1.1)

в п -2 ,п -1  е п - \ ,п
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Из системы дифференциальных уравнений движения динамиче
ской системы можно определить все п собственных частот крутиль
ных колебаний системы, соответствующих главным формам коле
баний. Общее решение системы имеет вид

и-1 , >

Ф» = s Л  ■ sin(coCi -f + E j ,  (1.2)
/=i

где А\ -  амплитуда колебаний i-й массы; 
coci -  частота собственных колебаний; 
е, -  фазовый угол.

После подстановки в систему уравнений (1.1) решения (1.2) и 
соответствующих преобразований получим

Аг = Aj -со2 -ei2 ■ 1х- Ах,

г-1

А  = 4 -1 -со i- l j (1.3)
к=1

2 П~1
-Ап — 4 i- l  ~ ® ' 4 '

к=1

В полученных уравнениях индексы при со опущены, так как каж
дое из этих уравнений справедливо для всех п -  1 собственных час
тот. Поскольку число уравнений на единицу меньше числа инерци
онных звеньев, то из этих уравнений определяется л -  1 из и ампли
туд, т.е. одна из амплитуд должна быть принята произвольной вели
чины. Обычно при расчетах принимают А } = 1, и тогда из уравнений 
находят относительные амплитуды собственных колебаний системы:

а — —1- а — 1- а — ^п
1 _  л ~ ’ 2 “  л ’ п ~Ах А} А1

Для каждой частоты собственных колебаний значения относитель
ных амплитуд колебаний а, можно графически изобразить на эквива
лентной динамической системе в виде ординат. Соединяя концы орди
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нат между массами прямыми, получим ломаную линию, называемую 
формой колебаний. Форма колебаний показывает относительные ам
плитуды колебаний каждой массы системы при данной собственной 
частоте. Пересечение форм колебаний с осью эквивалентного вала на
зывают узлом колебаний. Узловые точки при колебаниях системы ос
таются неподвижными. В «-массовой системе число форм колебаний 
на единицу меньше числа масс, т.е. число форм будет п -  1.

Из общего числа п -  1 частот собственных колебаний практиче
ский интерес представляют только те, которые совпадают с часто
тами возмущающих моментов и вызывают резонанс в рабочем диа
пазоне оборотов масс динамической системы. При резонансе форма 
вынужденных колебаний практически совпадает с формой собст
венных колебаний.

В эквивалентной динамической системе расстояние между инер
ционными звеньями пропорционально податливости соответствую
щих участков реального вала. Следовательно, тангенсы углов на
клона линии, изображающей форму колебаний данной собственной 
частоты, пропорциональны упругим крутящим моментам на участ
ках вала и дают наглядное представление о сравнительной напря
женности на этих участках.

Используемые на практике способы нахождения частот и форм 
собственных колебаний крутильных многомассовых систем в боль
шинстве основаны на решении системы уравнений (1.3) путем по
следовательных подстановок пробных значений со2. Проверка пра
вильности подбора со2 выполняется аналитическими методами Тол- 
ле (метод остатка), В.П. Терских (метод цепных дробей), динамиче
ской жесткости и др.

Наиболее удобным с точки зрения алгоритмизации и программ
ной реализации является метод остатка (метод Толле), который осно
ван на том, что при собственных колебаниях сумма моментов сил 
упругости и сил инерции колеблющихся масс упругой системы 
должна равняться нулю. Поэтому по величине остатка от суммы мо
ментов, полученного при произвольном выборе круговой частоты со, 
можно судить о величине ошибки, допущенной при выборе со.

Обозначая моменты сил упругости участков вала через М 12, М2>з, 
М3 4, ..., М п.i>n, а относительные амплитуды угловых колебаний масс 
через а\, а2, ..., а„, получим систему алгебраических уравнений
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М \  2 — fl2 — a l + -^1,2  ' e l,2 >

Л^2 з ~~ 2 ~~ ^2 ' ^ 2  ' ^  j «3 ~  ^ 2  ^ 2  3 " ^2 3 э

^ n - \ , n  ^ n - 2 , n ~ l  ^ я - 1 ‘ ^ л - 1 ' ®  > ^л -1  ^ n ~ \ , n  ' ^ n - l ,n -

Если произвольно заданная величина со будет равняться искомой 
частоте собственных колебаний системы, то в результате того, что эти 
колебания протекают без приложения каких-либо внешних моментов, 
участок п, п + 1 не будет деформирован, т.е. М„, „+1 = 0, как и Мол. При 
неудачном выборе значения со на участок п, п+ 1 действует некото
рый остаточный момент М п, n+i = R. Значение остаточного момента 
характеризует меру неточности принятой величины со. Проведя не
сколько пробных определений остаточного момента, находят то 
значение ох при котором R -  0.

Если построить кривую, представляющую собой зависимость R  
от со, то точки пересечения кривой с осью со (R = 0) соответствуют 
частотам собственных колебаний системы. Метод Толле дает чет
кую физическую картину вычислений, что значительно облегчает 
их проверку.

Решение одного варианта

Рассмотрим двухмассовую динамическую систему, полученную 
в практической работе № 4, и определим для нее частоту собствен
ных колебаний и форму этих колебаний.

Из системы приведенных выше дифференциальных уравнений 
получаем

- 1 Г АГ  &2 +^ ~ А^  = 0; 
е 12

- 1 2 - А 2 - СО2 - - ^ 1- - — 2-)  =  0.
е12

Тогда частота собственных колебаний системы

h + h  (4,541+ 7,229)-10
® = i 7 1 ------- ~ л 7 -------------S ---------  -----Vi-----------------л =3752,48Гц.

V r h ' en  V (4,54 М  0“3 + 7,229 -10 )-25,463-10-6
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Один из корней уравнений равен нулю (со = 0), что соответствует 
возможности вращения вала как жесткого тела без кручения.

Из вышеприведенных дифференциальных уравнений находим

Ап
а2 — '

4,541-10
Задавшись a i = 1 и определив а2 = -----;

-з
-0 ,628 , можно

7,229■10”J
построить форму колебаний для двухмассовой системы (рисунок 1.13).

^12

Рисунок 1.13 — Форма колебаний двухмассовой системы

Полученная форма колебаний является одноузловой. Узел делит 
эквивалентный вал на участки, длины которых обратно пропорцио
нальны моментам инерции масс.

Для трехзвенной динамической системы уравнения ее движения 
имеют вид:

т а  2 {.А} ~ ^ 2) л- 1\ - А у  со + — -----— = 0;
е12

_  /2 . а2 . _  (A zA ) + U iz A ) = 0;
*12

_ / 3. J 3.(02+ t V l 4 ) =
е23

е23

0.

Решая эту систему уравнений, получаем

со2 - / г / 2 - /3 -со4 - h  ' h  +h  ' h  | h ' h +h ' h  
e2 3 e12

. ^ +I \ ± l 2+h
el 2 ' e23

--0.
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В полученном уравнении один из корней равен нулю (ю2 = 0), 
что соответствует возможности вращения вала как жесткого тела 
без кручения. Два других корня находятся из решения биквадратно
го уравнения, стоящего внутри фигурных скобок:

а>2 =
■b±-\jb2 — 4 - a - c

2 - а

где для численных значении параметров трехмассовои системы, полу
ченной при упрощении исходной динамической системы в работе № 4:

а = / г  / 2 ■ 13 = 4,541 ■ 10~3 - 6,358 -10-3 ■ 0,871-1 (Г3 = 25,147 • 1 (Г9 ;

b _ I y{ I 2 + h )  , h  ' ( W i )  _ 4,541 -(6,358 + 0,871)-1(Г6 | 
е23 е\2 48,587 -10-6

0,871 (6,385 +4,541)-10~6 

+ 19,609-10 6 ~ ’ ’

h  + h  + h  _ (4,541 + 6,358 + 0,871) ■ 10~3 9

e\2-ei3 19,609-10-6 -48,587-10”6

со2 -  1>16 ± ^ 1>162 ~ 4 ' 25’147' 10~9 • 0.012-10^
2-25,147-10-9 

С0[ = 3625,79Гц; <о2 =5750,225Гц.

Задаваясь Л| = 1 находим доя каждой из собственных частот Аг и А 3:

А2 - 1 -  /j ■ ю2 ■ е12; А3 = -— -— ------ .
1 -  / 3 ■ © - е23

Для первой собственной частоты амплитуды собственных коле
баний масс равны: = 1; л!2 = -0,171; А3 = -0,385 .

Для второй собственной частоты амплитуды собственных коле
баний масс равны: Ах =1; Аг = -1,944; Аъ = 4,869 .
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Значения полученных амплитуд позволяют построить две формы 
колебаний: одноузловую -  для меньшего значения собственной час
тоты, двухузловую -  для большего значения частоты (рисунок 1.14).

а,=-0,171 а,=-0,385

а 3=4,8б1

а  = -1 ,944

Рисунок 1 .1 4 -  Формы колебаний трехмассовой системы

Для многомассовых систем отыскание собственных частот прак
тически невозможно без применения ЭВМ. Поэтому в рамках про
граммного комплекса, предназначенного для выполнения практиче
ских работ, разработано программное средство, позволяющее опре
делить собственные частоты и относительные амплитуды собствен
ных крутильных колебаний эквивалентной системы двумя метода
ми: методом остатка (метод Толле) и методом цепных дробей (ме
тод В.П. Терских).

При использовании программного комплекса подготовить ис
ходные данные для расчета, выбрать пункт меню «Собственные ко
лебания» и действовать согласно выдаваемым системой запросам.

1. Исходные данные для двух-, трех- и многомассовой динами
ческих систем.

2. Расчет собственных частот и форм колебаний для двух- и трех
массовой динамических систем.

3. Схемы двух- и трехмассовой динамических систем с изобра
жением на них форм колебаний.

4. Результаты расчета и построенные формы колебаний для мно
гомассовой системы заданного преподавателем порядка.

Содержание отчета
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Часть 2. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
К КУРСОВОЙ РАБОТЕ

1. Содержание работы и ее оформление

Тематика курсовых работ формируется и утверждается ежегод
но, связана с имитационным моделированием мобильных машин в 
соответствии со специальностями, по которым происходит обуче
ние студентов.

При выполнении курсовой работы в задачу студента входит со
ставить и реализовать на ЭВМ математическую модель, позволяю
щую определить выходные параметры узлов, агрегатов или мо
бильной машины в целом при заданных условиях их работы. Все 
задания имеют примерно одинаковую сложность, структуру и вы
даются студентам на специальном бланке, где указывается содер
жание курсовой работы.

Пояснительная записка к работе излагается на 20-30 страницах 
формата А4, оформляется в соответствие с ГОСТ 7.32-2001 и со
держит следующие разделы:

-  введение;
-  определение целей и задач моделирования;
-  конструктивная схема и описание объекта моделирования;
-  расчетная схема объекта моделирования, характеристики объ

екта моделирования и окружающей среды;
-  получение математического описание объекта моделирования, 

задание начальных и граничных условий;
-  разработка алгоритма решения задачи;
-  программная реализация задачи;
-  формирование исходных данных для моделирования;
-  расчет и анализ результатов расчета;
-  исследование характеристик модели;
-  выводы.

2. Основные этапы выполнения курсовой работы

При выполнении работы следует реализовать следующие этапы.
1. Определение целей и задач моделирования.
Недостаточное внимание к этому этапу приводит к непроизводи

тельным затратам на последующих стадиях моделирования.
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На этом этапе должны быть решены вопросы:
1) для каких целей разрабатывается модель?
2) где и как модель будет использоваться?
3) кем она будет использоваться (уровень знаний, квалификация 

пользователя)?
4) на какие вопросы должна давать ответы?
2. Определение объекта моделирования.
Данный этап предполагает:
1) изучение конструкции моделируемого устройства и принци

пов его работы, возможные конструктивные решения аналогов, что 
позволяет выделить группу сходных по функциональным призна
кам объектов, для моделирования которых может быть использова
на данная модель, что повышает ее универсальность;

2) определение границ объекта моделирования, т.е. того, что от
носится к объекту моделирования и что относится к окружающей 
среде, т.е. некоторый набор элементов и взаимосвязей, подлежащий 
моделированию.

3. Составление содержательного описания объекта модели
рования.

Содержательное описание включает:
1) описание объекта моделирования;
2) описание внешней среды, взаимодействующей с объектом мо

делирования;
3) описание алгоритма функционирования объекта моделирования;
4) описание взаимодействия объекта моделирования с внешней 

средой.
4. Разработка концептуальной модели.
Для достаточно простых моделей этапы разработки содержатель

ного и концептуального описаний практически совпадают. Для бо
лее сложных объектов целесообразно:

1) уточнить общий замысел разработки;
2) общую задачу моделирования разбить на подзадачи и устано

вить приоритет их решений;
3) вы полнтъ декомпозицию объекта моделирования в соответст

вии с целями моделирования и структурой объекта моделирования;
4) описать компоненты, параметры, функциональные зависимо

сти, ограничения, целевые функции.
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5. Составление формального описания объекта моделирования.
На данном этапе объект моделирования описывается в терминах 

конкретной области знаний (теоретическая механика, термодинами
ка и т.д.).

Важным аспектом на этапах получения формального описания и 
преобразования последнего в математическую модель является за
мена реального объекта моделирования его некоторым эквивален
том, отражающим функциональные особенности моделируемой сис
темы. При получении ММ достаточно сложного технического объек
та, состоящего из нескольких физических подсистем, необходимо:

1. Выделить в объекте однородные физические подсистемы -  меха
ническую, гидравлическую, пневматическую и т.д.

2. Получить эквивалентные схемы каждой из подсистем.
3. Установить связи между подсистемами.
4. Получить ММ системы одним из способов, рассмотренных ниже.
В качестве примера рассмотрим гидравлическое золотниковое

устройство (рисунок 2.1).

И

р

Рисунок 2.1 -  Схема гидравлического устройства

Здесь можно выделить:
а) механическую систему, состоящую из золотника 3 и двух пру

жин;
б) гидравлическую систему, включающую источник питания И, 

трубопроводы и нагрузку Н;
в) гидравлическую систему, включающую регулятор Р, трубопро

вод и емкости в корпусе К золотника.

46



При этом должны быть отражены вопросы:
1) какие области знаний используются для описания объекта мо

делирования?
2) какие законы, постулаты, понятия этих областей знаний ис

пользуются?
3) каков характер этих законов (теоретические или эксперимен

тальные)?
4) какие параметры будут использованы в описании?
5) пределы изменения параметров, критические значения, источ

ники получения точности;
6) наличие связей между параметрами.
6. Преобразование формального описания в математическую 

модель.
При этом используются два подхода:
1) формальный, основанный на преобразовании математических 

зависимостей, описывающих явление в общем виде, к виду, соот
ветствующему конкретной решаемой проблеме.

Например, уравнение теплопроводности Фурье, как общее может 
быть легко преобразовано в зависимости от размерности задачи и 
граничных условий к уравнению Лапласа, Пуассона и т.д;

2) концептуальный, позволяющий получить математическое опи
сание объекта моделирования на основе использования фундамен
тальных физических законов.

Оба эти подхода дают одинаковые результаты, но концептуаль
ный подход является наиболее общим и его можно использовать, 
если обобщенное математическое описание задачи неизвестно.

7. Алгоритмизация и программная реализация модели на ЭВМ.
8. Испытания и эксплуатация модели.
Испытание математической модели включает этапы:
1) задание исходной информации для моделирования, которая за

висит от типа модели. В случае, если объект моделирования суще
ствует, необходимые параметры получают в результате испытаний 
или из информационных источников. При моделировании проекти
руемых систем используются результаты испытаний прототипов. В 
случае отсутствия прототипов используются экспертные оценки пара
метров модели;
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2) верификация исходной модели. Заключается в доказательстве 
соответствия алгоритма функционирования модели ее замыслу, как 
правило, в процессе ее комплексной отладки;

3) проверка адекватности математической модели объекту моде
лирования. В случае неудовлетворительной адекватности матема
тической модели осуществляется калибровка модели, цель которой 
состоит в уменьшении неточностей формулировки модели. Произ
водятся изменения трех типов: глобальные структурные изменения 
(например, добавление программ описания процессов, компонентов 
модели и т.д.); локальные изменения модели (например, изменение 
компонентов); изменение некоторых параметров, используемых в 
качестве калибровочных. При этом изменения необходимо начи
нать с более простых.

После достижения требуемого уровня адекватности математиче
ской модели исследуются ее возможности и оцениваются:

1) границы моделирования, определяющие допустимые измене
ния параметров, при которых модель сохраняет свои свойства;

2) погрешности моделирования (оценку следует производить во 
всей области моделирования, т.к. ее значения в различных точках 
могут отличаться существенно);

3) время решения и вычислительные ресурсы;
4) устойчивость математической модели -  степень ее нечувстви

тельности к изменению входных величин;
5) чувствительность математической модели -  устанавливается диа

пазон изменения отклика при изменении каждой входной величины.
Если в результате испытаний математической модели определе

на необходимость ее упрощения, то следует воспользоваться одним 
из перечисленных приемов:

1) понижение пространственной размерности задачи;
2) предположение процесса независимым от времени, т.е. переход 

от динамической модели к статической или квазидинамической;
3) введение более жестких предположений и ограничений, что 

касается структуры модели, отдельных ее элементов, характера взаи
модействий между ними, описание окружающей среды и ее взаимо
действия с объектом моделирования;

4) исключение некоторых переменных или объединение их;
5) замена нелинейных зависимостей линейными;
6) замена переменных константами.

48



Во всех случаях необходимо выполнить анализ влияния вводи
мых изменений на адекватность модели.

При разработке математической модели удобно представлять па
раметры модели в виде следующей таблицы.

Таблица 2.1 -  Пример представления параметров математической 
модели

Опреде
ление

Обозна
чение

Идентифи
катор

Размер
ность

Пределы
max/min

Компо
нент

Источник
информа

ции

Давление Р Р МПа 0,8/15 1 [2]

3. Типовые элементы динамических систем

Реальные динамические системы являются системами с распре
деленными параметрами, т.е. характеризуются несколькими свойст
вами, которые к тому же пространственно распределены по всему 
объекту, например:

1) механические системы. Валы механических систем обладают 
инерционными характеристиками и податливостью. При этом наибо
лее существенным свойством являются их упругие характеристики.

Шестерни силовых передач обладают также упругими и инерци
онными характеристиками, но для них более характерны инерцион
ные характеристики;

2) гидравлические и пневматические системы. Трубопроводы гид- 
ро- и пневмосистем характеризуются объемом и сопротивлением, 
которое они оказывают движению рабочего агента, причем послед
нее свойство превалирует. Емкости также характеризуются объе
мом и сопротивлением, обусловленным в частности трением жид
кости или газа о стенки емкости. Однако наиболее существенной 
характеристикой для них является объем.

При решении задач имитационного моделирования, как правило, 
систему стремятся привести к дискретному виду. Переход от реаль
ного объекта к его математической модели связан с идеализацией 
наиболее существенных для него свойств и связей, пренебрегая ме
нее существенными свойствами каждого элемента.
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Используются три основных способа ограничения числа степе
ней свободы механических систем, совершающих колебательное 
движение.

Первый способ состоит в том, что относительно менее массив
ные части системы полагаются вовсе лишенными массы и пред
ставляются в виде безинерционных элементов (жестких или дефор
мируемых), а наиболее жесткие части конструкции принимаются за 
абсолютно твердые тела; если размеры последних малы, то их счи
тают материальными точками.

В частности, в механических системах, совершающих вращатель
ное движение, элементы, обладающие массой, считают сосредото
ченными и характеризуются только моментами инерции. К сосредо
точенным массам обычно относят массы, размеры которых вдоль оси 
вращения не превышают двойного диаметра массы. Распределенные 
массы, если они малы по сравнению с сосредоточенными, прибли
женно учитываются путем отнесения их к сосредоточенным массам, 
расположенным на концах рассматриваемого участка вала. Так, для 
учета момента инерции вала третья часть его момента инерции рас
пределяется по сосредоточенным массам на концах этого вала. Валы 
же рассматриваются как упругие безинерционные связи между со
средоточенными инерционными элементами.

Второй способ состоит в сосредоточении податливости непре
рывной системы в конечном числе точек. При этом система пред
ставляется в виде совокупности упруго сочлененных жестких эле
ментов. Например, упругая балка с непрерывно распределенной мас
сой может быть приближенно заменена цепочкой жестких звеньев, 
соединенных упругими шарнирами. При выборе числа шарниров 
следует исходить из требуемого уровня точности.

Третий способ основан на некоторых априорных предположени
ях об изменении конфигурации системы в процессе колебаний. На
пример, для двухопорной балки можно предположить, что во все 
моменты процесса колебаний форма оси остается неизменной и ме
няется только ее масштаб. Если заранее задать форму в виде «под
ходящей» функции Дх), то прогибы оси балки будут описываться 
произведением у(х, t) = q{t)fix), где q(t) -  функция времени, являю
щаяся единственной неизвестной задачи.

Таким образом, данной выражение определяет переход к системе 
с одной степенью свободы, причем q(t) представляет собой обоб
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щенную координату. Точность решения может быть повышена, ес
ли вместо вышеприведенного уравнения описать движение балки 
суммой произведений

y (x , t )=  Е ^ ( 0 -  /,•(*),
У'=1

где s -  сохраняемое в модели число степеней свободы системы;
qj (0  - искомые функции и времени, играющие роль обобщенных 

координат;
fj(x) ~  задаваемые функции абсциссы х  («координатные функции»). 
При идеализации гидро- и пневмосистем используют подход, ана

логичный описанному выше первому способу.
Вышеуказанный подход позволяет выявить типовые элементы, 

которые можно использовать для построения математических мо
делей механических систем (таблица 2.2). Рядом со схематичным 
изображением элемента приводится его математическое описание.

Таблица 2.2 -  Типовые звенья механических систем

Тип
звена Вращательное движение Поступательное движение

Инер
ционное Ф ( ©  /-Ф х н 1 т ос

Упругое
f  В 12 /  Ф1-Ф2 

‘РЛ  W  е12 X l^ / v W
e i2

Диссипа
тивное ^12-(ф1-Ф2)

фхч V ф2

Xl___ х2___
1---- Qг------1 к, 2-(х1- х 2)

к 12

/-м о м ен т  инерции элемента; e i2 -  податливость упругой связи, величина, обрат
ная жесткости; кп -  коэффициент демпфирования (вязкого трения); ф3 х -  обоб
щенные координаты.

В таблицах 2.3-2.5 приведены типовые звенья гидравлических и 
пневматических систем.
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Таблица 2.3 -  Генераторы и аккумуляторы энергии
Гидравлическая система Пневматическая система

—Н Г'К-

Ф <  И)
i_!_i I

А6
dm

Q -  объемный расход жидкости; 
р -  плотность жидкости

dm
-  = Q - p ’ dt

Q -  объемный расход воздуха; 
р -  плотность жидкости

Таблица 2.4 -  Гидравлические и пневматические сопротивления

Г идравлическая система Пневматическая система
Р°^ Р‘ Р»^ ^  Р>

Ламинарное течение 
dm %-dA р ж--------------- С.. Дг, 5
dt 128-г)/

"П -  динамическая вязкость жидкости; 
d, / -диаметр и длина трубопровода; 
Ар -  перепад давления на гидросо
противлении.

Турбулентное течение 
dm 1 2-d  ,

f - площадь поперечного сечения тру
бопровода; X -  коэффициент потерь 
на трение в турбулентном потоке. 

Местное сопротивление
dm 1 2

С, -  коэффициент гидравлического 
сопротивления

-^• = ^ • / • 9  ■ ф(сг), 
dt ^  R-T

с  = — ,
Ро

(I -  коэффициент пропускной способ
ности пневмосопротивления;/- пло
щадь поперечного сечения пневмосо
противления или трубопровода; Окр -  
критическая скорость воздуха; R -  га
зовая постоянная воздуха; Т — абсо
лютная температура воздуха; ф(а) -  
функция расхода
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Таблица 2.5 -  Емкости

Г идравлическая система Пневматическая система

r h

- H v U = r 'W |

1 v  1

dm dp
dt dt ’

dm dE _ dp—  = p -----+ E- —  ,
dt dt dt

f 2£  = — • p ,
с

f  -  площадь поршня; с -  жесткость 
исполнительного механизма

dm dp
^  5 

dt dt
dm dE dp
—  - k -  p -----+ E - — ,
dt dt dt 

V , 
k - R T

V -  объем емкости; A; -  коэффициент 
адиабаты воздуха

Следует отметить особенность моделирования компрессора. 
Массовый расход воздуха, поступающего в выходную полость ком
прессора, можно представить как

где QK -  объемная подача компрессора.
С другой стороны:

dm = Ук dpK 
dt k - R - T  dt ’

где p K, VK -  давление и объем выходной полости компрессора.
Приравняв правые части уравнений (2.1) и (2.2), получаем диф

ференциальное уравнение для определения давления на выходе комп
рессора:

ф к  _ k - p K-QK 
dt Vw
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Линеаризованная объемная подача компрессора в зависимости от 
противодавления на выходе определяется по формуле

а  -  а » х  -  1 1— ■ (р , -  р ~ .  )■
Ртах Р min

где g max -  максимальная подача при заданном минимальном проти
водавлении на выходе компрессора (обычно g max задается для р тт = 
= М О5 Н/м2);

Qmiп -  минимальная подача при заданном максимальном проти
водавлении на выходе компрессора (обычно для автомобильных 
компрессоров Qmia задается для р тах = 7-105 Н/м2).

4. Моделирование процесса торможения 
мобильных машин

Торможение -  процесс создания и изменения искусственного со
противления движению автомобиля с целью уменьшений его ско
рости или удержания неподвижным относительно дороги.

Тормозные свойства -  совокупность свойств, определяющих мак
симальное замедление автомобиля при его движении на различных 
дорогах в тормозном режиме, предельные значения внешних сил, 
при действии которых заторможенный автомобиль надежно удер
живается на месте или имеет необходимые минимальные устано
вившиеся скорости при движении под уклон.

Тормозной режим -  режим, при котором ко всем или нескольким 
колесам подводятся тормозные моменты.

4.1. Оценочные показатели и нормы

Нормативные значения оценочных показателей для автотранс
портных средств, принимаемых к производству (ГОСТ 22895-77), 
назначают из условий соответствия их параметрам лучших моделей 
с учетом перспектив развития в зависимости от категорий авто
транспортных средств (таблица 2.6).

54



Таблица 2.6 — Категории автотранспортных средств

Кате
гория Полная масса, т Наименование автотранспортного 

средства

М, Соответствует полной массе 
базовой модели

Автобусы, пассажирские автомобили 
и их модификации, а также пассажир
ские автопоезда с числом мест для 
сидения не более 8

М 2 До 5 То же, имеющие более 8 мест для 
сидения

м 3 Свыше 5 То же

N, До 3,5 Грузовые автомобили, автомобили- 
тягачи и грузовые автопоезда

n 2 Свыше 3,5 до 12 То же

N 3 Свыше 12 »

О, До 0,75 Прицепы и полуприцепы

0 2 До 3,5 То же

Оз До 10 »

о 4 Свыше 10 »

Автотранспортное средство должно иметь рабочую, запасную, 
стояночную и вспомогательную системы.

Критериями оценки эффективности рабочей тормозной системы 
автотранспортных средств категорий М и N должны являться вели
чины тормозного пути и установившегося замедления, категорий
О -  величина суммарной тормозной силы и время срабатывания.

Нормативы эффективности рабочей тормозной системы одиноч
ных автотранспортных средств категорий М и N и автопоездов 
должны соответствовать указанным в таблице 2.7.
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Нормы эффективности рабочей тормозной системы автотранс
портных средств категорий О при испытаниях типа 0 должны соот
ветствовать следующим значениям.

Суммарная тормозная сила в процентах нагрузки, приходящейся 
на ось (оси) автотранспортных средств категорий О, должна состав
лять не менее:

50 % -  при торможении с замедлением 5,0 м/с2;
50 % -  для  прицепов, оборудованных инерционной тормозной 

системой, при толкающем усилии в сцепном устройстве, не превы
шающем 10,0 % полной массы одно- и двухосных прицепов, рас
стояние между осями которых менее 1 м, и 6,7 полной массы дру
гих прицепов;

45% -  при торможении с замедлением 4,4 м/с2 для автотранс
портных средств категорий О, оборудованных (одно- и двухпро
водным) приводом тормозов, если управление тормозами осущест
вляется по однопроводному приводу.

Нагрузка, приходящаяся на ось (оси), определяется расчетным 
путем с учетом ее перераспределения на тягач при торможении ав
тотранспортного средства категории О в составе автопоезда с ука
занным выше замедлением.

Время срабатывания привода рабочей тормозной системы авто
транспортных средств с пневмоприводом определяется по ГОСТ 4364, 
а в приводе которых не используется сжатый воздух, должно со
ставлять не более 0,6 с -  для автотранспортных средств катего
рий М и N, и не более 0,4 с -  для автотранспортных средств других 
категорий.

Указанные значения должны быть получены при приведении в 
действие органа управления рабочей тормозной системой авто
транспортных средств категорий М и N или при изменении сиг
нала управления торможением автотранспортных средств категории
О за 0,2 с.

Нормативы эффективности запасной тормозной системы авто
транспортных средств категорий М и N должны соответствовать 
указанным в таблице 2.8.
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Таблица 2.8 -  Нормативы эффективности запасной тормозной 
системы автотранспортных средств категорий М и N  и автопоездов

Наименование
автотранспорт

ts
Sо-о
U

Начальная 
скорость 

торможения 
V0, км/ч

Усилие на органе 
управления Рп, 

кгс, не более

Тормоз
ной путь 
5Т, м, не

Устано
вившееся 
замедле
н и е ^ ,  
м/с2, не 
менее

ного средства
ъс ручном ножном более

Пассажирские и М, 80 40 50 93,3 2,9
грузопассажир
ские автомобили, 
автобусы

М 2

М3 60 60 70 64,4 2,5

Пассажирские
м ,

м

80 40 50 100,7 2,5

автопоезда
М3 60 60 70 66,2 2,5

Пассажирские
автопоезда

N,
n 2
N 3

70
50
40

60 70
95.7 
51,0
33.8

2,2

Грузовые авто
поезда, тягачами

N, 70 97,8

которых явля N2 50 60 70 52,5 2,2
ются автомоби
ли категорий N3 40 35,0

Тормозные системы тракторов и с.-х. машин должны обеспечи
вать (ГОСТ 12.2.019-2005):

а) тормозной путь, рассчитанный по формулам: 
для тракторов при холодных тормозах

УпS0 <O,15-y0 + ^о2 
116

для машин при холодных тормозах

V 2
S0 <Q,18-V0 + - ^ - ,  

и 0 90

где So -  тормозной путь, м;
V0 -  скорость в момент торможения, км/ч;
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б) непрямолинейность движения в процессе торможения не бо
лее 0,5 м;

в) остановку и удержание трактора на уклоне:
-  без прицепа - 1 8 % ;
-  с прицепом -  12 %;
г) остановку и удержание машины на преодолеваемом уклоне 

для конкретной модели машины;
д) управление тормозами прицепов -  по ГОСТ 19677.

4.2. Расчетные схемы для исследования процесса торможения

4.2.1. Торможение одиночной машины

При математическом моделировании приняты допущения:
-  машина симметрична относительно вертикальной продольной 

плоскости, проходящей через центр масс;
-  торможение осуществляется на горизонтальном участке дороги;
-  условия движения колес левого и правого бортов машины иден

тичны.
Данные допущения позволяют без нарушения непротиворечиво

сти модели перейти от пространственной модели к плоской (рису
нок 2.2).

Рисунок 2.2 -  Расчетная схема для исследования процесса торможения
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На расчетной схеме использованы следующие обозначения:
FTь F-а ~ тормозные силы на колесах переднего и заднего мостов, 

реализуемые в пятнах контакту шин с дорогой;
N\, N 2 -  нормальные реакции дороги на колеса переднего и зад

него мостов соответственно;
сшь сш2- кш\, кш2 -  коэффициенты упругости и демпфирования 

подвески переднего и заднего мостов;
Сг,ь сп2, К и ки2 -  коэффициенты упругости и демпфирования шин 

переднего и заднего мостов;
г, Уъ У2 ~  вертикальное перемещение подрессоренной и непод- 

рессоренных масс шасси;
у -  угол продольных колебаний подрессоренной массы; 
х -  горизонтальное перемещение центра масс; 
т -  масса машины;
J  -  момент инерции машины относительно поперечной горизон

тальной оси, проходящей через центр масс;
lx, l 2, h  — горизонтальные и вертикальная координаты центра масс 

шасси.
Математическое описание динамики торможения имеет вид: 

т ■ х" = -(.Fx + F2) -  (FcX + Fa ) -  FB -  FTp;

( m - m x- m 2)-z" = - c nx - ( z - y - l x- y x) + cn2 - ( z +  y - l 2 - y 2) ~

~  ^ n i ' (z ' -  j '  • h ~  У \ )  +  kn2 ‘ i 2 ' +  f ' ' h  _  У2У’ 

m\ 'У1= сni <2 ~ У - к - У \ )  + кп1 -(г '~у ' -1х- у [ ) - с щХ ■ y x - к щХ-у[; 

m2 - y ' 2 = c n 2 - i z  +  y - h - У 2 )  +  к п 2 - ( г ’ +  У ' - 12 ~ У г ) ~ с ш,г ' У2 ~  к щ2 - У г \

Л  Y  = cni -l\ \ z - y - l \ -У\) + К \ -h-iz'-y' -h-y' l)-  
C,2-l2 <Z + y-l2 -y 2)-kn2 -l2 -(z’ + у'-12-у'2У,

J Kl-(0x =Fv rKl- M Tl-,

Jk2 ' ®2 = F2 ■ rK2 -  M T2 ,

где FcX, Fc2 -  силы сопротивления качению колес мостов, опреде
ляемые произведением коэффициентов сопротивления качению f a и 
нормальных реакций на колесах N,, а именно Fu =fa-N,\
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Fe -  сила сопротивления воздуха, определяемая произведении- 
ем коэффициента сопротивления воздуха кв, лобовой площади ма
шины А м и квадрата скорости движения последнего, а именно FB = 
— ks- A M-v ,

Fw -  сила трения в агрегатах трансмиссии, связанных с колесами;
гК\, гк2 — динамические радиусы передних и задних колес;
JK\, JK2 -  моменты инерции передних и задних колес;
Мть МТ2 -  тормозные моменты, подводимые к колесам соответ

ствующего моста;
гп\, т2 -  неподрессоренные массы переднего и заднего мостов 

шасси.
Тормозные моменты МТ\ и Мт2 определяются как 

M Ti ^  г = 1,2,
Лбпг

где pi — давление в тормозных камерах соответствующего моста;
гк; -  динамический радиус колес;
kyi -  коэффициент пропорциональности тормозных механизмов 

соответствующего моста;
Щы, П бш -  передаточное отношение и КПД связи тормозных ме

ханизмов с колесами соответствующего моста.
Значение fcj, можно найти расчетным путем исходя из конструктив

ных параметров тормозных механизмов и их привода, а также в ре
зультате экспериментального замера тормозных сил при протяжке ма
шины с различными уровнями давления в тормозных камерах мостов.

Значение тормозных сил FTi, Ft2, реализуемых в пятнах контакта 
шин с дорогой, определяется через скольжение соответствующего 
колеса следующим образом:

FTi = <?l{S)-N„ /= 1 ,2 .

Значение скольжений колес вычисляется по формуле

где г, -  радиус качения колеса;
Кд -  поступательная скорость центра колеса (Уд = х').
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Значение ф,-(<$) определяется с помощью кривых скольжения для 
соответствующего фона, которые можно аппроксимировать экспо
ненциальными зависимостями вида

Ф/№ ) = Ф/таХ-(1-е~*Л )’

где фнпах -  потенциально возможный реализуемый коэффициент сцеп
ления;

к  -  аппроксимационный коэффициент кривой скольжения.

4.2.2. Торможение машины с прицепным составом

Прицепным звеном у мобильной машины может быть прицеп, 
полуприцеп или полунавесной прицеп. Принципиальное различие 
между прицепом и полуприцепом (полунавесным прицепом) заклю
чается в характеристике сцепки их с тягачом, от которой зависят 
виды усилий, возникающих между тягачом и прицепным звеном. 
Прицеп соединен с тягачом тягово-сцепным устройством, передаю
щим тяговые и управляющие усилия, а полуприцеп и полунавесной 
прицеп -  опорно-сцепным устройством, передающим тяговые и 
управляющие усилия и воспринимающим вертикальные усилия от 
части их массы.

При торможении машин с прицепным составом в тягово-сцеп- 
ных устройствах возникают значительные знакопеременные силы, 
которые при определенных условиях могут вызвать складывание 
поезда и, следовательно, аварийную ситуацию. В связи с этим осо
бенностью моделирования торможения сочлененных автотрактор
ных поездов является определение усилий в тягово-сцепных уст
ройствах звеньев. Изменение усилий в сцепном устройстве приво
дит к изменению реакций на колесах, что оказывает влияние на 
величины реализуемых на колесах мостов тормозных сил и, соот
ветственно, на выходные параметры процесса торможения. Отличие 
математических моделей для различных прицепных звеньев заклю
чается в определении нормальных реакций на колесах мостов мно
гозвенной машины.

В качестве примера рассмотрим математическую модель тормо
жения тракторного поезда в составе тягача и прицепа. Примем сле
дующие соглашения:
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-  трактор и прицеп симметричны относительно продольных осей;
-  динамические радиусы колес в процессе торможения остаются 

постоянными;
-  движение тракторного поезда происходит по ровной твердой 

поверхности;
-  торможение осуществляется на горизонтальном участке дороги;
-  условия движения колес левого и правого бортов трактора и 

прицепа идентичны;
-  сцепное устройство между трактором и прицепом является без

зазорным.
При указанных допущениях расчетная схема тракторного поезда 

имеет вид, представленный на рисунке 2.3.
На расчетной схеме использованы следующие обозначения:
Fj -  тормозные силы на колесах мостов тракторного поезда;
Fc, -  силы сопротивления качению колес мостов, определяемые 

произведением коэффициентов сопротивления качению f ci и нор
мальных реакций на колесах N h а именно Fa = f a-Nf,

FBi -  силы сопротивления воздуха, определяемые произведением 
коэффициента сопротивления воздуха къ, лобовой площади звеньев 
тракторного поезда А щ- и квадрата скорости движения последнего, а

именно FBj = kBj  ■ Ал] -х) \

N, -  нормальные реакции на колесах мостов тракторного поезда; 
ссц, ксц -  жесткость и демпфирование сцепного устройства;
Сшь kmi -  коэффициенты жесткости и демпфирования шин мостов 

тракторного поезда;
zT, zn -  вертикальные перемещения центров масс трактора и при

цепа соответственно;
Zi -  вертикальные перемещения неподрессоренных масс мостов; 
у, vj; -  углы продольных колебаний подрессоренных масс тракто

ра и прицепа соответственно;
тт, тп -  массы трактора и прицепа соответственно; 
mi -  неподрессоренные массы мостов;
//, hr, h„ -  горизонтальные и вертикальная координаты центров 

масс звеньев тракторного поезда; 
г, -  динамические радиусы колес;
/= 1 ..4 ;у =  1...2.
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Математическое описание процесса торможения имеет вид: 

т т ■ 4  =  ~ { F X +  F 2 ) - ( F cl +  F a )  -  F B1 -  F w l  -  F c n \

(mT- m x)z"T = - c nX -(zT - z x-у -1х) - с ш2 -(zT + y-l2)~  
- k „ r (z'r - z[  - y '  ■h)-kul2-(z'T+y'-l2)-

m\ - z i=Cni <z r ~ zi - 1 - h ) - c mX ■zi + k ui-(z'T - z [ - y ' - l l ) ~ k ulX-z'l ;

Л -' У" ~ cn\ ' h -(zT - z\ - y - h )  + kn] ■ll -(z'T - z [ - y ' -1х) - с ш2-l2 -(zT+y-l2) -  

~ km2 ’ 2̂ ' (^т T " 2̂ ) Feu ’ (^т — ̂ сц)’

^к1 '®1 = F\-rx - M Tl;

J K2 ‘ ®2 - F 2 -r2 ~ M j2.

m n ' x 2 ~ ~ ( F }  +  F 4 ) - ( F c3 + Fc 4 ) ~  F b2 - i \ p 2 +  F c u ;

(теп - w 3 - w 4)-z" = - c n3 •(zn - z 3 - 4/ - /3) - c ri4 -On - z 4 +v|/-Z4) -  

*n3 ■ «  -Z 3 - V - /3)-A:n4 - (4  + W 4);

w3 • *3 = Cn3 ■ On - гз -  V ■ h ) - сш3 ■ г3 + кп3 ■ ( 4  - z3 - ц/■ /3) - £ ш3 ■ z3; 

m4 -z"4 = cn4 ■ (zn -  z4 + \\) ■ l4) - сш4 ■ z4 + кл4 ■ (z'n -  z4 + 4/ ■ l4) -  кш4 ■ z \ ; 

Л, V '  = cn3 - h ' ( zn - z i - V - h )  + k t f - h - ( z u - r f i - ' V ’h ) -
- c n4-l4 - ( z „ - z 4 + y - l 4) - k n4-l4 -(z'n -z '4 +yi'-l4) - ¥ c4-(hn - h cn);

Лз-о>з = ^ з - ^ - ^ т з ;

J  k4 ' ©4 = F4 ■ Г4 - M t4,

где J T, J n -  моменты инерции трактора и прицепа относительно по
перечной горизонтальной оси, проходящей через центр масс;

x i , x 2 — горизонтальные перемещения центров масс тягача и при
цепа;

Fjpi -  силы трения в агрегатах трансмиссии и ходовой системы; 
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JKI -  моменты инерции колес;
Мт, -  тормозные моменты, подводимые к колесам тягача и прицепа.

Усилие в тягово-сцепном устройстве определяется согласно вы
ражению

^сц = с сц - (* 1  - х 2 ) +  ках ■ (Х1 - х ' г ) -

Величины тормозных сил по мостам находятся по формулам 
подраздела 4.2.1.

Нормальные реакции на колесах мостов при торможении трак
торного поезда определяются согласно выражениям:

д г  - Z  - к  - Z -
i v l  -  г ,  ш1 1 K m l  Z l ’l \+ l2

к 2 = T~ ^ j L - c ai2-{z + y- l2) - k lu2-{z' + y '- /2); 
h +h

_ mu -g-U
7V3 “  , , 7 с шЗ z 3 ^шЗ z 3>

3 4

дj -  mn ' S ' h  c *
7У4 “  7 , 7  ш4 4 ш4 z4•/з ~г /4

Текущие значения тормозных моментов, развиваемых тормозны
ми механизмами мостов тракторного поезда, задаются с помощью 
известных формул в зависимости от типа тормозного привода (ли
нейный, экспоненциальный или синусоидальные законы).

5. Моделирование тягово-скоростных качеств

Тягово-скоростными свойствами называют совокупность свойств, 
определяющих возможные по характеристикам двигателя или сцеп
ления ведущих колес с дорогой диапазоны изменения скоростей 
движения и предельные интенсивности разгона мобильной машины 
при ее работе на тяговом режиме в различных дорожных условиях. 
Тяговым принято считать режим, при котором от двигателя к веду
щим колесам подводится мощность, достаточная для преодоления 
сопротивления движению, которое вызвано взаимодействием дви
жителя с опорной поверхностью и сопротивлением агрегатируемого 
прицепного состава или технологического оборудования.
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Оператор выбирает скорость движения исходя из эксплуатаци
онных условий. Этот выбор ограничен диапазоном скоростей от 
максимальной, определяемой максимальной мощностью двигателя 
или сцеплением ведущих колес с дорогой, до минимальной по ус
ловиям устойчивой работы двигателя. Чем тяжелее условия работы 
машины, тем более узок этот диапазон и меньше возможные уско
рения. В некоторых условиях диапазон снижается до единственно 
возможного значения скорости -  такие условия являются предель
ными. В более тяжелых условиях движение невозможно.

Методы оценки тягово-скоростных свойств могут быть исполь
зованы для решения двух задач: анализа -  определения скоростей, 
ускорений и предельных условий, в которых возможно движение 
машины с заданными конструктивными параметрами, и синтеза -  
определения конструктивных параметров, которые могут обеспе
чить заданные значения скоростей и ускорений в заданных услови
ях движения, а также нахождения предельных эксплуатационных 
условий. Решение первой задачи называют поверочным тяговым рас
четом, а второй -  проектировочным тяговым расчетом.

Возможно также сравнение мобильных машин по показателям 
тягово-скоростных свойств и оценка их технического уровня и ка
чества по степени соответствия нормируемым или рекомендуемым 
значениям этих показателей.

Наряду с тягово-скоростными качествами при моделировании тро- 
гания и разгона машины важным является определение нагрузочного 
режима трансмиссии машины. Наибольшие динамические нагрузки в 
трансмиссии возникают в неблагоприятных, но вполне реальных ус
ловиях эксплуатации, таких как трогание с места путем резкого 
включения или «броска» сцепления, выезд застрявшей машины ме
тодом «раскачки» и т.д. В подобных случаях возможна пробуксовка 
сцепления силового агрегата и ведущих колес относительно дороги. 
На основании испытаний автомобилей различных типов при трога- 
нии с места в тяжелых дорожных условиях при резком включении 
сцепления установлено, что максимальный момент на ведущем валу 
коробки передач превышает максимальный момент двигателя и мо
мент сцепления соответственно в 3-3,5 и 1,5-2 раза. Это связано с 
тем, что в трансмиссии, как в любой динамической системе, при ко
лебаниях происходит непрерывный переход кинетической энергии 
масс в потенциальную энергию закрутки упругих звеньев и т.д.
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5.1. Оценочные показатели и нормы

Эксплуатационные свойства оценивают, сравнивая их показате
ли с определенными значениями, принятыми в качестве базовых. 
Часть показателей имеет нормированные ОСТ и ГОСТ значения, 
для остальных -  экспериментальным или расчетным путем опреде
ляют среднестатистические или экстремальные эксплуатационные 
значения показателей автомобилей-аналогов. Используют различ
ные единичные показатели тягово-скоростных свойств, каждый из 
которых позволяет оценивать их в какой-либо ситуации движения, 
принимаемой за типичную.

Для оценки скоростных свойств автотранспортных средств 
ГОСТ 22576-77 устанавливает следующие показатели и характери
стики:

максимальная скорость; 
время разгона на заданном пути; 
время разгона до заданной скорости; 
скоростная характеристика «разгон-выбег»; 
скоростная характеристика «разгон на передаче, обеспечиваю

щей максимальную скорость».
Максимальная скорость на горизонтальном участке с сухим, твер

дым и ровным покрытием согласно ГОСТ 21398-89 должна быть не 
менее:

для одиночных автомобилей с полной массой не более 3,5 т -  
110 км/ч;

доя одиночных автомобилей с полной массой 3,5 т и более -  95 км/ч; 
для автомобилей в составе автопоезда, специально предназначен

ных для междугородных и международных перевозок, -  100 км/ч.
Время разгона на заданном пути определяется на дистанциях 400 

и 1000 м.
При определении времени разгона до заданной скорости устанав

ливаются следующие значения конечной скорости разгона:
100 км/ч -  для АТС всех типов полной массой до 3,5 т;
80 км/ч -  для грузовых автомобилей, автобусов (кроме городских) 

полной массой свыше 3,5 т и автопоездов;
60 км/ч -  для городских автобусов.
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Для АТС, имеющих максимальную скорость ниже заданной или 
выше не более чем на 5 км/ч, принимается ближайшая меньшая 
скорость, кратная десяти.

Скоростная характеристика «разгон-выбег» определяется при раз
гоне до наибольшей скорости, достигаемой на пути 2000 м, и выбе
ге с выключенной передачей до остановки. Данная характеристика 
строится в виде графика зависимости скорости (км/ч) от пути (м) и 
времени (с).

Скоростная характеристика «разгон на передаче, обеспечиваю
щей максимальную скорость» определяется на передаче, обеспечи
вающей достижение максимальной скорости на этой передаче до 
скорости 0,9 от максимальной.

Наряду с указанными параметрами для автотранспортных средств 
и тракторов интерес представляют также:

-  ускорение при разгоне;
-  сила тяги на крюке.
Ускорения при разгоне (максимальные и средние на передачах) 

определяют потенциальные возможности автотранспортного сред
ства при обгонах и маневрировании.

Сила тяги на крюке (максимальная на низшей передаче) характе
ризует способность автомобиля к буксировке прицепов и техноло
гического оборудования. Для тракторов этот показатель очень ва
жен для комплектования машинно-тракторных агрегатов, которые 
должны обеспечить не только трогание и движение агрегата, но и 
его работу на определенных технологических скоростях.

Важным для тракторов представляется также определение равно
мерности движения на выбранной передаче при возникновении пе
ременных сопротивлений со стороны агрегатируемых с ними сель
скохозяйственных орудий и агрегатов.

5.2. Расчетные схемы для моделирования трогания 
и разгона машин

Важную роль в получении адекватной информации о динамиче
ских процессах в трансмиссии мобильной машины играет исполь
зуемая для ее моделирования расчетная схема и учет характеристик 
элементов машины.
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Наиболее простая динамическая схема для исследования динамики 
движения машины имеет вид, приведенный на рисунке 2.4, а. Однако 
данная схема позволяет получить лишь общую картину, характери
зу ю щ у ю  трогание и разгон машины, но не позволяет оценить колеба
тельны й характер нагрузок в трансмиссии и их пиковые значения.

ф Ф

Мф1 Мф2
в)

Рисунок 2.4 -  Простейшие расчетные схемы: 
а, б  -  двухмассовая; в -  трехмассовая

В схеме, представленной на рисунке 2.4, б, масса машины заме
нена заделкой и отсутствует возможность моделирования пробук
совки движителя.

Схема, приведенная на рисунке 2.4, в, включает инерционные 
характеристики двигателя 1ь трансмиссии 12 и машины 13. Упругие 
элементы непосредственно связаны с фрикционными элементами 
Ф( и Ф2, имитирующими сцепление силового агрегата и сцепление 
колес с опорной поверхностью. В данной схеме моменты в упругих 
связях равны моментам трения М§\ и Мф2. Расчет максимальных 
нагрузок по такой схеме дает момент, который возникает в наибо
лее податливом звене трансмиссии. У реальных машин таким зве
ном являются полуоси или шины.

В большинстве случаев в автомобилестроении рассматривают сим
метричную динамическую систему на участке «главная передача -  
ведущие колеса», вследствие чего ее упрощение производится пу
тем объединения параллельных ветвей. В результате получается
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цепная динамическая система, у которой объединенные моменты и 
жесткости равны сумме соответствующих параметров параллель
ных ветвей (рисунок 2.5). Моменты инерции динамической системы 
соответствуют приведенным к первичному валу коробки передач 
моментам инерции: 1\ -  двигатель с маховиком; /2 -  ведомые части 
сцепления; / 3 -  детали трансмиссии; U -  ведущие колеса; U ~  махо
вик, эквивалентный поступательно движущейся массе машины. При
веденные податливости системы соответствуют податливостям: е23 -  
детали коробки передач и карданной передачи; е34 -  полуоси; е45 -  
тангенциальная податливость шин.

Фх Ф2

Мф1 Мс Мф2

Рисунок 2.5 -  Пятимассовая расчетная схема

Рассмотренные выше схемы позволяют с той или иной степенью 
точности моделировать динамику движения машины безотноси
тельно к ее колесной схеме и чаще всего используются для иссле
дования машин 4К2.

Расчетная схема, изображенная на рисунке 2.6, позволяет иссле
довать процессы трогания и разгона машины 4К4 с блокированным 
межосевым приводом. В этой расчетной схеме ведущие колеса мос
тов выделены в отдельные инерционные звенья, т.е. / 3 и / 4 -  момен
ты инерции передних и задних колес соответственно. Инерционное 
звено /2 имитирует момент инерции деталей трансмиссии. Элемен
ты привода переднего моста имеют суммарную крутильную подат
ливость е23, а заднего моста -  е24. В приводе переднего ведущего 
моста может устанавливаться фрикционная предохранительная муф
та, которая моделируется фрикционом Ф3. Крутильные податливо
сти е35 и е45 моделируют тангенциальную податливость шин.
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Рисунок 2.6 -  Пятимассовая динамическая схема машины 4К4

Рассмотренные выше расчетные схемы для исследования трога- 
ния и разгона машин обладают некоторыми недостатками. В ре
зультате решения исходной системы уравнений, описывающих дви
жение элементов расчетной схемы, не получаются в явном виде зна
чения поступательной скорости движения агрегата. Имеются труд
ности при определении величин моментов сопротивления и момен
тов, возникающих в связях движитель-грунт, что вызвано неучетом 
в данных моделях изменения весовых нагрузок, приходящихся на 
ведущие мосты.

Чтобы избежать указанных недостатков при исследовании трога- 
ния и разгона машины рассматривают ее поступательное движение с 
учетом приложенных к ней сил. Тогда расчетная схема полнопри
водной машины будет иметь вид, представленный на рисунке 2.7.

Fci Fkl 
l i

Fc2 Fk2 
12

Рисунок 2.7 -  Расчетная схема движения машины 
с поступательно движущейся массой
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На данной схеме приняты обозначения аналогично рисунку 2.6. 
Дополнительно приведена расчетная схема поступательного движе
ния двухосной машины массой т, динамические радиусы колес ко
торой Г] и г2. В пятнах контакта шин с дорогой приложены силы 
сопротивления движению Fc\ и Fc2, касательные силы тяги FK1 и Fk2 
и нормальные реакции N\ и N2. Координаты центра масс обозначе
ны как l\, l2. h. Машина испытывает сопротивление со стороны при
цепного состава F^.

Связь между математическими моделями вращательно и поступа
тельно движущихся масс обеспечивается через моменты Мк1 и М к2, 
которые вычисляются М к1 = Fk2 ■ г2 . Следует иметь в
виду, что значения моментов Мк! и М к2 должны быть приведены к 
валу приведения расчетной динамической системы.

Конечные уравнения, описывающие движение машины, имеют вид 
при пробуксовке сцепления при замкнутом сцеплении

/ 2 ■ ®2 =Мф! - ( М 23 + М 24); (/] + / 2)-ю2 - М дв - { М 1Ъ + М 24);

h  ‘ ®3 =  -^ 2 3  ~ ^ к 1  ' гь  h  ’ ® 4 ~ F v2 -г2;

Касательные силы тяги ведущих мостов находят следующим об
разом. В результате решения вышеприведенной системы дифферен
циальных уравнений при заданных начальных условиях находят угло
вые скорости ведущих колес со, и скорость движения машины V, 
Рассчитав буксование ведущего колеса, вычисляют касательную си
лу тяги соответствующего моста:

где ф, -  коэффициент сцепления колес /-го моста с опорной поверх
ностью;

к -  коэффициент аппроксимации кривой буксования. 
Разрабатывая динамическую систему для исследования процес

сов трогания и разгона, определения динамических нагрузок в транс-

е23

т- х  — FK j + FK 2 — FcX — Fc2 — FKpt
e 24



миссии машины и в других случаях, необходимо знать величины 
сосредоточенных масс двигателя, машины, прицепного состава или 
технологического оборудования, гусеничного движителя. Эти дан
ные получают, используя следующие формулы.

Приведенный к коленчатому валу момент инерции массы, ими
тирующей массу вращающихся и возвратно-поступательно движу
щихся деталей двигателя, обычно принимают

/ дв=(1Д...1,2)-/м ,

где / м -  момент инерции маховика двигателя.
Момент инерции массы, имитирующей массы вращающихся эле

ментов гусеничного движителя:

/  \ 2 /  \ 2 /  \
К, г к

I  = 2 ’I± г ^  х напр
к •4- И ■ /^  "кат “*кат

'к +  У1 ■ /^  '*под ■'под
к

гVH J 'ч^кат ^ ̂ под )

где /напр -  момент инерции направляющего колеса; 
г„ -  радиус направляющего колеса; 
икат -  количество опорных катков;
/ ках -  момент инерции опорного катка; 
гкт -  радиус опорного катка;
«под, -/под, под -  количество, момент инерции и радиус поддержи

вающего катка соответственно;
Л.к -  момент инерции ведущего колеса; 
гк -  радиус ведущего колеса.

Численные значения моментов инерции и податливостей элемен
тов силовых передач можно найти в литературных источниках или 
вычислить расчетным путем по алгоритмам, приведенным в части 1 
данных методических указаний.

6. Моделирование плавности хода

Под плавностью хода понимают совокупность свойств, обеспечи
вающих ограничение в пределах установленных норм вибронагру- 
женности водителя, пассажиров, грузов, элементов шасси и кузова. 
Нормы вибронагруженности устанавливаются такими, чтобы на до
рогах, для которых предназначено автотранспортное средство, в диа
пазоне эксплуатационных скоростей вибрации водителя и пассажи
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ров не вызывали у них неприятных ощущений и быстрой утомленно
сти, а вибрации грузов, элементов шасси и кузова -  их повреждений.

Основными источниками возникновения вынужденных колеба
ний являются взаимодействие колес с неровностями дороги; гео
метрическая и силовая неоднородность шин; неравномерность вра
щения колес.

Выступы и впадины, имеющие длины волн от 100 м до 10 см, ус
ловно называют микропрофилем дороги. Он является основным ис
точником сил, вызывающих колебание машины. Мелкие неровности 
структуры дорожной поверхности с длиной волн менее 10 см назы
вают шероховатостью. Они могут возбудить высокочастотные виб
рации отдельных элементов шасси и кузова и связанные с этими виб
рациями шумы внутри кузова и внешний шум, издаваемый машиной.

Основными устройствами, защищающими автотранспортное сред
ство, водителя, пассажиров и грузы от чрезмерно больших динами
ческих воздействий дороги и ограничивающими их вибронагружен- 
ность допустимым уровнем, являются подвеска и шины, а для пас
сажиров и водителя также упругие сиденья.

Значения частот, перемещений, скоростей и ускорений различ
ных колеблющихся элементов машины определяются характеристи
ками их масс и упругих элементов, скоростью движения и характе
ристиками микропрофиля дороги. Выступы и впадины микропро
филя случайны как по размерам, так и взаимному расположению. 
Колебания, возникающие в результате движения по дороге со слу
чайным микропрофилем, также имеют случайный характер.

6.1. Оценочные показатели и нормы

Наиболее простым оценочным показателем плавности хода может 
служить частота собственных колебаний остова. Экспериментально 
установлено, что условием хорошей плавности хода является совпа
дение величин собственных частот колебаний со средней частотой 
шагов (60...90 в мин) человека, что соответствует 1... 1,5 Гц.

Для более точной характеристики плавности хода необходимо оце
нивать параметры не только собственных, но и вынужденных коле
баний, в том числе и случайных. Основными оценочными показате
лями плавности хода являются уровни вибронагруженности води
теля, пассажиров, грузов и характерных элементов шасси и кузова.
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Оценка уровня вибронагруженности производится по средним квад
ратическим значениям ускорений колебаний (виброускорений) или 
скоростей колебаний (виброскоростей) в вертикальном и горизон
тальном направлениях.

Нормы допустимых виброскоростей, устанавливаемые ГОСТ 
12.1.012-90, различны для различных частот колебаний. Частоты 
группируют в октавные полосы, каждая из которых определяется 
средней геометрической величиной граничных (минимальной и мак
симальной) для данной полосы частот. В первую октавную полосу 
входят частоты от 0,7 до 1,4 Гц. Среднее геометрическое значение
равно -у/0,7 • 1,4 = 1.

Для второй октавной полосы (1,4...2,8 Гц) среднее геометриче
ское значение равно 2, для третьей -  4 и т. д.

Для более точной оценки зависимости допустимых значений виб
роскоростей и виброускорений от частот колебаний октавные поло
сы делят на 1/3-октавные. Для этого диапазон частот, составляющих 
октавы, делят на три и средние геометрические значения каждой 
трети округляют. Например, для октавы 0,7... 1,4 третьоктавные по
л о с ы -0 ,8 ; 1,0; 1,25 Гц.

Нормы виброскоростей в октавных полосах при длительности ра
бочего дня 8 ч для транспортных вибраций, т.е. вибраций, которые 
возникают в результате движения различных экипажей по местно
стям, агрофонам и дорогам, приведены ниже:

Средние геометрические 
значения частот полос, Гц 
Допустимые значения 
виброускорений, м/с2:

1 2 4 8 16 31,5 63

вертикальных 1,1 0,79 0,57 0,6 1,14 2,26 4,49
горизонтальных 

Допустимые значения 
виброскорости, м/с (дБ):

0,39 0,42 0,8 1,62 3,2 6,38 12,76

вертикальной 0,2 0,071 0,025 0,013 0,011 0,011 0,011
(132) (123) (114) (108) (107) (107) (107)

горизонтальной 0,063 0,035 0,032 0,032 0,032 0,032 0,032
(122) (117) (116) (116) (116) (116) (116)

Они распространяются и на вибрации, возникающие на сиденьях 
пассажиров и водителя.
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Основным измерителем вибронагруженности при оценке плавно
сти хода служит среднее квадратическое значение ускорений, кото
рое связано со средним квадратическим значением скорости при
ближенной формулой

где v0 -  среднее геометрическое значение частоты октавных полос, Гц.
В соответствии с ГОСТ 12.1.012-90, оценку вибрации, воздейст

вующей на человека, можно производить одним из следующих ме
тодов: спектральным анализом нормируемого параметра, которым 
являются средние квадратические значения (СКЗ) виброскорости или 
виброускорения в октавных полосах частот в диапазоне 0,7...90 Гц 
в характерных точках машины, расположенных в трех взаимно пер
пендикулярных плоскостях; интегральной оценкой вибраций по час
тоте нормируемого параметра, которым являются корректирован
ные значения виброускорений.

В ОСТ 37.001.291-84 принята интегральная оценка вибраций, а в 
качестве нормируемых показателей -  скорректированные значения 
вертикальных и горизонтальных виброускорений в характерных точ
ках подрессоренной части автотранспортного средства в диапазоне 
частот 0,7...22,4 Гц. ОСТ 37.001.291-84 устанавливает технические 
нормы предельно допустимых вибраций грузовых автомобилей, авто
бусов, легковых автомобилей, прицепов, полуприцепов на сиденьях 
водителя, на сиденьях пассажиров, а также в характерных точках 
подрессоренной части автотранспортного средства.

Предельные технические нормы плавности хода грузовых авто
мобилей и создаваемых на их базе автобусов и специальных авто
транспортных средств должны соответствовать данным таблицы 2.9.

Таблица 2.9

Номер
участка
дороги

Корректированные значения вибро
ускорений на сиденье, м/с2, не более

СКЗ вертикальных вибро
ускорений в характерных 
точках подрессоренной 
части а2 , м/с2, не болееawz Ч̂'Х awy

I 1,00 0,65 0,65 1,30
И 1,50 1,00 0,80 1,80
III 2,30 1,60 1,60 2,70
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Предельные технические нормы плавности хода легковых авто
мобилей и создаваемых на их базе специальных автотранспортных 
средств должны соответствовать данным таблицы 2.10.

Таблица 2.10

Номер
участка
дороги

Корректированные значения виброускорений на сиденьях 
водителя и пассажиров, м/с2, не более

awz av/x >
I 0,80 0,65
II 1,10 1,00
III 2,00 1,60

Предельные технические нормы плавности хода автобусов долж
ны соответствовать данным таблицы 2.11.

Таблица 2.11

Номер
участка
дороги

Корректированные значения виброускорений на сиденьях 
водителя и пассажиров, м/с2, не более
городских других типов

водителя пассажиров водителя пассажиров
Кг с > ®wy ŵz ®wx ’ ŵy awz ^ wy

I 0,65 0,45 0,80 0,60 0,80 0,60
II 0,90 0,65 1,10 0,80 1,10 0,80

Предельные технические нормы плавности хода прицепов и по
луприцепов (в том числе и специальных) должны соответствовать 
данным таблицы 2.12.

Таблица 2.12

Номер участка 
дороги

СКЗ вертикальных виброускорений в характерных 
точках подрессоренной части az , м/с2, не более

прицепов полуприцепов
I 2,50 2,00
II 3,50 3,00

[  III 4,50 4,00
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Предельные технические нормы плавности хода на сиденье во
дителя и в характерных точках подрессоренной части специальных 
автотранспортных средств устанавливаются на уровне их базовых 
моделей.

Предельные технические нормы СКЗ виброускорений специаль
ных автотранспортных средств, замеренных на полу грузовой плат
формы (отсека кабины) или на элементах рам (основания, несущей 
системы) в продольной плоскости симметрии автомобиля над зад
ней осью (тележкой), должны соответствовать значениям, приве
денным в таблице 2.13.

Таблица 2.13

СКЗ виброускорений над задней осью, м/с не более
Номер
участка
дороги

специальных автотранспортных 
средств на базе легковых 
автомобилей и автобусов

специальных автотранспортных 
средств на базе грузовых 

автомобилей
@х 5 2* (Лу. , Cty

I 1,00 0,65 1,30 0,80
II 1,40 0,90 1,80 1,10
III - - 2,70 1,60

Положение точек замера виброускорений на автотранспортном 
средстве устанавливает ОСТ 37.001.275-84.

Значения виброускорений на сиденьях пассажиров должны оп
ределяться в следующих характерных точках:

-  у легковых автомобилей -  на заднем сиденье с правой стороны;
-  у автобусов -  у левой стенки пассажирского помещения над 

передним и задним левыми колесами.
Для оценки вибраций, испытываемых водителем (пассажиром), 

должны использоваться корректированные значения вертикальных 
и горизонтальных (поперечных и продольных) виброускорений, опре
деляемые следующей формулой:

a = J j t  а } - К } ,

где п -  число обобщаемых октавных или третьокатвных полос частот;



at -  среднеквадратическое виброускорение в г-й октавной или
третьоктавной полосе частот;

К, -  весовой коэффициент, характеризующий чувствительность 
человека к вибрациям в г-й полосе частот.

Значения весовых коэффициентов Kt приведены в таблице 2.14.

Таблица 2.14

Средние геометрические 
частоты октавных или 
третьоктавных полос 

частот, Гц

Значения весовых коэффициентов К,
для третьоктавных 

полос частот
для октавных полос 

частот
Z х,У 2 х,у

0,8 0,45 1,0
1,0 0,50 1,0 0,5 1,0
1,25 0,56 1,0
1,6 0,63 Ю
2,0 0,71 1,0 0,71 1,0
2,5 0,80 0,8
3,15 0,9 0,63
4,0 1,0 0,50 1,0 0,5
5,0 1,0 0,4
6,3 1,0 0,315
8,0 1,0 0,25 1,0 0,25
10,0 0,8 0,20
12,5 0,63 0,16
16,0 0,50 0,125 0,5 0,125
20,0 0,40 0,10
25,0 0,315 0,08
31,5 0,25 0,063 0,25 0,063
40,0 0,2 0,05
50,0 0,16 0,04
63,0 0,125 0,0315 0,125 0,0315
80,0 0,1 0,025

Оценка уровня вибраций подрессоренной части грузового авто
мобиля, тягача и самосвала должна проводиться по средним квад
ратичным значениям вертикальных виброускорений (для полосы 
частот 0,7...22,4 Гц) в двух характерных точках: 

на левом лонжероне рамы над передней осью; 
на левом лонжероне рамы над задней осью.
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При наличии двух задних осей виброускорения должны опреде
ляться на левом лонжероне рамы, посередине между этими осями.

Дополнительно могут определяться вертикальные виброускорения 
также в геометрическом центре грузовой платформы автомобиля.

Оценка уровня вибраций подрессоренной части прицепа должна 
проводиться по средним квадратичным значениям вертикальных 
виброускорений (для полосы частот 0,7...22,4 Гц) в двух характер
ных точках, расположенных на левом лонжероне рамы, над осями 
переднего и заднего колес.

Оценка уровня вибраций подрессоренной части полуприцепа долж
на проводиться по средним квадратичным значениям вертикальных 
виброускорений (для полосы частот 0,7...22,4 Гц) в двух характер
ных точках:

-  на полу платформы кузова, слева от вертикальной оси, прохо
дящей через седельно-сцепное устройство на расстоянии, равном 
половине колеи задних колес тягача;

-  на левом лонжероне рамы полуприцепа над осью заднего колеса.
При наличии у прицепов и полуприцепов двух или нескольких

осей положение задних характерных точек должно выбираться по
середине между осями задней тележки.

Номенклатура и основные характеристики участков дорог для 
оценки плавности хода приведены в таблице 2.15.

Таблица 2.15

Номер
участка
дороги

Вид дороги Длина 
участка, м

Диапазон 
длин волн, м

Средние квад
ратические 

высоты неров
ностей, м

1
Цементобетонная
динамометрическая
дороге

1000 оTfо

0,6-10'2

II Булыжная мощенная 
дорога без выбоин 1000 0,25...25 1,110'2

III Булыжник с выбои
нами (специальный 
участок)

500 0,12...12 2,9-10'2
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Номера участков и скорости движения, при которых должна про
водиться оценка плавности хода различных типов автотранспорт
ных средств, указаны в таблице 2.16.

Таблица 2.16

Тип АТС
Скорость движения АТС, км/ч

Номер участка дороги
I II III

Легковые автомобили: 
неполноприводные 
полноприводные

50; 70; 90; 110 
30: 50; 70

30; 45; 60 
30; 45; 60 10...15

Автобусы, неполнопри
водные грузовые авто
мобили и автопоезда

30: 50; 70 30; 45; 60 -

Полноприводные грузо
вые автомобили и авто
поезда, самосвалы

30: 50; 70 30; 45; 60 10...15

В качестве показателя вибрационных условий труда водителя 
должны использоваться значения предельно допустимой скорости 
движения автотранспортного средства Ущ„ при которой корректиро
ванные значения виброускорений достигают нормативных величин. 
Величина Vnp должна определяться методом линейной интерполяции 
или экстраполяции графиков корректированных виброускорений в 
функции скорости движения автотранспортного средства.

Параметры вибрации на рабочих местах тракторов и с.-х. машин 
должны соответствовать ГОСТ 12.1.012-90 «Вибрационная безопас
ность. Общие требования безопасности».

Согласно ГОСТ 12.2.002-91 «Техника сельскохозяйственная. Ме
тоды оценки безопасности», параметры вибрации должны опреде
ляться на сиденье оператора в направлении, перпендикулярном опор
ной поверхности контакта тела оператора с подушкой сиденья.

Параметры вибрации определяют в условиях и на режимах, ука
занных в таблице 2.17.
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Таблица 2.17

Трактор
Основная тех
нологическая 

операция
Рельеф

Скорость
движения,

км/ч
Направление

движения

Колесные трак
торы тягового 
класса 0,6...2,0

Транспортная
работа

Грунтовая до
рога по ГОСТ 
12.2.002-91

15,0 ±0,5

Пахота Стерня злако
вых культур 
по ГОСТ 
12.2.002-91

9,0 + 0,5 Вдоль на
правления 
предыдущей 
пахоты

Колесные трак
торы тягового 
класса 3,0...5,0 
и более

Транспортная
работа

Грунтовая до
рога по ГОСТ 
12.2.002-91

15,0 ±0,5

Г усеничные 
тракторы обще
го назначения 
тягового класса 
3,0...5,0 и более

Пахота Поле после 
уборки злако
вых культур

5,0 ±0,5 Вдоль на
правления 
предыдущей 
пахоты

Микропрофиль, соответствующий рельефу, задан таблично в 
ГОСТ 12.2.002-91.

Оценка вибронагруженности на сиденье оператора производится 
по средним квадратическим значениям виброускорений в октавных 
полосах со среднегеометрическими частотами 2, 4, 8, 16, 31,5 Гц.

6.2. Расчетные схемы для исследования плавности хода

Подвески имеют различные конструкции. При расчетах обычно 
имеют дело с приведенными упругими элементами. Это условные 
упругие элементы, вертикально установленные в плоскости колеса, 
которые при медленном перемещении колеса относительно кузова 
обеспечивают такое же приращение силы R, действующей в плос
кости колеса между колесом и кузовом, как и реальные упругие 
элементы. Под приведенной жесткостью понимается производная 
от силы F  по деформации упругого элемента А, отнесенной к плос- 

dF
кости колеса с п = ---- .

р dA
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Под приведенным демпфирующим элементом понимают условный 
амортизатор, вертикально установленный в плоскости колеса, который 
при колебаниях масс машины создает такую же силу неупругого со
противления, что и та, которая возникает в реальной подвеске.

Модель подвески и шины с линейной характеристикой приведе
на на рисунке 2.8 и включает параметры: М и т  -  подрессоренная и 
неподрессоренная массы; у, z  -  вертикальные перемещения подрес
соренной и неподрессоренной масс; сп, сш -  жесткости подвески и 
шины соответственно; кп, кш -  коэффициенты демпфирования амор
тизатора подвески и шины соответственно; Л*, А', -  деформации и 
скорости деформаций упругих и демпфирующих элементов подвес
ки и шины. Возмущающие воздействия на систему оказывает мик- 
ро- и макропрофиль дороги, задаваемый некоторой функцией вре
мени h(t). Характеристики изменения восстанавливающих Ь\ и 
демпфирующих Fn сил представлены соответствующими графика
ми (рисунки 2.8, а, 2.8, б).

FM

\ F*

Ч
Рисунок 2.8 -  Расчетная схема подвески с линейными характеристиками

Математическая модель подвески согласно приведенной расчет
ной схеме:

М  -г" = - к п • 0 г' -  у' ) сп ■ (z у)\ 

т- у ” = kn -{z' — у' ) + cn -(z — у)  — кш -(у ~ к ' ) ~ с ш -(у -  h).
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В общем виде приведенные жесткость и демпфирование являются 
нелинейной функцией деформации. Нелинейность упругой характе
ристики подвески улучшает плавность хода и достигается примене
нием комбинации нескольких упругих элементов одного или различ
ных типов (ограничители хода, дополнительные рессоры и т.д.).

а)

б)

К Гь «5 ,

-- \ д

*ь
*•«...

д

в) г)
Д , Д ’

Д) \
Рисунок 2.9 —Расчетная схема подвески с нелинейными характеристиками

На данном рисунке: F  — сила сухого трения в подвеске, имеющая 
постоянное значение, а знак определяется знаком скорости дефор
мации соответствующего элемента, т.е. F  = F csign(A') (рисунок 2.9, в); 
s0. -1>с -  значения ходов сжатия и отбоя подвески (рисунок 2.9, a); s 0, s’c -  
максимальные значения деформаций шины при перемещении непод- 
рессоренной массы вверх и вниз соответственно (рисунок 2.9, б).

Для данной расчетной схемы математическая модель:

М  ■ г" = - к п • (.г ' -  у') -  сп ■ (z -  у)  -  Fc ■ sign(z' -  / ) ;

т ■ У" = К  ' О ' -  У )  + cn - ( z - y ) - k m -( у ' - h ' ) - c m- ( y - h )  + Fc - sign(z' -  у ' ) .
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Следует иметь в виду, что приведенные в данной математической 
модели коэффициенты упругости и демпфирования СпЬ Сщ, кп,
являются функционально зависимыми от соответствующих дефор
маций и скоростей деформаций (рисунки 2.9, а-е).

В связи с этим вышеприведенную систему уравнений удобно пред
ставить в виде:

M - z "  = - F m  -  Fm -  Fc • sign(z' -  / ) ;  

m - y '  = Fm + Fm -  Fm  -  FBJil + Fc ■ sign(z' -  y ) .

Значения восстанавливающих (упругих) сил в подвеске F Bn и ши
не FBUS и демпфирующих сил в подвеске Fm и шине Fm  находятся в 
результате интерполяции и экстраполяции соответствующих харак
теристик упругих и демпфирующих звеньев системы.

При движении машины ее массы совершают линейные и угло
вые колебания в продольной, поперечной и вертикальной плоско
стях. При исследованиях плавности хода наиболее часто рассматри
вают колебания масс в вертикальных плоскостях (продольной и по
перечной), как оказывающих основное влияние на плавность хода. 
Для машин, симметричных относительно вертикальной продольной 
плоскости, проходящей через центр тяжести, колебания в продоль
ной и поперечных плоскостях протекают независимо друг от друга. 
Это позволяет анализировать колебания отдельно по различным 
расчетным схемам.

К подрессоренной массе машины относят все ее элементы, вес 
которых передается на упругие устройства подвески. К неподрессо- 
ренным массам -  элементы конструкции, вес которых не восприни
мается упругими устройствами подвески (колеса, мосты). Массы 
элементов, связывающих подрессоренные и неподрессоренные час
ти (упругие элементы, рычаги направляющего устройства, аморти
заторы, тяги рулевого привода и карданный вал), относят частично 
к подрессоренным и частично к неподрессоренным массам.

При исследованиях колебаний в низкочастотном диапазоне (до 
25—30 Гц) подрессоренную массу можно рассматривать как жесткое 
тело. Исключение составляют случаи, когда на мобильной машине 
перевозятся некоторые специальные грузы, способные совершать 
собственные колебания в низкочастотном диапазоне и имеющие вес,
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соизмеримый с другими частями подрессоренной массы (например, 
перевозка пакетов леса). К этому же случаю следует отнести маши
ны, имеющие подрессоренные кабины, а также транспортные средст
ва, вес которых соизмерим с весом водителя и пассажиров.

Основными расчетными схемами при исследовании колебаний в 
продольной плоскости являются схемы, изображенные на рисун
ках 2.10, 2.11 (рассмотрен вариант упругой системы с линейными 
характеристиками). Эти схемы позволяют рассчитывать колебания 
любой точки подрессоренной массы и центров тяжести неподрессо- 
ренных масс в низкочастотном диапазоне. При этом объединяют 
правые и левые приведенные упругие элементы, амортизаторы и 
шины, а за высоту неровности hit)  принимают полусумму высот 
неровностей под правым и левым колесами одной оси.

Рисунок 2 .1 0 -  Расчетная схема для исследования плавности хода двухосной 
машины, оборудованной подвеской на обоих мостах:

12 -  горизонтальные координаты центра масс;
I — момент инерции подрессоренной массы

В ряде случаев, когда необходимо произвести расчеты в узких 
диапазонах частот, можно использовать упрощенную расчетную схе
му, изображенную на рисунке 2.11. Основанием для упрощения яв
ляется небольшое различие частот собственных колебаний масс ма
шины: подрессоренной массы 1...3 и неподрессоренных масс 7... 12 Гц.



Поэтому, если необходимо анализировать колебания подрессорен
ной массы в диапазоне частот до 5...6 Гц, можно пренебречь дина
мическим воздействием неподрессоренных масс и проводить расче
ты по схеме, изображенной на рисунке 2.11. При этом приведенная

ст ' с псуммарная жесткость рессор и шин с = —ш— —, а приведенный сум-
С  4- С

марный коэффициент демпфирования к  -  — ------ н----------—.
с ш с п с ш с п

Рисунок 2 . 1 1 -  Упрощенная расчетная схема для исследования 
плавности хода двухосной машины

Данная расчетная схема может быть использована также для ма
шин, у которых отсутствует подвеска, а плавность хода определяет
ся только упругими и демпфирующими характеристиками шин.

Для составления математических моделей на основе приведен
ных расчетных схем используется аппарат теоретической и анали
тической механики.

7. Моделирование пневматических систем мобильных машин

7.1. Оценочные показатели и нормы

Требования к запасу сжатого воздуха.
Регламентируется давление воздуха в ресиверах и их объем. Для 

одиночных автомобилей и тягачей давление в ресиверах должно быть 
0,6 5 ...0,80 МПа.

Для прицепных автотранспортных средств оговорен только н 
предел: давление в ресивере прицепа не должно бьггь ниже 0,4 а,
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если он связан с тягачом по однопроводной схеме, и ниже 0,63 МПа, 
если схема двухпроводная.

Аварийное ограничение давления автоматически обеспечивается 
предохранительным клапаном, который должен срабатывать при 
0,85... 1,35 кгс/см2.

Для автотранспортных средств с двигателем нормируются два 
отрезка времени тн и х0,б5- За время т„ ресивер должен наполниться 
до нижнего предела регулирования р н, за время т0 65 -  до 65 % этой 
величины. Нормы относятся к ресиверу, «находящемуся в наихуд
ших условиях», т.е. наиболее удаленному от источника энергии ли
бо заполняемому последним (из ряда ресиверов). Нормативное вре
мя приведено в таблице 2.18.

Таблица 2.18 -  Нормативное время заполнения сжатым воздухом 
ресивера, находящегося в наихудших условиях

Вид автотранспортного средства т 0,65 Тн

Средство, предназначенное для буксировки прицепа 3 6
Тягач 6 9
Средство, имеющее специальный ресивер для нетормозных 
потребителей, объем которого более 20 % суммарного 
объема тормозных ресиверов

8 11

Стояночная тормозная система, которая обычно используется 
также как запасная и имеет запас сжатого воздуха, которого по 
ГОСТ 4364-81 должно быть достаточно для трехкратного полного 
включения и выключения энергоаккумуляторов при исходном давле
нии, равном верхнему пределу регулирования р в. Во время испытаний 
пополнения запасов сжатого воздуха компрессором не должно быть.

Требования к быстродействию пневмопривода тормозной системы.
ГОСТ 4364-81 предъявляет требования к быстродействию пнев

мопривода рабочей тормозной системы. Эти требования определя
ют предельно допустимое временное соотношение между входной 
и выходной характеристиками всего привода или его части. Общим 
условием является заданный темп изменения входного параметра и 
исходный уровень давления в ресиверах, равный нижнему пределу 
регулирования 6,5 кг/см2. Для одиночных моторных автотранспорт
ных средств и тягачей входным сигналом является усилие на тор
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мозной педали или ее ход. Стандарт предписывает, чтобы время от 
момента начала нажатия на педаль до момента, когда давление в 
исполнительном органе привода (тормозной камере или цилиндре) 
достигнет 75 % максимального, т.е. соответствующего максималь
ному нажатию на педаль, не превышало 0,6 с. Это относится к тому 
органу, давление в котором нарастает медленнее, чем в остальных. 
Нажатие на педаль до максимума ее хода должно совершиться не 
более чем за 0,2 с.

Нормируется также быстродействие аппаратов тягача, управляю
щих тормозами прицепа. Входным параметром здесь берется уси
лие на тормозной педали, а выходным -  давление в соединительной 
головке р ст. У тягачей с двухпроводным приводом время, прошед
шее от начала нажатия на педаль до получения давления в управ
ляющей головке, равного 0,l£>crmax не должно превышать 0,2 с, а до
0,75p cr тах -  0,4 с. У тягачей с однопроводным приводом при нажа
тии на педаль давление в соединительной головке уменьшается. 
Здесь задано время от начала нажатия до давления 0,9рсгтах не более
0,2 с, время до давления 0,25pcrmax не более 0,4 с.

Для прицепов входной параметр -  это давление в соответствую
щей соединительной головке, а выходной -  в исполнительном орга
не. Нормативы быстродействия для двух- и однопроводного прице
пов аналогичны нормативам для тягачей, но отсчитываются от мо
мента, когда входное давление р сг достигнет заданной величины. 
Время полного приведения в действие органа управления в обоих 
случаях не должно превышать 0,2 с.

Быстродействие привода при растормаживании, согласно ГОСТ 
4364-81, -  время уменьшения давления в тормозной камере от 
уровня р ис max (полное нажатие на педаль) до 0 ,1/?ио тах не должно 
превышать 1,2 с.

Требования к пневмоприводу запасной тормозной системы сво
дятся к положениям:

регулирование давления при работе привода должно быть плав
ным и обладать следящим действием;

давление в энергоаккумуляторах, при котором начинается тормо
жение, не должно превышать 80 % нижнего предела регулирования, 
что предупреждает самопроизвольное включение тормозов при ко
лебаниях давления в тормозном приводе.

91



7.2. Расчетные схемы пневмосистем

Используется следующий подход при идеализации гидро-, пнев
мосистем. Относительно менее объемные части системы полагают
ся вовсе лишенными объема и представляются в виде гидро- или 
пневмосопротивлений, лишенных объема, а элементы систем, объ
ем которых превалирует над сопротивлением движению в них рабо
чего агента, принимаются за емкости, характеризуемые только объе
мом. Зачастую объемы сопротивлений относят к емкостям, связы
ваемым данными сопротивлениями.

Вышеуказанный подход позволяет выявить типовые элементы, ко
торые можно использовать для построения математических моделей 
гидропневматических систем, которые приведены в таблицах 2.3-2.5.

С целью снижения затрат на моделирование осуществляют уп
рощение динамической системы, приводящее к уменьшению числа 
дифференциальных уравнений.

Для упрощения используются следующие подходы, которые рас
смотрим на примере пневматической системы, расчетная схема ко
торой включает три емкости:

1) если имеет место существенная разница в пропускных способ
ностях связей, например, p/i «  р /2, то сопротивлением связи емко
стей У2 и Уз пренебрегают и осуществляют объединение данных 
емкостей:

______ pfi ____________
P i , V i  ------------------  P 2, V 2+ V 3

2) если имеет место существенная разница в объемах емкостей, 
например, У2 «  V\ и У2 «  У3, то объемом емкости У2 пренебрегают 
и осуществляют объединение пневмосопротивлений:

PbVi Рз, V 3

1'Де M/z= M/i • + Н/г)-
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Рассмотрим пример составления математической модели пнев
матической тормозной системы, включающей ресивер, тормозной 
кран и тормозные камеры.

Принципиальная схема тормозной системы представлена на ри
сунке 2.12.

\

2

1
Н /

} <у

Рисунок 2.12 -  Принципиальная схема тормозной системы:
/  -  ресивер; 2 -  тормозной кран; 3 -  тормозная камера

Основным регулирующим органом тормозной системы является 
тормозной кран (рисунок 2.13).

Рисунок 2 . 1 3 -  Конструктивная схема тормозного крана
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При воздействии на тормозную педаль происходит перемещение 
штока тормозного крана (по схеме вниз). При этом перекрывается 
связь выходной полости, связанной с тормозными камерами, с ат
мосферой и она связывается через впускной клапан со впускной 
полостью тормозного крана, связанной с ресивером. При отпуска
нии тормозной педали шток перемещается вверх, впускной клапан 
закрывается, рассоединяя впускную и выпускную полости. Откры
вается атмосферный клапан, связывающий выпускную полость тор
мозного крана, а значит, и тормозные камеры с атмосферой.

Проведя анализ работы тормозной системы, можно выделить для 
моделирования две фазы, которые будут отличаться математиче
ским описанием: фаза торможения и фаза оттормаживания.

I фаза -  торможение

II фаза -  оттормаживание

Ц- f 3 f  4

Р т к ,  У гк х Р в ы х , \/вых
' h

Р а т м ,  \ ^ т м

Математическое описание вышеприведенных фаз работы тормоз
ной системы имеет вид:

I фаза -  торможение:

Ф р  _  Д - н / j  Р р - Р ь х

dt Vp Рр В - р р -  рвк ’

Ф в х  _  £ ' H / j  Р р - Р ъ х  E - \ l f 2 p RX -  Рвы х .

dt VBX р В - Р р - Рвх VBX вх В - р вх- р вых’

Ф 'вы х  _  Е  ' И/ 2  р  Р в х  ~  Р вы х  Е  ' М/з „  Р в ых ~  Ртк

d t  К ы х  ВХ В - Р в х - Р в ы х  К ы х  ВЫХ В - Р в ы х - Р т ^

dPlK  Е  ‘ и / з  _  Рвых  ~  Ртк
j .  г /  ’ / 'в ы х  ’ п
dt Vjk В  ■ р вых — р гк
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II фаза -  оттормаживание:

d p тх _  Е  • и / з  р  Ртк ~  Рвы х . 

dt т̂к В • Р т к  -  Рвых

dp вых _  ^  ' м/з „  Ртк “ _Рвых _ _ E'Pfb  . „  . Рвых ~  Ратм .
~Л ~  17 К R V  Рвы х р  _  ’dt У вых " ' Р т к  ~ Рвы х ^вых ' Р вы х  Ратм

Ф а т м  ^ ' Н/ 4  „  Рвы х ~  Ратм
J. Т7 I  ВЫХ Ту

d t  '  атм ' Ръых ~  Ратм

В данных уравнениях Е = А-к-икр = 0,654-1,4-340 = 311,3 м/с;
В = 1,13.

8. Пример программной реализации решения системы 
дифференциальных уравнений методом Рунге-Кутта 

4-го порядка

8.1. Подпрограмма, реализующая метод Рунге-Кутта 
4-го порядка

PROCEDURE RKS(N:INTEGER; VAR Н,Т1,ТН:extended;
VAR Y, YH,Z,D:MASSIV1; A.MASSIV2);

(* N -  число уравнений в системе; Н -  шаг интегрирования; Т1 -  те
кущее время; ТН=Т1+Н -  следующий момент времени; Y -  массив 
искомых функций в момент времени T l; YH -  массив искомых 
функций в момент времени ТН; Z, D, А -  рабочие массивы. Размер
ность массивов Y, YH, Z, D соответствует числу дифференциальных 
уравнений первого порядка в решаемой системе обыкновенных диф
ференциальных уравнений, размерность массива А всегда равна 5.*)

VAR I J . INTEGER;
BEGIN

ТН:—Т1;
FOR I:= l T O N  DO
BEGIN
YH[I]:—Y[IJ;
D[I]:=Y[I]
END;
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FOR J:= l TO 4 DO  
BEGIN
dwig(N,TH,D,Z); -  обращение к подпрограмме вычисления

правых частей дифференциальных уравнений
TH:=T1+A[JJ;

FOR I:~ l T O N  DO  
BEGIN
YH[I]:=YH[I]+A[J+l]*Z[I]/3;
D[I]:= Yfl/+А [J] *Z[I]
END;

END;
END;

8.2. Фрагмент подпрограммы вычисления правых частей 
дифференциальных уравнений

Рассмотрим вид подпрограммы на примере описания в ней двух 
дифференциальных уравнений второго порядка (см. рисунок 2.8).

M - z "  = - к п • (г ' -  у') -  сп ■ (z  -  у);

т-у" = кП - ( z ' - у ' )  + сп - ( г - у ) - к ш ■ ( / - h ' ( t ) ) - c m ■(.y - h ( t )),

где М и т -  подрессоренная и неподрессоренная массы;
у, z -  вертикальные перемещения подрессоренной и неподрессо- 

ренной масс;
с„, сш -  жесткости подвески и шины соответственно;
К, Ki -  коэффициенты демпфирования амортизатора подвески и 

шины соответственно.
Предположим, что указанные параметры являются постоянными. 

Возмущающие воздействия на систему оказывает микро- и макро
профиль дороги, задаваемый некоторой функцией времени h(t) 

Введем вспомогательные переменные х\ = z\ х2 = z’; хъ = у; х4 = у ' . 
Тогда система уравнений, приведенная к первому порядку, имеет вид

Х1 — х 2 ’

х 2 = { - К -  ( х 2 ~ х 4 ) - с п -(х 1 -  х з ) ) / м ;

х3 = х4’
х\  = (кп . (х2 - х 4) + сп -(х{ - х 3) - к ш -(х4 - й '(0 ) - сш ■ (х3 - т;
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procedure dwig(n:integer; tl.'extended; var x ,xl:m assivl);
(* n -  число уравнений; t l  -  текущее время; x -  массив искомых 
функций в момент времени t l  (в системе уравнений ему соответст
вует массив х1: х2, х3, х4 ); х1 -  массив значений правых частей диф
ференциальных уравнений (в системе уравнений ему соответствует 
массив х{, х'г , х'ъ, х'4 ). *)
var ............h,hp,b,c,d :extended; -  описываются необходимые для

вычислений переменные
begin
h : - .................. -  вычисляется, например, значение h(t)
hp:= .................. -  вычисляется, например, значение h ’(t)

и так далее

(* описание самих дифференциальных уравнений *) 
х1[1]:=х[2];
xl[2]:=((-kp *(х[2]-х[4])-ср *(x[l]-x[3]))/massaBol; 
xl[3]:=x[4];
xl[4]:=((kp *(х[2]-х[4])+ср *(xfl/-x[3J)-csh *(x[3]-h)-ksh *(х[4/~ 

hp))/massaMal;
(* конец описания системы дифференциальных уравнений *)

(* прочие необходимые вычисления, при необходимости *)

end;

8.3. Фрагмент программы, управляющей решением системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений методом  

Рунге-Кутта 4-го порядка

type m assivl —array[1..4] o f  extended; (* число уравнений в систе
ме равно 4 *)

massiv2=array[1..5J o f  extended;
var tl,th ,tm ax,...........................: extended;

a :massiv2;
x ,xl,xh ,z,d  :m assivl;
Fr,Fw :text;

const gu=9.81;
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{$1 rks.pas }  
begin

(* ввод исходных данных *)
assign(Fr, 'wa.rd.dat); reset(Fr); -  открытие файла исходных

данных
assign(Fw,'ward.rez); rewrite(Fw); -  открытие файла резуль

татов
readln(Fr, tl,c ,d ,................ .); -  ввод необходимых данных

для расчета

a[l]:=h/2; a[2]:=a[lj; а[5]:=а[1]; a[3]:=h; a[4]:=h; 
к:=0; к schet:=100; (* задание параметров счетчика для вывода 
результатов расчета *)
(* задание начальных условий *)

х[1]:=0; х[2]:=0; х[3]:=0; х[4]:=0;

135: (* вызов подпрограммы решения диф. уравнений *) 
rks(n,h,tl,th,x,xh,z,d,a);

(* присваивание решений начальным условиям *) 
t l : —th;
fo r  i:= l to n do x[i]:—xh[i];

(* анализ счетчика и вывод результатов *) 
к:=к+1; 

i f  k>k_schet then begin
writeln(Fw, tl ,  x flj, x[2],...... .); (* вывод результатов с исполь

зованием счетчика *) 
к - 0 ;  

end;
i f  tl<=t_m ax then goto 135; (* анализ признака завершения 

расчетов *) 
end.
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