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1. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА ПЛОСКОГО ЗАЦЕПЛЕНИЯ 
(ТЕОРЕМА ВИЛЛИСА) 

 
Зубчатым зацеплением называется высшая кинематическая пара, 

образуемая последовательно взаимодействующими поверхностями 
зубьев. В случае плоских зацеплений можно рассматривать взаимо-
действующие профили, то есть кривые, получаемые в сечении  
сопряженных поверхностей плоскостью, параллельной плоскости 
движения. Профили, обеспечивающие передачу движения с задан-
ным законом их относительного движения, называются сопряжен-
ными. Синтез зубчатого зацепления заключается в определении раз-
меров и формы сопряженных профилей зубьев по заданному закону 
преобразования вращательного движения. Для решения этой задачи 
используется основная теорема плоского зацепления (теорема Вил-
лиса), устанавливающая геометрические условия сопряжения профи-
лей, передающих движение с заданным законом изменения переда-
точного отношения. 

Общая нормаль, проведенная через точку касания двух сопри-
касающихся звеньев, образующих высшую кинематическую пару 
качения и скольжения, делит межосевое расстояние на части, 
обратно пропорциональные мгновенным угловым скоростям  
звеньев (рис. 1).  

 

2 1

1 2

.
О W

O W





 

 
Доказательство 

 
Точку контакта звеньев К  можно рассматривать как две слит-

ные точки 1К  и 2 ,К  принадлежащие соответственно звеньям 1 и 2.  

 

1 1 1 ,KV O K   

 

2 2 2 .KV O K   
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Каждую из этих скоростей разложим на нормальную и касатель-
ную составляющие. 

 

1 1 1,tn
K K KV V V         2 2 2.tn

K K KV V V   

 

 
 

Рис. 1 
 
Чтобы профили не отставали и не внедрялись друг в друга, 

должно соблюдаться равенство 
 

1 2.n n
K KV V  

 

Из подобия 1 1О KN  и 1 1
n

K KKV V  следует, что  

 

1 1 1 1

1 1 1 1
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K

V VO N

O K V O K
 
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Отсюда 1 1 11 .n
KV O N   

Аналогично, из подобия 2 2О KN  и 2 2
n

K KKV V  следует, что  

 

2 2 2 2

2 2 2 2

.
n n

K K

K

V VO N

O K V O K
 


 

 

Отсюда 2 2 22 .n
KV O N   

Так как 1 2 ,n n
K KV V  то 1 1 1 2 2 2O N O N    или 

 

1 2 2

2 1 1

.
O N

O N





 

 
Из подобия 2 2О N W  и 1 1О N W  следует, что 

 

2 2 2

1 1 1

.
O N O W

O N O W
  

 
Значит, 

 

2 1

1 2

.
О W

O W





 

 
Точка ,W  в которой нормаль n n  пересекает межосевую линию 

1 2 ,O O  является мгновенным центром вращения в относительном 

движении звеньев 1 и 2 ( 1 1 1 2 2 2W WV O W O W V       ) и назы-

вается полюсом зацепления.  
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Следствия из теоремы 
 

1. При 1
12

2

constU


 


 полюс зацепления перемещается по 

межосевой линии. 

2. При 1
12

2

constU


 


 полюс зацепления является неподвижной 

точкой и определяет радиусы 1 1Wr O W  и 2 2Wr O W  окружно-

стей, которые перекатываются одна по другой без скольжения (подоб-
но гладким дискам фрикционной передачи) и называются начальны-
ми, то есть они являются центроидами в относительном движении. 

3. Произвольно выбранному профилю зуба одного колеса соот-
ветствует вполне определенный сопряженный профиль зуба другого 
колеса. При этом сопряженные профили зубьев являются взаимо-
огибаемыми, то есть не пересекающимися друг с другом в процессе 
контакта. К кривым, удовлетворяющим приведенным требованиям, 
относятся такие, как эвольвента окружности, циклоидные кривые  
и некоторые другие. 
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2. ЭВОЛЬВЕНТА ОКРУЖНОСТИ,  
ЕЕ УРАВНЕНИЯ И СВОЙСТВА 

 
При передаче вращения между параллельными осями преимуще-

ственно используется эвольвентное зацепление, в котором боковые 
профили зубьев выполнены по эвольвенте окружности. 

Эвольвентой окружности называется траектория любой точки 
прямой линии, перекатывающейся по окружности без скольжения 
(рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2 
 
Окружность, по которой перекатывается прямая ,n n  образу-

ющая эвольвенту, называется основной окружностью. Эвольвенту 
можно также представить как траекторию любой точки гибкой не-
растяжимой нити, развертываемой с круглого барабана. 

Уравнения эвольвенты получаются из условия перекатывания 
прямой без скольжения по основной окружности радиуса ,br  то 

/n  

t  
t  

ПЭ  

ЛЭ  

/
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yM  

/
0M  
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C  

/n  

n  n  

y  

y  

y  

br  
О  
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есть .О уСМ СМ   Так как  ,О b y yСМ r     а из yOCM  

tg ,у b yСМ r   то   tg ,b y y b yr r      откуда 

 
tg .у у у      

 
Функция tg у у   называется инволютой и обозначается 

inv .у  Тогда 

 
inv .у у                                               (1) 

 
Полярный угол у  называется эвольвентным углом профиля  

в данной точке .уМ  

Радиус-вектор уОМ  произвольной точки уМ  эвольвенты равен 

(из yOCM ) 

 

.
cos

b
у

у

r
r 


                                            (2) 

 
Углом профиля эвольвенты в данной точке уМ  называется острый 

угол у  между касательной t t  к эвольвенте и радиусом-вектором 

,уОМ  проведенным в данную точку. Этот угол равен углу .yCOM  

Уравнения (1) и (2), рассматриваемые совместно, являются урав-
нениями эвольвенты в полярных координатах в параметрической 
форме (параметр – угол профиля у ). 

Угол у у у      называется углом развернутости эвольвен-

ты. Эвольвента является разверткой основной окружности. 
Из условия образования эвольвенты вытекают следующие ее 

свойства. 
1. Эвольвента начинается на основной окружности и имеет  

правую и левую ветви ( О ПМ Э  и О ЛМ Э ). 
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2. Нормаль к эвольвенте в любой ее точке является касательной 
к основной окружности, причем точка касания есть центр кривизны, 
а расстояние по нормали от точки касания до эвольвенты есть ради-
ус кривизны эвольвенты в данной точке ( у уСМ  ). 

3. Две одноименные эвольвенты одной и той же окружности  
являются эквидистантными (равноотстоящими); расстояние между 
ними по нормали равно дуге основной окружности, заключенной 

между началами эвольвент ( у у О ОМ М М М   ). 

4. Форма эвольвенты зависит только от радиуса основной 
окружности. В пределе при br   эвольвента обращается в пря-

мую линию. 
Теоретически эвольвента может быть образована как огибающая 

в относительном движении прямолинейного профиля зуборезной 
рейки или эвольвентного профиля зуба другого колеса (зуборезного 
долбяка). Подробнее см. п. 6. 
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3. ОСНОВНЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ  
ПАРАМЕТРЫ ЗУБЧАТЫХ КОЛЕС 

 
Рассмотрим торцовое сечение цилиндрического прямозубого  

колеса с внешними зубьями (рис. 3). 

ar  – радиус окружности вершин зубьев; 

yr  – радиус окружности произвольного радиуса; 

r  – радиус делительной окружности; 

br  – радиус основной окружности; 

fr  – радиус окружности впадин. 

 

 
 

Рис. 3 
 
Высота зубьев ограничена окружностью вершин и окружностью 

впадин: 
 

.a fh r r   

 
Профили зубьев являются эвольвентами основной окружности 

радиуса .br  Эвольвентный профиль и окружность впадин соеди-

няются переходной кривой, которая имеет различное очертание  
в зависимости от способа нарезания зубьев. 
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Общая точка L  эвольвенты и переходной кривой называется 
граничной точкой профиля. 

Расстояние между одноименными (левыми или правыми) про-
филями соседних зубьев по дуге окружности называется окружным 

шагом зубьев. Шаг уp  складывается из окружной толщины зуба уs  

и окружной ширины впадины .уe  Для окружности произвольного 

радиуса уr  
 

.у у уp s e   
 

Длину окружности можно представить как 2 ,y yr z p   где z  – 

число зубьев колеса. Тогда  
 

.
2 2

y у
у

p m zz
r   


 

 

Отношение у
у

p
m 


 называется окружным модулем зубьев на 

окружности радиуса .уr  Шаг yp  и модуль уm  зависят от того, к 

какой окружности они относятся. На колесе выделяется расчетная 
окружность, окружной модуль на которой равен стандартному мо-
дулю зуборезного инструмента. Эта окружность называется дели-
тельной, а окружной модуль зубьев на делительной окружности 
называется расчетным модулем зубчатого колеса 

 

,
p

m 


 

 

где p  – шаг по делительной окружности. 
Расчетный модуль – основной параметр зубчатого колеса, его 

значения (в мм) определены ГОСТ 9563–60. Два колеса в зацепле-
нии должны иметь одинаковые расчетные модули. Радиус дели-
тельной окружности (делительный радиус) равен  

 

.
2

m z
r                                                 (3) 
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На основании уравнения эвольвенты (2) 
 

,
cos

br
r 


                                             (4) 

 
где   – угол профиля эвольвенты на делительной окружности. Для 
прямозубых колес, нарезанных стандартным инструментом, 20 .    

Из формул (3) и (4) следует, что радиус основной окружности 
(основной радиус) равен  

 

cos cos .
2b

m z
r r                                        (5) 

 
Часть зуба, заключенная между окружностью вершин и дели-

тельной окружностью, называется делительной головкой зуба.  
Ее высота  

 
.а ah r r   

 
Часть зуба, заключенная между делительной окружностью  

и окружностью впадин, называется делительной ножкой зуба.  
Ее высота  
 

.f fh r r   

 

Центральный угол 
2

,
z


   или 

360
,

z


   называется угловым  

шагом зубьев. 
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4. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА И ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ЭВОЛЬВЕНТНОГО ЗАЦЕПЛЕНИЯ 

 
Рассмотрим внешнее эвольвентное зацепление цилиндрических 

зубчатых колес (рис. 4).  
 

 
 

Рис. 4 
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Оно обладает следующими основными свойствами: 
1. Если профиль зуба одного колеса является эвольвентным, то 

сопряженный профиль зуба парного колеса также является эволь-
вентным (или прямолинейным в реечном зацеплении). 

Доказательство этого положения состоит в следующем. Пусть 
профиль зуба колеса 1 очерчен по эвольвенте основной окружности 
радиуса 1.br  Из подобия 1 1О N W  и 2 2О N W  следует, что 

 

2 2 2 2 2
12

1 1 1 1

сonst,
W

W b

r O N O N
U

r O N r
     

 

откуда следует, что 2 2 const.O N   Характерным признаком эволь-

венты является постоянство расстояний до ее нормалей от центра 
основной окружности. Но так как 2 2 const,O N   то профиль зуба 

колеса 2 есть эвольвента окружности радиуса 2 2 2.br O N  

2. Передаточное отношение в эвольвентном зацеплении постоянно: 
 

1
12

2

сonst.U


 


 

 

Это следует из того, что при вращении колес общая нормаль  
к сопряженным профилям в точке их касания одновременно являет-
ся общей касательной к основным окружностям и поэтому при из-
менении точек касания не изменяет своего положения и по-
прежнему проходит через неподвижный полюс зацепления .W  

3. Линией зацепления называется траектория общей точки  
контакта профилей зубьев. 

Линией зацепления в эвольвентном зацеплении является прямая 

1 2,N N  общая касательная к основным окружностям. 

Активной линией зацепления называется участок 1 2P P  линии за-

цепления, точки 1P  и 2P  которой ограничены пересечением линии 

1 2N N  с окружностями вершин колес. Эвольвентные профили контак-

тируют только на этом участке, причем в контакте участвуют только 
части профилей 1 1a f  и 2 2,a f  называемые активными профилями.  
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Верхние точки активных профилей ( 1a  и 2a ) находятся на 

окружностях вершин зубьев, а нижние точки ( 1f  и 2f ) получаются 

при пересечении профилей окружностями радиусов 1 1O P  и 2 2.O P  

Нерабочие участки профиля закругляются у окружности впадин. 
4. Угол зацепления в эвольвентном зацеплении постоянен.  

Углом зацепления W  называется острый угол между линией за-

цепления 1 2N N  и перпендикуляром к межосевой линии. Так как 

согласно уравнению эвольвенты (2) для точки W  
 

1 2
1 2, ,

cos cos
b b

W W
W W

r r
r r 

 
                            (6) 

 
то угол зацепления W  равен углу профиля эвольвент на начальных 

окружностях. 
5. Взаимоогибаемость двух эвольвентных профилей возможна 

только на участке 1 2N N  линии зацепления. 

Это объясняется тем, что эвольвента – кривая, ограниченная  
с одной стороны, а точка контакта перемещается по эвольвенте.  
Поэтому вне отрезка 1 2N N  эвольвенты не имеют общей нормали  

и пересекаются (явление интерференции). Подробнее см. п. 11. 
С учетом формул (6) передаточное отношение 12U  и межосевое 

расстояние Wa  можно представить в следующем виде: 
 

1 2 2
12

2 1 1

.
W b

W b

r r
U

r r


    


                               (7) 

 

1 2
1 2 .

cos
b b

W W W
W

r r
a r r


  


                               (8) 

 

Так как основные радиусы 1br  и 2br  являются постоянными для 

данной пары колес (их величины определяются в процессе нареза-
ния), то из выражений (7) и (8) вытекает следующее свойство. 



17 

6. При изменении межосевого расстояния в эвольвентном зацеп-
лении передаточное отношение не изменяется (вследствие неиз-
менности радиусов основных и делительных окружностей): 

 

2 2 2 2
12

1 1 1 1

/ cos
const,

/ cos
W b W b

W b W b

r r r r
U

r r r r


    


 

 
меняются лишь радиусы начальных окружностей и угол зацепления 

,W  все остальные размеры остаются без изменения. 

Постоянство передаточного отношения при отступлении от рас-
четного межосевого расстояния является важным положительным 
свойством эвольвентного зацепления, так как этим исключается 
влияние погрешностей изготовления и сборки. 

С учетом формул (5) и (8) межосевое расстояние при внешнем 
зацеплении  

 

 1 2
cos

.
2 cosW

W

m
a z z


 


                                (9) 

 
Выражение для Wa  представляют также в другом виде  

 

1 2 ,Wa a ym r r ym                                  (10) 

 

где  1 2 1 22

m
a r r z z     – делительное межосевое расстояние; 

y m  – воспринимаемое смещение, то есть расстояние между  
делительными окружностями колес; 

y  – коэффициент воспринимаемого смещения. 
Между окружностью вершин одного колеса и окружностью впа-

дин другого колеса для предотвращения заклинивания предусмат-

ривается радиальный зазор 0,25 .с m m   На основании этого ради-
усы окружностей вершин зубьев выражаются следующим образом: 

 



18 

1 2

2 1

,

.

a W f

a W f

r a r c m

r a r c m





  

  
                                 (11) 

 
Радиусы 1ar  и 2ar  в процессе зубонарезания не изменяются  

и остаются равными радиусам заготовок. Формулы (11) можно  
также представить в ином виде (см. п. 8). 

Как было показано, пара эвольвентных профилей всегда является 
сопряженной. Зубчатое колесо имеет не один, а несколько зубьев,  
и в некоторые моменты в контакте должно находиться несколько 
пар профилей одновременно. Для того чтобы это было возможно, 
необходимо, чтобы расстояние по общей нормали между двумя со-
седними эвольвентами для обоих колес было строго одинаковым. 
Из свойств эвольвенты следует, что шаг по нормали равен шагу bр  

по основной окружности. Таким образом, для сопряжения двух 
эвольвентных зубчатых колес их основные шаги должны быть равны: 

 

1 2.b bр р  
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5. КАЧЕСТВЕННЫЕ ПОКАЗАТЕЛИ ЗАЦЕПЛЕНИЯ 
 

5.1. Коэффициент перекрытия 
 

Зацепление одной пары зубьев начинается в точке 1P  активной 

линии зацепления (см. рис. 4). В этой точке ножка зуба первого  
колеса (точка 1f ) входит в соприкасание с головкой зуба второго 

колеса (точкой 2a ). В точке 2P  эта пара зубьев выйдет из зацепле-

ния (при соприкасании точек 1a  и 2f ). Непрерывность передачи 

вращения будет обеспечена, если выходу из зацепления одной пары 
зубьев будет предшествовать вступление в контакт другой пары,  
то есть необходимо перекрытие зацеплений. Угол поворота зубча-
того колеса от положения входа зуба в зацепление (см. штриховой 
профиль в точке 1P на рис. 4) до выхода из зацепления (см. штрихо-

вой профиль в точке 2P ) называется углом перекрытия .  Пере-

крытие зацепления будет в том случае, когда угол перекрытия будет 
больше углового шага .   

Отношение угла перекрытия   зубчатого колеса к его углово-

му шагу   называется коэффициентом перекрытия .  
 

1 2

1 2

.
 


 

  
 

 

 
Коэффициент перекрытия является показателем непрерывности 

и плавности работы зубчатой передачи. Чем больше его величина, 
тем выше плавность работы. Для прямозубых передач рекомендует-
ся 1,2.   Аналитически коэффициент   определяется как 

 

   1 1 2 2tg tg tg tg
,

2

a W a Wz z


      
 


 

 
где 1а  и 2а  – углы профиля эвольвент на окружностях вершин 
зубьев. Из уравнения эвольвенты (2) следует, что  
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1 2
1 2

1 2

arccos , arccos .b b
а а

a a

r r

r r
     

 
Коэффициент перекрытия возрастает с увеличением чисел зубьев 

1z  и 2 ,z  убывает с увеличением угла зацепления W  и не зависит 

от модуля .m  
 

5.2. Удельные скольжения профилей зубьев 
 

Из основной теоремы зацепления (см. рис. 1) следует, что для 
того, чтобы в процессе передачи вращения касающиеся профили не 
отставали друг от друга и не внедрялись друг в друга, должно со-
блюдаться равенство нормальных составляющих скорости точки 

контакта К  ( 1 2
n n

K KV V ). При этом касательные составляющие не 

равны друг другу, что приводит к скольжению одного профиля от-
носительно другого профиля. Скорости скольжения: 

 

1 1 2 ,t t
S K KV V V   

 

2 2 1.t t
S K KV V V   

 
Удельным скольжением профилей зубьев в контактной точке 

К  называется отношение скорости скольжения профилей к каса-
тельной составляющей скорости точки контакта: 

 

1 2 2 1
1 2

1 1 2 2

1 , 1 .
t t

S K S K
t t t t
K K K K

V VV V

V V V V
         

 

Из подобия 1 1О KN  и 1 1
n

K KKV V  следует, что  

 

1 1 1

1 1 1 1

.
t t
K K

K

V VKN

O K V O K
 


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Отсюда 1 1 1 11 .t
KKV KN      

Из подобия 2 2О KN  и 2 2
n

K KKV V  следует, что  

 

2 2 2

2 2 2 2

.
t t
K K

K

V VKN

O K V O K
 


 

 

Отсюда 2 2 2 22 .t
KKV KN      

Здесь 1K  и 2K  – радиусы кривизны эвольвентных профилей 

в контактной точке .K  
Тогда  
 

2 2 1 1
1 2

1 1 2 2

1 , 1 .K K

K K

   
     

   
 

 

Учитывая, что 1 2

2 1

,
z

z





 имеем  

 

2 1 1 2
1 2

1 2 2 1

1 , 1 .K K

K K

z z

z z

 
     

 
 

 

Приняв 2
12

1

z
U

z
  – передаточное число ( 2 1z z ), получаем 

 

2 1 12
1 2

1 12 2

1 , 1 .K K

K K

U

U

 
     

 
 

 
Удельные скольжения являются показателями интенсивности 

абразивного износа зубьев под влиянием геометрических и кинема-
тических факторов. Удельные скольжения неограниченно возрас-
тают при приближении контактной точки к основной окружности. 
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Наибольшие значения удельные скольжения имеют в нижних точ-
ках активных профилей зубьев (точки 1f  и 2f  на рис. 4), располо-

женных вблизи основных окружностей. 
 

5.3. Коэффициент удельного давления 
 

Коэффициентом удельного давления называется отношение рас-
четного модуля m  к приведенному радиусу кривизны профилей П:  

 

П

,
m

q 


 

 
где для внешнего зацепления 

 

1 2
П

1 2

.
К К

К К

 
 

  
 

 
Этот коэффициент учитывает влияние геометрических факторов 

на величину контактных напряжений, возникающих между зубья-
ми. Он не зависит от модуля, так как П  пропорционален модулю. 
Поскольку контактная точка К  движется вдоль линии зацепления, 
коэффициент удельного давления изменяется в процессе зацепле-
ния. За расчетный коэффициент удельного давления принимается 
тот, который соответствует контакту зубьев в полюсе зацепления. 

В полюсе зацепления 
 

 
1 2

1 2

cos tg
.

2

W
П

m z z

z z

 
 

 
 

 
Считается, что должно быть q  < 2. 
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6. МЕТОДЫ НАРЕЗАНИЯ ЭВОЛЬВЕНТНЫХ  
ЗУБЧАТЫХ КОЛЕС 

 
Существуют два принципиально отличающихся друг от друга 

метода нарезания цилиндрических эвольвентных колес – метод 
копирования и метод обкатки (огибания). 

При изготовлении колес методом копирования рабочие части 
инструмента имеют форму впадины между зубьями. К этому методу 
относится, например, фрезерование модульной дисковой (рис. 5, а) 
или пальцевой фрезой. Существенные недостатки метода копирова-
ния – низкая производительность, потребность в большом комплек-
те инструмента, невысокая точность.  

Метод обкатки является основным. При нарезании режущий 
инструмент и заготовка имеют такое же относительное движение, 
как и два зубчатых колеса в зацеплении (движение обкатки), поэто-
му инструмент (долбяк) представляет собой колесо с зубьями 
эвольвентного профиля, заточенными для резания (рис. 5, б). Кроме 
вращательного, долбяк совершает возвратно-поступательное дви-
жение вдоль оси заготовки (движение резания). Вместо долбяка  
в качестве зуборезного инструмента может быть использована рейка 
(гребенка) с прямолинейными профилями зубьев (рис. 5, г) или  
модульная червячная фреза (рис. 5, в), которая в осевом сечении 
имеет профиль рейки. Преимущества метода обкатки – высокая 
производительность, большая точность, возможность нарезания колес 
с различными числами зубьев одним инструментом данного модуля. 
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Рис. 5 

а 

б 

в 

г 
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7. ИСХОДНЫЙ ПРОИЗВОДЯЩИЙ КОНТУР.  
КОЛЕСА БЕЗ СМЕЩЕНИЯ И СО СМЕЩЕНИЕМ 

ИСХОДНОГО КОНТУРА 
 
Параметры зуборезного инструмента, работающего по методу 

обкатки, определяются в соответствии со стандартным исходным 
контуром цилиндрических зубчатых колес, под которым пони-
мается контур зубьев рейки в сечении плоскостью, перпендику-
лярной к направлению зубьев (для 1m  мм – ГОСТ 13755–81, для 
0,1< т <1,0 – ГОСТ 9587-81).  

Зубья инструментальной рейки очерчены по впадинам исходного 
контура. Сечение инструментальной рейки называется исходным 
производящим контуром (рис. 6).  

 

 
 

Рис. 6 
 
Его основные параметры: 

20   – угол профиля исходного контура; 
* 1аh   – коэффициент высоты головки зуба; 
* 0,25с   – коэффициент радиального зазора (в ряде случаев  

допускается увеличение до * 0,35с  ); 
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* 0,38f   – коэффициент радиуса кривизны переходной кривой. 

В пределах высоты *2 ah m  профиль зубьев рейки – прямолинейный. 
Эвольвентная часть профиля зуба нарезаемого колеса формируется 
только этим участком, а переходная кривая между эвольвентой  
и окружностью впадин создается скругленным участком зубьев рейки. 

Прямая, на которой толщина зуба рейки равна ширине впадины, 
называется делительной (средней). Две прямые, параллельные де-
лительной, которые определяют границы прямолинейного профиля 
зубьев рейки, называются граничными прямыми. 

Если в станочном зацеплении делительная прямая исходного 
контура 1–1 касается делительной окружности нарезаемого колеса 
(рис. 7, а), то нарезается колесо без смещения (нулевое или нор-
мальное). Если же в станочном зацеплении делительной окружно-
сти касается любая другая прямая 2–2, параллельная делительной 
(такая прямая называется начальной), то нарезается колесо со сме-
щением (рис. 7, б, в). Расстояние xm  между делительной прямой  
и делительной окружностью представляет собой смещение исход-
ного контура от номинального положения (рис. 7). Отношение 
смещения исходного контура к расчетному модулю называется  
коэффициентом смещения исходного контура (х).  

 

 
 

Рис. 7 
 
Смещение считается положительным (х > 0), если делительная 

прямая не пересекает делительной окружности нарезаемого колеса 
(рис. 7, а), и отрицательным (х < 0), если пересекает ее (рис. 7, в). 
Для колес без смещения (нулевых) х = 0. 

2 2 
mx mx 

1 1 

r 

x  > 0 

2 2 

б 

r 

0x  

1 1 

а 

r 

x  < 0 

1 1 

в 
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Делительная окружность колеса и начальная прямая рейки  
в процессе зубонарезания перекатываются одна по другой без сме-
щения (являются центроидами в относительном движении). Поэто-
му толщина зуба S  по делительной окружности равна ширине  
впадины по начальной прямой рейки (рис. 8). На основании этого 

 
1

2 tg 2 tg .
2 2

S m x m x m
        

 
                   (12) 

 

 
 

Рис. 8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



m5,0  

S  

mx

начальная 
прямая 

делительная 
прямая 
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8. СТАНОЧНОЕ ЗАЦЕПЛЕНИЕ НАРЕЗАЕМОГО  
КОЛЕСА С РЕЕЧНЫМ ИНСТРУМЕНТОМ 

 
На рис. 9 показана схема станочного зацепления при нарезании 

колеса реечным инструментом по методу обкатки. В процессе обкат-
ки отношение скоростей поступательного ( РV ) и вращательного ( ) 
движений должно быть таким, чтобы выполнялось соотношение 

 

.
cos

bP
rV

r 
 

 

 
Прямая вершин рейки касается окружности впадин колеса.  

Поэтому радиус окружности впадин 
 

  .f ar r h c x m                                    (13) 

 

 
 

Рис. 9 
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Радиус br OL OL   определяет окружность, на которой начи-

нается эвольвентная часть профиля зуба колеса, L  – граничная точ-
ка профиля, l NL   – радиус кривизны эвольвенты в граничной 

точке  
 

, sin sin ;
2

m z
NL WN WL WN r        

 

 
;

sin sin

ah x mWM
WL

 
  

 
 

 

 
sin ;

2 sin

a
l

h x mm z
 

   


 

 
2 2 .l b lr r    

 
Как было отмечено в п. 4, радиусы окружностей вершин зубьев 

1ar  и 2ar  в процессе зубонарезания не изменяются и остаются рав-

ными радиусам заготовок. С учетом зависимостей (10) и (13) фор-
мулы (10) можно представить в виде 

 

 1 1 2 ,a ar r h y x m                                 (14) 

 

 2 2 1 .a ar r h y x m                                 (15) 

 
Высота зубьев 
 

1 1 2 2a f a fh r r r r     

 
или с учетом формул (12)–(14) 

 



30 

 2 ,ah h c x y m 
       

 
где 1 2.x x x    

Разность x y   называется коэффициентом уравнительного 

смещения  
 

,y x y                                         (16) 
 

а y m   есть уравнительное смещение. 

Если в формулы (14) и (15) вместо y  подставить его значение 

y x y    из формулы (16), то окончательно получим 
 

 1 1 1 ,a ar r h x y m      

 

 2 2 2 .a ar r h x y m      
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9. ПОДРЕЗАНИЕ ЗУБЬЕВ 
 
Если граничная прямая 1–1 у вершин зубьев инструментальной 

рейки (см. рис. 9) пересекает линию зацепления за предельной  
точкой ,N  то возникает явление подреза-
ния зубьев, которое заключается в том, что 
часть эвольвентного профиля у основания 
зуба срезается (рис. 10) и эвольвента и пе-
реходная кривая не имеют плавного со-
пряжения. Причиной подрезания является 
интерференция профилей зубьев инстру-
мента и нарезаемого колеса, которая воз-
никает в силу невозможности касания про-
филей за предельной точкой .N  Значи-
тельное подрезание ослабляет ножку зуба, 
может привести к уменьшению активного 
профиля и коэффициента перекрытия  

и поэтому является недопустимым. Вместе с тем небольшое подреза-
ние может оказаться полезным для улучшения условий контакта зубь-
ев. При подрезании точка L  оказывается вне отрезка .WN  

Тогда WL  > WN  и lNL    < 0. 

Поэтому условие отсутствия подрезания состоит в том, чтобы 
0.l   Рассматривая предельный случай, когда 0,l   найдем 

наименьшее число зубьев колеса min ,z  нарезаемое без подрезания 

при данном коэффициенте смещения :x  
 

 min
sin 0,

2 sin

ah x mm z
 

  


 

 
откуда 
 

 *

min 2

2
.

sin

ah x
z





 

Рис. 10 
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В случае нарезания колеса без смещения (х = 0) реечным ин-

струментом со стандартными параметрами * 1аh   и 20   полу-

чим min 17.z   

Подрезание при нарезании колеса с числом зубьев z < minz  можно 
устранить путем соответствующего выбора коэффициента смеще-
ния х. Коэффициент наименьшего смещения minx  для устранения 

подрезания получим, рассматривая предельный случай, когда 0 :l   

 

 min
sin 0,

2 sin

ah x mm z
 

  


 

 
откуда 

 

* 2
min sin .

2a
z

x h    

 

При * 1аh   и 20    
 

min 1 0,0585x z    или  min
17

.
17

z
x


  

 
При minx x  граничная точка профиля L  находится на основной 

окружности. 
В практических расчетах, допуская незначительное подрезание, 

часто пользуются эмпирической формулой  
 

min
14

.
17

z
x


  

 
Условия minz z  и min ,x x  так же как и 0,l   являются усло-

виями отсутствия подрезания. 
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Колеса со смещением применяются не только для устранения 
подрезания, но и для повышения контактной и изгибной прочности 
зубьев, для уменьшения износа и повышения долговечности, для 
получения заданного межосевого расстояния пары колес и в ряде 
других случаев. 

Следует отметить, что использование коэффициента смещения 
x > minx  ограничивается опасностью заострения зубьев, когда тол-

щина зуба на окружности вершин становится равной нулю, то есть 
0.aS   Толщина зуба aS  на окружности вершин определяется как 

 

2 inv inv .
2a a a
S

S r
r

 
     

 
 

 
Стандартом рекомендуется  0,3 0,4 .aS m   Поэтому при вы-

боре коэффициентов смещения следует учитывать это соотношение. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



34 

10. ОПРЕДЕЛЕНИЕ УГЛА ЗАЦЕПЛЕНИЯ 
 
Угол зацепления W  в зубчатой передаче определяется из усло-

вия, что между зубьями отсутствует боковой зазор. В этом случае 
толщина зуба WS  по начальной окружности одного колеса должна 

быть равна ширине впадины Wе  по начальной окружности другого 

колеса и наоборот. В результате может быть получена формула 
 

 1 2

1 2

2 tg
inv inv .W

x x

z z

 
   


                       (17) 

 

Зная inv ,W  по таблице эвольвентных углов можно найти угол 

зацепления .W  

Угол зацепления также связан с межосевым расстоянием Wa  (9). 

Если величина Wa  предварительно задана, то угол W  опреде-

ляется из формулы (9): 
 

 1 2 cos
arccos ,

2W
W

m z z

a

 
 


 

 

а сумма коэффициентов смещения 1 2x x x    – из формулы (17). 
Анализ формул (9) и (17) позволяет разделить передачи на сле-

дующие типы: 
1. Передачи без смещения, у которых 1 2 0.x x   При этом 

W    (угол зацепления равен углу профиля исходного контура), 

1,2 1,2Wr r (делительные окружности одновременно являются и на-

чальными), толщина зуба по делительной окружности равна ши-

рине впадины: ,
2

m
S e


   коэффициенты 0,y y    высота зуба 

 * *2 2,25 .ah h c m m    
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2. Передачи со смещением. Эти передачи характеризуются сум-
марным коэффициентом смещений 1 2.x x x    Здесь различают 

три варианта: а) x  > 0 (положительная передача); б) x  < 0 (отри-

цательная передача); в) 0x   при 2 1x x   (равносмещенная  

передача). Если x  > 0, то Wa  > ,a  W  > .  Если x  < 0, то  

Wa  < ,a  W  < .  В равносмещенной передаче, как и в передаче 

без смещения, ,W    1,2 1,2 ,Wr r  0,y y    ,Wa a  

2,25 ,h m  но .S e  
Пример 1. Определить коэффициенты смещения зубчатых колес 

1x  и 2x  (причем 2 1x x  ) в передаче, если межосевое расстояние 

105 мм,Wa   передаточное число 12 2,5,U   расчетный модуль 

5 мм.m   

Так как 2 1,x x   то 20 .W      Составляем два уравнения: 

1)  1 2
cos

2 cosW
W

m
a z z


 


 или  1 2

5
105 1;

2
z z    

2) 2
12

1

,
z

U
z

  откуда 2 12,5 .z z  

В результате получим 1 12,z   2 30.z   

 

1
1

17 17 12
0,3;

17 17

z
x

 
      2 0,3.x    

 
Проверка на отсутствие подрезания: 
 

2
2min

17 17 30
0,764;

17 17

z
x

 
     2x > 2min .x  

 
Подрезание отсутствует. 
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Пример 2. Определить коэффициенты смещения зубчатых колес 

1x  и 2x  в передаче, если числа зубьев колес 1 12,z   2 28,z   рас-

четный модуль 5 мм,m   межосевое расстояние 100 мм.Wa   

Из формулы (3) находим 
 

   1 2

2cos 2 100
1.

cos 5 12 28
W

W

a

m z z

 
  

  
 

 
Следовательно, 20 .W      Так как 1z < 17, то следует при-

нять 2 1.x x   
 

1
1

17 17 12
0,3;

17 17

z
x

 
    2 0,3.x    

 
Проверка на отсутствие подрезания: 

 

2
2min

17 17 28
0,6;

17 17

z
x

 
     2x  > 2 min .x  

 
Подрезание отсутствует. 
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11. ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ ЗУБЬЕВ 
 
Интерференцией (наложением) зубьев называется явление, при 

котором в теоретической картине зацепления часть пространства 
оказывается одновременно занятой двумя зубьями разных колес. 
Практически это приводит к нарушению правильности зацепления 
и может вызвать заклинивание и поломку передачи. При вычерчи-
вании картины зацепления интерференция проявляется в пересече-
нии профилей. 

При внешнем зацеплении может происходить интерференция 
эвольвентных профилей между собой и интерференция эвольвент-
ного профиля зуба одного колеса с переходной кривой зуба другого 
колеса. Первый случай имеет место, когда активная линия зацепле-
ния 1 2P P  выходит за пределы участка 1 2N N  линии зацепления  

(см. рис. 4). При этом происходит пересечение профиля головки 
зуба одного колеса и профиля ножки зуба парного колеса вне отрез-
ка 1 2.N N  Для недопущения интерференции эвольвент радиусы 

окружностей вершин зубьев должны удовлетворять условиям: 

1 1 2ar O N  и 2 2 1.ar O N  

Из 1 1 2O N N  и 2 1 2O N N  можно получить 

 
2 22

1 2 1sin ;WW bO N a r     

 
2 22

2 1 2sin .WW bO N a r    

 
Второй случай может иметь место при больших коэффициентах 

смещения, когда в процессе зацепления траектория кромки зуба одно-
го колеса пересекается с переходной кривой профиля зуба другого  
колеса и происходит взаимодействие эвольвенты с неэвольвентной 
кривой. Для отсутствия этого явления активный профиль зуба не дол-
жен заходить за граничную точку профиля .L  Это выполняется, если 

 

1 1 2 2, ,l p l p                                        (18) 
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где 1l  и 2l  – радиусы кривизны эвольвент в граничной точке L  
профиля зубьев, 

 

 *
1

1 1 sin ,
sin

a
l

h x m
r


   


  

 

 *
2

2 2 sin ;
sin

a
l

h x m
r


   


 

 

1р  и 2р  – радиусы кривизны эволь-

вент в нижних точках активных профи-
лей зубьев обоих колес (рис. 11). 

Из рис. 4 можно получить  
 

1 1 1 2 2sin tg ,p W W b aN P a r       

 

2 2 2 1 1sin tg .p W W b aN P a r       

 
При выполнении условий (18) исклю-

чается интерференция обоих видов.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11 
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12. ОСОБЕННОСТИ КОСОЗУБЫХ  
ЭВОЛЬВЕНТНЫХ КОЛЕС 

 
Боковая поверхность зубьев косозубого колеса представляет  

собой винтовую эвольвентную поверхность. Эта поверхность полу-
чается при перемещении эвольвенты 1 вдоль винтовой линии 2 на 
основном цилиндре (рис. 12). Для косозубых колес понятия «основ-
ной и делительный цилиндры» соответствуют понятиям «основная 
и делительная окружности» для прямозубых колес. Развернем на 
плоскость поверхность делительного цилиндра колеса (рис. 13).  
На плоскости винтовые линии зубьев станут параллельными пря-
мыми. Угол   называется углом наклона линии зуба на делитель-
ном цилиндре. Два колеса, находящиеся в зацеплении, должны 
иметь одинаковые углы ,  но при внешнем зацеплении направле-
ние винтовых линий должно быть разноименным: на одном колесе – 
правое, на другом – левое. 

У косозубых колес различают окружной (торцовый) шаг tp  (в тор-

цовом сечении), нормальный шаг np  (в нормальном сечении), осе-

вой шаг xp  (в осевом сечении) и соответствующие модули зубьев: 

 

, , .t n x
t n x

p p p
m m m  

  
 

 

 
 

Рис. 12 
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Рис. 13 
 

Очевидны следующие соотношения: 
 

; ; ; .
cos sin cos sin

n n n n
t x t x

p p m m
p p m m   

   
 

 
В качестве стандартного расчетного модуля колеса принимается 

нормальный модуль nm  на делительном цилиндре, то есть .nm m  

Зацепление косозубых колес в торцовом сечении аналогично  
зацеплению прямозубых колес. Поэтому геометрический расчет 
косозубых колес можно вести по формулам для прямозубых колес, 
исходя из параметров торцового сечения. Например, радиус дели-
тельной окружности 

 

,
2 2cos
tm z m z

r  


 

 
радиус основной окружности cos ,b tr r   где t  – угол профиля 

исходного контура, определяемый из соотношения  
 

tg tg 20
tg .

cos β cost
 

  


 

nP  

xP  

b 

  

tP  



41 

Минимальное число зубьев, нарезаемое без подрезания, 
 

 
min 2

2 cos
.

sin

a

t

h x
z

  



 

 
Например, при 0,x   20    и 21    получим min 14.z   

Косые зубья входят в зацепление не сразу по всей длине, как 
прямые зубья, а постепенно. Поэтому косозубая передача характе-
ризуется более плавной работой. Коэффициент перекрытия 

,        где   – коэффициент торцового перекрытия, опре-

деляемый, как и для прямозубых колес;   – коэффициент осевого 

перекрытия, равный  
 

sin
.

x

b b

p m


  


 

 
Косозубые колеса при тех же размерах позволяют передавать 

мощность большую, чем при прямозубых колесах. Недостатком ко-
созубых передач является возникающая в зацеплении дополнитель-
ная осевая сила, отсутствующая у прямозубых колес. Это требует 
установки упорных подшипников.  
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13. ОСОБЕННОСТИ ВНУТРЕННЕГО ЗАЦЕПЛЕНИЯ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ЭВОЛЬВЕНТНЫХ КОЛЕС 

 
В зубчатой передаче внутреннего зацепления одно из колес  

(шестерня 1) имеет внешние зубья с выпуклым профилем, а второе 
(колесо 2) – внутренние зубья с вогнутым профилем (рис. 14).  

 

 
 

Рис. 14 
 
В отличие от внешнего зацепления, контактная точка К  эволь-

вентных профилей может находиться на линии зацепления только 
за пределами отрезка 1 2N N  (рис. 15). 

Колеса с внутренними зубьями нарезаются в основном долбяком 
по методу обкатки, при этом подрезание зубьев у основания не мо-
жет иметь места, но может происходить срезание вершин зубьев 
(рис. 16) двух видов: 

1) срезание вершин ножкой зуба долбяка при заходе окружности 
вершин зубьев долбяка за предельную точку линии станочного  
зацепления; 

2) срезание вершин головкой зуба долбяка при радиальной  
подаче долбяка на глубину зуба. 



43 

 
 

Рис. 15 
 
Несмотря на то, что колесо с внутренними зубьями не может 

сцепляться с рейкой, геометрию его зубьев целесообразно строить, 
опираясь на геометрию того же исходного контура, который принят 
для колес с внешними зубьями. При таком подходе многие расчет-
ные формулы для колеса с внутренними зубьями получаются с по-

мощью введения в рассмотрение так назы-
ваемого совпадающего колеса с внешними 
зубьями (как шаблон и контршаблон).  
В частности, коэффициентом смещения  
у колеса с внутренними зубьями считается 
коэффициент смещения совпадающего ко-
леса. Приведем некоторые формулы: 

– межосевое расстояние 
 

 2 1
2 1

cos
;

2 cosW W W
W

m z z
a r r

 
  


 

Рис. 16 
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– толщина внутренних зубьев на делительной окружности 
 

2 22 tg ;
2

S x m
    

 
 

 
– коэффициент перекрытия 
 

   1 1 2 2tg tg tg tg
.

2

a W a Wz z


      
 


 

 
В передаче внутреннего зацепления может происходить интер-

ференция двух видов: 1) интерференция эвольвентного профиля 
зуба одного колеса с переходной кривой профиля зуба другого ко-
леса (как и во внешнем зацеплении); 2) интерференция профилей 
зубьев у их вершин (при малой разности чисел зубьев 2 1z z ).  

Для недопущения обоих видов интерференции в случае колес без 
смещения необходимо, чтобы 1 20,z   2 85,z   2 1 8.z z   

По сравнению с внешним зацеплением внутреннее зацепление  
характеризуется более высокой контактной прочностью (так как про-
исходит контакт выпуклого и вогнутого профилей), меньшим относи-
тельным скольжением зубьев и, следовательно, меньшим износом. 
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14. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ  
О НЕЭВОЛЬВЕНТНЫХ ЗАЦЕПЛЕНИЯХ 

 
14.1. Циклоидное зацепление 

 
Во внешнем зацеплении головки зубьев очерчены по эпициклои-

де, а ножки зубьев – по гипоциклоиде. Для получения профильных 
кривых используются две вспомогательные окружности 1S  и 2S  

(рис. 17), радиусы которых рекомендуется принимать равными 

 1,2 1,20,35 0,45 .Wr    При перекатывании без скольжения 

окружности 1S  по начальной окружности колеса 2 точка W  описы-

вает эпициклоиду 2 ,WЭ  а при перекатывании этой же окружности 

внутри начальной окружности колеса 1 точка W  описывает гипо-
циклоиду 1.WГ  Аналогично при перекатывании окружности 2S   

по начальным окружностям получаются эпициклоида 1WЭ  и гипо-

циклоида 2.WГ  Активная линия зацепления 1 2P P  состоит из дуг 

вспомогательных окружностей 1P W  и 2.WP  Угол зацепления 

переменный, в полюсе 0.W   К достоинствам циклоидного  

зацепления по сравнению с эвольвентным относятся: а) меньшее 
удельное давление, скольжение и износ зубьев, так как выпуклый 
профиль одного колеса (эпициклоида) контактирует с вогнутым 
профилем другого колеса (гипоциклоидой); б) больший коэффи-
циент перекрытия; в) малое допустимое число зубьев min 6z    

и возможность получения больших передаточных отношений 

12 12 15U    при небольших размерах колес. Недостатками цикло-

идного зацепления являются чувствительность к изменению межо-
севого расстояния, потребность в большом количестве зуборезного 
инструмента и его сложность. 

Циклоидное зацепление имеет ограниченное применение, преиму-
щественно в механизмах некоторых приборов, в винтовых насосах. 
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Рис. 17                                                                   Рис. 18 

 
14.2. Цевочное зацепление 

 
Если в циклоидном зацеплении в качестве вспомогательной 

окружности 2S  принять саму начальную окружность колеса 2,  

а в качестве вспомогательной окружности 1S  – точку, то профиль 

зуба колеса 2 превратится в точку. Для практического осуществле-
ния такой передачи вместо точки используют цилиндрик, называе-
мый цевкой, а профиль зуба колеса 1 выполняют по кривой, экви-
дистантной эпициклоиде (рис. 18). Цевки можно сделать вращаю-
щимися вокруг своих осей, что значительно снижает потери на 
трение в зацеплении. Цевочное зацепление применяется в основном 
в громоздких тихоходных передачах, например в поворотных меха-
низмах башенных кранов и экскаваторов при передаче вращения от 
малого зубчатого колеса к большому колесу (диаметром 2–3 м  
и более), выполняемому в виде цевочного. 

 
14.3. Часовое зацепление 

 
Часовое зацепление представляет собой приближенное циклоид-

ное. Головка зуба выполняется по дуге окружности, близкой к эпи-
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циклоиде, а ножка зуба имеет прямолинейное очертание, что соот-
ветствует гипоциклоиде, когда радиус вспомогательной окружности 

0,5 .Wr   Часовое зацепление применяется в часовых механизмах, 

счетчиках и других приборах при невысокой требовательности  
к кинематической точности передачи. 
 

14.4. Зацепление Новикова 
 

В теории эвольвентного зацепления рассматривается касание 
плоских эвольвентных профилей зубьев в точке на линии зацепле-
ния. Фактически же в реальных зубчатых колесах, имеющих опре-
деленную ширину венца, в зацеплении участвуют не профили, а 
поверхности зубьев, которые касаются по контактной линии на 
плоскости зацепления. Поэтому эвольвентное зацепление относится 
к зацеплениям с линейным контактом. 

В 1955 году М. Л. Новиков предложил качественно новое зацеп-
ление цилиндрических зубатых колес с точечным контактом. Это 
зацепление характеризуется тем, что в пространстве поверхности 
зубьев контактируют только в точке. В нормальном сечении профи-
ли зубьев очерчены по дугам окружностей. Выпуклые профили 
зубьев меньшего колеса 1 очерчены из центра, совпадающего с по-
люсом ,W  по дуге окружности радиуса 1 1,35 nm   (рис. 19).  

Вогнутые профили зубьев большего колеса 2 очерчены по дуге 
окружности радиуса  2 11,03 1,1     из точки, лежащей на  

линии .n n  При малой разнице радиусов 1  и 2  профили зубьев 
почти совпадают. Точка контакта К  в процессе передачи вращения 
перемещается по линии, параллельной осям колес, от одного торца 
колеса к другому. Эта линия и является линией зацепления. В тор-
цовом сечении нет линии зацепления и профили зубьев не являются 
взаимоогибаемыми кривыми. Непрерывность зацепления обеспечи-
вается тем, что колеса в зацеплении Новикова могут быть только 
косозубыми. Коэффициент торцового перекрытия 0,   а коэф-

фициент осевого перекрытия 1,1 1,3.    Угол наклона линии  

зуба на делительном цилиндре 10 30 .     Угол зацепления 

20 30 .t w     
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Рис. 19 
 
Во избежание интерференции зубьев одно из колес должно 

иметь только головку, а второе – ножку зуба. При этом головка зуба 
имеет выпуклый профиль, а ножка – вогнутый, каждый из которых 
заканчивается на начальной окружности. Хотя теоретически в за-
цеплении Новикова имеет место точечный контакт зубьев, в резуль-
тате приработки передачи под нагрузкой в зацеплении появляется 
площадка значительных размеров, что способствует существенному 
увеличению контактной прочности зубьев по сравнению с эволь-
вентным зацеплением. Использование зацепления Новикова целе-
сообразно в тяжело нагруженных передачах. Основной недостаток 
передач с зацеплением Новикова – это повышенная чувствитель-
ность к перекосам и изменению межосевого расстояния. 

Имеется разновидность зацепления Новикова с двумя линиями 
зацепления, параллельными осям колес (до полюса и за полюсом). 
В этом варианте головки зубьев обоих колес выпуклые, а ножки 
вогнутые. Такая передача обладает большей нагрузочной способно-
стью, чем передача с одной линией зацепления. 
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15. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О КОНИЧЕСКИХ  
ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧАХ 

 
Конические передачи используются для передачи вращения 

между пересекающимися осями. Аналогично начальным цилиндрам 
в цилиндрической зубчатой передаче в конической передаче рас-
сматриваются начальные конусы 1 и 2, касающиеся друг друга по 
общей образующей OW  и перекатывающиеся один по другому без 
скольжения (рис. 20). Общая образующая OW  является мгновен-
ной осью относительного вращения. Межосевой угол 1 2 ,      

где 1  и 2  – углы начальных конусов. Чаще всего 90 .    
 

 
 

Рис. 20 
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Так как 1 2,W WV V  то 1 1 2 2r r   и 1 1 2 2sin sin ,OW OW     

откуда передаточное отношение конической передачи 
 

1 2 2 2
12

2 1 1 1

sin
.

sin

r z
U

r z

 
   
 

 

 

Если 2 1,z z  то 12U U  – передаточное число. При заданных 

  и U  углы 1  и 2  определяются следующим образом: 
 

 12 1 1

1 1 1 1

sinsin sin cos cos sin sin
cos ,

sin sin sin tg
U

        
     

   
 

 

откуда  
 

1 2 1
sin

arctg , .
cosU


      

 
 

 

Если 90 ,    то 1
1

arctg .
U

   

У конических колес различают конусы вершин, впадин, дели-
тельный конус. Обычно делительный и начальный конусы совпа-
дают. Вершина конуса вершин не совпадает с вершиной начального 
конуса и конуса впадин. Это связано с требованием получить ради-
альный зазор в передаче постоянным по всей длине зубьев. 

Для упрощения некоторых расчетов конические колеса заменяют 
эквивалентными цилиндрическими колесами, которые получаются 
разверткой дополнительных конусов 3 и 4 на плоскость. Радиусы 
начальных окружностей эквивалентных цилиндрических колес 

 

1
1 1

1

;
cosV

r
r O W 


       2

2 2
2

.
cosV

r
r O W 


 

 

Числа зубьев 
 

1
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;
cosV

z
z 


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.
cosV

z
z 


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1Vz  и 2Vz  являются нецелыми числами и не округляются.  

Передаточное число эквивалентной цилиндрической передачи 
 

2 2 1 1

1 1 2 2

cos cos
.

cos cos

V
V

V

z z
U U

z z

 
  

 
 

 

Если 90 ,    то 2

1

1
.

tgVU U U 


 

В зависимости от формы линии зуба на развертке делительного 
конуса различают колеса: 1) с прямыми (рис. 21, а); 2) с тангенци-
альными (рис. 21, б); 3) с круговыми (рис. 21, в); 4) с криволиней-
ными зубьями. Наиболее высокие эксплуатационные показатели 
имеют конические передачи с круговыми зубьями. 

 

 
Рис. 21 

 

В осевом сечении колеса различают три формы зуба: 1) пропор-
ционально понижающиеся (рис. 22, а); 2) понижающиеся (рис. 22, б); 
3) равновысокие (рис. 22, в). 

 

 
 

Рис. 22 

в б а 

1  1  

a б в 
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Для прямозубых конических колес применяется только первая 
форма зуба. Теоретически сопряженными поверхностями зубьев 
конических колес могут быть эвольвентные конические поверхно-
сти. Однако эвольвентное зацепление для конических колес нетех-
нологично и на современных зубострогальных станках воспроизво-
дится лишь приближенно. Чаще всего конические колеса нарезают 
методом обкатки инструментом, в основу которого положено плос-
ковершинное производящее колесо с плоской боковой поверхно-
стью зубьев, у которого угол конуса вершин равен 90°. Зубья про-
изводящего колеса воспроизводятся движением двух резцов, каж-
дый из которых нарезает одну из сторон зуба конического колеса.  
В результате получается так называемое квазиэвольвентное зацеп-
ление, которое, строго говоря, является несопряженным. 
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16. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ЧЕРВЯЧНЫХ ПЕРЕДАЧАХ 
 
Червячные передачи используются для передачи вращения меж-

ду скрещивающимися осями. Как правило, угол скрещивания осей 
равен 90°. Червячная передача состоит из червяка 1 и червячного 
колеса 2 (рис. 23). 

 

 
 

Рис. 23 
 
На рис. 24 показана развертка винтовой линии витка на дели-

тельном цилиндре червяка. 
 

 
 

Рис. 24 
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Угол   называется углом подъема линии витка, h  – ходом витка, 

причем 1 1,h z p  где 1z  – число витков (заходов), 1p  – осевой шаг 

червяка. 
 

1 1 1

1 1 1

tg ,
z p m zh

d d d
   

 
 

 

где 
1p

m 


 – осевой модуль червяка.  

Отношение 
1d

q
m

  называется коэффициентом диаметра чер-

вяка. Тогда 
 

1
tg .

z

q
   

 
Значения m  и q  определены стандартом. Обычно 1 1 4,z    

8 28,q    2 24 120.z    В кинематических передачах величина 2z  

может доходить до 1000. 
Для нормальной работы передачи необходимо, чтобы осевой шаг 

червяка 1p  и окружной шаг колеса по начальной окружности 2p  

были равны: 1 2 .p p m    Угол наклона зубьев колеса   должен 

быть равен углу подъема линии витка червяка .  

На рис. 25 показан план скоростей, построенный из точки W  ка-
сания начальных цилиндров червяка и колеса согласно уравнению 

2 1 21,V V V   где 1 1 1,V r   2 2 2V r   – окружные скорости чер-

вяка и колеса, 21V  – относительная скорость, направленная вдоль 

касательной t t  к винтовым линиям. Построение соответствует 
правой винтовой линии червяка. 
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Рис. 25 
 
Из треугольника скоростей 2 1 tgV V   и 2 2 1 1 tg ,r r     отку-

да передаточное отношение червячной передачи 
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Так как 
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Так как 2z  > 1,z  то 12U U  – передаточное число. 

В отличие от цилиндрических и конических передач в червячной 
передаче имеет место значительное скольжение вдоль винтовых 
линий 
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В качестве поверхностей витков червяка чаще всего используют-
ся архимедова и эвольвентная винтовые поверхности. У архимедова 
червяка в поперечном сечении получается спираль Архимеда,  
а в продольном сечении – рейка с прямолинейными профилями.  
У эвольвентного червяка соответственно получаются эвольвента 
окружности и рейка с выпуклыми профилями. 

Достоинства червячных передач – компактность при больших 
передаточных числах, плавность и бесшумность работы. Недостат-
ки – сравнительно низкий КПД, повышенная скорость скольжения, 
потребность в дорогостоящих антифрикционных материалах для 
изготовления колеса. 
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