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1 ПЕРЕЧЕНЬ МАТЕРИАЛОВ 

Электронный учебно-методический комплекс по учебной дисциплине 

«МАТЕМАТИКА. Часть 1» состоит из следующих разделов: 

– кратких теоретических материалов по курсу математики первого семе-

стра обучения; 

– материалов для проведения практических занятий по учебной дисцип-

лине; 

– материалов для текущей и итоговой аттестации; 

– вспомогательных материалов. 

Теоретический раздел ЭУМК содержит материалы для теоретического 

изучения учебной дисциплины в объеме, установленном учебным планом 

по специальности. 

Практический раздел ЭУМК содержит материалы для проведения 

практических занятий в аудитории и заданий для самостоятельной работы. 

Раздел контроля знаний ЭУМК содержит материалы текущей и итого-

вой аттестации, позволяющие определить соответствие результатов учебной 

деятельности обучающихся требованиям образовательных стандартов выс-

шего образования и учебно-программной документации, и представлен ти-

повыми расчетами по темам учебной дисциплины и тестами. В разделе тес-

тов приведен пример их решения и размещены ответы ко всем тестам. 

Вспомогательный раздел ЭУМК содержит программу дисциплины, 

экзаменационные вопросы, перечень учебно-методических пособий, реко-

мендуемых к использованию в образовательном процессе. 
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2 ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА 

ЭУМК предназначен для изучения дисциплины «МАТЕМАТИКА». Он 

содержит набор методических материалов по этой дисциплине. 

ЭУМК состоит из четырех частей. 

Теоретический раздел содержит набор методических материалов по 

этому предмету: рекомендаций студенту для работы с дисциплиной, крат-

ких теоретических материалов, посвященных изложению в наглядном виде 

основных определений, свойств, формул и теорем, сопровождающихся под-

робными примерами. 

Практический раздел содержит практикум по дисциплине, состоящий 

из материалов для проведения аудиторных занятий по математике. Каждое 

занятие содержит задачи для домашней работы с ответами. 

Раздел контроля знаний содержит типовые расчеты, тесты для органи-

зации текущего контроля знаний студентов и контрольные работы (30 вари-

антов) для студентов заочного отделения. 

Вспомогательный раздел содержит программу дисциплины, перечень 

экзаменационных вопросов, список рекомендуемой. 

Конспект лекций в ЭУМК представляет собой гипертекстовый pdf-

документ, предоставляющий возможность навигации по содержанию доку-

мента. Все задачи в практикуме снабжены ответами, которые могут быть 

использованы для самоконтроля. В конце каждого раздела практикума 

предложены 30 вариантов типовых расчетов, предназначенных для само-

стоятельного выполнения. Тестовые задания при текущем контроле могут 

быть выполнены как в аудитории, так и в компьютерной системе тестирова-

ния. 
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3 ОБЩИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ СТУДЕНТУ  

ПО РАБОТЕ НАД ДИСЦИПЛИНОЙ «МАТЕМАТИКА» 

Основными формами обучения студента являются лекции, практические занятия и само-

стоятельная работа над учебным материалом, которая состоит из следующих этапов: 

– изучения теоретического материала по учебникам, учебным пособиям, конспектам лек-

ций и т.д.; 

– решения задач и упражнений; 

– выполнения контрольных работ. 

Рассмотрим некоторые из них. 

Работа с учебником 

1. Изучая материал по учебнику, к следующему вопросу следует переходить только после 

правильного понимания предыдущего, производя самостоятельно на бумаге все вычисления 

(в том числе и те, которые ради краткости опущены в учебнике) и выполняя имеющиеся в 

учебнике чертежи. 

2. Особое внимание следует обращать на определение основных понятий. Студент должен 

подробно разбирать примеры, которые поясняют такие определения, и уметь строить анало-

гичные примеры самостоятельно. 

3. Необходимо помнить, что каждая теорема состоит из предположений и утверждения. 

Все предположения должны обязательно использоваться в доказательстве. Нужно точно 

представлять то, в каком месте доказательства использовано каждое предположение теоре-

мы. Полезно составлять схему доказательств теорем. Правильному пониманию многих тео-

рем помогает разбор примеров математических объектов, обладающих и не обладающих 

свойствами, указанными в предположениях и утверждениях теорем. 

4. При изучении материала по учебнику полезно вести конспект, в который рекомендуется 

вписывать определения, формулировки теорем, формулы, уравнения и т.д. На полях следует 

отмечать вопросы, выделенные студентом для получения письменной или устной консульта-

ции преподавателя. 

5. Процесс письменного оформления работы студента с учебником имеет исключительно 

важное значение. Записи в конспекте должны быть сделаны чисто, аккуратно и расположены 

в определенном порядке. Хорошее внешнее оформление конспекта по изученному материалу 

приучает студента к необходимому в работе порядку и позволяет ему избежать многочис-

ленных ошибок, которые происходят из-за небрежных, беспорядочных записей. 

6. Выводы, полученные в виде формул, рекомендуется в конспекте подчеркивать или об-

водить рамкой (желательно чернилами другого цвета), чтобы при перечитывании конспекта 
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они выделялись и лучше запоминались. Опыт показывает, что многим студентам помогает в 

работе составление листа, содержащего важнейшие и наиболее часто употребляемые форму-

лы курса. Такой лист не только помогает запомнить формулы, но и может служить постоян-

ным справочником для студента. 

Список рекомендованной литературы приведен в конце методических указаний. 

Решение задач 

1. Чтение учебника должно сопровождаться решением задач, для чего рекомендуется за-

вести специальную тетрадь. 

2. При решении задач нужно обосновать каждый этап решения, исходя из теоретических 

положений курса. Если студент видит несколько путей решения, то он должен сравнить их и 

выбрать самый лучший. До начала вычислений полезно составить краткий план решения. 

3. Решения задач и примеров следует излагать подробно, вычисления располагать в стро-

гом порядке, отделяя вспомогательные вычисления от основных. Чертежи можно выполнять 

от р уки, но аккур атно и в со о тветствии с данными условиями. Если чертеж требует особо 

тщательного выполнения (например, при графической проверке решения, полученного пу-

тем вычислений), то следует пользоваться линейкой, транспортиром, лекалом и указывать 

масштаб. 

4. Решение каждой задачи должно доводиться до ответа, требуемого условием, и, по воз-

мо жности, в общем виде с выводом фор мулы. Затем в полученную фор мулу подставляют 

числовые значения (если они даны). В промежуточных вычислениях не следует вводить 

приближенные значения корней, числа π и т.д. 

5. Полученный ответ следует проверять способами, вытекающими из существа данной за-

дачи. Если, например, решалась задача с конкретным физическим или геометрическим со-

держанием, то полезно, прежде всего, проверить размерность полученного ответа. Полезно 

также, если возможно, решить задачу несколькими способами и сравнить полученные ре-

зультаты. 

6. Решение задач определенного типа нужно продолжать до приобретения твердых навы-

ков в их решении. 

Самопроверка 

1. После изучения определенной темы по учебнику и решения достаточного количества 

соответствующих задач студенту рекомендуется воспроизвести по памяти определения, вы-

воды формул, формулировки и доказательства теорем. В случае необходимости надо еще раз 

внимательно разобраться в материале учебника, решить ряд задач. 

2. Иногда недостаточность усвоения того или иного вопроса выясняется только при изу-
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чении дальнейшего материала. В этом случае надо вернуться назад и повторить плохо усво-

енный раздел. 

3. Важным критерием усвоения теории является умение решать задачи на пройденный ма-

териал. Однако здесь следует предостеречь студента от весьма распространенной ошибки, 

заключающейся в том, что благополучное решение задач воспринимается им как признак 

усвоения теории. Часто правильное решение задачи получается в результате применения ме-

ханически заученных формул, без понимания существа дела. Можно сказать, что умение ре-

шать задачи является необходимым, но не достаточным условием хорошего знания теории. 

Консультации 

1. Если в процессе работы над изучением теоретического материала или при решении за-

дач у студента возникают вопросы, разрешить которые самостоятельно не удается (неяс-

ность терминов, формулировок теорем, отдельных задач и др.), то он может обратиться к 

преподавателю для получения от него письменной или устной консультации. 

2. В своих запросах студент должен точно указать, в чем он испытывает затруднение. Ес-

ли он не разобрался в теоретических объяснениях, или в доказательстве теоремы, или в вы-

воде формулы по учебнику, то нужно указать, какой это учебник, год его издания и страни-

цу, где рассмотрен затрудняющий его вопрос, и что именно его затрудняет. Если студент ис-

пытывает затруднение при решении задачи, то следует указать характер этого затруднения, 

привести предполагаемый план решения. 

3. За консультацией следует обращаться и при сомнении в правильности ответов на во-

просы для самопроверки. 

Краткие советы-рекомендации студентам по организации  

своей учебно-профессиональной деятельности в ходе вузовского обучения 

Вступительные экзамены позади, и теперь Вы можете гордо заявить: «Я – студент БНТУ!» 

Казалось бы, можно вздохнуть с облегчением – страхи и волнения позади, а впереди – но-

вая и интересная студенческая жизнь. Но расслабляться еще рано – именно первый курс 

профессионального обучения является наиболее трудным. 

Будьте готовы к тому, что обучение в профессиональном учебном заведении существенно 

отличается от обучения в школе: учебная нагрузка больше и предметы сложнее; от студента 

требуется максимум самостоятельности и ответственности в изучении дисциплин; для ус-

пешного обучения необходимы такие качества как организованность и развитый самокон-

троль. Ваша успеваемость, а, следовательно, и уровень Вашей подготовки как будущего спе-

циалиста во многом зависит от первых месяцев пребывания в университете. Сумели адапти-

роваться – успеваете, не сумели – отстаете.  
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Наиболее общими причинами отставания многих студентов является  неорганизован-

ность, неумение распределять рабочее время для самостоятельной подготовки, недостаточ-

ная подготовленность в средней школе, неумение быстро приспосабливаться к новым фор-

мам и методам вузовского обучения, увлечение другими видами деятельности, отсутствие 

регулярного контроля над ходом учебы. 

Первокурснику предстоит: 

• Осознать себя в новом качестве («Я – студент»). 

Начинается все с того, что молодой человек ощущает что, поступив, сделал что-то очень 

важное, поднялся на новую жизненную ступень. Но, попав в студенческое сообщество, по-

нимает, что он ничем не выделяется – все одногруппники в одинаковом положении. Весь ав-

торитет, заработанный в школе, мало кого интересует, и предстоит заявлять о себе заново, 

прежде чем тебя начнут серьезно воспринимать. Но в этой ситуации есть и положительный 

момент – для учеников, чьи успехи в школе были не блестящи, это прекрасная возможность 

начать все с чистого листа и проявить себя с лучшей стороны. 

• Влиться в студенческий коллектив. 

Со временем каждый займет свою нишу в коллективе, но пока никто никого не знает. 

• Найти общий язык с преподавателями. Их много и все с разными требованиями. Но в 

одном точка зрения преподавателей совпадает: успешный студент – самостоятельный и от-

ветственный. 

• Разобраться в новой ситуации обучения и привыкнуть к ней. 

План действий на первое время (до начала учебы): 

– узнайте номер группы, в которую Вы зачислены;  

– заведите блокнот для важной информации. Перепишите в него расписание занятий; 

– принесите с собой ручки разных цветов для удобства ведения конспекта и несколько 

чистых толстых тетрадей (в зависимости от количества учебных дисциплин в этот день);  

– придите немного раньше начала занятий, чтобы не спеша определиться с расположени-

ем нужных аудиторий в учебных корпусах. Обычно номера кабинетов трехзначные – первая 

цифра означает этаж, а последующие – порядковый номер аудитории. 

Типичные ошибки студентов-первокурсников: 

1. Прогулы. 

Кажется, пропустишь одну-две-три пары и ничего не потеряешь. Но это опасное ложное 

ощущение! В один «прекрасный» момент увидишь, что упустил много и догнать остальных 

будет очень трудно. Помните – успех складывается из ежедневных усилий! 

2. Отчаяние. 

Не пасуйте перед трудностями! Как бы трудно не приходилось, не опускайте руки! Не 
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сдал что-то с первого раза – подготовься к пересдаче. А кто сказал, что будет легко?! Тяжело 

в учении, легко в бою! 

И помните, что первый год обучения – самый важный, так как именно в это время про-

исходит формирование основных учебных навыков, закладка базовых знаний. От этого за-

висит успешность обучения в профессиональном учебном заведении вообще. 

Таким образом, на первом курсе нужно как можно больше сил и времени отдавать учебе, 

чтобы в последующем иметь возможность спокойно, безболезненно сочетать учебу с личной 

жизнью, досугами и другими сферами жизни. Ваш успех в ваших руках! 

Одной из ведущих дисциплин естественнонаучного цикла, которую Вам предстоит изучать 

на первом и втором курсах, является математика. Она создает базу для специальной подго-

товки, дает возможность творчески решать проблемы современного производства. Кроме то-

го, вооружение навыками самостоятельной творческой работы и самообразования происхо-

дит особенно активно в процессе изучения математики. Объясняется это тем, что среди изу-

чаемых Вами на первом курсе дисциплин математика занимает значительную часть времени, 

причем для овладения ею необходим большой и целеустремленный труд, требуются умст-

венные и волевые усилия, концентрация внимания, активность и систематичность, развитое 

воображение. Вот почему при обучении математике последовательно и планомерно форми-

руются у студентов рациональные приемы учебной деятельности, умения и навыки умствен-

ного труда: планирование своей работы, поиск рациональных путей ее выполнения, критиче-

ская оценка результатов. 

Основными формами обучения математике в университетах являются лекции, практиче-

ские занятия, самостоятельная работа над учебным материалом, которая состоит из сле-

дующих этапов: 

• изучения теоретического материала по учебникам, учебным пособиям, конспектам 

лекций и т.д.; 

• решения задач и упражнений на практических занятиях; 

• выполнения домашних заданий, типовых расчетов. 

Завершающим этапом изучения отдельных частей курса математики является сдача заче-

тов и экзаменов в соответствии с учебным планом. 

Советы по конспектированию лекций. 

• Содержание лекции запишите. Запись поможет вам осознать план и логику изложе-

ния, осмыслить материал и сосредоточить внимание на основных вопросах. Наличие кон-

спекта лекции позволит вам лучше разобраться в новом материале, додумать и расширить 

его с помощью учебной литературы. 
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• Записывайте лишь самое главное, не стремитесь зафиксировать всё слово в слово. 

Практически получается так, что вы, не успев записывать дословно, делаете пропуски, у вас 

появляются пустые места и, таким образом, упускаете самое главное. Такая запись лишена 

логического смысла, а потому негодна для использования. 

• Не стремитесь записывать содержание лекции кратко, настолько кратко, что вы упус-

каете при этом основные положения. 

• Не ограничивайтесь записью заголовка, плана и рекомендуемой литературы. Такие 

записи не отображают основного содержания лекции, и пользоваться ими невозможно. 

• Мысль преподавателя излагайте своими словами. Такая форма записи позволит вам 

не только понять услышанное, но и усвоить его. Осмысливая, перерабатывая поступающую 

информацию, вы можете сохранить устойчивое внимание и предотвратить механическое 

воздействие. 

При конспектировании лекций соблюдайте ряд правил: 

1) Учитесь следить за мыслью преподавателя во время изложения нового материала, раз-

деляйте своё внимание между отдельными положениями лекции. 

2) Обращайте внимание на тон изложения, интонацию (главные предложения выделяются 

и произносятся громче). 

3) Записи по каждому предмету ведите в отдельной тетради, не пишите на разных лист-

ках, которые, как правило, теряются. 

Как готовиться к экзаменам. 

 Как ни странно, но лучший способ хорошо сдать экзамен – это регулярно заниматься 

в течение года. Тогда материал будет постепенно укладываться в голове, перерабатываться и 

систематизироваться. Новые знания по изучаемому материалу будут поступать уже на под-

готовленную почву, а уже имеющиеся в голове под их воздействием будут дополняться и 

переосмысливаться. И перед экзаменом такой учащийся с удивлением поймёт, что, оказыва-

ется, учить – то ничего и не надо, он и так уже всё знает. 

 Ваш джентльменский набор для сдачи экзаменов должен состоять из списка билетов, 

конспектов лекций и нескольких учебников. Если «раскопаете» в интернете чьи-то шпаргалки 

– тоже очень хорошо.  

 Расписание экзаменов составляется таким образом, чтобы перерыв между двумя эк-

заменами был не менее 3 дней. Поэтому делите количество свободных дней на количество 

билетов и начинайте подготовку. 

 Время подготовки к экзамену надо разумно распределить. Не следует заниматься по 

много часов без перерывов. Лучше учить блоками – усвоил тему, закрепил её и отдохнул. 

Затем кратко повторил, что заучил, и – за новую тему. Не стоит заниматься и по ночам, на-
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оборот, готовясь к экзаменам, надо хорошо выспаться, тогда и голова будет работать лучше. 

Психологи иногда советуют устраивать себе в дни подготовки к экзаменам дробный сон – 

меньше спать ночью (раньше вставать, а не позже ложиться), но зато спать днём, как в дет-

садовский «тихий час». Перед сном можно повторить особо трудный материал. Как извест-

но, хорошо запоминается то, что было выучено последним. Кроме того, во время сна полу-

ченные знания будут перерабатываться мозгом, и переходить в долговременную память в 

спокойной обстановке, не подгоняемые поступающей новой информацией. 

 Выбирайте в первую очередь самые трудные для себя вопросы, т.к. потом у вас не бу-

дет времени их подготовить. То, что знаете хорошо, повторите в самом конце подготовки. 

 Если любите писать шпаргалки – пишите на здоровье. 

Готовить шпаргалки полезно, но пользоваться ими рискованно. Главный смысл подготов-

ки шпаргалок – это систематизация и оптимизация знаний по данному предмету, что само по 

себе прекрасно – это очень сложная и важная для студента работа, более сложная и важная 

чем «тупое», «методическое» и «спокойное» поглощение массы (точнее – «кучи») учебной 

информации. Если студент самостоятельно подготовил такие шпаргалки, то, скорее всего, он 

и экзамены сдавать будет более уверенно, так как у него уже сформирована общая ориенти-

ровка в сложном материале. К сожалению, многие студенты даже в собственных конспектах 

часто ориентируются очень плохо. 

Например, иногда мы проводили экзамены, разрешая пользоваться своими конспектами (и 

даже учебниками) во время самого ответа. Иногда нескольких секунд было достаточно, что-

бы оценить, заглядывал ли студент в свои конспекты (и тем более в книги) при подготовке к 

данному ответу. 

Что делать, если экзамен не сдан? 

• Первое и главное – не впадать в отчаяние.  

• Не пытайтесь скандалить с преподавателями, обвиняя его в несправедливой оценке 

вашего ответа, сохраняйте собственное достоинство. 

Следующие рекомендации помогут вам добиться успеха на переэкзаменовке: 

– смиритесь с ситуацией, обида – плохой помощник в подготовке; 

– относитесь к ситуации как к благоприятной возможности освоить то, в чём вы оказались 

недостаточно сильны; 

– определите, что вы конкретно не знали. 

Авторы надеются, что приведенные рекомендации помогут успешно освоить не только 

математические дисциплины, но и другие предметы во время обучения в высшем учебном 

заведении. 
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4 ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

4.1 Матрицы. Основные определения. Операции над матрицами 

О п р е д е л е н и е . Матрицей размера m × n называется прямоугольная таблица из чи-

сел njmiaij ,,2,1,,,2,1,  ==  вида 



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A









21

22221

11211

, 

состоящая из m строк и n столбцов. Элементы матрицы A нумеруются двумя индексами. Для 

обозначения матриц применяются также и квадратные скобки. Так, элемент 32a  означает 

принадлежность третьей строке и второму столбцу. Сокращенно будем писать 

( ) njmiaA ij ,1,,1, === . Если nm = , то матрица называется квадратной порядка n. Матрица 

может содержать только одну строку ( 1=i ) или один столбец ( 1=j ). Для квадратной матри-

цы nnA ×  элементы nnaaa ,,, 2211   составляют главную диагональ. Нулевой называется матри-

ца, все элементы которой равны нулю; ее обозначают буквой O. Квадратная матрица, у кото-

рой все элементы, не стоящие на главной диагонали, равны нулю, называется диагональной. 

Диагональная матрица, у которой все элементы главной диагонали равны единице, называет-

ся единичной. Единичная матрица обозначается буквой E. Квадратная матрица называется 

треугольной, если все элементы, расположенные по одну сторону от главной диагонали, 

равны нулю. Матрица, полученная из данной заменой каждой ее строки столбцом с тем же 

номером, называется транспонированной. Ее обозначают TA . Так, если 







π

−
=

50
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A , то 

















π
−=
4

52
01

TA , причем ( ) AAAAAA
TTTT === ×× ,, 2332 . 

Основными операциями над матрицами являются: сложение (вычитание) матриц; умно-

жение матриц на число; умножение матриц. Операции сложения (вычитания) вводятся толь-

ко для матриц одинаковых размеров. 

О п р е д е л е н и е . Суммой BA+  матриц ( )ijaA =  и ( )ijbB =  одинаковых размеров nm×  

называется матрица ( )ijcC =  того же размера nm× , каждый элемент которой равен сумме со-

ответствующих элементов матриц A и B: 

 

Аналогично вводится понятие разности двух матриц BAC −= . 

njmibac ijijij ,1,,1, ==+= ..                                        ((44..11))  
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О п р е д е л е н и е .  Произведением матрицы nmA ×  и числа α называется матрица nmB ×  

такая, что α⋅=⋅α= AAB  и 

 
П р и м е р  4.1. Найти матрицу X, удовлетворяющую условию EAX 43 −= , где 
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Р е ш е н и е . В данном случае 
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Произведение матрицы A и матрицы B вводится только в том случае, когда число столб-

цов матрицы A равно числу строк матрицы B, т. е. если A – матрица размера nm× , то B 

должна иметь размер kn× . 

О п р е д е л е н и е . Произведением AB матрицы nmA ×  и матрицы knB ×  называется мат-

рица kmC × , элементы которой ijc  находятся по формуле 

 

или njmibac
n

s
sjisij ,1,,1,

1
==⋅= ∑

=
. 

Если существует произведение BA ⋅ , то произведение AB ⋅  может и не существовать. 

Может быть, что при существовании AB ⋅  ABBA ⋅≠⋅ . Если ABBA ⋅=⋅ , то матрицы A и B 

называются перестановочными (или коммутирующими). 

П р и м е р  4.2. Найти произведение матриц 
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Ответ: 
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njmibababac njinjijiij ,1,,1,2211 ==⋅++⋅+⋅=  ,,        ((44..33))  

njmiab ijij ,1,,1, ==α= ..                                                    ((44..22))  
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Заметим, что и произведение AB ⋅  существует: 
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01
AB , причем ABBA ⋅≠⋅ . 

4.2 Определители. Миноры и алгебраические дополнения 

Каждой квадратной матрице A порядка n можно поставить в соответствие число 

( )∆ илиdet AA , которое называется ее определителем. Рассмотрим определители 1-го, 2-го и 

3-го порядков. 

1. Пусть ( )11,1 aAn == . Определитель 11det aA = . 

2. Пусть 







==

2221

1211,2
aa
aa

An . Определитель второго порядка 

 

Вычисление определителя 2-го порядка изображается схемой: 

 

 

диагонали
побочной
элементов

иепроизведен
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элементов
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••
••

−
••
••

=
••
••

 

3. Пусть 















==

333231

232221

131211

,3
aaa
aaa
aaa

An . Определитель третьего порядка 

 
 

Определители третьего порядка обычно вычисляются с использованием правила тре-

угольников (или правила Саррюса). Суть его в том, что определитель в (4.5) состоит из трех 

слагаемых, взятых со знаком «+» по схеме (рис. 4.1, а) и трех слагаемых, взятых со знаком  

«–» по схеме (рис. 4.1, б). 

.

det

112332331221132231312312

133221332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaa

aaaaaa
aaa
aaa
aaa

A

−−−+

++==
          ((44..55))  

21122211
2221

1211det aaaa
aa
aa

A ⋅−⋅== ..                                ((44..44))  
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                                 (+)                                                                             (–) 

                                  а                                                                                б 

Рис. 4.1 

П р и м е р  4.3. Найти определитель матрицы 







−

=
42
321

A . 

Р е ш е н и е . По формуле (4.4) имеем: ( ) 9068432421
42
321

det =+=⋅−−⋅=
−

=A . 

П р и м е р  4.4. Найти определитель матрицы 















−
−−

=
645
127
312

A . 

Р е ш е н и е . По формуле (4.5) имеем: ( ) ( ) ( ) ( )−−⋅⋅−⋅−⋅+−⋅⋅+⋅⋅−= 325511347622det A  

( ) ( ) 133214617 −=−⋅−⋅−⋅⋅− . 

Пусть дана квадратная матрица 4-го порядка 4=n . Выберем в ней произвольно s строк и s 

столбцов ( ns ≤≤1 ). Элементы, стоящие на пересечении s строк и s столбцов, образуют мат-

рицу порядка s. Определитель этой матрицы называется минором порядка s и обозначается 

M. Оставшиеся элементы матрицы образуют определитель, который называется дополни-

тельным к минору M и обозначается через M′. Так, например, для матрицы 



















=

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

A  при 2=s  выберем вторую и третью строки, первый и четвертый 

столбец. Тогда минором второго порядка будет определитель 
3431

2421

aa
aa

M = , а дополнитель-

ным минором будет определитель 
4342

1312

aa
aa

M =′ . 

Каждый элемент матрицы 4-го порядка является минором первого порядка. Дополнитель-

ный минор является определителем 3-го порядка, обозначаемый ijM , соответствующий эле-

менту ija . 
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О п р е д е л е н и е .  Алгебраическим дополнением ijA  элемента ija  называется дополни-

тельный минор ijM , умноженный на ( ) ji+−1 , т. е. 

 

Тогда будем считать по определению, что определитель матрицы четвертого порядка 

 

Формула (4.7) называется разложением определителя четвертого порядка по элемен-

там i-й строки. Можно показать, что 

 

(разложение определителя по элементам j-го столбца). Аналогично можно ввести поня-

тие определителя n-го порядка. 

Назовем строки и столбцы матрицы ее рядами. 

 

Теорема (о разложении определителя по элементам ряда). Определитель квадрат-

ной матрицы порядка ( )1>nn  равен сумме произведений элементов некоторого ряда на 

их алгебраические дополнения, т. е. справедлива формула 

 

 

Для 3=n  и 1=i  формула (4.9) примет вид 
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..  ((44..99))  

4,1,det 44332211 =+++= jAaAaAaAaA jjjjjjjj                   ((44..88))  
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( ) ij
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ij MA +−= 1 ..                                                                  ((44..66))  
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где 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .11

,11

,11

3231

222131
13

31
13

3331

232121
12

21
12

3332

232211
11

11
11

aa
aa

MA

aa
aa

MA

aa
aa

MA

++

++

++

−=⋅−=

−=⋅−=

−=⋅−=

 

Приведем некоторые свойства определителей: 

1) Определитель матрицы равен определителю транспонированной матрицы, т. е. 
TAA detdet = . 

2) Если поменять местами два столбца (две строки) определителя, то он изменит знак на 

противоположный. 

3) Определитель, имеющий нулевой ряд, равен нулю. 

4) Определитель, имеющий два одинаковых параллельных ряда, равен нулю. 

5) Общий множитель элементов какого-либо ряда можно вынести за знак определителя. 

6) Если соответствующие элементы двух параллельных рядов определителя пропорцио-

нальны, то он равен нулю. 

7) Если к элементам одного ряда определителя прибавить элементы другого параллельно-

го ряда, умноженные на число R∈λ , то величина определителя не изменится. 

П р и м е р  4.5. Вычислить определитель матрицы 















−

−
=

221
432
011

A , р азло жив его по элемен-

там первой строки. 

Р е ш е н и е . Воспользуемся формулой (4.10): ( ) 131211 011
221
432
011

det AAAA ⋅+⋅−+⋅=−
−

= ,  

где 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) .1082708121det

.71322
21
32

1

;81422
21
42

1

;22423
22
43

1

31
13

21
12

11
11

−=−−=−⋅+⋅−+−⋅=

−=⋅−⋅−=
−

⋅−=

=⋅−⋅−−=
−

⋅−=

−=⋅−⋅=⋅−=

+

+

+

A

A

A

A

 

Заметим, что 13A  можно было и не вычислять, т. к. 013 =a . 
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4.3 Обратная матрица 

Пусть A – квадратная матрица n-го порядка  



















=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A









21

22221

11211

. 

О п р е д е л е н и е .  Квадратная матрица A называется невырожденной, если ее опреде-

литель не равен нулю, т. е. 0det ≠=∆ A . Если 0det ==∆ A , то матрица A называется вырож-

денной. 

Матрица 1−A  называется обратной к квадратной матрице A, если выполняется равенство 

 

где E – единичная матрица. 

 

Теорема. Для невырожденной матрицы A существует единственная обратная матрица 
1−A . 

 

В случае квадратной матрицы n-го порядка обратная матрица находится по формуле 

 

где ijA  – алгебраические дополнения элементов ija  матрицы A. Для квадратной матрицы 

третьего порядка формула (4.12) имеет следующий вид: 

 

П р и м е р  4.6. Найти матрицу 1−A , обратную к матрице 















−

−
=

221
432
011

A . 

Р е ш е н и е . Так как 010det ≠−==∆ A  (см. пример 4.5), то матрица A невырожденная и 

обратная матрица 1−A  существует. Найдем алгебраические дополнения элементов матрицы 

A: 

















∆
=−

332313

322212

312111
1 1

AAA
AAA
AAA

A ..                                              ((44..1133))  

EAAAA =⋅=⋅ −− 11 ,,                                                        ((44..1111))  



















∆
=−

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A









21

22212

12111

1 1
,,                                      ((44..1122))  
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.1;4;4;3

;2;2)02(1
21
01

)1(

;2;2)02(1
22
01

)1(

;7;7)34(1
21
32

)1(

;8;8)44(1
21
42

)1(

;2;2)86(1
22
43

)1(

33323123

22
22

22

21
12

21

13
31

13

12
21

12

11
11

11

=−=−=−=

==−⋅=⋅−=

==−−⋅−=
−
⋅−=

−=−=−−⋅=
−
⋅−=

==−−⋅−=
−
⋅−=

−=−=−⋅=⋅−=

+

+

+

+

+

AAAA

AA

AA

AA

AA

AA

 

Подставляя все данные в (4.13), получаем обратную матрицу 
















−−
−

=
















−−
−
−−

−=−

1,03,07,0
4,02,08,0
4,02,02,0

137
428
422

10
11A . 

П р и м е р  4.7. Решить матричное уравнение 






 −
=







−
⋅

1040
2050

31
21

X . 

Р е ш е н и е . Определитель 0523
31
21

≠−=−−=
−

=∆ . Матрица невырожденная, находим 

алгебраические дополнения:  

.1;2;22)1(;33)1( 2221
21

12
11

11 −=−=−=⋅−==⋅−= ++ AAAA  

Обозначим 






 −
=







−
=

1040
2050

,
31
21

BA , тогда матричное уравнение запишется в виде 

BAX =⋅ . Умножим обе части последнего уравнения на 1−A  справа: 11 −− ⋅=⋅⋅ ABAAX . Так 

как EAA =⋅ −1 , то 11 −− ⋅=⇒⋅=⋅ ABXABEX . Найдем обратную матрицу 1−A  по формуле 

(4.12) при 2=n . 

 

Следовательно, 







−−
−

−=−

11
23

5
11A . 

Находим матрицу 







−−
−







−⋅







 −
=⋅= −

11
23

5
1

1040
2050

;1 XABX . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

=







−⋅+−⋅−⋅+⋅
−⋅−+−⋅−⋅−+⋅

−=
110240110340

120250120350

5

1
X   









∆

=−

2212

21111 1
AA
AA

A ..                                                        ((44..1144))  
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.
1822
1634

5

90

5

110
5

80

5

170

90110
80170

5

1








−
−

=



















−

−

−

−

−
−

=







−
−

−=  

Ответ: 







−
−

=
1822
1634

X . 

Отметим некоторые свойства обратных матриц. 

1) ( )
A

A
det

1det 1 =− ; 

2) ( ) 111 −−− ⋅=⋅ ABBA ; 

3) ( ) ( ) 11 −− = TT
AA . 

4.4 Ранг матрицы 

О п р е д е л е н и е .  Рангом матрицы называется наибольший из порядков ее миноров, 

отличных от нуля. Если все миноры матрицы равны нулю, то ранг матрицы считается рав-

ным нулю. Обозначения: rrA A ,;rang . 

О п р е д е л е н и е .  Базисным минором матрицы называется отличный от нуля ее ми-

нор, порядок которого равен рангу матрицы. 

Для ненулевой матрицы существует базисный минор, вообще говоря, не единственный. 

Для матрицы 







−
−

=
424
212

A  ранг 1=Ar , т. к. существует минор 1-го порядка, отличный от 

нуля (например, 022 ≠= ), а все миноры 2-го порядка равны нулю (в силу пропорционально-

сти строк). Базисным минором является каждый минор 1-го порядка. 

Для матрицы 







=

43
21

B  ранг 2=Br , т. к. 02det ≠−=B . Единственный базисный минор 

матрицы B совпадает с ее определителем 
43
21

. 

О п р е д е л е н и е .  Минором, окаймляющим минор M порядка k матрицы A, называет-

ся минор порядка ( 1+k ) этой матрицы, содержащий минор M. 

О п р е д е л е н и е .  Элементарными преобразованиями матрицы назовем следующие 

операции: 

1) умножение строки (столбца) матрицы на число, отличное от нуля; 

2) прибавление к одной строке (столбцу) матрицы другой строки (столбца), умноженной 

на произвольное число; 

3) перестановку местами двух строк (столбцов) матрицы. 



 

20 

 Известно, что при элементарных преобразованиях матрицы ее ранг не изменяется. 

Ранг матрицы можно найти следующими способами. 

Метод элементарных преобразований нахождения ранга матрицы состоит в том, что 

любую ненулевую матрицу с помощью элементарных преобразований можно привести к 

трапециевидной, т. е. к матрице вида 



























=
+

+

+

00000
00000

|00
|
|0
|

1

212222

11111211













rnrrrr

nrr

nrr

bbb

bbbb
bbbbb

B , 

где rrbbb ,,, 2211   отличны от нуля. Вычеркнем нулевые строки в B. Ранг полученной матри-

цы равен r – числу ненулевых строк. Следовательно, rrB = , а значит, и rrA = . Базисным ми-

нором в матрице B является выделенный минор 

rr

r

r

b

bb
bbb









00

0 222

11211

. 

Метод окаймляющих миноров вычисления ранга матрицы основан на следующем ут-

верждении. 

Теорема. Если в матрице A имеется минор M порядка r, отличный от нуля, а все ми-

норы, окаймляющие минор M (если они существуют), равны нулю, то rrA = . 

Для нахождения ранга матрицы A необходимо: 

1) Найти какой-нибудь минор 1M  1-го порядка (т. е. элемент матрицы), отличный от нуля. 

Если такого минора нет, то матрица A нулевая и 0=Ar . 

2) Вычислять миноры 2-го порядка, окаймляющие минор 1M  до тех пор, пока не найдется 

минор 2M , отличный от нуля. Если такого минора нет, то 1=Ar ; если есть, то 2≥Ar . и т. д. 

Процесс нужно продолжать до тех пор, пока либо все окаймляющие миноры будут равны 

нулю, либо миноры ( 1+k ) порядка у данной матрицы не существуют. В этом случае krA = . 

  Заметим, что при нахождении ранга матрицы таким способом достаточно на ка-

ждом шаге найти всего один ненулевой окаймляющий минор k-го порядка для 01 ≠−kM . 

П р и м е р  4.8. Найти ранг матрицы методом элементарных преобразований: 























−
−−

−
−

−

=

6511
27157

11720
1342
5231

A . 
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Р е ш е н и е . Приведем матрицу к трапециевидной форме: 
[ ] [ ]

→






















−
−

→























−
−−

−
−
−

→























−
−−

−
−

−

0000
0000
0000

117|20
52|31

11720
332160

11720
11720
5231

6511
27157

11720
1342
5231 21

2=Ar  (это число ненулевых строк). 

Здесь цифрами [1], [2] обозначены следующие операции: 

[1] – ко 2-й строке прибавим 1-ю, умноженную на (+2); 

к 4-й строке прибавим 1-ю, умноженную на (–7); 

к 5-й строке прибавим 1-ю. 

[2] – из 3-й и 5-й строки вычли 2-ю строку; 

к 4-й строке прибавили 2-ю, умноженную на 3. 

Ответ: 2=Ar . 

П р и м е р  4.9. Методом окаймляющих миноров найти ранг матрицы и указать один из ба-

зисных миноров: 



















−
−
−
−

=

109285
55|164
01|0|43
54|1|2|1

A . 

Р е ш е н и е . Так как у матрицы A есть ненулевые элементы, то 1≥Ar . За основу выберем 

111 ==M , стоящий в левом верхнем углу. Перейдем к вычислению миноров 2-го порядка, 

окаймляющих выбранный 1M . Выберем 02
43
21

2 ≠−==M , стоящий в левом верхнем углу. 

Так как 02 ≠M , то переходим к вычислению миноров 3-го порядка. 

0
164
043
121

)1(
3 ==M , 0

564
043
521

;0
564
143
421

)3(
3

)2(
3 ===

−
−
−

= MM , т. к. третья строка у всех этих 

миноров равна сумме первых двух. 

Аналогично, 

0
285
043
121

)4(
3 ==M , 0

1085
043
521

;0
985
143
421

)6(
3

)5(
3 ===

−
−
−

= MM , т. к. 3-я строка равна  

сумме 2-й и 1-й, умноженной на 2. 

Так как все миноры 3-го порядка, окаймляющие 02 ≠M , равны нулю, то 2=Ar . Одним из 

базисных миноров является 
43
21

2 =M . 
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4.5 Системы линейных уравнений. Основные понятия.  

Решение невырожденных линейных систем. Матричный метод. Формулы Крамера 

О п р е д е л е н и е .  Система m уравнений с n неизвестными nxxx ,,, 21   называется линей-

ной, если она имеет вид 

 

где числа ( )njmiaij ,1;,1 ==  называются коэффициентами системы, а числа ( )mibi ,1=  – 

свободными членами. 

О п р е д е л е н и е .  Решением системы (4.15) называется упорядоченное множество 

чисел ( )nccc ,,, 21  , если каждое из уравнений системы обращается в верное равенство после 

подстановки вместо nxxx ,,, 21   соответственно чисел nccc ,,, 21  . 

Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение. Сис-

тема, не имеющая ни одного решения, называется несовместной. 

Совместная система уравнений называется определенной, если она имеет единственное 

решение, и неопределенной, если она имеет более одного решения. 

Решить систему уравнений означает выяснить, совместна она или нет, и если совместна, 

то найти все ее решения. 

Две системы уравнений называются эквивалентными или равносильными, если любое 

решение одной из них является также решением другой и наоборот. 

Эквивалентные системы уравнений получаются в результате следующих преобразо-

ваний: 

1) умножения уравнения системы на число, отличное от нуля; 

2) прибавления к одному уравнению другого, умноженного на любое число; 

3) перестановки местами двух уравнений системы. 

Система уравнений, у которой все свободные члены равны нулю ( 021 ==== mbbb  ), на-

зывается однородной. 

  Однородная система всегда совместна, т. к. она  имеет нулевое решение 

021 ==== nxxx  , хотя оно не обязательно единственно. 

Систему (4.15) можно записать в матричной форме BAX = , 











=+++

=+++
=+++

,

,
,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa









                                    ((44..1155))  
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где 



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A
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22221

11211

 – матрица системы; 

 



















=

nx

x
x

X


2

1

 – столбец (или вектор-столбец) неизвестных, 

 



















=

mb

b
b

B


2

1

 – столбец свободных членов. 

Матрица 


















=

mmnmm

n

n

baaa

baaa
baaa

A









21

222221

111211

~  называется расширенной матрицей системы. 

Рассмотрим случай системы n уравнений с n неизвестными: 

 

или в матричной форме: BAX = . 

Система (4.16) называется невырожденной, если 0det ≠∆=A . Невырожденная система 

совместна и имеет единственное решение, которое может быть найдено 

 

 
где i∆  – определитель матрицы, полученной из матрицы A заменой i-го столбца столбцом 

свободных членов B. 

П р и м е р  4.10. Решить систему уравнений 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0,
3 2 5,

6

x x x
x x x

x x x

− + =
 − − =
 + + =

 по формулам Крамера и 

матричным способом. 

11))  по формулам Крамера: nix i
i ,1, =

∆
∆

= ,,                                                ((44..1177))  

22))  матричным методом по формуле BAX 1−= ,,                              ((44..1188))  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

;
;

,

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =
 + + + =


 + + + =





    



                                      ((44..1166))  
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Р е ш е н и е . Матрица системы имеет вид 















−−

−
=

111
123

112
A . 

Ее определитель 07
111
123

112
≠=−−

−
=∆ , следовательно, система является невырожденной и 

имеет единственное решение. 

1) Используем формулы Крамера (4.17), найдя предварительно 321 ,, ∆∆∆ : 

.3
7

21
;5

7

35
;4

7

28
Тогда

.21
611
523
012

;35
161
153

102
;28

116
125

110

3
3

2
2

1
1

321

−=
−

=
∆

∆
===

∆

∆
===

∆

∆
=

−=−
−

=∆=−=∆=−−
−

=∆

xxx

 

Ответ: (4; 5; –3). 

2) Найдем 
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A
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Тогда по формуле (4.18) 
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1

x
x
x

X . 

Ответ: (4; 5; –3).  

4.6 Исследование систем линейных уравнений.  

Теорема Кронекера-Капелли. Метод Гаусса 

Рассмотрим систему (4.15). 

Теорема Кронекера-Капелли. Система линейных уравнений (4.15) совместна тогда и 

только тогда, когда ранг матрицы системы равен рангу расширенной матрицы системы: 

AA rr ~= . 

Исследовать систему линейных уравнений означает выяснить, совместна она или нет, а для 

совместной системы определить, имеет ли она единственное решение или бесконечное множе-

ство решений. 

При этом возможны три случая: 

1) AA rr ~<  – система несовместна (т. е. решений нет). 

2) nrr AA == ~  (n – число неизвестных) – система совместна и имеет единственное решение. 

3) nrr AA <= ~  – система совместна и имеет бесконечное множество решений. 
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Для исследования систем линейных уравнений можно использовать, например, метод 

Гаусса (метод последовательного исключения неизвестных). С помощью элементарных 

преобразований над строками система m линейных уравнений с n неизвестными может быть 

приведена к виду 

 
где .),,,2,1(0 nrricii ≤=≠   

Система (4.1 9) эквивалентна исходно й системе (4.15 ). Если хотя бы одно из чисел 

mrr ddd ,,, 21 ++  отлично от нуля, то система (4.19), а, следовательно, и исходная система 

(4.15) несовместна (случай AA rrr ~<= ). 

Если же 0...21 ==== ++ m
ddd rr , то AA rr ~=  и система (4.19) совместна. В случае nrrr AA <== ~  

неизвестные rxxx ,,, 21   считаются базисными, а nrr xxx ,,, 21 ++  – свободными. 

Базисные неизвестные оставляют в левой части уравнений, а свободные переносят в пра-

вую. Из уравнений (4.19) выражают последовательно базисные неизвестные 121 ,,,, xxxx rr −  

через свободные nrr xxx ,,, 21 ++ , которым придают произвольные значения, получая общее 

решение системы (4.19), а значит (4.15) (решений у системы будет бесконечное множество). 

Если nrrr AA === ~ , то система (4.19) будет иметь единственное решение, которое находят, 

выражая 121 ,,,, xxxx nn −  последовательно через 121 ,,,, dddd nn − . 

П р и м е р  4.11. Методом Гаусса решить систему 








=−−
−=+−

=++

.023
;2234

;12532

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Р е ш е н и е .  Расширенная матрица системы имеет вид 

.
0|213
22|341

12|532
~

















−−
−−=A  

Производя элементарные преобразования над строками расширенной матрицы, получаем 

[ ] [ ]

→
















−−

−−
→

















−−
−−

21

0|213
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22|341

0|213
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                    ((44..1199))  
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[ ]

,
10|1000
56|1110
22|341

66|11110
56|1110
22|341 3

















−
−

−−
→

















−
−

−−
→  

где цифрами [ ] [ ] [ ]3,2,1  обозначены следующие операции: 

[ ]1  – 1-ю и 2-ю строки поменяли местами; [ ]2  – ко 2-й строке прибавили 1-ю, умноженную 

на (–2); к 3-й прибавили 1-ю, умноженную на (–3); [ ]3  – к 3-й строке прибавили 2-ю, умножен-

ную на (–1). 

Этой матрице соответствует система 








=−
=−
−=+−

.1010
;5611

;2234

3

32

321

x
xx

xxx
 

Отсюда последовательно находим  

1;3422;5
11

156
;5611;1

10

10
13212323 =−+−==

−
=+=−=

−
= xxxxxxxx . 

Ответ: .1,5,1 321 −=== xxx  

П р и м е р  4.12. Решить систему 








=−−
=−+
−=−+

.1622
;032

;4

31

321

321

xx
xxx

xxx
 методом Гаусса. 

Р е ш е н и е .  Расширенная матрица системы имеет вид 
















−−
−

−−
=

16|202
0|321
4|111

~A .  

С помощью элементарных преобразований приведем матрицу A~  к трапециевидной форме: 

[ ] [ ]

















−
−−

→
















−
−

−−
→

















−−
−

−−

0|000
4|2|10|
4|1|11|

8|420
4|210
4|111

16|202
0|321
4|111 21

, 

где цифрами [ ] [ ]2,1  обозначены следующие операции: 

[ ]1  – из 2-й строки вычитаем 1-ю строку, к 3-й строке прибавляем 1-ю, умноженную на 2; 

[ ]2  – к 3-й строке добавляем 2-ю, умноженную на (–2). 

Получим, что 32~ =<== nrr AA . Следовательно, система совместна и имеет бесконечное 

множество решений. 21, xx  – базисные неизвестные, 3x  – свободная переменная. Количество 

базисных неизвестных равно 2=Ar ; число свободных неизвестных равно 1=− Arn . Запишем 

систему уравнений, соответствующую полученной расширенной матрице: 





=−
−=−+

.42
;4

32

321

xx
xxx
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В левой части уравнений оставим только базисные неизвестные: 




+=
+−=+

.24
;4

32

321

xx
xxx

 

Подставляя выражение для 2x  в 1-е уравнение, получим 831 −−= xx . 

Полагая RCCx ∈= ,3 , решение системы будет иметь следующий вид: 

CxCxCx =−=−−= 321 ;24;8 . 

Ответ: ( ) RCCCC ∈−−− ,;24;8 . 

П р и м е р  4.13. Решить систему методом Гаусса. 









=−−
=−+
−=−+

.322
;032

;4

31

321

321

xx
xxx

xxx
 

Р е ш е н и е .  Приведем к трапециевидной форме расширенную матрицу системы: 
[ ] [ ]

,
13|000
4|210
4|111

5|420
4|210
4|111

3|202
0|321
4|111

~
21

















−
−

−−
→

















−−
−

−−
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−−
−

−−
=A  

где [1] – из 2-й строки вычитаем 1-ю; 

 к 3-й строке прибавим 1-ю, умноженную на 2; 

 [2] – к 3-й строке прибавим 2-ю, умноженную на (–2). 

Так как 32 ~ =≠= AA rr , то система несовместна. 

Ответ: система несовместна. 

4.7 Векторы. Линейные операции над векторами.  

Разложение векторов. Координаты вектора 

О п р е д е л е н и е .  Направленным отрезком (или связанным вектором) называется от-

резок, на котором задано направление (т. е. для которого известно, какая из двух ограничиваю-

щих его точек является началом и какая концом). Направленный отрезок с началом в точке А и 

концом в точке В обозначается AB  (рис. 4.2): 
 B 

A  
Рис. 4.2 

Нулевым направленным отрезком называется пара совпадающих точек (обозначение O ) 

(т. е. направление его не определено). 
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Длиной направленного отрезка AB  называется длина отрезка АВ. Два направленных отрезка 

AB  и CD  называются одинаково направленными (или сонаправленными), если лучи АВ и CD 

одинаково направлены, и противоположно направленными, если лучи АВ и CD противопо-

ложно направлены (рис. 4.3). 

 
Рис. 4.3 

Нулевой направленный отрезок считается сонаправленным с любым направленным отрезком; 

его длина равна нулю. 

Два направленных отрезка AB  и CD  называются эквивалентными, если они одинаково на-

правлены и имеют одну и ту же длину. Множество всех направленных отрезков разбивается на 

непересекающиеся классы эквивалентных друг другу отрезков. 

О п р е д е л е н и е .  Свободным вектором или просто вектором называется класс эквива-

лентных направленных отрезков. 

Для задания вектора достаточно указать какой-либо один направленный отрезок из этого 

класса. Обозначать векторы будем малыми латинскими буквами со стрелкой сверху: 
 ,,ba  или 

{ }ABa =
 , указывая при этом один из направленных отрезков, принадлежащих классу вектора a . 

Иногда будем писать ABa =
  и направленный отрезок AB  называть просто вектором. 

О п р е д е л е н и е .  Два вектора a  и b


 называются равными, если они совпадают как клас-

сы эквивалентных направленных отрезков: ba


= . 

Если заданы вектор a  и точка А, то существует единственная точка В, такая, что aAB 
= . 

Операцию построения такой точки В будем называть откладыванием вектора a  от точки А. 

  Это означает, что вектор a  может быть отложен из любой точки пространства. 

Длиной или модулем вектора { }ABa =
  называется длина любого его представителя. Обозна-

чается ABaa =
 ; . 

Вектор, длина которого равна единице, называется единичным вектором. 

Углом между векторами a  и b


 называется угол ϕ, не превышающий π (развернутого угла), 

между представителями этих векторов, отложенными от одной точки (рис. 4.4). 

А 

D 

С 

В 

А B 
C 

D 

А 

B 

D 

C 

D 

C 
А 

B 

Сонаправленные 

 

Противоположно  

напраленные 
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ϕ 

 
 

Рис. 4.4 

О п р е д е л е н и е .  Векторы называются коллинеарными, если образующие их направ-

ленные отрезки параллельны некоторой прямой. 

О п р е д е л е н и е .  Векторы называются компланарными, если направленные отрезки, ко-

торые их определяют, параллельны некоторой плоскости. 

О п р е д е л е н и е .  Векторы называются ортогональными, если угол между ними прямой 

(
2
π

=ϕ ). 

Можно считать, что нулевой вектор O  ортогонален любому вектору. Для коллинеарных век-

торов угол между ними равен нулю, если они сонаправлены, и развернутому, т. е. 180°, если они 

противоположно направлены. 

О п р е д е л е н и е .  Линейными операциями над векторами называют сложение, вычи-

тание и умножение вектора на число. 

О п р е д е л е н и е .  Пусть заданы два вектора a  и b


. Возьмем какую-либо точку О и от-

ложим от нее вектор OAa =
 . Далее от точки А отложим вектор ABb =


. Вектор OB  называет-

ся суммой векторов a  и b


 и обозначается ba


+ . 

Для геометрического представления суммы векторов используют правила «замыкающей» 

(его еще называют «правилом треугольника») и «параллелограмма», проиллюстрированные 

на рис. 4.5, а и 4.5, б соответственно. 
 

 

a) 

O 

 

 

 

 

  

 
 

 

A 

B 

б) 
O 

 

 

 
 

 

A 

B 

C 

 
Рис. 4.5 

Заметим, что определение операции сложения векторов корректно, т. е. результат не зави-

сит от выбора точки О. 

а 

 
 

б 
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Вектор BA  называется противоположным вектору ABa =
  и обозначается a− . 

Разностью векторов a  и b


 называется сумма векторов a  и ( b


− ): ( )baba


−+=− . 

О п р е д е л е н и е .  Произведением вектора a  на действительное число α называется 

вектор ab 
α= , удовлетворяющий следующим условиям: 

а) aa 
⋅α=α ; 

б) векторы a  и aα  сонаправлены при ( )0 a aα > ↑↑ α
   и противоположно направлены при 

( )0 a aα < ↑↓ α
  . 

Заметим, что в случае 0,0 =⋅α=α=α aa  , т. е. для любого вектора a  произведение 

Oa


=⋅0 . 

Основные свойства линейных операций над векторами 

Пусть даны произвольные векторы , ,a b c
   и действительные числа α, β. 

1) abba 
+=+  (коммутативный или переместительный закон); 

2) ( ) ( ) cbacba 
++=++  (сочетательный или ассоциативный закон); 

3) aa 
=+ 0  (закон поглощения нулевого вектора); 

4) ( ) 0


=−+ aa  (существование противоположного вектора); 

5) ( ) baba


α+α=+α  (распределительный или дистрибутивный закон); 

6) ( ) aaa 
β+α=β+α  (распределительный или дистрибутивный закон); 

7) ( ) ( )aa 
βα=αβ  (сочетательный или ассоциативный закон); 

8) aa 
=1 . 

Теорема 1 (критерий коллинеарности). Для того, чтобы векторы a  и b


 были коллине-

арными, необходимо и достаточно, чтобы один из них можно было представить как про-

изведение другого на число, т.е. чтобы существовало действительное число α такое, что 

ba


α= , или существовало бы число β такое, что ab 
β= . 

 

Теорема 2 (критерий компланарности). Для того, чтобы три вектора были компла-

нарными, необходимо и достаточно, чтобы один из них можно было представить в виде 

линейной комбинации двух других, причем если векторы a  и b


 неколлинеарные, то вся-кий 

третий компланарный им вектор c  может быть единственным способом представлен в 

виде bac


β+α= . 

П р и м е р  4.14. В треугольнике АВС дано: ;AB a AC b= =
   ; точка М – середина стороны 

ВС. Выразить вектор AM  через векторы a  и b


. 
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Р е ш е н и е . Для векторов BCaAB ;=  и bAC


=  справедливо равенство: ACBCAB =+  

(рис.4.6). Отсюда ABACBC −= . Так как BCMCBM
2
1

== , то ( )=−== ABACMCBM
2

1
 

( )ab 
−=

2

1
. Получаем ( ) ( )babaabaabaBMABAM


+=+=−+=−+=+=

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 . 

 
 

 

 

A 

B 

C 

M 

 
Рис. 4.6 

Ответ: ( )baAM


+=
2
1 . 

П р и м е р  4.15. Какому условию должны удовлетворять ненулевые векторы a  и b


,чтобы 

имело место соотношение baba


−=+ ? 

Р е ш е н и е .  Построим на векторах a  и b


, отложенных от точки О, параллелограмм ОАDВ 

(рис. 4.7). Тогда baBAbaOD


−=+= , . Равенство baba


−=+  означает, что длины диагоналей 

параллелограмма равны, т. е. ODAB = . Отсюда следует, что данный параллелограмм есть пря-

моугольник. Следовательно, векторы a  и b


 перпендикулярны. 

 
 

 

 

O 

A D 

B  
 

Рис. 4.7 

Ответ: ba


⊥ . 

П р и м е р  4.16. Дан треугольник АВС. Найти вектор, определяющий направление бис-

сектрисы внутреннего угла при вершине А, если bACaAB


== , . 

Р е ш е н и е . Найдем единичные векторы 21,ee  , сонаправленные с векторами ba
, : 

b
be

a
ae 









== 21 , . 
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Тогда вектор 21 eee 
+=  будет определять направление биссектрисы внутреннего угла при 

вершине А, т. к. диагонали ромба делят его угол пополам (рис. 4.8), т. е. 
b
b

a
ae 








+= . 

 

 O A  

 

  

 
Рис. 4.8 

П р и м е р  4.17. Векторы ba


+  и ba


−  – коллинеарны. Доказать, что векторы a  и b


 кол-

линеарны. 

Р е ш е н и е . Так как векторы ba


+  и ba


−  – коллинеарны, то согласно критерию коллине-

арности вектор ba


+  можно выразить через вектор ba


− , т. е. записать в виде ( )baba


−α=+ . 

Далее преобразуем это выражение, пользуясь свойствами суммы векторов и произведения век-

торов и скаляров: baba


α−α=+ , ( ) ( )ba


α−−=α− 11 . Если 1≠α , то вектор a  можно выразить 

через b


, умножая обе части последнего равенства на число 0
1

1
≠

α−
: ba



α−
α+

−=
1
1 ; если 1=α , 

то 0


=b  и тогда ab 
⋅= 0 . Таким образом, по критерию коллинеарности векторов векторы a  и 

b


 коллинеарны. 

О п р е д е л е н и е .  Базисом на прямой называется любой ненулевой вектор на этой 

прямой, базисом на плоскости – упорядоченная пара ( 21,ee  ) двух неколлинеарных векторов 

этой плоскости, базисом в пространстве – упорядоченная тройка ( 321 ,, eee  ) некомпланар-

ных векторов. 

О п р е д е л е н и е .  Базис называется ортонормированным, если образующие его век-

торы единичной длины и попарно ортогональные. Примером является базис, обозначаемый 

( kijikjikji


⊥⊥=== ;;1,,, ; )kj


⊥ . Совокупность фиксированной точки О пространства и 

ортонормированного базиса kji


,,  называется декартовой прямоугольной системой коор-

динат: ( )kjiO


,,; . Точка О называется началом системы координат. 

О п р е д е л е н и е .  Упорядоченная тройка некомпланарных векторов ( 321 ,, eee  ) называ-

ется правой, если поворот по кратчайшему пути от первого вектора 1e
  ко второму вектору 2e  

из конца вектора 3e  виден против часовой стрелки. В противном случае эта тройка называет-

ся левой (рис. 4.9). Соответствующие системы координат называются правыми или левы-

ми. 

В дальнейшем мы будем пользоваться только правыми системами координат. 
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правая тройка; 
 

 

 

  

 

   

 

  

 

  
 

 

 

левая тройка; 

 

 
Рис. 4.9 

Если kji


,,  – единичные векторы (орты) координатных осей Ox, Oy, Oz соответственно 

прямоугольной системы координат Oxyz, то для любого вектора a  существует единственная 

упорядоченная тройка действительных чисел (x, y, z) такая, что 

 

Равенство (4.20) называется разложением вектора a  по базису ( kji


,, ), а коэффициенты 

разложения – координатами вектора a  в это м базисе. Пр и это м пишут ( )zyxa ,,=
  или 

( )zyxa ,, . 

Пусть a  и b


 – два вектора, причем 0≠b


. Отложим эти векторы от некоторой точки О; 

получим векторы OAa =
  и OBb =


, пусть точка A1 – проекция точки А на прямую ОВ (рис. 

4.10). 

О п р е д е л е н и е .  Проекцией вектора a  на вектор b


 называется число aпрb


 , которое 

определяется следующим образом: 









↑↓−

↑↑
=

.если,

;если,

11

11

bOAOA

bOAOA
aпрb 




  

 

 

 O 

A 

B  

ϕ ⋅
 

Рис. 4.10 

Координаты x, y, z вектора a  в базисе kji


,,  – это его проекции на соответствующие коорди-

натные оси: 

aпрzaпрyaпрx kji


 === ,, . 

Длина вектора ( )zyxa ,,  определяется по формуле: 

 

222 zyxa ++=
 .                            ((44..2211))  

kzjyixa


++= .                               ((44..2200))  
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О п р е д е л е н и е . Направляющими косинусами вектора ( )zyxa ,,  называются косинусы 

углов α, β, γ, которые вектор образует с координатными осями Ox, Oy, Oz соответственно: 

cos , cos , cosα β γ  (рис. 4.11). При этом 

 

Имеет место равенство: 1coscoscos 222 =γ+β+α . 

Для единичного вектора 0a , имеющего направление вектора a , имеем: 

 

 
 

β 

γ 

α 

x 

y 

z 

O 

 

  

a

 
Рис. 4.11 

Пусть даны два вектора ( )111 ,, zyxa  и ( )222 ,, zyxb


. Тогда: 

1) векторы a  и b


 равны тогда и только тогда, когда равны их соответствующие координа-

ты, т. е. 









=
=
=

⇔=

21

21

21

zz
yy
xx

ba
 . 

2) при сложении векторов их одноименные координаты складываются, при вычитании – 

вычитаются, при умножении вектора на число – умножаются на это число: 

( ) ( )zyxazzyyxxba ααα=α±±±=± ,,;;; 212121
 . 

3) векторы a  и b


 коллинеарны тогда и только тогда, когда их соответствующие коорди-

наты пропорциональны, т. е. 

 
2

1

2

1

2

1||
z
z

y
y

x
xba ==⇔

 .                          ((44..2244))  

( )γβα== cos,cos,cos0

a
aa 


 .                     ((44..2233))  

a
z

a
y

a
x

 =γ=β=α cos;cos;cos .              ((44..2222))  



 

35 

О п р е д е л е н и е .  Вектор OMr = , соединяющий начало координат с произвольной 

точкой пространства, называется радиус-вектором точки М. 

О п р е д е л е н и е .  Координатами точки М называются координаты ее радиус-вектора 

( )zyxr ,,=
  или kzjyixr


++= . 

Если вектор ABa =
  задан точками ( )111 ,, zyxA  и ( )222 ,, zyxB , то его координаты равны раз-

ности соответствующих координат конечной и начальной его точек: 

 

При этом 

 

Деление отрезка в данном отношении. Пусть даны две точки ( )111 ,, zyxA  и ( )222 ,, zyxB , и 

пусть точка ( )zyxC ,,  такая, что CBAC λ= . Тогда координаты точки С находятся по форму-

лам 

 

Координаты середины отрезка АВ (т.е. 1=α  в 4.27) определяются равенствами: 

 

П р и м е р  4 .1 8. Даны две точки ( )1,4,3 −A  и ( )3,6,4 −B . Найти координаты, модуль, на-

правляющие косинусы вектора AB . 

Р е ш е н и е . Координаты вектора AB  находим по формуле (4.25). При этом 

3;6;4;1;4;3 222111 −====−== zyxzyx , т. е. ( ) ( )4;10;113;46;34 −=−−+−=AB . Модуль вектора 

AB  находим по формуле (4.26): ( ) 1174101 222 =−++=AB . 

Направляющие косинусы вычисляем по формулам (4.22): 

117
4cos;

117
10cos;

117
1cos −==γ==β==α

AB

z

AB

y

AB

x . 

П р и м е р  4.19. Даны три последовательные вершины параллелограмма: 

( ) ( ) ( )4;4;6;1;2;3;3;2;1 CBA − . Найти его четвертую вершину D.  

2
;

2
;

2
212121 zzzyyyxxx +

=
+

=
+

= .            ((44..2288))  

λ+
λ+

=
λ+
λ+

=
λ+
λ+

=
1

;
1

;
1

212121 zzzyyyxxx .        ((44..2277))  

( ) ( ) ( )212
2

12
2

12 zzyyxxAB −+−+−= .          ((44..2266))  

( )121212 ;; zzyyxxABa −−−==
 .                ((44..2255))  
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Р е ш е н и е . Обозначим координаты вершины D через x, y, z, т. е. D(x, y, z). Так как ABCD 

– параллелограмм, то ADBC = . Находим координаты векторов BC  и AD : 

( )14;24;36 −−−=BC , т. е. ( )3;2;3=BC ; ( )3;2;1 −+−= zyxAD . Из равенства векторов BC  и AD  

следует, что 33;22;31 =−=+=− zyx . Отсюда находим: 6;0;4 === zyx . Значит, D(4; 0; 6). 

П р и м е р  4.20. При каких значениях α и β векторы kjia


α++−= 32  и kjib


26 +−β=  

коллинеарны? 

Р е ш е н и е . Так как ( ) ( )2,6,,,3,2 −βα− ba
  и ba

 || , то по условию (4.24) 
26

32 α
=

−
=

β
− . Отсю-

да 
2
12

−=
β

−  и 
2
1

2
−=

α . Следовательно, 1;4 −=α=β , т. е. при 1−=α  и 4=β  векторы коллине-

арны. 

П р и м е р  4.21. Найти координаты вектора a , если известно, что он направлен в проти-

воположную сторону к вектору kjib


2245 +−=  и его модуль равен 5. 

Р е ш е н и е . Так как и ba


↓↑ , то можно записать, что ba


α= , где 0<α . Следовательно, 

( )αα−α= 22;4;5a , причем ( ) ( ) ( ) 52245
222 =α+α−+α=a  (см. (4.21)). 

Отсюда 2581625 222 =α+α+α , или 2549 2 =α . Значит, 
7
5

−=α , а тогда 









−−=

7
210;

7
20;

7
25a  

или kjia


7
210

7
20

7
25

−+−= . 

П р и м е р  4.22. Дана сила ( )24;4;4 −=F


. Найти величину и направление силы F


. 

Р е ш е н и е . Величину силы F


 находим, используя формулу модуля вектора (4.21). Име-

ем 

( ) 82444
222 =−++=F


. 

Направляющие косинусы вектора F


 определяем по формулам (4.22): 

2
2

8
24cos;

2
1

8
4cos;

2
1

8
4cos −=−=γ==β==α . Итак,  

.135
4

3
42

2arccos
2
2arccos

;60
32

1arccos;60
32

1arccos

°=
π

=
π

−π=−π=









−=γ

°=
π

==β°=
π

==α

 

Значит, сила 8=F


 действует в направлении вектора, образующего с координатными ося-

ми углы °=γ°=β°=α 135;60;60 . 
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4.8 Скалярное произведение векторов 

О п р е д е л е н и е .  Скалярным произведением ненулевых векторов a  и b


 называется 

число, которое обозначается ba

⋅  или ( )ba

,  и определяется равенством 

 

т. е. число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла 







=ϕ

∧
ba
 ,  между ними. 

По определению ( ) ( ) 0,00, == aa  . 

Скалярное произведение обладает следующими свойствами: 

1) ( ) ( )abba  ,, =  (коммутативность); 

2) ( ) ( ) ( )cabacba  ,,, +=+  (дистрибутивность); 

3) ( ) ( ) ( )bababa
 ,,, α=α=α  (ассоциативность относительно скалярного множителя); 

4) ( ) baba


⊥⇔= 0,  (или 0


=a  или 0


=b ) (критерий ортогональности); 

5) ( ) 0, 22 ≥== aaaa   (скалярный квадрат вектора); 

6) ( ), ï ð ï ða ba b a b b a= ⋅ = ⋅ 
     . 

Если векторы a  и b


 заданы координатами в ортонормированном базисе 

( ) ( )222111 ,,;,,:,, zyxbzyxakji


, то 

1) ( ) 212121, zzyyxxba ++=
 ; 

2) ( ) 2
1

2
1

2
1

2 , zyxaaaa ++===
  (следует из свойства 5); 

3) ( )
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121,,cos
zyxzyx

zzyyxx
ba
baba

++⋅++

++
=

⋅
=







 ∧


  (вытекает из формулы (4.29) и формул для 

вычисления ( )ba
,  и ba

 , ). 

4) 
( ) 1 2 1 2 1 2

2 2 2
2 2 2

,
ï ðb

a b x x y y z za
b x y z

+ +
= =

+ +





  (следует из свойства 6). 

Механический смысл скалярного произведения – это работа А, производимая силой F


, 

точка приложения которой перемещается по отрезку М1М2 из точки М1 в точку М2: 

( )21, MMFA


= . 

П р и м е р  4.23. Даны векторы .7,33 kjbkjia


+−=+−=  Найти ab
пp . 

( ) 







⋅⋅=

∧
bababa
 ,cos, ,                          ((44..2299))  
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Р е ш е н и е .  Так как векторы ba
,  заданы координатами в ортонормированном базисе 

( ) ( )7;1;0,1;3;3 −=−= ba
 , а ,),(пр

b
baab 


 =  то  

( ) 50710;1071)1)(3(03),( 222 =+−+==⋅+−−+⋅= bba
 . Поэтому 2

25
10

50
10пр ===ab


 . 

Ответ: 2 . 

П р и м е р  4.24. Найти ( )baba


+− 2,3 , если 3;2 == ba
 ; 

3
, π

=






 ∧
ba
 . 

Р е ш е н и е .  Используя свойства 1, 2, 3, 5 скалярного произведения, имеем: 

( ) ( ) ( ) ( )

.3427158

33
3

cos325223,cos52

,3,5,22,3

2222

−=−−=

=⋅−
π

⋅⋅⋅−⋅=−







⋅⋅⋅−⋅=

=−−=+−
∧

bbabaa

bbbaaababa




 

Ответ: – 34. 

П р и м е р  4.25. Какую работу производит сила ( )4;1;2 −−=F


, когда точка ее приложения, 

двигаясь прямолинейно, перемещается из точки ( )3;2;1 −=A  в точку ( )1;6;5 −=B ? 

Р е ш е н и е .  Используя механический смысл скалярного произведения, имеем 

( )ABFA ,


= . 

Найдем координаты вектора AB :  

( )( ) ( )5 1; 6 2 ;1 3 4; 4; 2AB = − − − − − = − −


. 

Тогда ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 20244142, =−⋅−+−⋅−+⋅== ABFA


. 

Ответ: 20. 

4.9 Векторное произведение векторов 

О п р е д е л е н и е .  Векторным произведением вектора a  и вектора b


 называется век-

тор c , удовлетворяющий трем условиям: 

1) 







⋅⋅=

∧
babac
 ,sin ; 

2) bcac


⊥⊥ ; ; 

3) упорядоченная тройка векторов cba  ,,  – правая (рис. 4.12). 

Обозначение: [ ]bac


,=  или bac


×= . 
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Рис. 4.12 

 

Векторное произведение обладает следующими свойствами: 

1) [ ] [ ]baab


,, −=  (антикоммутативность); 

2) [ ] [ ] [ ]cabacba


,,, +=+  (дистрибутивность); 

3) [ ] [ ] [ ]bababa


,,, α=α=α  (ассоциативность относительно скалярного множителя); 

4) [ ] baba


||0, ⇔=  (критерий коллинеарности); 

5) геометрический смысл векторного произведения: модуль векторного произведения 

[ ]ba


,  равен площади параллелограмма, построенного на векторах a  и b


, отложенных от 

одной точки: 

ï àðàëë ,S a b =  
 ; 

6) механический смысл векторного произведения: момент силы F


, приложенной в точ-

ке В, относительно точки А определяется равенством: ( ) [ ]FABFM A


,= . 

Если векторы a  и b


 заданы в ортонормированном базисе kji


,,  координатами 

( ) ( )222111 ,,;,, zyxbzyxa
 , то 

 

П р и м е р  4.26. Найти площадь и длину высоты BD треугольника с вершинами в точках 

А(1, –2, 8), В(0, 0, 4), С(6, 2, 0). 

Р е ш е н и е . Поскольку площадь S треугольника АВС равна 1
2

S AC BD=
 

, то 2SBD
AC

=


  

(рис. 4.13). 

[ ]

( ) ( ) ( ).

,

122112212121

22

11

22

11

22

11

222

111

yxyxkzxzxjyzzyi

yx
yx

k
zx
zx

j
zy
zy

i
zyx
zyx
kji

ba

−+−−−=

=+−==







        ((44..3300))  
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A 

D 

 C 

B 

 
Рис. 4.13 

1. Находим координаты векторов ,AB AC
 

 и длину AC


 вектора AC


: 

;845;42 kjiACkjiAB


−+=−+−=  

.105)8(45 222 =−++=AC  

2. Находим S:  

2 2

1 , ; , 1 2 4 28 14 .
2

5 4 8

, ( 28) ( 14) 14 5; 7 5.

i j k
S AB AC AB AC j k

AB AC S

   = = − − = − −   
−

  = − + − = = 

 

    

 

 

3. 14 5 14 72 .
3105 21

BD = = =


 

П р и м е р  4.27. Сила kjiF


+−=  приложена в точке В(0; 1; –2). Найти ( )FM A


,  

если А(1; –1; 2). 

Р е ш е н и е . Согласно определению момента силы ( ) [ ]FABFM A


,= , находим координаты век-

тора ( )1; 2; 4AB = − −


, тогда 

( ) kji
kji

FM A





−−−=

−
−−= 32
111
421 . 

Ответ: ( ) ( )1;3;2 −−−=FM A


. 

П р и м е р  4.28. Найти единичный вектор c , перпендикулярный каждому из векторов 

( )3; 1; 2a = −
  и ( )1; 3; 1b = − −


. 

Р е ш е н и е . Векторное произведение [ ]ba


,  даст вектор, который ортогонален каждому из 

векторов a  и b


. Найдем [ ]ba


,  (см. (4.30)): 

[ ] [ ] ( ) 90815,;85
131

213, 222 =++−=++−=
−−

−= bakji
kji

ba




 . 
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Тогда 
, 5 1 8 5 1 8; ; ; ;

90 90 90 3 10 3 10 3 10,

a b
c

a b

      = ± = ± − = ± −         




 . 

Ответ: 







−±

103
8;

103
1;

103
5 . 

4.10 Смешанное произведение векторов 

О п р е д е л е н и е .  Смешанным произведением трех векторов cba  ,,  называется число, 

получаемое следующим образом: векторное произведение [ ]ba


,  умножается скалярно на вектор 

.c  Смешанное произведение векторов cba  ,,  обозначается ( cba  ,, ). Таким образом, 

( ) [ ]( )cbacba


,,,, = . 

Смешанное произведение векторов обладает следующими свойствами: 

1) ( ) ( ) ( ), , , , , ,a b c a b c a b c   = =   
        ; 

2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , ,a b c c a b b c a b a c c b a a c b= = = − = − = −
                 , т. е. смешанное произведение 

не меняется при циклической перестановке векторов и меняет знак на противоположный при 

перемене мест любых двух рядом стоящих векторов – сомножителей; 

3) ( ) ( ) ( )cbdcbacbda  ,,,,,, +=+ ; 

4) ( ) ( ) ( ) ( )cbacbacbacba  ,,,,,,,, α=α=α=α ; 

5) модуль смешанного произведения равен объему параллелепипеда, построенного на 

векторах , ,a b c
  : ( )cbaV  ,,= . 

6) равенство ( ) 0,, =cba   является необходимым и достаточным условием компланарно-

сти векторов cba  ,, . 

Если ( ) 0,, >cba  , то cba  ,,  – правая тройка; если ( ) 0,, <cba   – левая тройка. 

Если векторы cba  ,,  заданы в ортонормированном базисе kji


,,  координатами 

( ) ( ) ( )333222111 ,,;,,;,, zyxczyxbzyxa  , то ( )
333

222

111

,,
zyx
zyx
zyx

cba =
 . 

П р и м е р  4.29. Вычислить объем треугольной пирамиды с вершинами А(0, 0, 1),  

В(2, 3, 5), С(6, 2, 3), D(3, 7, 2). 

Р е ш е н и е . Рассмотрим три вектора (рис. 4.14): 

kjiADkjiACkjiAB


++=++=++= 73;226;432 . 
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Можно показать, что объем пирамиды АВСD равен шестой части объема параллелепипе-

да, построенного на векторах .,, ADACAB  

 
Рис. 4.14 

Тогда ),,(
6
1 ADACABV = , а т. к. ,120

173
226
432

),,( ==ADACAB   то  1 120 20.
6

V = ⋅ =  

Ответ: 20. 

П р и м е р  4.30. Доказать, что четыре точки А1(3, 5, 1), А2(2, 4, 7), А3(1, 5, 3), А4(4, 4, 5) ле-

жат в одной плоскости. 

Р е ш е н и е . Достаточно показать, что три вектора 413121 ,, AAAAAA , имеющие начало в 

одной из данных точек, лежат в одной плоскости (т. е. компланарны). Находим координаты 

векторов 413121 ,, AAAAAA : 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ).4;1;115;54;34

;2;0;213;55;31

;6;1;117;54;32

41

31

21

−=−−−=

−=−−−=

−−=−−−=

AA

AA

AA

 

Проверяем условие компланарности векторов (свойство 6 смешанного произведения): 

( ) 08201220
411
202
611

,, 413121 =−−−+−=
−

−
−−

=AAAAAA . 

Следовательно, векторы 413121 ,, AAAAAA  компланарны, а значит, точки А1, А2, А3, А4 лежат 

в одной плоскости. 

П р и м е р  4.31. Образуют ли векторы ( ) ( )4;7;5,1;3;2 =−= ba
 , ( )4;7;2 −c  базис в трехмерном 

пространстве? Если да, то определите, какой тройкой является тройка векторов cba  ,,  – пра-

вой или левой. 

C 
A 

B 

D 
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Р е ш е н и е . Вычислим смешанное произведение векторов cba  ,, : 

( ) 49
472

475
132

,, −=
−

−
=cba  . 

Так как 0,, ≠cba  , то векторы cba  ,,  не компланарны, а значит, образуют базис в про-

странстве. Учитывая, что ( ) 0,, <cba  , то тройка векторов – левая. 

4.11 Полярная система координат. Уравнение линии на плоскости 

4.11.1 Полярная система координат 

Полярная система координат задается точкой О, называемой полюсом, лучом Оp, на-

зываемым полярной осью, и единичным вектором e  того же направления, что и луч Оp. 

Положение точки М на плоскости определяется двумя числами: ее расстоянием r от полю-

са О и углом ϕ, образованным отрезком ОМ с полярной осью (рис. 4.15) и отсчитываемым в 

положительном направлении. 
 

О 

M (r,ϕ ) 

p 

r 

 

ϕ

 
Рис. 4.15 

О п р е д е л е н и е .  Числа r и ϕ называются полярными координатами точки М: r назы-

вают полярным радиусом, ϕ – полярным углом. 

Если рассматривать значения r в промежутке [0; +∞), а значение ϕ в (–π; π] (или в [0; 2π)), 

то каждой точке плоскости (кроме О) соответствует единственная пара чисел r и ϕ, и наобо-

рот. 

Если совместить полюс О с началом координат системы Oxy, а полярную ось – с положи-

тельной полуосью Oxy (рис. 4.16), то связь между полярными и прямоугольными координа-

тами точки (кроме точки О) устанавливается формулами: 

 и 

 









+
=ϕ

+
=ϕ

+=

.cos,sin

,

2222

22

yx

x

yx

y
yxr

                      ((44..3322))  

cos ,
sin ;

x r
y r
= ϕ

 = ϕ
                                                                    ((44..3311))  
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Откуда, в частности, 
x
y

=ϕtg , где 0≠x . 

 

x p 

r 

y 

О 

 

 

ϕ  

( )M x, y

 
Рис. 4.16 

П р и м е р  4.32. Найти прямоугольные координаты точки М с полярными координатами 







 π−

3
2;2 . 

Р е ш е н и е . Имеем π−=ϕ=
3
2,2r . По формулам (4.31) находим 

3
2
32

3
2sin2,1

2
12

3
2cos2 −=










−⋅=






 π−=−=






−⋅=






 π−= yx . Итак, ( )3;1 −−M . 

П р и м е р  4.33. Найти полярные координаты точки М с прямоугольными координатами 

( )1;3 −− . 

Р е ш е н и е . Имеем 1;3 −=−= yx . По формулам (4 .3 2 ) находим 

( ) ( )
3

1
3

1tg,213 22
=

−
−

=ϕ=−+−=r . Точка М лежит в III четверти, следовательно, с учетом 

того, что π≤ϕ<π− , получаем π−=π−
π

=ϕ
6
5

6
. Итак, 






 π−

6
5;2M . 

4.11.2 Уравнение линии на плоскости 

О п р е д е л е н и е .  Уравнением линии на плоскости Oxy называется уравнение 

( ) 0, =yxF , которому удовлетворяют координаты x и y каждой точки этой линии и не удовле-

творяют координаты точек, не лежащих на ней. Переменные x и y в уравнении линии назы-

ваются текущими координатами точек линии. 

Задача нахождения точек пересечения двух линий, заданных уравнениями ( ) 0,1 =yxF  и 

( ) 0,2 =yxF , сводится к решению системы двух уравнений с двумя неизвестными: 
( )
( )




=
=

.0,
;0,

2

1

yxF
yxF
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Аналогично вводится понятие уравнения линии в полярной системе координат: ( ) 0, =ϕrF . 

Линию на плоскости можно рассматривать как траекторию пути, пройденного точкой, 

движущейся по какому-нибудь закону. Если абсцисса точки ( )yxM ;  изменяется по закону 

( )txx = , а ордината – по закону ( )tyy = , где t – переменная, называемая параметром, то 

уравнение линии записывается в виде 
( )
( ) [ ]21,

,
,

ttt
tyy
txx

∈




=
=

. 

Эти уравнения называются параметрическими уравнениями линии. 

Линию на плоскости можно задать векторным уравнением ( )trr 
= , где t – скалярный па-

раметр; при изменении t конец вектора ( )trr 
=  описывает некоторую линию, называемую 

годографом (рис. 4.17). Параметрические уравнения годографа: 
( )
( )




=
=

tyy
txx ,

. 

 

x 

y 

О 

( )M x, y•

•

)(trr 
=

 
Рис. 4.17 

Так, например, параметрическими уравнениями окружности с центром в точке О и радиу-

са R являются 




=
=

,sin
,cos

tRy
tRx

, а эллипса с полуосями a и b – 




=
=

.sin
,cos

tby
tax

 

Здесь в качестве параметра t использован угол между осью Ox и вектором OM , где M – 

текущая точка кривой. 

Примером векторного уравнения кривой является уравнение окружности диаметра 2R, 

центр которой лежит на полярной оси, а полюс системы координат лежит на окружности: 

ϕ= cos2Rr . 

4.12 Прямая на плоскости 

Будем считать, что на плоскости задана прямоугольная декартова система координат Oxy. 

4.12.1 Различные виды уравнений прямой 

Положение прямой на плоскости однозначно определяется какой-либо фиксированной точ-

кой ( )000 , yxM , лежащей на ней, и либо: 

1) ненулевым вектором ( ) 0,


≠BAn , перпендикулярным к прямой, который называется 

нормальным вектором прямой; 
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2) ненулевым вектором ( ) 0,


≠nms , параллельным прямой, который называется направ-

ляющим вектором прямой; 

3) угловым коэффициентом прямой k, который равен тангенсу угла наклона прямой к 

оси Ox; 

4) еще одной точкой ( )111 , yxM , не совпадающей с точкой ( )000 , yxM . 

В каждом из перечисленных случаев получаются свои уравнения прямой. 

1) Заданы точка ( )000 , yxM , лежащая на прямой, и нормальный вектор ( )BAn , , т. е. 

( ) 0,


≠BAn  и перпендикулярен прямой. Имеем следующие уравнения: 

 
откуда получаем 

 

где ( )00 ByAxC +−= , причем 022 ≠+ BA  (т. к. 0


≠n ). 

О п р е д е л е н и е .  Уравнение (4.34) называется общим уравнением прямой на плоско-

сти. 

Уравнение 0=++ CByAx  с условием 022 ≠+ BA  называется уравнением первой степени 

с двумя переменными. 

Если в уравнении (4.34) 0;0;0 ≠≠≠ CBA , то его можно пр ивести к виду 1=+
b
y

a
x . Это 

уравнение называется уравнением прямой в отрезках, где a и b – длины отрезков с учетом 

знака, отсекаемых прямой на координатных осях Ox и Oy соответственно. 

2) Даны точка ( )000 , yxM  прямой и направляющий вектор ( )nms , , т. е. 0


≠s  и s  параллелен 

прямой. 

Имеем уравнения: 

 

или при условии 0,0 ≠≠ nm : 

 

О п р е д е л е н и е .  Уравнения (4.35) называются параметрическими уравнениями, а 

(4.36) – каноническим уравнением прямой на плоскости. 

0 0x x y y
m n
− −

= .                              ((44..3366))  

Rt
ntyy
mtxx

∈




+=
+=

,
0

0 ,                            ((44..3355))  

0=++ CByAx ,                              ((44..3344))  

( ) ( ) 000 =−+− yyBxxA ,                        ((44..3333))  
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Несложными алгебраическими преобразованиями уравнения (4.35) и (4.36) могут быть 

сведены к общему уравнению (4.34), т. е. к уравнению первой степени относительно x и y. 

Замечание. В случае, когда одна из координат направляющего вектора ( )nms ,  равна ну-

лю, запись уравнения прямой в канонической форме сохраняется в виде (4.36). При этом ес-

ли в знаменателе стоит нуль, то к нулю нужно приравнять и числитель. Полученное равенст-

во (или const=y , или const=x ) и будет уравнением прямой на плоскости. 

3) Если заданы точка ( )000 , yxM  прямой и ее угловой коэффициент k, то уравнение с угло-

вым коэффициентом имеет вид 

 
После приведения подобных членов (4.37) можно записать и так: bkxy += . 

4) На прямой заданы две точки ( )000 , yxM  и ( )111 , yxM . Тогда каноническое уравнение 

прямой, проходящей через две точки, имеет следующий вид: 

 
Все уравнения (4.35–4.38) можно записать в виде уравнения первой степени относительно 

x и y. 

  Вывод. Каждая прямая на плоскости Oxy определяется уравнением первой степени 

с двумя переменными x и y: 

0;0 22 ≠+=++ BACByAx . 

Верно и обратное: каждое такое уравнение первой степени относительно x и y зада-

ет на плоскости прямую. 

Заметим, что нормальный и направляющий векторы прямой на плоскости связаны сле-

дующим образом: если ( )BAn , , то ( )ABs −,  (т. к. ( ) 0, =−= ABABsn  , то ns 
⊥ ). 

Расстояние ( )lM ,0ρ  от точки ( )000 , yxM  до прямой l, заданной уравнением (4.34), вычис-

ляется по формуле 

 
П р и м е р  4.34. Составить каноническое и общее уравнения прямой, проходящей через 

точки ( )1;21M  и ( )2;12 −M . Найти угловой коэффициент этой прямой. 

Р е ш е н и е . Для составления канонического уравнения воспользуемся формулой (4.38): 

12
1

21
2

−
−

=
−−
− yx  или 

1
1

3
2 −
=

−
− yx  – каноническое уравнение. 

( )
22

00
0 ,

BA

CByAx
lM

+

++
=ρ .                       ((44..3399))  

01

0

01

0
yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
− .                             ((44..3388))  

( )00 xxkyy −=− .                             ((44..3377))  
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Общее уравнение получим из данного канонического, умножая обе части равенства на – 3, 

перенося все слагаемые в левую часть и приводя подобные члены: 

( ) 0530132 =−+⇔=−+− yxyx  – общее уравнение. 

Чтобы получить угловой коэффициент прямой, выразим из общего уравнения y: 

3
5

3
1

+−= xy  – уравнение с угловым коэффициентом вида bkxy += . Следовательно, 

3
1

−=k . 

П р и м е р  4.35. Составить уравнение прямой на плоскости, проходящей через точку  

М(–1, 2) перпендикулярно вектору, проходящему через точки М1(3, 1) и М2(4, –2). Найти рас-

стояние от точки М до прямой, проходящей через точки М1 и М2. 

Р е ш е н и е . Уравнение прямой запишем в виде (4.33): 

A(x – x0) + B(y – y0) = 0, 

где x0, y0 – координаты точки М, а А и В – координаты нормального вектора.  

Так как )3,1(21 −== MMn , то уравнение имеет вид 1(x + 1) – 3(y – 2) = 0 или x – 3y + 7 = 0. 

Для нахождения расстояния от точки М до прямой М1М2 запишем уравнение этой прямой 

в виде (4.38): 

,
12

1

12

1
yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−  т. е. 

3
1

1
3 −
=

− yx , 

или 3x + y – 10 = 0. 

Подставляя в формулу (4.39) координаты x0 = –1, y0 = 2 точки М, получаем 

10
11

13

1021)1(3
),(

22
=

+

−⋅+−
=ρ lM . 

П р и м е р  4.36. Составить уравнение прямой, проходящей через точку М0(1; –2) и обра-

зующей с осью Ox угол °=α 60 . 

Р е ш е н и е . Найдем угловой коэффициент 360tgtg =°=α=k . Подставляя координаты 

данной точки М0 и значение углового коэффициента в уравнение (4.37) получим искомое 

уравнение прямой: ( )132 −=+ xy  или 0323 =++− xy  – общее уравнение прямой. 

4.12.2 Взаимное расположение прямых на плоскости 

Две прямые на плоскости либо пересекаются, либо параллельны, либо совпадают. 

О п р е д е л е н и е .  Под углом между прямыми в плоскости понимают наименьший 

(острый) из углов, образованных этими прямыми. Один из углов, образованных пересечени-

ем прямых, совпадает с углом между векторами нормали или направляющими векторами 

прямых. 
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1. Если две прямые l1 и l2 заданы общими уравнениями 0111 =++ CyBxA  и 

0222 =++ CyBxA , то величина ϕ угла между ними вычисляется по формуле 

 

где ( ) ( )222111 ,,, BAnBAn   – векторы нормали прямых. 

Условие пересечения прямых: 

 

в частности, условие перпендикулярности прямых: 

 

Условие параллельности прямых: 

 

условие совпадения прямых: 

 

2. Если прямые l1 и l2 заданы каноническими (параметрическими) уравнениями: 

1

1

1

1
n

yy
m

xx −
=

−  и 
2

2

2

2
n

yy
m

xx −
=

− , то 

 

где ( ) ( )222111 ,,, nmsnms   – направляющие векторы прямых. 

Условие пересечения прямых: 

 
2

1

2

1
n
n

m
m

≠ ,                                    ((44..4466))  

( )
2
2

2
2

2
1

2
1

2121

21

21
21

,
,coscos

nmnm

nnmm
ss
ss

ss
+⋅+

+
=

⋅
=








=ϕ

∧



 ,  ((44..4455))  

2

1

2

1

2

1
C
C

B
B

A
A

== .                               ((44..4444))  

2

1

2

1

2

1
C
C

B
B

A
A

≠= ,                               ((44..4433))  

02121 =+ BBAA .                               ((44..4422))  

2

1

2

1
B
B

A
A

≠ ,                                    ((44..4411))  

( )
2
2

2
2

2
1

2
1

2121

21

21
21

,
,coscos

BABA

BBAA
nn

nn
nn

+⋅+

+
=

⋅
=








=ϕ

∧



 ,  ((44..4400))  



 

50 

параллельности прямых: 

 

перпендикулярности прямых: 

 

3. Если прямые l1 и l2 заданы уравнениями с угловым коэффициентом 

2211 , bxkybxky +=+= , то 

21

12
1

tg
kk
kk

+
−

=ϕ . 

Условие пересечения прямых: 21 kk ≠ ; 

параллельности прямых: 

2121 ; bbkk ≠= ; 

совпадения прямых: 

2121 ; bbkk == ; 

перпендикулярности прямых: 

121 −=⋅kk , т. е. 
2

1
1
k

k −= . 

Для нахождения точек пересечения прямых l1 и l2 нужно решить систему уравнений 

 

П р и м е р  4.37. Найти острый угол между прямыми, определяемыми уравнениями 

0739 =+− yx  и 0436 =−+ yx . Найти точку пересечения этих прямых. 

Р е ш е н и е . Запишем векторы нормалей этих прямых ( )1 9; 3 ;n −
  ( )2 6;3n и воспользуемся 

формулой (4.40): 

( ) ( )
( ) 2

2
2

1
4590

45

3639

3369,
cos

222221

21 ==
⋅

=
+⋅−+

⋅−+⋅
=

⋅
=ϕ

nn
nn




. 





=++
=++

,0
,0

222

111

CyBxA
CyBxA

 или 










−
=

−

−
=

−

,

,

2

2

2

2

1

1

1

1

n
yy

m
xx

n
yy

m
xx

 или 




+=
+=

.
,

22

11

bxky
bxky

((44..4499))  

02121 =+ nnmm .                              ((44..4488))  

2

1

2

1
n
n

m
m

= ,                                    ((44..4477))  
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Следовательно, °=
π

=ϕ 45
4

. Для того, чтобы найти точку пересечения прямых, составим и 

решим систему уравнений (4.49): 




=−+
=+−

0436
0739

yx
yx

. 

Складывая оба уравнения, получим 




=−+
=+

0436
0315

yx
x

, откуда 










=

−=

.
15
26

,
5
1

y

x
 

П р и м е р  4.38. Дана прямая 743 =− yx . Через точку М0(3; 2) проведена прямая: а) парал-

лельно данной прямой; б) перпендикулярно данной прямой. Составить ее уравнение. 

Р е ш е н и е . а) ( )3; 4n −
  – вектор нормали исходной прямой. В силу параллельности пря-

мых его можно считать и вектором нормали искомой прямой. Составляем уравнение прямой, 

проходящей через точку М0(3; 2) перпендикулярно вектору ( )3; 4n −
  (см. (4.33)): 

( ) ( )( ) 02433 =−−+− yx , или 0143 =−− yx . 

б) В силу перпендикулярности прямых вектор нормали ( )3; 4n −
  будет направляющим 

вектором для перпендикулярной прямой: ( )3; 4s n= −
  . Составим каноническое уравнение 

прямой, походящей через точку М0(3; 2) параллельно вектору ( )3; 4s −
  (см. (4.36)): 

0183463124
4
2

3
3

=−+⇒−=+−⇒
−
−

=
− yxyxyx  – искомое уравнение. 

4.13 Плоскость в пространстве 

Будем считать, что в пространстве задана прямоугольная декартова система координат 

Oxyz. 

4.13.1 Различные виды уравнения плоскости 

Однозначное расположение плоскости определяется 

1) либо фиксированной точкой ( )0000 ,, zyxM , лежащей на этой плоскости, и ненулевым 

вектором ( )CBAn ,, , перпендикулярным к плоскости, который называется нормальным век-

тором; 

2) либо тремя точками ( ) ( )22221111 ,,,,, zyxMzyxM  и ( )3333 ,, zyxM , не лежащими на одной 

прямой. 

Рассмотрим эти случаи. 

1. Уравнение плоскости, проходящей через точку ( )0000 ,, zyxM  перпендикулярно векто-

ру ( ) 2 2 2, , , 0n A B C A B C+ + ≠
 : 

 
( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzCyyBxxA .               ((44..5500))  
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Если раскрыть скобки, привести подобные члены, обозначить ( )000 CzByAxD ++−= , то 

будем иметь уравнение 

 

которое называется общим уравнением плоскости. 

Если в (4.51) все коэффициенты не равны нулю, то путем деления обеих частей уравнения 

(4.51) на (–D) получим уравнение 

 

которое называется уравнением плоскости в отрезках. Здесь a, b, c – абсцисса, ордината и 

аппликата точек пересечения плоскости с координатными осями Ox, Oy, и Oz соответствен-

но. 

2. Уравнение плоскости, проходящей через три данные точки 

( ) ( )22221111 ,,,,, zyxMzyxM  и ( )3333 ,, zyxM , имеет вид: 

 
Если вычислить этот определитель, то мы придем к уравнению вида (4.51), т. е. к общему 

уравнению плоскости. 

Уравнением первой степени с тремя переменными называют уравнение 

0,0 222 ≠++=+++ CBADCzByAx . 

Вывод. Каждая плоскость в пространстве Oxyz определяется уравнением первой 

степени с тремя переменными 

0,0 222 ≠++=+++ CBADCzByAx . 

И наоборот, каждое уравнение первой степени относительно x, y, z определяет не-
которую плоскость в пространстве. 

4.13.2 Взаимное расположение плоскостей 

Пусть две плоскости заданы своими общими уравнениями 

 

 
02222 =+++ DzCyBxA .                       ((44..5555))  

01111 =+++ DzCyBxA ,                        ((44..5544))  

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

.                   ((44..5533))  

1x y z
a b c
+ + = ,                                 ((44..5522))  

0,0 222 ≠++=+++ CBADCzByAx ,            ((44..5511))  
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Различают следующие случаи взаимного расположения плоскостей: 1) пересекаются по 

прямой; 2) параллельны; 3) совпадают. 

Условие пересечения: соответствующие коэффициенты при x, y, z в (4.54), (4.55) не про-

порциональны, т. е. 21 || nn  , здесь ( ) ( )22221111 ,,;,, CBAnCBAn  . Пр и этом условие перпендику-

лярности плоскостей имеет вид: 

 
Условия параллельности плоскостей (4.54) и (4.55): 

 
совпадения плоскостей: 

 
Углом между плоскостями (4.54) и (4.55) называется угол между их нормальными век-

торами ( )1111 ,, CBAn  и ( )2222 ,, CBAn . 

Поэтому косинус угла ϕ между ними находится по формуле 

 
Величина меньшего угла между плоскостями вычисляется по формуле 

 
Расстояние d от точки ( )0000 ,, zyxM  до плоскости 0=+++ DCzByAx  находится по фор-

муле: 

 
П р и м е р  4.39. Составить уравнение плоскости, которая проходит через точку М0(2; 1; –1) 

перпендикулярно вектору ( )1; 2; 3n −
 . 

Р е ш е н и е . Воспользуемся формулой (4.50): 

( ) ( )( ) ( )( ) 0131221 =−−+−−+−⋅ zyx . 

Отсюда 033222 =+++−− zyx , а значит, 0332 =++− zyx  – общее уравнение искомой 

плоскости. 

222
000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= .                      ((44..6611))  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA

++⋅++

++
=ϕ .           ((44..6600))  

( )1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 2 2 2 2 2 21 2 1 1 1 2 2 2

,
cos cos ,

n n A A B B C Cn n
n n A B C A B C

∧  + +
ϕ = = =  ⋅  + + ⋅ + +

 
 

  . 44..5599))  

2

1

2

1

2

1

2

1
D
D

C
C

B
B

A
A

=== .                           ((44..5588))  

2

1

2

1

2

1

2

1
D
D

C
C

B
B

A
A

≠== ;                          ((44..5577))  

0212121 =++ CCBBAA .                        ((44..5566))  
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П р и м е р  4.40. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку М0(–2; 3; 1) па-

раллельно плоскости Oxy. 

Р е ш е н и е . В качестве вектора нормали плоскости Oxy можно взять базисный вектор 

( ) nk 
== 1;0;0 , который будет служить и вектором нормали искомой плоскости. Далее по 

формуле (4.50) ( ) ( ) ( ) 0113020 =−⋅+−⋅++⋅ zyx  или 01=−z . 

П р и м е р  4.41. Написать уравнение плоскости, проходящей через три точки 

( ) ( ) ( )1;3;0,3;2;2,1;0;1 321 −− MMM . 

Р е ш е н и е . Используя формулу (4.53), получим 

( ) ( )

( ) ( ) −=−−−⇒=+−−−⇒

⇒=
−−

⋅++
−
⋅−

−
⋅−⇒

⇒=
−−

+−
⇒=

+−−−
+−−
+−−

017616016116

0
31

21
1

21
41

23
42

1

0
231
421

11
0

110310
130212
101

zyxzyx

zyx

zyxzyx

 

общее уравнение искомой плоскости. 

П р и м е р  4.42. Найти угол между двумя плоскостями: 073,012 =−+=+−− zxzyx . 

Р е ш е н и е . Нормальный вектор первой плоскости ( )1;2;11 −−n , второй – ( )3;0;12n . Следова-

тельно, по формуле (4.59) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 15

1

106

2

301121

310211,
,coscos

222222
21

21
21

−
=

⋅

−
=

++⋅−+−+

⋅−+⋅−+⋅
=

⋅
=








=ϕ

∧

nn

nn
nn 


  

Значит, угол ϕ тупой, 
15
1arccos

15
1arccos −π=








−=ϕ . Острый угол находится из соотно-

шения: 
15
1arccos;

15
1cos =ϕ=ϕ . 

П р и м е р  4.43. Вычислить расстояние между параллельными плоскостями: 

0622,01222 =−−−=−−− zyxzyx . 

Р е ш е н и е . ( )2;2;1 −−n  – вектор нормали обеих плоскостей. Для решения задачи найдем 

какую-либо точку на первой плоскости и вычислим расстояние от этой точки до второй 

плоскости. Для этого положим в первом уравнении 0,0 == yx , тогда 0122 =−− z . Отсюда 

6−=z . Следовательно, М0(0; 0; –6)  – точка, лежащая на первой плоскости. Тогда по формуле 

(4.61) имеем: 
( )

( ) ( )
2

3
6

221

6620201
222

==
−+−+

−−⋅−⋅−⋅
=d , т. е. 2=d . 
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4.14 Прямая в пространстве 

4.14.1 Различные уравнения прямой в пространстве 

Положение прямой в пространстве однозначно определяется: 

1) заданием точки ( )0000 ,, zyxM  этой прямой и ненулевого вектора ( )pnms ,, , параллельно-

го прямой, который называется направляющим вектором прямой; 

2) заданием двух точек ( )1111 ,, zyxM  и ( )2222 ,, zyxM  на этой прямой; 

3) пересечением двух непараллельных плоскостей. 

Канонические уравнения прямой, проходящей через точку ( )0000 ,, zyxM  параллельно 

вектору ( ) 0,,,


≠spnms , имеют следую-щий вид: 

 

а ее параметрические уравнения: 

 

Канонические уравнения прямой, проходящей через две точки ( )1111 ,, zyxM   

и ( )2222 ,, zyxM , имеют вид 

 

Общими уравнениями прямой называется система уравнений 

 

т. е. прямая задается пересечением двух плоскостей. Направляющий вектор прямой (4.65) 

находится по формуле: 

 

[ ]
222

11121,
CBA
CBA
kji

nns




== .                      ((44..6666))  
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,0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

                     ((44..6655))  
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1
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1
zz
zz

yy
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xx
xx

−
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=
−
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=
−
− .                      ((44..6644))  

Rt
ptzz
ntyy
mtxx

∈








+=
+=
+=

,
,0

0

0

.                           ((44..6633))  

p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
− ,                        ((44..6622))  
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4.14.2 Взаимное расположение прямых в пространстве 

Пусть две прямые заданы каноническими уравнениями: 

 

 

Возможны следующие случаи взаимного расположения двух прямых в пространстве: 

1) прямые параллельны; 2) совпадают; 3) пересекаются в одной точке; 4) прямые скрещива-

ются. 

Условия параллельности прямых (4.67) и (4.68): 

2

1

2

1

2

1
21 :||

p
p

n
n

m
mss ==

 ; и вектор  ( )12121221 ,, zzyyxxMM −−−  не коллинеарен векторам 

( )1111 ,, pnms  и ( )2222 ,, pnms . 

Условия совпадения прямых: 

2121 |||| MMss  . 

Условия пересечения прямых: 

0

222

111

121212

=
−−−

pnm
pnm

zzyyxx
 (условие компланарности векторов 21, ss   и 21MM ) и векторы 

( )1111 ,, pnms  и ( )2222 ,, pnms  неколлинеарны. 

Условия скрещивающихся прямых (т. е. прямые не лежат в одной плоскости): 

0

222

111

121212

≠
−−−

pnm
pnm

zzyyxx
 (условие некомпланарности векторов 21, ss   и 21MM ). 

Заметим, что ( ) 0,, 2121 =MMss   является условием того, что прямые (4.67) и (4.68) лежат в 

одной плоскости. 

Под углом между прямыми (4.67), (4.68) понимают угол между направляющими векто-

рами ( )1111 ,, pnms  и ( )2222 ,, pnms . Величина этого угла ϕ определяется формулой: 

 

( )
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21,cos
pnmpnm

ppnnmm
ss
ss

++⋅++

++
=

⋅
=ϕ 



.    ((44..6699))  

2

2

2

2

2

2
p

zz
n

yy
m

xx −
=

−
=

− .                        ((44..6688))  
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Условие перпендикулярности двух прямых: 

( ) 0, 21 =ss  , т.е. 0212121 =++ ppnnmm . 

П р и м е р  4.44. Составить канонические и параметрические уравнения прямой, проходя-

щей через точку М0(4; 3; –2) параллельно 1) вектору ( )3; 6; 5s −
 ; 2) прямой 





=+−−
=−++

.0142
,063

zyx
zyx

 

Р е ш е н и е . 1) Вектор ( )3; 6;5s −
  является направляющим вектором искомой прямой, про-

ходящей через точку М0. Тогда по формуле (4.62) канонические уравнения прямой примут 

вид: 

5
2

6
3

3
4 +

=
−
−

=
− zyx . 

Используя (4.63), параметрические уравнения прямой запишутся в виде: 

Rt
tz

ty
tx

∈








+−=
−=
+=

,
52

63
34

. 

2) Направляющий вектор 1s
  заданной в условии прямой находим по формуле (4.66): 

kjikji
kji

s




 7611
12

31
42

11
41

13

412
1311 −+−=

−
+

−
−

−−
=

−−
= , т. е. ( )1 11; 6; 7s = − −

 . 

Вектор 1s
  может служить направляющим вектором и искомой прямой, т. к. прямые парал-

лельны. Получаем канонические уравнения: 

7
2

6
3

11
4

−
+

=
−

=
−
− zyx , 

а параметрические уравнения имеют вид: 

Rt
tz

ty
tx

∈








−−=
+=
−=

,
,72

63
,114

. 

П р и м е р  4.45. Найти уравнения прямой, проходящей через две точки М1(2; 2; 2) и М2(6; 

2; 1). 

Р е ш е н и е . Воспользуемся уравнениями (4.64): 

21
2

22
2

26
2

−
−

=
−
−

=
−
− zyx  или 

1
2

0
2

4
2

−
−

=
−

=
− zyx . 

Запись уравнений прямой в канонической форме сохраняется и  

в случае обращения отдельных координат вектора s  в ноль. Если  
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в знаменателе стоит ноль, то нулю нужно приравнять и числитель, т. е. уравнения можно за-

писать в виде: 






−
−

=
−

=−

,
1
2

4
2

,02
zx

y
 или 





=−+
=

,0104
,2
zx

y
 – это общие уравнения прямой в пространст-

ве. При этом параметрические уравнения имеют вид: 









−=
=

+=

.2
,2

,42

tz
y

tx
 

П р и м е р  4.46. Найти угол между прямыми 
8
1

2
3

7
2

−
+

=
+

=
− zyx  и 

7
1

8
4

11 −
+

=
−
−

=
zyx . 

Р е ш е н и е . ( )1 7; 2; 8s −
  и ( )2 11; 8; 7s − −

  – направляющие векторы первой и второй прямых 

соответственно. Тогда по фор-муле (4.69) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

.45,
2

1
234117

117

7811827

7882117,,coscos
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22222221
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⋅
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=
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=

⋅
=








=ϕ

∧

∧

ss

ss
ssss








 

П р и м е р  4.47. Установить взаимное расположение прямых: 

1) 
2
1

34
2

−
+

==
− zyx  и 









+=
−=
−=

.43
,64
,85

tz
ty
tx

 

2) 
1

2
3
1

2
+

=
−
−

=
zyx  и 

4
1

2
3

3
4 −

=
+

=
+ zyx . 

Решение. 1) Выпишем направляющие векторы первой и второй прямых: ( )2;3;41 −s , 

( )4;6;82 −−s . Так как координаты этих векторов пропорциональны: 
4
2

6
3

8
4 −

=
−

=
−

, то 21 || ss  . 

Следовательно, данные прямые параллельны или совпадают. Возьмем точки М1(2; 0; –1) и М2(5; 

4; 3), лежащие на прямых. Получим вектор ( )4;4;321 =MM . Так как 121 || sMM   и 221 || sMM  , то 

прямые параллельны. 

2) Координаты направляющих векторов ( )1 2; 3;1s −
 , ( )2 3; 2; 4s  данных прямых не пропорцио-

нальны: 
4
1

2
3

3
2

≠−≠ . Следовательно, прямые либо пересекающиеся, либо скрещивающиеся. 

Проверим условие принадлежности двух прямых одной плоскости: ( ) 0,, 2121 =MMss  . Данные 

прямые проходят через точки М1(0; 1; –2) и М2(–4; –3; 1). Имеем: 

( )
( ) .011513354144

23
32

3
43
12

4
42
13

4
423
132
344

423
132

211304
≠=⋅+⋅+−⋅−=

−
++

−
−=−

−−
=−

−−−−−−
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Следовательно, данные прямые – скрещивающиеся. 

П р и м е р  4.48. Общие уравнения прямой 




=−+−
=+−+

,0522
,0232

zyx
zyx

 преобразовать к канониче-

скому виду. 

Р е ш е н и е . Нам надо знать какую-либо точку на прямой и ее направляющий вектор s . Вы-

берем точку на прямой следующим образом: положим, например, 0=z ; тогда для нахождения 

абсциссы x и ординаты y этой точки получим систему уравнений: 




=−−
=++

,0522
,022

yx
yx

, из которой 

находим 
2
3,1 −== yx . Значит, 






 − 0;

2
3;10M  – точка пря-мой. Направляющий вектор s  прямой 

находим по формуле (4.66): 

kjikji
kji

s




 674
22

21
12
31

12
32

122
321 −−−=

−
+

−
−

−
−

=
−

−= , 

т. е. ( )6;7;4 −−−=s . Тогда, согласно формуле (4.62): 
67

2
3

4
1

−
=

−

+
=

−
− zyx  – искомые канонические 

уравнения прямой. 

4.15 Прямая и плоскость в пространстве 

Пусть прямая задана каноническими уравнениями: 

 

а плоскость задана общим уравнением: 

 

Различают следующие случаи расположения прямой и плоскости: 1) прямая пересекается 

с плоскостью в одной точке; 2) прямая параллельна плоскости; 3) прямая лежит в плоскости. 

Укажем для каждого из этих случаев условия, которым должны удовлетворять коэффициен-

ты уравнений (4.70) и (4.70 а). Выпишем направляющий вектор ( )pnms ,,  прямой (4.70), нор-

мальный вектор ( )CBAn ,,  плоскости (4.70а), координаты точки ( )0000 ,, zyxM  прямой (4.70). 

Условие пересечения прямой и плоскости: 

 
( ) 00, ≠++⇔≠ CpBnAmns  ;                    ((44..7711))  

0=+++ DCzByAx .                          ((44..7700аа))  

p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
− ,                        ((44..7700))  
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условия параллельности прямой и плоскости: 

 

Условия, при котором прямая (4.70) лежит в плоскости (4.70а): 

 

Углом между прямой и плоскостью называется угол ϕ (острый) между прямой и ее про-

екцией на плоскость. Величина угла ϕ определяется по формуле: 

 

Условие перпендикулярности прямой и плоскости: 

 

Для нахождения точки пересечения прямой и плоскости удобно использовать парамет-

рические уравнения прямой (4.63): 








+=
+=
+=

.
,
,

0

0

0

ptzz
ntyy
mtxx

 

Координаты точки пересечения находятся из системы уравнений: 

 

Пример  4.49. Найти угол (в градусах) между прямой 
21

1
3

2 zyx
=

+
=

−  и плоскостью 

0243 =−+− zyx . 

Р е ш е н и е . В данном случае направляющий вектор прямой ( )3;1; 2s = ; а вектор нормали 

плоскости ( )3; 4;1n = −
 . 

Воспользуемся формулой (4.74). Получим:  

37,0
912

7
7132

7
2614

7
1169419

249
sin ≈=

⋅
=

⋅
=

++⋅++

+−
=ϕ . 

Откуда °≈=ϕ 5,2137,0arcsin . 
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s n Am Bn Cp
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 = + + = ⇔  + + + ≠+ + + ≠ 
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Пример  4.50. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ( )4; 3; 6M −  перпен-

дикулярно прямой 
2
5

1
1

2
3

−
+

=
−

=
− zyx . 

Р е ш е н и е . Направляющий вектор ( )2;1; 2s = −
  прямой может служить нормальным век-

тором для искомой плоскости: ( )2;1; 2n s= = −
  . Теперь воспользуемся формулой (4.50): 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 07220623142 =+−+⇔=−⋅−+−−⋅+− zyxzyx  – общее уравнение искомой плоско-

сти. 

Пример  4.51. Найти координаты точки, симметричной точке ( )5;4;31M  относительно 

плоскости 062 =−+− zyx . 

Р е ш е н и е . Точка 2M , симметричная точке 1M  относительно плоскости, находится на 

перпендикуляре к плоскости и является концом отрезка 21MM , для которого серединой бу-

дет точка N пересечения прямой 21MM  и плоскости. Направляющий вектор перпендикуляра 

к плоскости – это нормальный вектор этой плоскости ( )1; 2;1n = −
 . Уравнения перпендикуля-

ра к плоскости, проведенного через точку 1M , имеют вид ( )( )1;2;1 −== ns  : 

( )








+=
−=
+=

⇔=
−

=
−
−

=
−

.5
,24

,3

1
5

2
4

1
3

tz
ty

tx
tzyx  

Координаты точки N пересечения перпендикуляра с плоскостью найдем, решая систему 

(4.76): 




=−+−
+=−=+=

.062
;5;24;3

zyx
tztytx

 

Подставляя выражения для x, y, z в последнее уравнение системы, получим: 

( ) ( ) ( ) 10660652423 =⇔=−⇔=−++−−+ ttttt . 

Теперь, подставляя найденное значение t в x, y, z, будем иметь: 

615;224;413 =+==−==+= zyx , т. е. ( )6;2;4N  – точка пересечения перпендикуляра и плос-

кости. А так как N – середина отрезка 21MM , то 

2
;

2
;

2
212121 MM

N
MM

N
MM

N
zz

z
yy

y
xx

x
+

=
+

=
+

= . 

Имеем: 
2

5
6;

2
4

2;
2

3
4 222 MMM zyx +

=
+

=
+

= . Отсюда находим: 7;0;5
222
=== MMM zyx . Зна-

чит, точка 2M  имеет координаты ( )5; 0; 7 . 
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4.16 Кривые второго порядка 

Считаем, что на плоскости задана прямоугольная декартова система координат Oxy. 

Уравнением второй степени с двумя переменными называется уравнение вида 

 
Линией (кривой) второго порядка называется множество точек плоскости, координаты 

которых удовлетворяют какому-либо уравнению 2-й степени (4.77). 

Линиями 2-го порядка являются окружность, эллипс, гипербола, парабола. Рассмотрим 

уравнения этих линий в наиболее простом (каноническом) виде, который достигается опре-

деленным выбором системы координат. 

4.16.1 Окружность 

О п р е д е л е н и е . Окружностью называется множество всех точек плоскости, удален-

ных от заданной точки ( )baN , , называемой центром, на одно и то же расстояние R, назы-

ваемое радиусом окружности (рис. 4.18). 

Каноническое уравнение окружности имеет вид 

 

 

 
 

 

   

 

 

 
Рис. 4.18 

В частности, если центр окружности совпадает с началом координат, т. е. 0== ba , то 

уравнение (4.78) имеет вид 

 

222 Ryx =+ .                                  ((44..7799))  

( ) ( ) 222 Rbyax =−+− .                          ((44..7788))  

0,0 22222 ≠++=+++++ CBAFEyDxCyBxyAx .  ((44..7777))  
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4.16.2 Эллипс 

О п р е д е л е н и е . Эллипсом называется множество всех точек плоскости, сумма рас-

стояний от каждой из которых до двух данных точек, называемых фокусами, есть величина 

постоянная, бóльшая, чем расстояние между фокусами. 

Если фокусы эллипса 1F  и cFFF 2, 212 = , расположить на оси Ox симметрично относительно 

начала координат, то ( )0;1 cF , ( )0;2 cF − . Обозначив через 2a сумму расстояний от точки кри-

вой до фокусов ( )ca 22 > , получим каноническое уравнение эллипса: 

 
В этом уравнении 0; >> bba  и числа a, b, c связаны соотношением: 

 
 

  

 

  

O 

 

–  

 

 

 
 

  

 
. 

 

 

  

 
Рис. 4.19 
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. 

. 
 

. 
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Рис.4.20 

222 bac −= .                                  ((44..8811))  

12

2

2

2
=+

b
y

a
x .                                   ((44..8800))  
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Числа a и b называются полуосями эллипса, a – большая полуось, b – малая полуось. 

Точки ( ) ( ) ( ) ( )0;;;0;0;;0; 2121 bBbBaAaA −−  называются вершинами эллипса (это точки пересе-

чения эллипса с осями координат), точка ( )0;0O  – центром эллипса. Эллипс, заданный урав-

нением (4.80) изображен на рис. 4.19. 

Эксцентриситетом эллипса называется число ε, равное отношению расстояния между 

фокусами эллипса 2c к длине большой оси 2a: 

 
Замечания. 1) При ba <  уравнение (4.80) также задает эллипс, но его фокусы лежат на 

оси Oy, при этом ( )cFabc −−= ;0; 1
222 ; ( )

b
ccF =ε;;02  (рис. 4.20). 

2) Если ba = , то уравнение (4.80) определяет окружность радиуса a с центром в начале ко-

ординат: 222 ayx =+ . В этом случае 0=c . Следовательно, окружность – это частный случай 

эллипса с совпадающими фокусами, при этом 0=ε . 

3) Уравнение эллипса с осями параллельными координатным имеет вид 

 
где 00 , yx  – координаты центра эллипса. 

4) Уравнения: [ ]π∈




=
=

2;0,
sin
cos

t
tby
tax

, являются параметрическими уравнениями эллипса. 

4.16.3 Гипербола 

О п р е д е л е н и е .  Гиперболой называется множество всех точек плоскости, модуль раз-

ности расстояний от каждой из которых до двух данных точек, называемых фокусами, есть ве-

личина постоянная, меньшая, чем расстояние между фокусами, и отличная от нуля.  

Если фокусы гиперболы 1F  и cFFF 2, 212 = , расположить на оси Ox симметрично относи-

тельно начала координат: ( )0;1 cF , ( )0;2 cF − ; и обозначить модуль разности расстояний от точки 

кривой до фокусов через ( )caa <<02 , то каноническое уравнение гиперболы имеет вид: 

 

 

в котором 0>b , причем 222 bac += .             ((44..8855))  

12

2

2

2
=−

b
y

a
x ,                                   ((44..8844))  

( ) ( ) 12

2
0

2

2
0 =

−
+

−

b
yy

a
xx ,                        ((44..8833))  

(0 1c
a

ε = ≤ ε < , т. к. ac < ).                       ((44..8822))  
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Гипербола (4.84) пересекает ось Ox в точках ( ) ( )0;;0; 21 aAaA − , которые называются верши-

нами гиперболы, а ось Oy гипербола не пересекает. 

Та ось гиперболы, которую она пересекает, называется действительной, а та, которую не 

пересекает – мнимой. Числа a и b называются полуосями гиперболы; (a – действительная, 

b – мнимая полуоси). Точка ( )0;0O  называется центром гиперболы. 

Прямые x
a
by ±=  называются асимптотами гиперболы. При неограниченном удалении от 

начала координат гипербола бесконечно близко приближается к своей асимптоте, не пересе-

кая ее. Гипербола (4.84) изображена на рис. 4.21. 

 
Рис. 4.21 

Эксцентриситетом гиперболы называется число ε, равное отношению половины рас-

стояния между фокусами гиперболы к ее действительной полуоси: 

 
Замечания. 1) Если фокусы гиперболы лежат на оси Oy, то уравнение гиперболы имеет 

вид 

 
Действительной осью гиперболы (4.87) является ось Oy, а мнимой – ось Ox. Гиперболы, 

заданные уравнениями (4.84) и (4.87), называются сопряженными. Сопряженные гиперболы 

имеют одинаковые асимптоты, а действительные оси их взаимно перпендикулярны. Для ги-

перболы (4.87) 
b
c

=ε . Она изображена на рис. 4.22. 

12

2

2

2
=−

a
x

b
y .                                   ((44..8877))  

( 1c
a

ε = ε > , т. к. ac > ).                          ((44..8866))  

x F1 

y 
12

2

2

2
=−

b
y

a
x  

b 

a 
0 F2 A2 A1 
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Рис. 4.22 

 

2) Уравнение гиперболы с осями, параллельными координатным, имеет вид 

 

где ( )00 , yx  – координаты центра гиперболы. 

4.16.4 Парабола 

О п р е д е л е н и е .  Параболой называется множество всех точек плоскости, каждая из ко-

торых равноудалена от данной точки, называемой фокусом F, и данной прямой l, называемой 

директрисой. 

Если расстояние от фокуса F до директрисы l обозначить через p, расположить фокус F на 

оси Ox, которая перпендикулярна директрисе l, а ось Oy – посередине между фокусом и ди-

ректрисой параллельно последней, то парабола задастся уравнением 

 

 

которое называется каноническим уравнением параболы (рис. 4.23). 

pxy 22 = ,                                      ((44..8899))  

( ) ( ) 12

2
0

2

2
0 =

−
−

−

b
yy

a
xx ,                         ((44..8888))  
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Рис. 4.23 

Число p, равное расстоянию от фокуса F до директрисы l, называется параметром пара-

болы, точка ( )0;0O  – ее вершиной, а ось Ox – осью симметрии параболы. Уравнение ди-

ректрисы l имеет вид: 
2
px −= . Эксцентриситет ε параболы по определению считается 

равным 1: 1=ε . 

Замечания. 1) Уравнение pxy 22 −=  также задает параболу, симметричную относительно 

оси Ox (рис. 4.24). Фокус F имеет координаты 





− 0;

2
pF , а уравнение директрисы: 

2
px = . 

 
  

  

 

 

 

 

Д
ир

ек
тр

ис
а 

 
Рис. 4.24 
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2) Уравнения pyxpyx 2;2 22 −==  также задают параболы, но симметричные относительно оси 

Oy. У параболы pyx 22 =  фокус 







2
;0 pF , уравнение директрисы 

2
py −=  (рис. 4. 25). Для парабо-

лы pyx 22 −=  фокус 





 −

2
;0 pF , а уравнение директрисы 

2
py =  (рис. 4. 26). 

  

 

 
 

 

 

 

 

 

 
Рис. 4.25 

 
  

 

 

 

  

 

 
 

 

 
Рис. 4.26 

3) Уравнения парабол с осями симметрии, параллельными координатным осям, имеют 

вид: ( ) ( ) ( ) ( )0
2

00
2

0 2;2 yypxxxxpyy −±=−−±=− . 

Известно, что для любой линии второго порядка на плоскости существует прямоугольная 

декартова система координат, в которой эта линия задается каноническим уравнением. 
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Покажем на конкретных примерах, как практически привести уравнение линии 2-го по-

рядка, не содержащее члена с произведением переменных, т. е. 0=B  в (4.7 7 ), к канониче-

скому виду. 

Пример  4.52. Линия второго порядка задана уравнением 

0116123 2 =+−− yxy .                          ((44..9900))  

Определить вид этой линии и нарисовать ее. 

Р е ш е н и е . Уравнение (4.90) не является каноническим. Выделим полный квадрат, вклю-

чающий в себя все слагаемые с переменной y, причем коэффициент при y2 обязательно выно-

сим за скобки. 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) .

3
2418121301112313

0111211230111223

222

22







 −=−⇔−=−⇔=+−−−

⇔=+−−+−⇔=+−−

xyxyxy

xyyxyy
 

Применив преобразование параллельного переноса 2 ;
3

X x= −  1Y y= − , из последнего 

уравнения получаем каноническое уравнение XY 42 = . Отсюда видим, что рассматриваемая 

линия – парабола, симметричная относительно оси O1X. 

Чтобы нарисовать эту линию, изобразим на одном рисунке обе системы координат Oxy и 

O1XY. При параллельном переносе координатные оси перемещаются параллельно самим се-

бе, поэтому для определения их расположения достаточно определить положение нового на-

чала координат. В точке O1 X = 0 и Y = 0, значит, 2 ;
3

x =  1y = . Через точку 1
2 ;1
3

O  
 
 

 проводим 

оси, сонаправленные осям Ox и Oy, и получаем новую систему коор динат. В этой системе 

рисуем параболу XY 42 = , вершина которой находится в начале координат, а ветви направ-

лены в сторону положительного направления оси O1X симметрично этой оси (рис. 4.27). 
 

O 

 

 

 

 

 

 O1 

 

 

 
Рис. 4.27 
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П р и м е р  4.53. Упростить уравнение 013101252 22 =++−+ yxyx , пользуясь переносом начала 

координат. Построить линию, определяемую этим уравнением. 

Р е ш е н и е . Выделим полные квадраты по переменным x и y соответственно. 

( ) ( ) ⇔=+++− 0132562 22 yyxx  

( ) ( ) ⇔=+−+++−+− 013512518962 22 yyxx  

( ) ( ) ⇔=++− 101532 22 yx  

( ) ( ) .1
2
1

5
3 22

=
+

+
− yx  

Обозначая х – 3 = X, y + 1 = Y, получим каноническое уравнение эллипса .1
25

22
=+

YX  На-

чало новой системы координат – точка О1(3, –1); оси О1X, О1Y параллельны осям Оx и Оy со-

ответственно. Большая полуось эллипса 5=a , малая полуось .2=b  Изобразим кривую на 

рис. 4.28. 
 

x 

X 

Y y 

2  

5  
–1 01 

0 3 

1
2

)1(
5

)3( 22
=

+
+

− yx  1
25

22
=+

YX  
 

Рис. 4.28 

П р и м е р  4.54. Составить уравнение окружности, имеющей центр в точке ( )5;2 −N  и радиус, 

равный 4. 

Р е ш е н и е . Подставим значения координат центра и радиуса в уравнение (4.78), получим 

( ) ( ) 1652 22 =++− yx . 

П р и м е р  4.55. Дано уравнение эллипса 11764924 22 =+ yx . Найти: 1) длины его полуосей;  

2) координаты фокусов; 3) эксцентриситет. 

Р е ш е н и е . Приведем уравнение эллипса 11764924 22 =+ yx  к каноническому виду (4.80), 

разделив обе части равенства на 1176: 1
2449

22
=+

yx , из которого вытекают следующие соот-

ношения: 

1) 24,49 22 == ba , т. е. 7=a  – большая полуось; 62=b  – малая полуось. 

2) Используя равенство (4.81), найдем 5,252449222 ==−=−= cbac . Значит, ( ) ( )0;5,0;5 21 −FF . 
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3) По формуле (4.82) 
7
5

==ε
a
c . 

П р и м е р  4.56. Составить уравнение эллипса, проходящего через точки 

( ) ( )152;1,34;2 21 −− MM . 

Р е ш е н и е . Уравнение эллипса ищем в виде (4.80): 12

2

2

2
=+

b
y

a
x . Так как эллипс проходит 

через точки 21, MM , то их координаты удовлетворяют уравнению эллипса: 










=+

=+

.1601

,1484

22

22

ba

ba  

Умножая второе равенство на (–4) и складывая с первым, находим: 2
192 3
b

− = − , т. е. 642 =b . 

Подставляя полученное значение 2b  во второе равенство, получаем 1
64
601

2 =+
a

, откуда 

162 =a . Искомое уравнение эллипса имеет следующий вид: 1
6416

22
=+

yx . 

П р и м е р  4.57. Дано уравнение гиперболы 144916 22 =− yx . Найти: 1) длины полуосей ги-

перболы; 2) координаты фокусов; 3) эксцентриситет; 4) уравнения асимптот. 

Р е ш е н и е . Разделим обе части уравнения на 144, тем самым приведя его к каноническо-

му виду (4.84): 1
169

22
=−

yx . 

1) Из последнего уравнения 16,9 22 == ba , т. е. 3=a  – действительная полуось, 4=b  – 

мнимая полуось. 

2) Используя равенство (4.85): 222 bac += , получим: 252 =c , а 5=c . Значит, 

( ) ( )0;5,0;5 21 −FF . 

3) По формуле (4.86) 
3
5

==ε
a
c . 

4) Уравнения асимптот имеют вид: x
a
by ±= . В нашем случае xy

3
4

±= . 

П р и м е р  4.58. Составить каноническое уравнение гиперболы, если ее фокусы лежат на оси 

Oy и расстояние между ними равно 10, а длина действительной оси равна 8. 

Р е ш е н и е . Искомое уравнение имеет вид (4.87): 12

2

2

2
=−

a
x

b
y . Согласно условию 

102,82 == cb . Значит, 5,4 == cb . Из (4.85) 222 bac += . Найдем мнимую полуось a: 

945 22222 =−=−= bca , т. е. 3=a . Искомое уравнение гиперболы: 1
916

22
=−

xy . 
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П р и м е р  4.59. Дана парабола yx 42 = . Найти: 1) координаты фокуса; 2) уравнение дирек-

трисы. 

Р е ш е н и е . Парабола задана каноническим уравнением pyx 22 = . Следовательно, 

2,42 == pp . Откуда получаем: 1) ( )1;0
2

;0 FpF ⇒





 ; 2) 1

2
−=⇒−= ypy  – уравнение директри-

сы. 

П р и м е р  4.60. Составить уравнение параболы, если ее вершина совпадает с началом коор-

динат, а фокус находится в точке ( )0;2F . 

Р е ш е н и е . Так как фокус параболы находится всегда на ее оси симметрии, то в нашем 

случае осью параболы будет ось Ox, причем ( )0;20;
2

FpF ⇒





 . Отсюда 2

2
=

p , значит, 4=p . 

При этом каноническим уравнением параболы будет pxy 22 = , т. е. в данном случае xy 82 = . От-

метим, что уравнение директрисы 
2
px −= , т. е. 2−=x . 

4.17 Поверхности второго порядка 

Мы будем рассматривать в данном параграфе только прямоугольную систему координат 

Oxyz. 

4.17.1 Цилиндры и конусы 

Пусть в пространстве заданы некоторая линия L и прямая α, пересекающая L. 

О п р е д е л е н и е .  Цилиндрической поверхностью или цилиндром называется по-

верхность, образованная прямой α при ее перемещении параллельно самой себе так, что она 

все время пересекает линию L. Прямые, полученные при перемещении прямой α, называются 

образующими этого цилиндра, а линия L – его направляющей. Если цилиндр имеет ось 

симметрии, а направляющая, лежащая в перпендикулярной этой оси плоскости, является ок-

ружностью, то цилиндр называется круговым. 

Заметим, что если в уравнении поверхности отсутствует одна из координат, то это урав-

нение задает цилиндр с образующими, параллельными координатной оси, определяемой от-

сутствующей координатой. Уравнение направляющей этого цилиндра, лежащей в перпенди-

кулярной образующим координатной плоскости, совпадает с уравнением самого цилиндра. 

Так, уравнение ( ) 0, =yxF  задает цилиндр с образующими, параллельными оси Oz. Если 

это уравнение рассматривать в системе координат Oxy (т. е. в плоскости 0=z ), то получим 

уравнение направляющей этого цилиндра. 

Уравнения ( ) 0, =zxF  и ( ) 0, =zyF  задают цилиндры с образующими, параллельными осям 

Oy и Ox соответственно. 
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Пусть в пространстве задана некоторая линия L и точка O′. 

О п р е д е л е н и е .  Конической поверхностью или конусом называется поверхность, об-

разованная прямыми, проходящими через O′ и пересекающими кривую L. Прямые, из которых 

состоит конус, называются его образующими, а точка O′ – его вершиной. Если конус имеет 

ось симметрии, а все его образующие наклонены к ней под одним и тем же углом, то конус 

называется круговым. 

4.17.2 Канонические уравнения поверхностей второго порядка 

О п р е д е л е н и е .  Поверхностью второго порядка называется множество всех точек 

пространства, удовлетворяющих в некоторой системе координат какому-либо уравнению 2-й 

степени, т. е. уравнению вида 

 

Уравнение (4.91) называется общим уравнением поверхности второго порядка (коэффици-

енты A, B, C, D, E, F не равны нулю одновременно). 

Для любой поверхности 2-го порядка в пространстве существует прямоугольная декарто-

ва система координат, в которой эта поверхность задается каноническим уравнением. Пере-

числим все принципиально возможные типы канонических уравнений 2-й степени с тремя 

переменными и таким образом классифицируем поверхности 2-го порядка. 
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2

2
=++
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b
y

a
x  – эллипсоид (рис. 4.29); 

12

2

2

2

2

2
−=++

c
z

b
y

a
x  – мнимый эллипсоид; 

02

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x  – точка O(0,0,0); 

12

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x  – однополостный гиперболоид (рис. 4.30); 

12

2

2

2

2

2
−=−+

c
z

b
y

a
x  – двуполостный гиперболоид (рис. 4.31); 

02

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x  – конус второго порядка (рис. 4.32); 

z
b
y

a
x

=+ 2

2

2

2
 – эллиптический параболоид (рис. 4.33); 

0222 =+++++++++ RKzHyGxFyzExzDxyCzByAx .((44..9911))  
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2
=+

b
y

a
x  – эллиптический цилиндр (рис. 4.34); 

12

2

2

2
−=+

b
y

a
x  – мнимый эллиптический цилиндр; 

02

2

2

2
=+

b
y

a
x  – прямая (ось Oz); 

z
b
y

a
x

=− 2

2

2

2
 – гиперболический параболоид (рис. 4.35); 

12

2

2

2
=−

b
y

a
x  – гиперболический цилиндр (рис. 4.36); 

 

02

2

2

2
=−

b
y

a
x  или 










=+

=−

0

0

b
y

a
x

b
y

a
x

 – пара пересекающихся плоскостей; 

pxy 22 =  – параболический цилиндр (рис. 4.37); 

 

22 ay = , или 



−=

=
ay

ay
 – пара параллельных плоскостей; 

02 =y  – сдвоенная плоскость; 

 
22 ay −=  – пара мнимых параллельных плоскостей. 
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Рис. 4.29 
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Рис. 4.31 
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Рис. 4.32 
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Рис. 4.33 
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Рис. 4.34 
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Рис. 4.35 
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Рис. 4.36 
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Рис. 4.37 

Числа a, b и c в уравнениях эллипсоида, двуполостного и однополостного гиперболоидов, 

конуса 2-го порядка, эллиптического и гиперболического цилиндров называются их полуося-

ми. Все эти поверхности симметричны относительно всех координатных плоскостей и отно-

сительно начала координат. Точки пересечения двуполостного гиперболоида и эллиптиче-

ского параболоида с осями симметрии называются их вершинами. Вершиной конуса назы-

вается его центр симметрии. 

Чтобы по каноническому уравнению определить вид поверхности без формального заучи-

вания уравнений, полезно рассуждать в следующей последовательности. 

Если каноническое уравнение не содержит одной из переменных, то это один из цилиндров. 

При этом его образующие параллельны координатной оси, определяемой отсутствующей пе-

ременной, а уравнение направляющей, лежащей в координатной плоскости, перпендикулярной 

этой оси, совпадает с уравнением самой поверхности. 

Если каноническое уравнение содержит все переменные, проверим, все ли они в квадратах. 

Если присутствует слагаемое первой степени, то это один из параболоидов. Какой из них, 

легко понять по левой части уравнения. 

Если в каноническом уравнении присутствуют квадраты всех трех переменных, посмотрим 

на знаки коэффициентов при квадратах. В случае, когда все эти коэффициенты одного знака, мы 

имеем либо эллипсоид, действительный или мнимый, либо точку. При cba ==  из уравнения 

эллипсоида получаем частный случай – уравнение сферы. 

Если в каноническом уравнении присутствуют квадраты всех трех переменных, но они 

разных знаков, то рассматриваемая поверхность либо один из гиперболоидов, либо конус 

второго порядка. Конус выделяется тем, что он проходит через начало координат, что легко 

проверяется подстановкой. Так как переменных всего три, то два коэффициента при квадра-

тах будут иметь одинаковый знак, а третий – противоположный. Таким образом, две пере-

менные будут равноправными, а третья – особенной. Конус или гиперболоид всегда «вытяну-

ты» вдоль оси, определяемой особенной переменной. Чтобы отличить однополостный гипер-
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болоид от двуполостного, следует положить равной нулю эту особенную переменную. Если 

в сечении получился эллипс, то гиперболоид однополостный, если пустое множество – дву-

полостный. 

П р и м е р  4.61. Построить тело, ограниченное поверхностями ,4222 =++ zyx  .322 zyx =+  

Р е ш е н и е . Тело ограничено снизу поверхностью параболоида: zyx 322 =+ , а сверху – 

поверхностью сферы .4222 =++ zyx  

Тело изображено на рис. 4.38. 
 

y  2 –2 

x 

0 

z 

 
 

Рис. 4.38 

П р и м е р  4.62. Построить тело, ограниченное поверхностями 

.3,3),0,0(0,0,1
94

22
−==≥≥===+ yyzxzxzx  

Р е ш е н и е . Поверхность 1
94

22
=+

yx  – эллиптический цилиндр. Он пересечен плоскостями 

х = 0, z = 0 (координатные плоскости Ozy и Оxy). По оси Оy тело ограничено плоскостями  

y = 3, y = –3 (рис. 4.39). 

  

–3 0 
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Рис. 4 
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5 ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

5.1 Числовая последовательность, предел числовой последовательности.  

Функция и предел функции 

О п р е д е л е н и е . Под числовой последовательностью (или просто последовательно-

стью)  ,,,,, 321 nxxxx  понимается функция ( )nfxn = , заданная на множестве N натуральных 

чисел. Отдельные числа nx  называются членами (или элементами) числовой последовательно-

сти: х1 – первый член числовой последовательности, х2 – второй и т. д. Кратко последователь-

ность обозначается { } Nnxn ∈, ; а символом xn обозначается общий член числовой последова-

тельности. 

Примеры: 

1. 
n

x
n n

1;1,
3
1,

2
1,1 =







=









 . 

2. 
n

nx
n

n
n

1;1,
3
2,

2
1,0 −

=






 −

=








 . 

3. { } ( ){ } ( ) nxn n
n

n ⋅−=⋅−=−− 1;1,4,3,2,1  . 

Последовательность {хn} называется ограниченной, если существует такое число 0>M , 

что для любого Nn∈  выполняется нера-венство Mxn ≤ . В противном случае последова-

тельность называется неограниченной. Очевидно, что последовательности в приме-рах 1 и 2 

ограничены; в примере 3 – неограничена. 

Если все элементы последовательности {хn} равны одному и тому же числу, то ее называют 

постоянной. 

Последовательность {хn} назывется возрастающей (убывающей), если для любого Nn∈  

выполняется неравенство ( )nnnn xxxx <> ++ 11 . Возрастающие и убывающие последовательности 

называются монотонными. 

О п р е д е л е н и е .  Число а называется пределом числовой последовательности {хn}, если 

для любого числа ε > 0 существует такой номер N(ε), что для всех n > N(ε) выполняется неравен-

ство .ε<− axn  

Обозначение предела последовательности: axax nnn
→=

∞→
;lim  при .∞→n  

Последовательность, имеющая предел, называется сходящейся. Последовательность, не 

имеющая предела, называется расходящейся. 

Теорема Больцано–Вейерштрасса. 1. Всякая монотонная ограниченная последова-

тельность имеет предел. 2. Из всякой ограниченной последовательности можно выде-

лить сходящуюся подпоследовательность. 
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Если 0lim =
∞→

nn
x , то последовательность {хn} называется бесконечно малой числовой после-

довательностью. Последовательность {хn} называется бесконечно большой, если для любо го  

0>M  существует число N такое, что Mxn >  для всех Nn > . Тогда пишут: ∞=
∞→

nn
xlim . 

О п р е д е л е н и е . Пусть даны два непустых множества X и Y. Если каждому элементу 

Xx∈  ставится в соответствие единственный элемент Yy∈ , то говорят, что на множестве X за-

дана функция f. Говорят, что функция f отображает множество X на множество Y. 

Множество X называется областью определения функции f (обозначается ( )fD ), а множе-

ство Y называется областью значений функции f (обозначается ( )fE ). 

О п р е д е л е н и е . Число А называется пределом функции f(x) в точке x0, если для лю-

бого числа ε > 0 существует такое число δ(ε) > 0, что для всех 0xx ≠ , удовлетворяющих ус-

ловию δ<− 0xx , выполняется неравенство .)( ε<− Axf  

Обозначение предела функции: .)(lim
0

Axf
xx

=
→

 

Если функции f(x) и g(x) имеют конечные пределы при 0xx→ , то справедливы следующие 

теоремы о пределах: 

1. );(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx →→→

±=±  

2. );(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx →→→

⋅=⋅  

3. 
)(lim

)(lim

)(
)(lim

0

0

0 xg

xf

xg
xf

xx

xx

xx
→

→

→
=  (если 0)(lim

0
≠

→
xg

xx
). 

Теорема (предел сжатой функции). Если ( ) ( ) ( )xzxvxu ,,  определены в окрестности точки 

0xx =  и при 0xx→  выполняются условия ( ) ( ) ( )xvxzxu ≤≤  и ( ) ( ) Axvxu
xxxx

==
→→ 00
limlim ,  

то ( ) Axz
xx

=
→ 0
lim . 

При вычислении пределов числовых последовательностей и функций часто используются 

известные пределы: 

 

Из приведенных формул следуют: lim 1 ,
x

x
e

x
α

→∞

α + = 
 

 ( )
1

0
lim 1

x

x
x eα

→
+ α = , α – любое число. 

Первый замечательный предел 1sinlim
0

=
→ x

x
x

. 

Второй замечательный предел ( ) exe
x

x
x

x

x
=+=






 +

→∞→

/1
0

1lim или,11lim . 
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Выражения, предел которых не может быть найден непосредственно с помощью теорем о 

пределах, называют неопределенностями. Раскрыть неопределенность, значит, вычислить 

указанный предел. Например, отношение 
)(
)(

xg
xf , когда )(xf  и )(xg  – бесконечно малые 

функции, представляет неопределенность, которую символически записывают как 







0
0 . Если 

)(xf  и )(xg  – бесконечно большие функции, то 
)(
)(

xg
xf  представляет неопределенность 







∞
∞ . 

Раскрытие неопределенностей вида 







0
0 , 







∞
∞  возможно после предварительного упрощения 

выражения, либо использования замечательных пределов, либо применения правила Ло-

питаля. Другие виды неопределенностей );0;1;;0( 00 ∞∞−∞∞⋅ ∞  могут быть преобразованы к 

неопределенности вида 







0
0  или 







∞
∞ . 

П р и м е р ы . Найти пределы: 

 

1. .1
1

3
2

1
3
2

lim

3
3

3
2

3
3

3
2

lim
32
32lim −=

−







+







=
−

+
=







∞
∞

=
−
+

∞→∞→∞→ n

n

n
n

n

n

n

n

n

n

n

nnn

nn

n
 

 

2. ( )( )
( )( )

( ) .
5
2

3
1lim

32
12lim

0
0

6
23lim

222

23

2
−=

−
+

=
−+
++

=





=

−−
++

−→−→−→ x
xx

xx
xxx

xx
xxx

xxx
 

 

3. .
8
5

128

325
lim

128

325

lim
128
325lim

3

3

33

2

3

3

33

2

3

3

23

23
=

−+

+−
=

−+

+−
=







∞
∞

=
−+
+−

∞→∞→∞→

xx

xx

xx
x

x
x

xx
x

x
x

xx
xx

xxx
 

 

4. .0
11

lim
)11(

)11)(11(lim
0
011lim

202

22

0

2

0
=

++
=

++

++−+
=






=

−+
→→→ x

x

xx

xx
x
x

xxx
 

 

5. ( ) .
6
1

5
11

5
11

5
1

lim
5
11

25
1

5
1lim 1 =

+

















−−

=





 −++−

∞→

−

∞→

n

nn
n

n
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6. ( ) =





=

−

−++
=∞−∞=








−
−

− →→ 0
0

1
31lim

1
3

1
1lim 3

2

131 x
xx

xx xx

( )( )
( )( ) .1

1

2
lim

11

21
lim

2121
−=

++

+
−=

++−

+−
→→ xx

x

xxx

xx
xx

 

 

7. ( ) =∞−∞=




 +−−−−

+∞→
3712lim 22 xxxx

x
 

=
+−+−−






 +−+−−




 +−−−−

=
+∞→ 3712

37123712
lim

22

2222

xxxx

xxxxxxxx

x
 

=
+−+−−

−
=

+−+−−

−+−−−
=

+∞→+∞→ 3712

45lim
3712

3712lim
2222

22

xxxx

x

xxxx

xxxx
xx

 

.
2
5

371121

45
lim

22

=
+−+−−

−
=







∞
∞

=
+∞→

xxxx

x
x

 

 

8. 
7
3

7
7

7sin

3
3

3sin

lim
0
0

7sin
3sinlim

00
=

⋅







⋅







=





=

→→ x
x

x

x
x

x

x
x

xx
. 

 

9. 
3
1

/)sin(arc2
/)(arctg2lim

0
0

sinarc2
arctg2lim

00
=

+
−

=





=

+
−

→→ xx
xx

xx
xx

xx
,  

 

так как [ ] 1
sin

limarcsinarcsinlim
00

====
→→ y

yyx
x

x
yx

 и .1arctglim
0

=
→ x

x
x

 

 

10. =






 −
π

−
=

















→
π

→

=−
π

=





=







 −
π

−
→π

→
202

2

2
sin1

lim
0;

2

2
0
0

2

sin1lim
y

y

yx

yx

x

x
yx

 

.
2
1

2
1

2
12

2
2

2
sin

2
2

2
sin2

limcos1lim
020

=⋅⋅=⋅=
−

=
→→ y

y

y

y

y
y

yy
 

11. ( ) =







+
+=








+
++

==







+
+

∞→∞→

∞

∞→

x

x

x

x

x

x xx
x

x
x

3
21lim

3
23lim1

3
5lim  

×























+
+=








+
+=

+

∞→

−
+

∞→

2

2
332

2
3

3
21lim

3
21lim

x

x

x

x xx
.1

3

2
1lim 232

3

ee
xx

=⋅=








+
+ −

−

∞→
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12. 
( )

=












+=→→
+==−

=





=

−
→ yaxyx

yaya
x

a xxx

x 1lnln0,0
1,1

0
01lim

0 ( ) ( )
,ln

1ln
limln

1ln

ln
lim

00
a

y

y
a

y

ay
yy

=
+

⋅=
+ →→

  

 

так как 
( ) ( ) ( )

.1
ln
1

1limln
1

1ln
1lim

1ln1
1lim /1/100

==
+

=
+

=
+ ∞→

→→ eyyy
y

y
y

yyy
 

5.2 Бесконечно малые и бесконечно большие функции.  

Сравнение бесконечно малых 

О п р е д е л е н и е . Функция )(xα  называется бесконечно малой функцией при 0xx→ , 

если 0)(lim
0

=α
→

x
xx

. 

Свойства бесконечно малых функций: 

1. Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых функ-ций есть бесконечно ма-

лая функция. 

2. Произведение ограниченной функции на бесконечно малую функцию есть бесконечно 

малая функция. 

3. Частное от деления бесконечно малой функции на функцию, имеющую отличный от нуля 

предел, есть бесконечно малая функция. 

4. Теорема о связи функции, ее предела и бесконечно малой функции. Если 

( ) bxf
xx

=
→ 0
lim , то ( ) ( )xbxf α+= , где ( )xα  – бесконечно малая функция при 0xx→ . Если 

( ) ( )xbxf α+= , где ( )xα  – бесконечно малая функция при 0xx→ , то ( ) bxf
xx

=
→ 0
lim . 

Пусть )(xα  и )(xβ  – бесконечно малые функции при 0xx→  и существует предел их отно-

шения c
x
x

xx
=

β
α

→ )(
)(lim

0
. Тогда: 

1) Если ,0≠c  ∞≠c , то )(xα  и )(xβ  называются бесконечно малыми одного порядка ма-

лости. Если с = 1, то )(xα  и )(xβ  называются эквивалентными бесконечно малыми (обо-

значение: )(~)( xx βα  при 0xx→ ). 

2) Если с = 0, то )(xα  называется бесконечно малой более высокого порядка малости, 

чем )(xβ  (обозначение ))(()( xox β=α  при 0xx→ ). 

При нахождении предела отношения двух бесконечно малых функций каждую из них 

можно заменить эквивалентной ей бесконечно малой, т. е. если )(~)(),(~)( 11 xxxx ββαα  при 

0xx→ , то 
)(
)(lim

)(
)(lim

1

1

00 x
x

x
x

xxxx β
α

=
β
α

→→
. 



84 

Приведем важнейшие эквивалентные бесконечно малые функции, которые используются при 

вычислении пределов. Если ( ) 0
0xx

x
→
→α , то: 

1) ( )xαsin ∼ ( )xα ; 5) ( )xα− cos1 ∼ ( )
2

2xα ; 

 

2) ( )xαtg ∼ ( )xα ; 6) ( ) 1−α xe ∼ ( )xα ; 

 

3) ( )xαarcsin ∼ ( )xα ; 7) ( ) 1−α xa ∼ ( ) ax ln⋅α ; 

 

4) ( )xαarctg ∼ ( )xα ; 8  ( )( )xα+1ln ∼ ( )xα . 

 

П р и м е р  5.1. Найти 
)21arcsin(

14lim
2

2
1 x

x
x −

−

→
. 

Р е ш е н и е . При 
2
1

→x  функции xx 21)( −=α  и =β )(x  )21arcsin( x−=  являются эквивалент-

ными бесконечно малыми. Поэтому 

( ) .2)12(lim
21

)12)(12(lim
)21arcsin(

14lim
2
1

2
1

2

2
1

−=+−=
−

+−
=

−
−

→→→
x

x
xx

x
x

xxx
 

О п р е д е л е н и е . Функция )(xf  называется бесконечно большой при 0xx→ , если для 

любого положительного числа М существует такое число 0>δ , что при всех 0xx ≠ , удовле-

творяющих условию δ<− 0xx  выполняется неравенство Mxf >)( , и обозначается 

∞=
→

)(lim
0

xf
xx

. 

Теорема. Всякая функция, имеющая предел, ограничена. 

Обратное утверждение неверно. 

5.3 Непрерывность функции.  

Точки разрыва функции и их классификация 

Пусть функция )(xf  определена в точке 0x  и в некоторой окрестности этой точки. 

О п р е д е л е н и е . Функция )(xfy =  называется непрерывной в точке 0x , если сущест-

вует предел функции в этой точке и он равен значению функции в этой точке, т. е. 

( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

. 
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Функция )(xf  называется ограниченной при 0xx→ , если, задав любое 0>ε , можно ука-

зать такое 0>M , что для всех x, удовлетворяющих неравенству ( )εδ<− 0xx , выполняется 

неравенство Mxf ≤)( . 

Из определения непрерывности функции в точке 0x  следует: 

1) функция )(xf  определена в точке 0x  и ее окрестности; 

2) существует конечный предел функции )(xf  в точке 0x ; 

3) этот предел равен значению функции в точке 0x , т. е. ).()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

 

Или другими словами: 

1) функция )(xf  определена в точке 0x  и ее окрестности; 

2) существуют конечные односторонние пределы 

)0()(lim 000
−=

−→
xfxf

xx
 и )0()(lim 000

+=
+→

xfxf
xx

; 

3) эти пределы равны между собой и равны значению функции в точке 0x . 

Часто используется другое определение непрерывности функ-ции в точке. Пусть y∆  – 

приращение функции в любой точке х: ( ) ( )y f x x f x∆ = + ∆ − . 

О п р е д е л е н и е . Функция )(xf  называется непрерывной в точке 0xx = , если предел 

приращения функции в этой точке равен нулю при 0→∆x , т. е. 

[ ] 0lim)()(lim
0000

=∆=−∆+
→∆→∆

yxfxxf
xx

. 

О п р е д е л е н и е . Точкой разрыва функции называется точка, в которой функция не яв-

ляется непрерывной. Другими словами, точка 0x , в которой не выполняется хотя бы одно из 

трех условий непрерывности функции, называется точкой разрыва функции. 

Если в точке 0x  существуют конечные односторонние пределы 

)0()(lim),0()(lim 0000 00
+=−=

+→−→
xfxfxfxf

xxxx
, такие что ≠− )0( 0xf )0( 0 +xf , то 0x  называется точкой 

разрыва первого рода. Если хотя бы один из пределов )0(),0( 00 +− xfxf  не существует или 

равен бесконечности, то точка 0x  называется точкой разрыва второго рода. Если 

)0()0( 00 +=− xfxf , но функция в точке 0x  не определена или если )(xf  в точке 0x  определена, 

но )(lim)(
0

0 xfxf
xx→

≠ , то 0x  называется точкой устранимого разрыва. 

Укажем основные свойства непрерывных функций. 

1. Простейшие элементарные функции ( xxxxxaxC x arcsin,ctg,tg,cos,sin,,, α , 

xxx arcctg,arctg,arccos ) непрерывны во всех точках, где они определены. 
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2. Если функции )(xf  и )(xg  непрерывны в точке 0x , то и функции 

)0)((
)(
)(),()(),()( 0 ≠⋅± xg

xg
xfxgxfxgxf  непрерывны в точке 0x . 

3. Если )(xu ϕ=  непрерывна в точке 0x , а )(ufy =  непрерывна в точке )( 00 xu ϕ= , то слож-

ная функция ))(( xfy ϕ=  непрерывна в точке 0x . 

Функция )(xf  называется непрерывной на интервале ( )ba, , если она непрерывна в каж-

дой точке этого интервала. 

О п р е д е л е н и е . Функция )(xf  называется непрерывной на отрезке [ ]ba, , если она 

непрерывна на интервале ( )ba, , непрерывна справа в точке a (т. е. )()(lim
0

afxf
ax

=
+→

) и слева в 

точке b (т. е. )()(lim
0

bfxf
ax

=
−→

). 

Укажем основные свойства непрерывных на отрезке функций. 

1. Функция )(xf , непрерывная на отрезке [ ]ba,  достигает на этом отрезке своего наименьше-

го и наибольшего значений. (А, следовательно, функция , непрерывная на отрезке, ограничена 

на этом отрезке.) 

2. Если функция )(xf  непрерывна на отрезке [ ]ba,  и на концах его принимает неравные 

значения BbfAaf == )(,)( , то на этом отрезке она принимает и все промежуточные значения 

между А и В. 

3. Если функция )(xf  непрерывна на отрезке [ ]ba,  и на его концах принимает значения 

разных знаков, то внутри отрезка [ ]ba,  существует хотя бы одна точка с, в которой функция 

обращается в нуль, т. е. ( )baccf ,,0)( ∈= . 

П р и м е р  5.2. Найти точки разрыва функции 
x

exf
x 1)( −

=  и определить их вид. 

Р е ш е н и е . Так как функции 1−xe  и x непрерывны, то непрерывным будет и их отно-

шение 
x

ex 1−  во всех точках, кроме точки 0=x . При )(0 xfx =  не определена, следовательно, 

разрывна. Так как 11lim
0

=
−

→ x
ex

x
 (см. п. 5.1 пример 12), то 0=x  – точка устранимого разрыва. 

Если положить 1)0( =f , то функция 








=

≠
−

=ϕ
,0при1

;0при)1(
)(

x

x
x

e
x

x

 

будет непрерывной при всех x. 

П р и м е р  5.3. Установить вид точек разрыва функции 
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>−
≤<+
≤<∞−+

=
.3при6

;30при1
;0при1

)(

2

xx
xx

xx
xf  

Р е ш е н и е . Область определения функции )(xf  – вся числовая ось );( ∞+−∞ . Разрывы 

возможны только в точках 0=x  и 3=x , в которых изменяется аналитическое задание функ-

ции. Найдем односторонние пределы в точке 0=x  и значение функции в этой точке: 

.1)0(,1)1(lim)(lim;1)1(lim)(lim
00

2
00

==+==+=
+→+→−→−→

fxxfxxf
xxxx

 

Следовательно, в точке 0=x  функция непрерывна. 

Рассмотрим точку 3=x : 

.3)6(lim)(lim;4)1(lim)(lim
03030303

=−==+=
+→+→−→−→

xxfxxf
xxxx

 

Так как эти пределы конечны, но не равны между собой, то х = 3 – точка разрыва первого 

рода. График функции f(x) изображен на рис. 5.1. 
 

 

 
О  3 -1  6 

1 

3 

4 

 
 

Рис. 5.1 

 

П р и м е р  5.4. Установить вид точек разрыва функции  

.)( 1
1
+= xexf  

Р е ш е н и е . Данная функция непрерывна всюду, кроме точки х = –1, в которой f(x) не 

определена. 

Поскольку 0lim)(lim 1
1

0101
== +

−−→−−→
x

xx
exf  (т .к. −∞→

+1
1

x
 при 01−−→x ), 

+∞== +
+−→+−→

1
1

0101
lim)(lim x

xx
exf  (т. к. +∞→

+1
1

x
 при 01+−→x ), т. е. правосторонний предел бес-

конечен, то х = –1 – точка разрыва второго рода. 
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6 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

6.1 Производная. Касательная и нормаль к графику функции.  

Геометрический и физический смысл производной 

Рассмотрим функцию ( )xfy = , определенную и непрерывную в интервале ( )ba; . Зафикси-

руем точку ( )bax ;0 ∈ . Пусть ( )bax ;0 ∈ , тогда 0xxx −=∆  – приращение аргумента в точке 0x , 

которому соответствует приращение функции ( ) ( )00 xfxxfy −−=∆  в той же точке. Иногда 

удобнее y∆  обозначать через ( )0xf∆ . 

О п р е д е л е н и е .  Производной функции в данной точке называют предел, если он су-

ществует, отношения приращения функции в этой точке к соответствующему приращению 

аргумента, когда последнее произвольным образом стремится к нулю. Производную функ-

ции ( )xfy =  в точке 0x  обозначим ( )0xf ′ , тогда по определению 

 

Если x – произвольная точка, то производная функции ( )xf  является также функцией ар-

гумента x, т.е. ( ) ( ) ( )
x

xfxxf
x
yxf

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

=′
→∆→∆ 00

limlim . Производная обозначается 
dx
dyyy x,, ′′ . 

Таким образом, производная функции ( )xf  в точке 0x  является значением функции ( )xf ′  

в точке 0x . 

О п р е д е л е н и е . Если ( )xf ′  существует, то функция называется дифференцируемой в 

точке x. 

Пусть дана кривая ( )xfy =  (рис. 6.1), проведем через точки ( )( )00 , xfxM  и 

( )( )xxfxxM ∆+∆+ 001 ,  прямую 1MM . Прямую, проведенную через любые две точки графика 

функции ( )xfy = , называют секущей графика функции ( )xf . Предельное положение MT се-

кущей 1MM , когда 1M , передвигаясь по кривой, стремится к точке M, называется касатель-

ной к кривой в точке M (рис. 6.1). 

Пусть k1 – угловой коффициент секущей 1MM , т. е. тангенс угла, который образует прямая 

1MM  с осью абсцисс, k – угловой коффициент касательной MT, тогда из определения касатель-

ной 1
1
lim kk

MM →
= . Так как ( )

x
xf

MN
NMk

x ∆
∆

==
→∆

0
0

1
1 lim , поэтому ( )

x
xfk

x ∆
∆

=
→∆

0
0

lim , т. е. производная 

( )0xf ′  равна угловому коэффициенту касательной к графику функции в точке с абсциссой 

0x , а именно ( )0xfk ′= . 

 

( ) ( )
x
xfxf

x ∆
∆

=′
→∆

0
00 lim  или ( )

( ) ( )
x

xfxxf
xf

x ∆

−∆+
=′

→∆

00

0
0 lim . ((66..11))  
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Рис. 6.1 

Уравнение касательной запишем, используя уравнение прямой baxy += . Так как 

( )0xfka ′== , тогда ( ) bxxfy +′= 0 . Так как прямая проходит через точку ( )( )00 , xfx , то 

( ) ( ) bxxfxf +′= 000 . Отсюда ( ) ( )00 xfxfb ′−= . Тогда уравнение касательной имеет вид 

 

Прямая, проходящая через точку касания ( )( )00 , xfxM  перпендикулярно к касательной, на-

зывается нормалью к графику функции ( )xfy =  в этой точке. Уравнение нормали запишем в 

виде 

 
Выясним геометрический и физический смысл производной. 

Величина угла прямой (секущей) MM1  к оси Ox обозначена через ϕ (см. рис. 6.1), 

MNM1∠=ϕ . Из прямоугольного треугольника MNM1  имеем: 

( )
x
xfk

MN
NM

∆
∆

=ϕϕ=⇒=ϕ 0
1

1 tg,tgtg . Обозначим через α угол наклона касательной MT к оси Ox, 

TMN∠=α . Тогда 
MN
TN

=αtg . Если MM →1  (и, следовательно, 0→∆x ), то α→ϕ tgtg , т. е. 

ϕ=α
→

tglimtg
1 MM

, или ( ) ( )
x

xfxxf
MM ∆

−+
=α

→

00

1
limtg . Получаем равенство ( )0tg xf ′=α . Это равен-

ство выражает геометрический смысл производной: 

производная функции ( )xfy =  при 0xx =  равна тангенсу угла между касательной к гра-

фику функции в точке ( )00 , yxM  и положительным направлением оси Ox. 

( ) ( ) ( )0
0

0
1 xx
xf

xfy −
′

−= .                         ((66..33))  

( ) ( )( )000 xxxfxfy −′+= .                         ((66..22))  
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Если функция дифференцируема в некоторой точке, то она непрерывна в ней. Обратное 

утверждение неверно: непрерывная функция может не иметь производной. 

Рассмотрим задачу о скорости неравномерного прямолинейного движения. Неравномер-

ное прямолинейное движение точки M осуществляется по закону ( )tfx = , где OMx =  – дли-

на пути, ( )tf  – заданная функция времени t. Пусть в момент времени 0t  точка M занимала 

положение M0. За промежуток времени 0ttt −=∆  пройден путь 

( ) ( ) ( )0000 tftfttfxMM ∆=−∆+=∆= . Средней скоростью ñðv  за промежуток времени t∆  назы-

вают отношение приращения пути x∆  к соответствующему приращению времени 

ñð: = xt v
t

∆
∆

∆
. Скоростью точки M в данный момент времени 0t  (мгновенной скоростью) назы-

вают предел средней скорости при 0→∆x : 

ñð0 0
lim lim
t t

xv v
t∆ → ∆ →

∆
= =

∆
 или ( ) ( )

t
tfttfv

t ∆
−∆+

=
→∆

00
0

lim . 

Таким образом, мгновенная скорость определена как предел отношения приращения пути 

к приращению времени при 0→∆t . 

Из определения производной и последней формулы следует, что эта формула выражает 

физический смысл производной: 

скорость движения точки в момент времени 0t  равна произвоной от пути по времени 

при 0tt = . 

6.2 Правила дифференцирования.  

Производная сложной функции. Таблица производных 

О п р е д е л е н и е .  Дифференцированием функции называют операцию нахождения 

производной функции. 

Основные правила дифференцирования указывают, как найти производную суммы, про-

изведения и частного двух дифференцируемых функций. 

Пусть С – постоянная, а u(x) и v(x) – дифференцируемые функции. Тогда 

 

1) C' = 0; 

2) ')'( CuCu = ; 

3) '')'( vuvu ±=± ; 

4) uvvuvu '')'( +=⋅ ; 

5) )0(,''
2

'

≠
−

=





 v

v
uvvu

v
u . 
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Теорема (производная сложной функции). Если функция u = u(x) дифференцируема в 

точке х, а функция y = f(u) дифференцируема в соответствующей точке u = u(x), то слож-

ная функция y = f(u(x)) дифференцируема в точке х и ее производная равна 

)(')(')(' xuufxy u ⋅=  или xux ufy ′⋅′=′ . 

Приведем таблицу производных основных элементарных функций. 

1. ;0,')'( 1 ≠α⋅α= −αα uuu  (в частности, ( ) u
uu

u
u

u ′⋅−=
′






′⋅=

′
2

11;
2

1 ) 

2. ;'ln)'( uaaa uu ⋅⋅=  

3. ;')'( uee uu ⋅=  

4. ;'
ln
1)'(log u

au
ua ⋅

⋅
=  

5. ;'1)'(ln u
u

u ⋅=  

6. ;'cos)'(sin uuu ⋅=  

7. ;'sin)'(cos uuu ⋅−=  

8. ( ;'
cos

1)'tg 2 u
u

u ⋅=  

9. ;'
sin

1)'(ctg 2 u
u

u ⋅−=  

10. ;'
1

1)'(arccos;'
1

1)'(arcsin
22

u
u

uu
u

u ⋅
−

−=⋅
−

=  

11. ;'
1

1)'(arcctg;'
1

1)'(arctg 22 u
u

uu
u

u ⋅
+

−=⋅
+

=  

12. ;'ch)'(sh uuu ⋅=  

13. ;'sh)'(ch uuu ⋅=  

14. '.
sh

1)'(cth;'
ch

1)'(th 22 u
u

uu
u

u ⋅−=⋅=  

П р и м е р  6 .1. Найти производные функций: 

а) 432 +−= xxy ; б) xy x 5cos3 2⋅= ; в) 4

3

8

tg
7

log x

x

y
e

= . 

Р е ш е н и е . Используя правила дифференцирования, терему о производной сложной 

функции и таблицу производных, получим: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;432

3203243
2
1

4343
2
143а)

2
2
1

2

21
2
1

22
1

2

+−

−
=+−⋅+−=

=
′

+−⋅+−=

′











+−=′

−

−

xx

xxxx

xxxxxxy
 

б) используем производную произведения: 

( ) ( )
( )

( ) ;10sin355cos3
2

3ln55sin5cos23

5cos
2

13ln35cos5cos23

5cos3ln35cos35cos3

2

2

222

xx
x

xx

x
x

xx

xxxxy

xxx

xx

xxx

⋅⋅−⋅⋅=⋅−⋅⋅+

+⋅⋅⋅=′⋅⋅+

+⋅
′

⋅⋅=
′

⋅+⋅
′





=′

 

в) используем правило для производной частного: 

=








⋅
′





−⋅

′








=

′

















=′ 2

8

3
88

3

8

3

4

44

4

log

7
tgloglog

7
tg

log
7

tg

x

xx

x
e

xeex

e

x

y  

2

8

33
8

2

2

4

4

4

4

log

7
tg4

8ln

1log
7
1

7
cos

1
7

tg3








⋅⋅−⋅⋅⋅

=
x

x
x

x

e

xxe
e

ex
x

. 

Результат оставим без упрощения. 

6.3 Производная показательно-степенной функции.  

Логарифмическое дифференцирование 

Показательно-степенной функцией или сложно-показательной функцией называется 

функция вида ( ) ( ) ( )xvxuxy = . Логарифмическое дифференцирование состоит в нахождении 

производной от ло-гарифма некоторой функции, что упрощает вычисление производной. Ес-

ли ( )xfy = , то ( )
y
yy
′

=′ln . 

П р и м е р  6 .2. Найти производную показательно-степенной функции 
x

x
y

211 





 += . 

Р е ш е н и е .  Логарифмируя, а затем дифференцируя левую и правую части равенства, 

получим ( )
′















 +⋅=′






 +=

x
xy

x
xy 11ln2ln;11ln2ln ;  
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−

+
+





 +=

′
2

1
11

111ln2
x

x

x
xy

y . 

Умножая обе части равенства на у, имеем: 

.
1

111ln112
2









+

−





 +⋅






 +=′

xxx
y

x
 

П р и м е р  6.3. Найти производную функции ( )
( )5214

31
−

−
=

x
xxy . 

Р е ш е н и е . Логарифмируем функцию: ( )
( )5214

31lnln
−

−
=

x
xxy . Используя свойства логариф-

мов, имеем: 

( ) ( )( )214ln531lnln
2
1ln −−−+= xxxy . 

Дифференцируем левую и правую части равенства: 









−
⋅

−
−

−=
′

214
45

31
31

2
1

xxxy
y . 

Откуда  

( )
( )

.
214

20
31

31
214
31

2
1

214
20

31
31

2
1

5 







−
−

−
−⋅

−

−
=








−
−

−
−⋅=′

xxxx
xx

xxx
yy  

6.4 Производные функций, заданных неявно и параметрически 

Функция ),;(),( baxxfy ∈=  неявно задана уравнением ,0),( =yxF  если для всех );( bax∈  вы-

полняется равенство .0))(,( =xfxF  

Для вычисления производной функции, заданной неявно, следует тождество 0))(,( =xfxF  

продифференцировать по х (рассматривая левую часть как сложную функцию от х), а затем 

полученное уравнение решить относительно ( )xf ′ . 

П р и м е р  6.4. Уравнение yeyx x +=+
253  неявно определяет функцию ( )xyy = . Требует-

ся найти производную y′ . 

Р е ш е н и е . Дифференцируя по x тождество ( ) ( )xyexyx x +=+
253 , получим 

( ) ( ) ( )xyxexyxyx x ′+⋅=′⋅+ 253
242 . 

Отсюда 24 325
2

xxeyyy x −=′−′⋅ . Из этого равенства находим y′ : 
15
32

4

22

−
−

=′
y

xxey
x

. 
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П р и м е р  6.5. Найти производную функции )(xfy = , заданной неявно уравнением 

0552 222 =−++− yxyxx . 

Р е ш е н и е . Дифференцируя по х тождество 5)(2 222 ++− xxyxx  05)( =−+ xyx , получим 

05442 22 =′++′−− yyyxxyx . Выражая y′  из этого равенства, находим: 

yx
xxyy 2

2

41
524

−
−−

=′ . 

П р и м е р  6.6. Вывести правило дифференцирования обратной функции. 

Р е ш е н и е . Если EyDxxfy ∈∈= ,),( , то если существует ( )yfx 1−= , то ( )yfx 1−=  есть 

функция, обратная к )(xfy = , при этом для всех Ey∈  выполняется равенство ( )( ) 01 =−− yyff . 

Значит, функция ( )yfx 1−=  есть функция, заданная неявно уравнением ( ) 0=− yxf . Для нахож-

дения производной yx′  дифференцируем равенство ( ) 0=− yxf  по y: ( )( ) ( ) 01=−′⋅′ yxyxf yy , откуда 

получаем формулу для производной обратной функции: 

 

 

П р и м е р  6.7. Найти производную функции xarcsh . 

Р е ш е н и е . Функция xarcsh  является обратной по отношению к функции xy sh=  ( xsh  – 

синус гиперболический x). По определению 
2

sh
xx eex

−−
= . Так как ( ) Rxeex

xx
∈∀>

+
=′

−
0

2
sh , 

то xsh  монотонно возрастает при всех ( )+∞∞−∈ ;x  и, следовательно, имеет обратную функцию 

xarcsh . 

Применяем формулу (6.4) следующим образом: 

( )
( )

1 1 2 1arcsh
chsh

y x x
x

x x
y xe ex

−
′′ = = = = = =′′ + 22

2

22

1

1

sh1

1

;sh1ch

и 1shch

что учтем,

yx
xx

xx
+

=
+

=



















+=

=−= . 

Из соотношения ( )
21

1arcsh
y

y
+

=′  следует, что ( )
21

1arcsh
x

x
+

=′ . 

Пусть заданы функции 

 

( )
( ) ( )




βα∈ψ=
ϕ=

;,
,

tty
tx

 или 
( )
( ) ( )




βα∈=
=

.;,
,

ttyy
txx

            ((66..55))  

( ) ( )( )yxf
yx

x
y ′

=′ 1  или 
x

y y
x

′
=′

1 .                      ((66..44))  



95 

Если функция ( )tx ϕ=  на интервале ( )βα;  имеет обратную ( )xt 1−ϕ= , то определена новая 

функция ( ) ( )( )xxy 1−ϕψ= , называемая функцией, заданной параметрически соотношениями 

(6.5). Дифференцируя ( ) ( )( )xxy 1−ϕψ=  по x и используя формулу (6.4) имеем соотношение 

 

П р и м е р  6.8. Найти касательную к окружности 2cos ,x t=  [ ]2sin , 0;2y t t= ∈ π  в точке 

40
π

=t . 

Р е ш е н и е . Запишем уравнение касательной в виде ( ) ( )( )000 xxxyxyy x −′+= . Здесь 

( ) 2
2
22

4
cos2

400 =⋅=
π

=





 π== xtxx , а ( ) =

π
=










=








==

4
sin2

2

2
arccossin2

2
arccossin2 0

00
x

xyy  

2
2

2
2 =⋅= . Найдем производную xy′  по формуле (6.6): ( ) tty tt cos2sin2 =′=′ ; 

( ) t
t
t

x
yyttx

t

t
xtt tg

cos2
sin2,sin2cos2 −=

−
=

′
′

=′−=′=′ .  

Тогда ( ) 1
4

tg
2
2arccostg

2
arccostg 0

0 −=
π

−=









−=






−=′ xxyx . 

Окончательно имеем: ( )212 −−= xy  или 22+−= xy  (рис. 6.2). 

 

 

окружность 

 
 

касательная  

 

  

 

  

 

 

  

 

     

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 6.2 

t

t

t

t
xtx x

yty
′
′

=
ϕ′
ψ′

=′⋅ψ′=′ .                             ((66..66))  
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6.5 Дифференциал функции, его геометрический смысл.  

Применение дифференциала в приближенных вычислениях 

Пусть функция )(xfy =  дифференцируема в точке );(0 bax ∈ . Тогда ( ) ( )0
0

0
lim xf

x
xy

x
′=

∆
∆

→∆
 и 

( ) ( ) ( )xxf
x
xy

α+′=
∆

∆
0

0 , где ( ) 0→α x  при 0→∆x . Из последнего равенства получаем, что 

( ) ( ) ( ) xxxxfxy ∆⋅α+∆⋅′=∆ 00 . 

О п р е д е л е н и е . Произведение ( ) xxf ∆⋅′ 0 , являющееся главной линейной частью при-

ращения функции, называется дифференциалом функции )(xfy =  в точке 0x , соответст-

вующим приращению x∆  и обозначается ( ) xxfdy ∆⋅′= 0 , а для произвольной точки x 

( ) xxfdy ∆⋅′= . Дифференциал независимой переменной x будет равен xdx ∆⋅=1 , поэтому 

 

П р и м е р  6.9. Найти дифференциал функции 
3

arcsin xy = . 

Р е ш е н и е . Находим производную ( ) =
′






=′

3
arcsin xxf

2

1 1
3

1
9
x

⋅

−

, тогда 

dx
x

dx
x

dy
22 9

1

9
13

1

−
=⋅

−

= . 

Основные свойства дифференциала аналогичны правилам дифференцирования (п. 6.2). 

1. 0)( =Cd ; 

2. CduCud =)( ; 

3. dvduvud ±=± )( ; 

4. dvuduvvud ⋅+⋅=⋅ )( ; 

5. )0(,2

'

≠
−⋅

=





 v

v
udvduv

v
ud ; 

6. ( )duufudf ′=)( , где ( )xu ϕ= . 

Последнее свойство называется инвариантностью формы дифференциала первого по-

рядка. Геометрически дифференциал представляет собой приращение ординаты касатель-

ной к графику функции )(xfy =  (рис. 6.3) в точке ( )000 , yxM  при приращении аргумента, 

равном x∆ . Это следует из того, что ( ) α=′=
∆

tg0xf
x

AB , тогда ( ) dyxxfAB =∆′= 0 . Здесь AB – 

приращение ординаты касательной TT1. 

( ) dxxfdy ⋅′= .                                   ((66..77))  
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касательная 

 

 

  

 

  

 

  

M0  

 

T1 

 

 
 

 
 

B 

 

  

  

T 

  

 приращение 
функции 

дифференциал 
функции 

  
 

  

 

 

  

M 

  

 

  

0     

 
 

Рис. 6.3 

 

При достаточно малых dyyx ≈∆∆ , т. е. ( ) xxfy ∆′≈∆ , а в точке 0x  можно записать прибли-

женную формулу 

 

П р и м е р  6.10. Найти приближенно 3 128 . 

Р е ш е н и е . Применим формулу (6.8), записав, что 33

125

3
15128 +⋅= . 

Здесь 
3 20

3 1

3

1
)(,

125

3
,1,)(

x
xfxxxxf ⋅=′=∆== . Тогда =








⋅⋅+≈
125

3

1

1

3

1
15128

3 2
33  

( ) 04,5008,15008,015
125

1
15 =⋅=+=








+= . Точное значение 3 128  равно 5,0396842…. 

П р и м е р  6.11. Найти приближенное значение объема шара, радиус которого равен 

1,02 м. 

Р е ш е н и е . Воспользуемся формулой 3

3
4)( rrVV π== . Тогда 24 rV π=′ . Полагая 

02,0,1 =∆= rr , получим =′+≈ 02,0)1()1()02,1( VVV  43,402,04
3
4

≈π+π=  м3. 

( ) ( ) ( ) xxfxyxxy ∆′+≈∆+ 000 .                          ((66..88))  
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6.6 Производные и дифференциалы высших порядков 

Производной второго порядка функции )(xfy =  называется производная от ее производ-

ной )(xfy ′=′ , т. е. )(2

2
′′==′′ y

dx
ydy . Аналогично определяются производные более высоких по-

рядков )(,,)( )1()( ′=′′′=′′′ −nn yyyy  . 

Дифференциалы высших порядков функции )(xfy =  (x – независимая переменная) вы-

числяются по формулам 

nnn dxyyddxyyd )(,,)( )(22 =′′=  . 

Если функция )(xyy =  задана параметрически соотношениями )(),( tyytxx == , причем 

0)( ≠′ tx , то ее первая xy′  и вторая xxy ′′  производные находятся по формулам: 

 

 

П р и м е р  6.12. Найти выражение для производной n-го порядка функции 
x

y 1
= . 

Р е ш е н и е . 1
)(

432
!)1(,,!332;2;1

4 +−=−=
⋅

−=′′′=′′−=′ n
nn

x
ny

xx
y

x
y

x
y  . 

П р и м е р  6.13. Найти производную 2-го порядка от функции )(xyy = , заданной неявно 

уравнением 








=+ x
y

eyx
arctg

22 . 

Р е ш е н и е . По правилу дифференцирования функции, заданной неявно, получаем: 

22

arctg

22

)(
yx

yxye

yx

yyx x
y

+
−′

=
+

′+ . Отсюда, используя равенство 22arctg
yxe x

y

+= , имеем: 

2222 yx

yxy

yx

yyx

+

−′
=

+

′+  или yxyyyx −′=′+ . 

Следовательно, 
yx
yxy

−
+

=′ . Дифференцируя последнее равенство и используя найденное 

для y′  выражение, получим: 

3)( t

tttttt

t

tt

t

xx x
yxxy

x
x
y

y
′

′′′−′′′
=

′

′









′
′

=′′ .                       (6.10) 

                      

t

tx
xxxx

t

t
x x

yyy
x
yy

′
′′

=′′=′′
′
′

=′
)()(, ; или                     ((66..99))  
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.
)(

)(2

)(

)(2

)(

22

)(

)()(

))(1())(1(

3

22

222

22

yx

yx

yx

y
yx

yx
x

yx

yyx

yx

yy

yx

yxyxyyyxyx

yx

yxyyxy
y

−

+
=

−

−
−

+

=
−

−′
=

−

′
+

+
−

′+−−′−′+−
=

−

+′−−−′+
=′′

 

П р и м е р  6.14. Найти производную 2-го порядка функции, заданной параметрически: 

).;0(,,ln 2 +∞∈== ttxty  

Р е ш е н и е .  ,
2
1,2,1

2tx
yytx

t
y

t

t
xtt =

′
′

=′=′=′  .
2
1

2

1

2
2
1

)(
4

32

tt
t

t
t

x
yy t

t

tx
xx −=

−
=

′







=
′
′′

=′′  

П р и м е р  6.15. Найти дифференциалы 1-го, 2-го, …, n-го порядков функции 3)32( −= xy . 

Р е ш е н и е . dxxdxxdy 22 )32(62)32(3 −=−= ,  

222 ))(32(24)(2)32(12 dxxdxxyd −=−= , 3 348( ) ,d y dx=  4 40( ) 0, , 0nd y dx d y= = = . 

6.7 Приложения теорем Ролля, Лагранжа, Коши. Правило Лопиталя 

Теорема Ролля. Если функция ( )xf  непрерывна на отрезке [ ]ba; , дифференцируема на 

интервале ( )ba;  и ( ) ( )bfaf = , то существует хотя бы одна точка ( )ba;∈ξ  такая, что 

( ) 0=ξ′f . 

Теорема Лагранжа. Если функция ( )xf  непрерывна на отрезке [ ]ba;  и дифференцируе-

ма на интервале ( )ba; , то существует точка ( )ba;∈ξ  такая, что 

 
 

Теорема Коши. Если функции ( )xf  и ( )xg  непрерывны на отрезке [ ]ba; , дифференцируе-

мы на интервале ( )ba;  и ( ) ( )baxxg ;,0 ∈∀≠′ , то существует точка ( )ba;∈ξ  такая, что 

 

П р и м е р  6.16. Доказать, что уравнение 08153 5 =−+ xx  имеет только один действитель-

ный корень. 

Р е ш е н и е . Поскольку функция ( ) =xf 8153 5 −+ xx  непрерывна и на концах отрезка [ ]1;0  

принимает значение разных знаков ( ) ( )( )01,00 >< ff , то по первой теореме Больцано–Коши 

на интервале ( )1;0  уравнение ( ) 0=xf  имеет корень. Предположим, от противного, что это 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )ξ′
ξ′

=
−
−

g
f

agbg
afbf    (формула Коши).             ((66..1122))  

( ) ( ) ( )( )abfafbf −ξ′=−    (формула Лагранжа).    ((66..1111))  
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уравнение имеет два действительных корня ( ) ( ) 0,, ==== bfafbxax . 

Тогда по теореме Ролля на интервале ( )ba;  существовала бы точка ξ, в которой ( ) 0=ξ′f . 

Но ( ) 01515 4 ≠+=′ xxf  при действительных x. Полученное противоречие доказывает, что дей-

ствительный корень – единственный. 

П р и м е р  6.17. Используя формулу Лагранжа, доказать неравенство 

1212 sinsin xxxx −≤− . 

Р е ш е н и е . Функция ( ) xxf sin=  удовлетворяет условиям теоремы Лагранжа на любом 

отрезке [ ] ( ) xxfxx cos;; 21 =′ . Поэтому ( )1212 cossinsin xxxx −⋅ξ=− . Отсюда, учитывая, что 

1cos ≤ξ , имеем 121212 cossinsin xxxxxx −≤−ξ=− . 

П р и м е р  6.18. Написать формулу Коши и найти значение ξ для функций 

( ) ( ) xxgxxf cos,sin ==  на отрезке 



 π

2
;0 . 

Р е ш е н и е . Все условия теоремы Коши выполнены: ( ) 





 π

∈≠−=′
2

;0,0sin xxxg . Поэтому 

4
,ctg1;

sin
cos

0cos
2

cos

0sin
2

sin π
−=ξξ=−

ξ−
ξ

=
−

π

−
π

. 

Правило Лопиталя (раскрытие неопределенностей 
0
0  и 

∞
∞ ). 

Т е о р е м а . Пусть функции ( )xf  и ( )xg  дифференцируемы на ( )0xU


; 

( ) ( )0,0 xUxxg


∈≠′ . Если ( ) 0lim
0

=
→

xf
xx

 и ( ) 0lim
0

=
→

xg
xx

 (или ( ) ∞=
→

xf
xx 0

lim  и ( ) ∞=
→

xg
xx 0

lim ), 

то  

 
при условии, что существует предел отношения производных. 

З а м е ч а н и я :  

1. Аналогичная теорема справедлива и в случае ∞=0x . 

2. Если частное ( ) ( )xgxf ′′ /  в точке 0x  также есть неопределенность вида 
0
0 или 

∞
∞  и про-

изводные ( )xf ′  и ( )xg′  удовлетворяют соответствующим условиям, то можно перейти к от-

ношению вторых производных и т. д.  

3. Неопределенности вида ∞⋅0  или ∞−∞  алгебраическими преобразованиями функции 

( )
( )

( )
( )xg
xf

xg
xf

xxxx ′
′

=
→→ 00
limlim                                                 ((66..1133))  
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приводятся к неопределенности вида 
0
0  или 

∞
∞ , и далее применяется правило Лопиталя.  

4. В случае неопределенности вида 00 , 0∞ , ∞1  следует проло-гарифмировать функцию и 

предварительно найти предел ее логарифма. 

П р и м е р  6.19. Найти 
x

xx
x arcsin

3sin2sinlim
0

−
→

. 

Р е ш е н и е . Используем формулу (6.13): .1

1

1
3cos32cos2lim

0
0

arcsin
3sin2sinlim

2
00

−=

−

−
=






=

−
→→

x

xx
x

xx
xx

 

П р и м е р  6.20. Найти xx

x
3

lim
3

+∞→
. 

Р е ш е н и е . Имеем: 

==








∞

∞
==









∞

∞
=

+∞→+∞→+∞→ 3ln3

6
lim

3ln3

3
lim

3
lim

2

23

xxxxxx

xxx
.0

3ln3

6
lim

3
==









∞

∞
+∞→ xx

 

 

П р и м е р  6.21. Найти 





 −

−→ xxx ln
1

1
1lim

1
. 

Р е ш е н и е . Имеем: 

( ) ( ) =





=

−
+−

=∞−∞=





 −

− →→ 0
0

ln1
1lnlim

ln
1

1
1lim

11 xx
xx

xx xx
 

.
2
1

11ln
1lim

0
0

1ln
1lim1ln

11

lim
111

−=
++

−
=






=

−+
−

=
−

+

−
=

→→→ xxxx
x

x
xх

x
xxx

 

П р и м е р  6.22. Найти 
2

1

0

sinlim x
x x

x








→
. 

Р е ш е н и е . Здесь имеем неопределенность вида ∞1 . Обозначим 
2

1
sin x

x
xy 





= . Логарифми-

руя и применяя правило Лопиталя (6.13), получим  

( ) ( ) =







=










=⋅∞=







=

→→→ 0

0
sin

ln
lim0

sin
ln

1
limlnlim

20200 x
x

x

x

x

x
y

xxx
 

 

=







=

−
=

−
⋅

=
→→ 0

0sincos
lim

2

1

2

sincos

sinlim
30

2

0 x

xxx

x
x

xxx

x

x

xx 6

1

3

cossincos
lim

2

1
20

−=
−−

→ x

xxxx
x
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(здесь дважды использован предел 1sinlim
0

=
→ x

x
x

). 

Поскольку ( )
6
1lnlim

0
−=

→
y

x
,  то 6

11

00

2sinlimlim
−

→→
=






= e

x
xy x

xx
. 

6.8 Формула Тейлора и ее приложения 

Если функция ( )xf  дифференцируема ( )1+n  раз в окрестности ( )0xU


 точки 0x , то для лю-

бого ( )0xUx


∈  имеет место формула Тейлора n-го порядка: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−
′′

+−
′

+= 2
0

0
0

0
0 !2!1

xxxfxxxfxfxf
( )( ) ( ) ( ),

!
... 0

0 xRxx
n

xf
n

n
n

+−+  

где ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) 10,
!1

1
0

00
1

<θ<−⋅
+

−θ+
= +

+
n

n

n xx
n

xxxfxR  – остаточный член в форме Лагранжа. 

Приведем разложения некоторых функций по формуле Тейлора при 0=x , которые назы-

ваются формулами Маклорена: 

( )

( )
( )

1

32

!1

,
!!3!2!1

1

+
θ

+
=

++++++=

n
x

n

n

n
x

x
n

e
xR

xR
n

xxxx
e 

 

( ) ( ) ( )xR
n
xxxxx n

n
n

2

12
1

53

!12
1

!5!3!1
sin +

−
−+−+−=

−
+ ; 

( ) ( ) ( ) ( )!12
cos1

12

2 +
θ−=

+

n
xxxR

n
n

n ; 

( ) ( ) ( )xR
n
xxxx n

n
12

42

!2
1

!4!2
1cos ++−+++−=  ; 

( ) ( ) ( ) ( ) !22
cos1

22
1

12 +
⋅θ−=

+
+

+ n
xxxR

n
n

n ; 

( ) ( ) ( )xR
n
xxxxx n

n
n +−+−+−=+ +1

32
1

32
1ln  ; 

( ) ( )
( ) ( ) 1

1

11
1 +

+

θ+⋅+
−= n

n
n

n xn
xxR ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xRx
n

nxxx n
n +

+−α−αα
++

−αα
+

α
+=+ α

!
11

!2
1

!1
11 2 

 ; 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) 11 1

!1
21 −−α+ θ+
+

−α⋅⋅−α−αα
= nn

n xx
n

nxR  ;  .10 <θ<  
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Остаточный член формулы Тейлора может быть представлен в форме Пеано: 

( ) ( )n
n xxxR 00 −=  при 0xx→ . 

П р и м е р  6.23. Разложить многочлен ( ) 9132 24 ++−= xxxxf  по степеням двучлена .2+x  

Р е ш е н и е .  Поскольку ( )xf  – многочлен 4-й степени, то ( )( ) 05 =xf  и формула Тейлора 

при 20 −=x  имеет вид  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2
2 2 2

1! 2!
f f

f x f x x
′ ′′− −

= − + + + + +
( ) ( ) ( ) ( )43 2

!4
22

!3
2

+
−

++
−′′′

+ xfxf IV
. 

Подставляя в эту формулу значения ( ) ,92 −=−f  ( ) ( ) ,1113442 2
3

0
−=+−=−′ −=xxxf  

( ) ( ) ,444122 2
2

0
=−=−′′ −=xxf  ( ) 48242 20

−==−′′′ −=xxf , ( ) ,242 =−IVf  получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .2282222119 43 +++−+++−−= xxxxxf  

П р и м е р  6.24. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции ( ) xxf 10=  в точке 

.00 =x  

Р е ш е н и е .  Имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ;10ln10;10ln10;10ln10;10 32 xxxx xfxfxfxf =′′′=′′=′=  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ,10ln0,10ln0;10;10ln10 24 =′′=′== fffxf xIV  

( ) ( )( ) .10ln10,10ln0 43 ⋅=θ=′′′ θxIV xff  

По формуле Тейлора получаем 

( ) .10,
!4

10ln10
!3
10ln

!2
10ln10ln110 4

4
3

3
2

2
<θ<

⋅
++++=

θ
xxxx

x
x  

П р и м е р  6.25. Вывести приближенную формулу 
6

sin
3xxx −≈  и оценить ее точность при 

.05,0<x  

Р е ш е н и е . Запишем формулу Тейлора 4-го порядка для функции xsin  в точке 00 =x : 

( ),
!3

sin 4

3
xRxxx +−=   где  ( ) .10,

!5
cos 5

4 <θ<
⋅θ

=
xxxR  

При 05,0<x  имеем ( ) ( ) 9
55

4 103
!5

05,0
!5

cos −⋅<≤⋅θ≤=∆
x

xxR . 

Поэтому 
6

sin
3xxx −≈  с точностью 9103 −⋅<∆ . 

П р и м е р  6.26. Вычислить 2,0e  с точностью до 310− . 

Р е ш е н и е . Формула Тейлора для функции xe  имеет вид 
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( ),
!!2!1

1
2

xR
n
xxxe n

n
x +++++=   где ( ) ( ) .10,

!1

1
<θ<

+
= θ

+
x

n

n e
n
xxR  

Полагая ,2,0=x  получим ( )2,0
!

2,0
!2

2,0
!1
2,0

!1
2,01

2
2,0

n

n
R

n
e ++++++=  , 

где ( ) ( ) .10,
!1

2,02,0 2,0
1

<θ<
+

= θ
+

e
n

R
n

n  

Так как ,31;32;10 2,0 <<<<<θ< θee  то ( ) ( ) .
!1

2,032,0
1

+
<

+

n
R

n

n  

Определим наименьшее значение n так, чтобы выполнялось неравенство ( ) 3102,0 −<nR . 

Если ,2=n  то 0013,0
!3
2,03

3

2 ≈⋅<R , а если 3=n , то ≈<
!4

2,03
4

3R  .1000018,0 3−<≈  Поэтому 

221,1
!3
2,0

!2
2,0

!1
2,01

32
2,0 =+++≈e  с точностью до 310− . 

П р и м е р  6.27. Вычислить .
sin

coslim 3

2

0

2

xx
xe

x

x

−
−

→
 

Используем формулу Тейлора с остаточными членами в форме Пеано: 

( ) ( ) ( ).0
!2

1,0
!4!2

1cos,0sin 3
2

5
42

zzzexxxxxxx z +++=++−=+= . 

Из последней формулы при 
2

2xz −=  получим 

( ).0
82

1 6
42

2

2

xxxe
x

++−=
−

 

Искомый предел может быть переписан в виде  

( ) ( )
( ) =

+

+−+−++−
=

−
→

−

→ 44

5
42

6
42

03

2

0 0

0
242

10
82

1
lim

sin
coslim

2

xx

xxxxxx

xx
xe

x

x

x
 

( ) ( )

( ) 12

1

24

1

8

1

0
1

00

24

1

8

1

lim

4

4

4

6

4

5

0
=−=

+

++−
=

→

x

x
x

x

x

x

x
 

(поскольку ( ) ( ) 00,00
4

6

4

5
→→

x
x

x
x  при 0→x ). 
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7 ПРИМЕНЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ  

ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИЙ И ПОСТРОЕНИЯ ГРАФИКОВ 

Одним изважнейших приложений производной является ее применение к исследованию 

функций и построению графиков функций. 

7.1 Возрастание и убывание функции. Точки экстремума функции 

Функция ( )xfy =  называется возрастающей (убывающей) в интервале ( )ba, , если из нера-

венства 21 xx < , где ( )baxx ,, 21 ∈ , следует неравенство ( ) ( )21 xfxf <  (или, соответственно, 

( ) ( )21 xfxf > ). 

Функция ( )xf  называется постоянной на интервале ( )ba, , если она принимает на этом 

интервале одно и то же значение. 

Теорема 1 (достаточное условие возрастания (убывания) функции). Если функция 

( )xfy =  дифференцируема на интервале ( )ba,  и ( ) 0>′ xf  для всех ( )bax ,∈ , то функция ( )xf  

возрастает на ( )ba, , если же ( ) 0<′ xf  для всех ( )bax ,∈ , то ( )xf  убывает на этом интер-

вале. 

Возрастающие и убывающие функции называются монотонными. Определим условия 

постоянства функции. 

Теорема 2 (необходимое и достаточное условия постоянства функции). Функция 

( )xfy =  постоянна на интервале ( )ba,  тогда и только тогда, когда ( ) 0=′ xf  в каждой 

точке интервала. 

Функция ( )xf  имеет в точке 0x  минимум (локальный минимум) (максимум), если существу-

ет δ-окрестность точки 0x  ( δ+δ− 00 , xx ) такая, что для всякой точки 0xx ≠  из этой окрестно-

сти выполня-ется неравенство ( ) ( )0xfxf >  (или ( ) ( )0xfxf < ). Точки минимума и максимума 

функции ( )xf  называются ее точками экстремума, а значения функции ( )xf  в этих точках 

называются экстремумами функции. 

Сформулируем условия существования экстремума функции. 

Теорема 3 (необходимое условие экстремума). Если 0x  – точка экстремума функции 

( )xf , то в этой точке ( ) 00 =′ xf  или ( )0xf ′  не существует. 

Точка 0x , в которой ( )xf ′  обращается в ноль или ( )xf ′  не существует, называется крити-

ческой точкой функции ( )xf . 
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Теорема 4 (первое достаточное условие экстремума). Пусть функция ( )xf  дифферен-

цируема в некоторой окрестности ( δ+δ− 00 , xx ) критической точки 0x , за исключением, 

быть может, самой точки 0x  и при переходе через нее (слева направо) производная ( )xf ′  

меняет знак с плюса на минус, то 0x  есть точка максимума; если ( )xf ′  меняет знак с ми-

нуса на плюс, то 0x  – точка минимума функции ( )xf . Если же ( )xf ′  сохраняет знак при 

переходе через точку 0x , то 0x  не является точкой экстремума функции. 

 

Теорема 5 (второе достаточное условие экстремума). Пусть функция ( )xf  дважды 

дифференцируема в критической точке 0x  и в некоторой ее окрестности ( δ+δ− 00 , xx ). 

Тогда, если ( ) 00 <′′ xf , то 0x  – точка максимума функции ( )xf , если ( ) 00 >′′ xf , то 0x  – 

точка минимума ( )xf . Если же ( ) 00 =′′ xf , то требуются дополнительные исследова-

ния. 

Отметим, что в точках экстремума дифференцируемой функции касательная к ее графику 

параллельна оси Ox. 

На рис. 7.1 приведены примеры экстремумов функции. 
 

      

    

    
    

  
  

 – не существует 

 – не существует 

    касательная 

    касательная 

 

  

 

 

 

 

  
 

 

  

 

 
Рис. 7.1 

 

П р и м е р  7 .1. Найти интервалы монотонности и точки экстремума функции 4

2 12
x

xy −
= . 

Р е ш е н и е .  Область определения этой функции: ( ) ( )+∞∞− ,00,  . Найдем производную: 

( )
5

214
x

xy −
=′ . Пр ир авняв к нулю эту пр оизводную, получим 01 2 =− x . Следовательно, 

1,1 21 −== xx  – критические точки функции (в точке yx ′= 03  не существует, но 03 =x  не вхо-

дит в область определения функции). Эти точки разбивают область определения функции на 
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интервалы монотонности. Исследуем знаки производной y′  на этих интервалах, укажем вид 

интервалов монотонности функции, характер критических точек. 

 

 
 

Следовательно, ( ) ( )1,01, −∞−  – функция возрастает, ( ) ( )+∞− ,10,1   – функция убывает, 

1,1 =−= xx  – точки максимума функции, ( ) ( ) 111 =−= yy  – максимумы функции. Точек мини-

мума нет. 

7.2 Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке 

Пусть функция ( )xfy =  непрерывна на отрезке [ ]ba, . Такая функция достигает своих наи-

большего и наименьшего значений на этом отрезке. Эти значения функция может принимать 

либо во внутренних точках (тогда это критические точки функции), либо на границе отрезка 

[ ]ba, . 

Получаем следующую схему нахождения наибольшего и наименьшего значений непре-

рывной на отрезке [ ]ba,  функции ( )xf : 

1. Найти производную ( )xf ′  и критические точки функции на интервале ( )ba,  (из условия 

( ) 0=′ xf  или ( )xf ′  не существует). 

2. Вычислить значения функции в найденных критических точках и на концах отрезка 

[ ]ba, . 

3. Из вычисленных значений выбрать наименьшее и наибольшее. 

П р и м е р  7 .2. Найти наибольшее и наименьшее значения функ-ции 5183 24 −+−= xxy  на 

отрезке [ ]2,1− . 

Р е ш е н и е .  

1. Находим ( ) ( )( )xxxxxxxy +−=−=+−=′ 33123123612 23 . Кри-тические точки функции на 

отрезке [ ] 3,02,1 21 ==− xx  (точка 3−=x  не входит в [ ]2,1−  ). 

2. Вычисляем ( ) ( ) 223,50 =−= yy . Находим значения функции на концах отрезка: 

( ) ( ) 292,101 ==− yy . 

3. Итак, ( ) ( ) 50,292 −==== yyyy наимнаиб . 
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7.3 Выпуклость и вогнутость кривой. Точки перегиба 

О п р е д е л е н и е . График дифференцируемой функции ( )xfy =  называется выпуклым 

(вогнутым) на интервале ( )ba, , если дуга кривой на этом интервале расположена ниже (вы-

ше) всякой касательной, проведенной к графику функции ( )xfy =  на ( )ba, . 

О п р е д е л е н и е .  Точка ( )( )00 , xfx , при переходе через которую направление выпукло-

сти меняется на противоположное, называется точкой перегиба графика функции ( )xfy = . 

На рис. 7.2 график функции ( )xfy =  на интервале ( )0, xa  – вогнутый, на интервале ( )bx ,0  – 

выпуклый, а точка ( )( )00 , xfxM  является точкой перегиба графика. 
 

  

 

     

 
 

вогнутый 

касательная 

 
выпуклый 

касательная 

 . 

 
Рис. 7.2 

 

Теорема 6 (достаточные условия выпуклости (вогнутости) графика функции). Если 

функция ( )xfy =  во всех точках интервала ( )ba,  имеет вторую производную и 

( ) ( )( )00 >′′<′′ xfxf , то график функции на интервале ( )ba,  выпуклый (вогнутый). 

 

Теорема 7 (необходимое условие точки перегиба). Если точка ( )( )00 , xfxM  является 

точкой перегиба графика функции ( )xfy = , то ( ) 00 =′′ xf  или ( )xf ′′  не существует при 

0xx = . 

Точки, в которых ( )xf ′′  обращается в ноль или ( )xf ′′  не существует, называются крити-

ческими точками второй производной. 

Теорема 8 (достаточное условие точки перегиба). Пусть фукция ( )xfy =  дважды 

дифференцируема в некоторой окрестности ( δ+δ− 00 , xx ) точки 0x , в которой ( ) 0=′′ xf  

или ( )xf ′′  не существует. Если вторая производная ( )xf ′′  меняет знак при переходе через 

точку 0x , то ( )( )00 , xfxM  является точкой перегиба графика функции. 
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Таким образом, область определения функции ( )xfy =  разбивается на конечное число ин-

тервалов с постоянным направлением выпуклости (вогнутости). Каждый из этих интервалов 

ограничен точками, в которых ( ) 0=′′ xf  или ( )xf ′′  не существует. 

П р и м е р  7 .3. Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба графика 

функции ( )21ln xy += . 

Р е ш е н и е .  

Находим 
( )

( )( )
( )2222

2

2
1

112

1

22,
1

2

x

xx

x

xy
x
xy

+

+−
=

+

−
=′′

+
=′ . Критическими точками второй производ-

ной являются точки 1,1 21 −== xx . Эти точки разбивают область определения функции на 3 

интервала, на каждом из которых сохраняется направление вогнутости или выпуклости. Оп-

ределим знаки второй производной на этих интервалах, характер точек 1,1 21 −== xx . 

 

Таким образом, на ( ) ( )+∞−∞− ,11,   – функция выпукла; на ( )1,1−  – функция вогнута; точки 

( ) ( )2ln,1,2ln,1 21 −MM  – точки перегиба графика функции. 

7.4 Асимптоты графика функции 

О п р е д е л е н и е .  Прямая l называется асимптотой графика функции ( )xfy = , если 

расстояние от точки ( )( )xfxM ,  графика функции до прямой l стремится к нулю при неогра-

ниченном удалении точки M от начала координат. 

Асимптоты могут быть вертикальными, наклонными и горизонтальными. 

Прямая ax =  является вертикальной асимптотой графика функции ( )xfy = , если хотя 

бы один из односторонних пределов ( )xf
ax 0

lim
±→

 равен бесконечности. В этом случае точка 

ax =  является точкой разрыва 2-го рода функции ( )xfy = . 

Так, например, кривая 
2

1
−

=
x

y  имеет вертикальную асимптоту 2=x , так как 

+∞=
−

−∞=
− +→−→ 2

1lim,
2

1lim
0202 xx xx

. 

Для существования наклонной асимптоты bkxy +=  необходимо и достаточно сущест-

вование двух пределов ( ) ( )( ) bkxxfk
x
xf

x
x

x
=−=

±∞→
−∞→

+∞→
lim,lim

 или

. 
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Если в уравнении bkxy +=  коэффициент k равен нулю, то имеем горизонтальную асим-

птоту by = . 

Заметим, что не всегда прямая, являющаяся асимптотой графика функции при +∞→x , 

будет являтся асимптотой того же графика при −∞→x . Поэтому при отыскании наклонных 

асимптот нужно отдельно исследовать случаи при +∞→x  и −∞→x . 

П р и м е р  7 .4. Найти асимптоты графика функции 
1

2
2

3

−
=

x
xy . 

Р е ш е н и е .  Прямые 1,1 −== xx  являются вертикальными асимптотами графика функ-

ции, так как 

.
1

2lim,
1

2lim

,
1

2lim,
1

2lim

2

3

012

3

01

2

3

012

3

01

+∞=
−

−∞=
−

−∞=
−

+∞=
−

+−→−−→

−→+→

x
x

x
x

x
x

x
x

xx

xx  

Следует отметить, что точки 1,1 −== xx  являются точками разрыва 2-го рода функции 

1
2
2

3

−
=

x
xy . 

Наклонную асимптоту ищем в виде: bkxy += , 

( )

( )( )

( )
.0

1

2
lim

1

222
lim

2
1

2
limlim

,2
1

2
limlim

22

33

2

3

2

2

=
−

==
−

+−
=

=










−

−
=−=

=
−

==

±∞→±∞→

±∞→±∞→

±∞→±∞→

x

x

x

xxx

x
x

x
kxxfb

x

x

x

xf
k

xx

xx

xx

 

Следовательно, прямая xy 2=  – наклонная асимптота. 

7.5 Общая схема исследования функции и построения графика 

Исследование функции и построение ее графика удобно выполнять по следующей схеме. 

1. Найти область определения функции. 

2. Выяснить, является ли функция четной, нечетной, периодической. 

3. Исследовать функцию на непрерывность, найти точки разрыва. 

4. Найти асимптоты графика функции (вертикальные, наклонные). 

5. Исследовать функцию с помощью первой призводной: установить интервалы монотон-

ности функции, найти точки экстремума функции, вычислить значения функции в этих точ-

ках. 
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6. Исследовать функцию с помощью второй призводной: определить интервалы выпукло-

сти и вогнутости графика функции, точки перегиба. 

7. Используя результаты проведенного исследования, построить график функции. При не-

обходимости уточнения отдельных участков кривой можно вычислить координаты несколь-

ких дополнительных точек (в частности, координаты точек пересечения графика  

с осями координат). 

П р и м е р  7 .5. Исследовать функцию 
1

12

−
+−

=
x

xxy  и построить ее график. 

Р е ш е н и е .  Областью определения функции является совокупность интервалов 

( ) ( )+∞∞− ,11,  . 

Функция общего вида, т. к. ( ) ( )xfxf ≠−  и ( ) ( )xfxf −≠− . Функция не периодическая. 

Функция не определена при 1=x . Исследуем поведение функции в окрестности этой точки. 

+∞=
−
+−

−∞=
−
+−

+→−→ 1
1lim,

1
1lim

2

01

2

01 x
xx

x
xx

xx
. 

Следовательно, 1=x  – точка разрыва 2-го рода, а, значит, прямая 1=x  является верти-

кальной асимптотой. Найдем наклонную асимптоту bkxy += . 

( )
( )

( )( ) .0
1

1
lim

1

1
lim

1

1
limlim

,11
1

11
1

lim,
1

1
limlim

222

22

=
−

=











−

+−+−
=











−

−

+−
=−=

=
−

+−
=









∞

∞
=

−

+−
==

∞→∞→∞→∞→

∞→∞→∞→

xx

xxxx
x

x

xx
kxxfb

x

xx
xx

xx

x

xf
k

xxxx

xxx
 

xy =  – наклонная асимптота. 

Находим ( )( ) ( )
( ) ( )2

2

2

22

1
2

1
1112

1
1

−

−
=

−

+−−−−
=
′












−
+−

=′
x

xx
x

xxxx
x

xxy . Решаем уравнение 0=′y .  

( )
0

1
2

2

2
=

−

−

x
xx  при 2,0 == xx . 

Укажем интервалы монотонности. 
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На ( ) ( )+∞∞− ,20,   – функция возрастает, на ( ) ( )2,11,0   – функция убывает. 

Тогда 0=x  – точка максимума, ( ) 10 −=y ; 2=x  – точка минимума, ( ) 32 =y . 

Найдем интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба. 

( )
( )( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )
.

1
2

1
2122

1
2112

1
212122

1
2

33

22

4

22

4

22

2

2

−
=

−

+−+−
=

−

+−−−
=

=
−

−−−−−
=
′












−

−
=′′

xx
xxxx

x
xxxx

x
xxxxx

x
xxy

 

Находим критические точки второй производной. 

y ′′  не обращается в ноль, но в точке 1=x  y ′′  не существует (хотя в этой точке функция не 

определена). 

 

 
Точек перегиба нет. Точки пересечения с осью Ox найдем из урав-нения ( ) 0=xf , а точки 

пересечения с Oy получим при 0=x : 

010
1

1 2
2

≠+−⇒=
−
+− xx

x
xx , т. к. 0<D . А ( ) 10 −=f , значит, ( )1,0 −  – точка пересечения с 

осью Oy. 

Строим график функции (рис. 7.3). 
 

 

  

   

 

 
 

 

 
 

Рис. 7.3 
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7.6 Векторная функция скалярного аргумента 

Эта часть высшей математики – приложения дифференциального исчисления к геометрии 

в пространстве. 

О п р е д е л е н и е .  Если каждому значению действительной пе-ременной t D R∈ ⊂  по-

ставлен в соответствие вектор ( ) 3Rta ∈
 , то говорят, что на множестве D задана вектор-

функция ( )taa 
=  действительной переменной t. 

Множество D называют областью определения функции ( )ta . 

Задание вектор-функции ( )taa 
=  равносильно заданию трех числовых функций 

( ) ( ) ( )tatata zyx ,,  – координат вектора a : 

( ) ( ) ( ) ( ) ktajtaitata zyx

⋅+⋅+⋅=  

или кратко ( ) ( ) ( ) ( )( )tatatata zyx ,,=
 . 

Если вектор a  является радиусом-вектором точки ( )zyxA ,, , то соответствующую вектор-

функцию принято обозначать 

( ) ( ) ( ) ( ) ktzjtyitxtrr

⋅+⋅+⋅== . 

 

 

 

  

 

  

M1 

 

 

 

 

 

 
 

Очевидно, что область определения функций ( ) ( ) ( )tztytx ,,  совпадает с D. 

При различных значениях t положение конца вектора ( )tr  будет, вообще говоря, изме-

няться. 

О п р е д е л е н и е .  Годографом вектор-функции ( )trr 
=  называется линия, описываемая 

в пространстве концом вектора ( )tr . 

Таким образом, всякую линию в пространстве можно рассматривать, как годограф неко-

торой вектор-функции. 
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Точка O называется полюсом годографа. Выражение 

( ) ( ) ( ) ( ) ktzjtyitxtr

⋅+⋅+⋅=  

называют векторно-параметрическим уравнением годографа, а 

( ) ( ) ( )tzztyytxx === ,,  

называют параметрическими уравнениями годографа. 

П р и м е р  7.6.  Найти годограф вектор-функции 

( ) ( )23 2 ,r t t i t t j t R= ⋅ + − ⋅ ∈
  . 

Р е ш е н и е .  

( )
( )

( ) ( )

( ) 222

22
2

22

9
1или

9
1,3

9
11

13
9
1996

9
1

93
2

93
2

3
.2

,3

XYxyxy

xxxxxy

xxy

xt

ttty

ttx

−=−=−−=−

+−−=−+−−=−=

−⋅=

=







−=

=

 

Годографом является парабола (рис. 7.4). 
 

  

 

  

 

 

 

 
 

   

 
Рис. 7.4 

7.7 Предел, непрерывность и производная векторной функции скалярного аргумента 

Предположим, что ( ) ( ) ( ) 000
000

lim,lim,lim ztzytyxtx
tttttt

===
→→→

. 

Тогда говорят, что вектор kzjyixr

⋅+⋅+⋅= 0000  есть предел вектора ( )trr 

=  и пишут 

( ) 0
0

lim rtr
tt


=

→
. 

Из последнего равенства ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] 0limlim 2
0

2
0

2
00

00
=−+−+−=−

→→
ztzytyxtxrtr

tttt

 . 
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Это означает, что ( ) rtr
tt


=

→ 0
lim . Если ( ) ( )0

0
lim trtr

tt


=

→
, то векторная функция называется не-

прерывной в точке 0t . Рассмотрим вектор-функцию ( ) ( ) ( ) ( ) ktzjtyitxtr

⋅+⋅+⋅=  в точке М  

(рис. 7.5). Дадим t приращение t∆ , тогда получим вектор ( ) ( )r t t x t t i+ ∆ = + ∆ ⋅ +
  

( ) ( )y t t j z t t k+ + ∆ ⋅ + + ∆ ⋅


, который определяет на кривой некоторую точку М1. 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] .ktzttzjtytty

itxttxtrttrr




⋅−∆++⋅−∆++

+⋅−∆+=−∆+=∆
 

Рассмотрим вектор 
t
r
∆
∆


, который коллинеарен вектору r∆ . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) k
t

tzttzj
t

tyttyi
t

txttx
t
r 

⋅
∆

−∆+
+⋅

∆
−∆+

+⋅
∆

−∆+
=

∆
∆ . 

Если ( ) ( ) ( )tztytx ,,  имеют производные, то множители, стоящие при kji


,,  при 0→∆t  обра-

тятся в ( ) ( ) ( )tztytx ′′′ ,, . Следовательно, в этом случае предел 
t
r
∆
∆


 при 0→∆t  существует и ра-

вен ( ) ( ) ( ) ktzjtyitx

⋅′+⋅′+⋅′ , т. е. ( ) ( ) ( ) ktzjtyitx

t
r

t



⋅′+⋅′+⋅′=
∆
∆

→∆ 0
lim . 

 

 

 

  

 

  

M1 

 

 

 

 

 

 
Рис. 7.5 

О п р е д е л е н и е .  Вектор, определяемый последним равенством, называется производ-

ной от вектора ( )tr  по скалярному аргументу t. 

Производную обозначают символом 
dt
rd  или r ′ . Итак, 

 

( ) ( ) ( ) ktzjtyitx
dt
rd 

⋅′+⋅′+⋅′=  или k
dt
dzj

dt
dyi

dt
dx

dt
rd 

⋅+⋅+⋅= .  ((77..11))  
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П р и м е р  7 .7. Найти производную вектор-функции 

( ) kttjtittr

⋅+⋅+⋅= cossincossin 2 . 

Р е ш е н и е .  

k
dt
dzj

dt
dyi

dt
dx

dt
rd 

⋅+⋅+⋅= , где ( ) ( )sin , sin cos ;dxx t t t t
dt

′= = =  

 
( ) ( )
( )

2 2cos , cos 2cos sin sin 2 ;

1 1sin cos sin 2 , 2cos2 cos2 .
2 2

dyy t t t t t t
dt

dzz t t t t t t
dt

′
= = = − = −

= = = =
 

Итак, ktjtit
dt
rd 

⋅+⋅−⋅= 2cos2sincos . 

С геометрической точки зрения вектор ( )tr ′  – это вектор, направленный по касательной к 

годографу функции ( )tr  в сторону возрастания параметра t. 

С механической точки зрения ( )tr ′  есть вектор мгновенной скорости движения матери-

альной точки по траектории, являющейся годографом функции ( )tr . 

7.8 Касательная прямая и нормальная плоскость к пространственной кривой 

Канонические уравнения прямой, проходящей через точку ( )0000 ,, zyxM , имеют вид 

p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
− . 

Так как вектор ( )pnms ,,  коллинеарен 
dt
rd , то в точке ( ) ( ) ( )( )000 ,, tztytx  следующие уравне-

ния 

 

есть уравнения касательной к пространственной кривой ( ) ,x x t=  ( ) ( ),y y t z z t= = . 

П р и м е р  7.8.  Написать уравнения касательной к годографу 

( ) kbtjtaitatr

⋅+⋅+⋅= sincos  в точке 

40
π

=t , (это винтовая линия, рис. 7.6). 

( ) ( ) ( )

000

000

tttttt dt
dz

tzz

dt
dy

tyy

dt
dx

txx

=== 






−

=







−

=







−                         ((77..22))  
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Рис. 7.6 

Р е ш е н и е .  

( ) ( )

( )

.;
2
2

4
cos;

2
2

4
sin

;
44

;
2
2

4
sin

4
;

2
2

4
cos

4

;;cos;sin

444

0

00

b
dt
dzaa

dt
dyaa

dt
dx

bztz

aaytyaaxtx

b
dt
dzta

dt
dyta

dt
dx

ttt
==

π
=−=

π
−=

π
=






 π=

=
π

=





 π==

π
=






 π=

==−=

π
=

π
=

π
=

 

Подставив в формулу (7.2), имеем: 

b

bz

a

ay

a

ax
4

2
2
2

2

2
2
2

2 π
−

=
−

=
−

−
 – уравнения касательной к винтовой линии в точке 

40
π

=t . 

Плоскость, проходящая через точку касания ( )0tM  и перпендикулярная к касательной, на-

зываентся нормальной плоскостью к кривой в этой точке. 

Ее уравнение имеет вид: 

 

П р и м е р  7 .9. Написать уравнение нормальной плоскости к винтовой линии 

( ) kbtjtaitatr

⋅+⋅+⋅= sincos  в точке 

40
π

=t  (см. предыдущий пример). 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00
0

0
0

0
0 =−+−+− zz

dt
tdzyy

dt
tdyxx

dt
tdx .     ((77..33)) 
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Р е ш е н и е . Так как все необходимые величины найдены, то имеем по формуле (7.3): 

0
42

2
2

2
2

2
2

2
=






 π

−+









−+










−− bzbayaaxa . 

7.9 Кривизна плоской линии 

Одним из элементов, характеризующих форму кривой, является степень ее искривленно-

сти. 

Рассмотрим кривую, которая не пересекает саму себя и имеет определенную касатель-

ную. Возьмем две точки A и B. 

Углом смежности дуги AB называется угол поворота касательной при переходе от точки 

A к точке B (рис. 7.7). 
 

 

 

α 
 

 

 
Рис. 7.7 

У двух дуг, имеющих одинаковую длину, больше изогнута та дуга, у которой угол смеж-

ности больше. Однако, степенью искривленности нельзя оценить форму дуги различной 

длины с одним и тем же углом смежности. 

Средней кривизной срk  дуги 
∪

AB называется отношение соответствующего угла смежности 

α к длине дуги: 
||

∪
α

=
AB

kср . 

Для одной и той же кривой средняя кривизна ее различных частей (дуг) может быть раз-

лична. 

Кривизной Ak  линии в данной точке A называется предел средней кривизны дуги 
∪

AB , ко-

гда длина этой дуги стремится к нулю (когда B→A): ñð
0

lim limA B A
AB

k k
AB

∪ ∪→
→

α
= = . 
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Предположим, что кривая задана в декартовой системе координат уравнением вида 

( )xfy =  и пусть ( )xf  имеет непрерывную вторую производную. 

Тогда кривизна плоской линии определяется по формуле 

 
Заметим, что кривизна не может быть отрицательной. 

Если кривая задана параметрически, то 

( )32

2
;

tx
tttt

t

t yxxy
dx

yd
x
y

dx
dy

′

′′′−′′′
=

′
= . 

Подставляя это в (7.4), получим кривизну плоской линии, заданной параметрически 

 

П р и м е р  7.10 . Найти кривизну кривой 3xy =  в точке ( )8;2M . 

Р е ш е н и е . Найдем производные: 23x
dx
dy

= , 12,6;1223 2

2

2

2
2 ===⋅=

MM dx
ydx

dx
yd

dx
dy .  

Тогда кривизна равна 
( )( ) ( ) 332/32 145

12

1441

12

121

12
=

+
=

+
=k . 

7.10 Понятие эволюты и эвольвенты 

Величина R, обратная кривизне линии в данной точке M, называется радиусом кривизны 

этой линии в рассматриваемой точке, т. е. 

2

2

2/32
1

,/1

dx
yd

dx
dy

RkR

















+

== . 

Построим в точке M нормаль к кривой, направленной в сторону вогнутости кривой, и от-

ложим на этой нормали отрезок MC, равный радиусу R (рис. 7.8) кривизны кривой l в точке 

M. Точка C называется центром кривизны данной кривой в точке M, круг радиуса R с цен-

( ) 2/322 yx

yx
yx

k tt

tt

′+′

′′′′
′′

= .                               ((77..55))  

2/32

2

2

1















+

=

dx
dy

dx
yd

k .                               ((77..44))  



120 

тром в точке C (проходящий через точку M) называется кругом кривизны данной кривой в 

точке M. 
 

 

 

 

 

 
Рис. 7.8 

Рассмотрим кривую ( )xfy = . Если в точке ( )yxM ,1  данной линии кривизна отлична от ну-

ля, то этой точке соответствует вполне определенный центр кривизны ( )βα,1C . 

Совокупность всех центров кривизны данной линии образует некоторую новую линию, 

называемую эволютой по отношению к первой. Или: геометрическое место центров кривиз-

ны данной линии называется ее эволютой. По отношению к своей эволюте данная линия на-

зывается эвольвентой (инволютой или разверткой). 

Теорема (свойство эволюты). Нормаль к данной кривой является касательной к ее 

эволюте. 

7.11 Кривизна и кручение пространственной кривой. Формулы Френе 

В любой точке ( )zyxM ,,  пространственной кривой ( )r r t= =
   ( ) ( ) ( )x t i y t j z t k= + +

 
 можно 

построить три взаимно перпендикулярных вектора: 

 

 

 
Определим соответствующие им единичные векторы по формулам: 

 
N
N

B
B

T
T
















=ν=β=τ ,, .                        ((77..99))  

[ ]TBN


,=  – направляющий вектор главной нормали к ( )tr . ((77..88))  












= 2

2
,

dt
rd

dt
rdB


 – направляющий вектор бинормали к ( )tr ;   ((77..77))  

dt
rdT


=  – направляющий вектор касательной к ( )tr ;     ((77..66))  
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Трехгранник с вершиной в точке M0, ребрами которого служат касательная, главная нормаль, 

бинормаль, называется естественным трехгранником или трехгранником Френе. Гранями 

его являются плоскость соприкасающаяся (проходит через ντ
, ), нормальная (проходит че-

рез βν


, ), спрямляющая (проходит через τβ


, ) (рис. 7.9). 

 

 

 

 
 

 

Спрямляющая плоскость 

Соприкасающаяся плоскость 

Нормальная плоскость 

 

 
Рис. 7.9 

 

Уравнения главной нормали имеют вид 

 

где kNjNiNN zyx


++= . 

Уравнения бинормали: 

 

где zyx BBB ,,  – координаты вектора B


, т.е. kBjBiBB zyx


++= . 

Заметим, что уравнения касательной могут быть записаны аналогично уравнению (7.2) в 

виде 

 

где zyx TTT ,,  – координаты вектора 
dt
rdT


= . 

Уравнение нормальной плоскости: 

 
( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzTyyTxxT zyx .              ((77..1133))  

zyx T
zz

T
yy

T
xx 000 −

=
−

=
− ,                        ((77..1122))  

zyx B
zz

B
yy

B
xx 000 −

=
−

=
− ,                        ((77..1111))  

zyx N
zz

N
yy

N
xx 000 −

=
−

=
− ,                         ((77..1100))  
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Уравнение соприкасающейся плоскости: 

 
Уравнение спрямляющей плоскости: 

 

Кривизна пространственной кривой ( ) ( ) ( ) ( )ktzjtyitxtr


++=  определяется аналогично кри-

визне плоской кривой и в точке M вычисляется по формуле 

 

Кручением пространственной кривой в точке M называется число 
sMN ∆
θ

=σ
→
lim , где θ – 

угол поворота бинормали, соответствующий дуге 
∪

MN . Если ( ) ( ) ( ) ( )ktzjtyitxtrr


++== , то 

кручение σ вычисляется по формуле 

 

П р и м е р  7 .11. Найти единичные векторы νβτ
 ,, , уравнения касательной, нормали, би-

нормали, уравнения соприкасающейся, нормальной и спрямляющей плоскостей, кривизну и 

кручение в точке 





 π

2
M  винтовой линии ( ) ktjtittr


⋅+⋅+⋅= 3sin2cos2  (рис. 7.10). 

 

 

 

 

 

 

  

  

 

 

 
Рис. 7.10 

2

2

2

3

3

2

2

,

,,
























=σ

dt
rd

dt
rd

dt
rd

dt
rd

dt
rd





.                            ((77..1177))  

3

2

2
,

1

dt
rd

dt
rd

dt
rd

R
k 















== .                          ((77..1166))  

( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzNyyNxxN zyx .            ((77..1155))  

( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzByyBxxB zyx .((77..1144))  
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Р е ш е н и е . Находим 

2sin 2cos 3 ;dr t i t j k
dt

= − ⋅ + ⋅ +
  

 

2

2

3

3

2cos 2sin ;

2sin 2cos .

d r t i t j
dt
d r t i t j
dt

= − ⋅ − ⋅

= ⋅ − ⋅

  

  
 

При ki
dt
rdTt

M


32

2
+−==

π
= , 

[ ] j
kji

TBNki
kji

dt

rd

dt

rd
B











8

302
400,;46

020
302,

2

2
−=

−
==+=

−
−=












=  

Находим единичные векторы νβτ
 ,, : 

( )

.
8

8

;
52
4

52
6

46

46

;
13
3

13
2

32

32

22

22

jj
N
N

jiki
B
B

kiki
T
T

























−=
−
−

==ν

+=
+

+
==β

+−=
+−

+−
==τ

 

Записываем уравнения граней трехгранника Френе: 

– нормальная плоскость к винтовой линии в точке =





 π

2
M  






 π

=
2

3;2;0M : 

( ) ( ) 0
2

330002 =





 π

−+−⋅+−− zyx  или 0
2

932 =
π

−+− zx ; 

– соприкасающаяся плоскость к винтовой линии в точке 





 π

2
3;2;0M : 

( ) ( ) 0
2

342006 =





 π

−+−⋅+− zyx  или 0646 =π−+ zx ; 

– спрямляющая плоскость к винтовой линии в точке 





 π

2
3;2;0M : 

( ) ( ) 0
2

302800 =





 π

−⋅+−⋅−−⋅ zyx  или 02 =−y . 

Уравнения касательной в точке M: 
3

2
3

0
2

2
0

π
−

=
−

=
−
− zyx ; 

уравнения нормали в точке M: 
0

2
3

8
2

2
0

π
−

=
−
−

=
−
− zyx ; 
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уравнения бинормали в точке M: 

4
2

3

0
2

6
0

π
−

=
−

=
− zyx . 

Находим кривизну винтовой линии в точке M: 

( )
24

13
52

13
52

32

46
,

22

222

2

====
+−

+
==













=
T

B

dt
rd
dt

rd
dt
rd

k 







. 

Найдем 3

3

dt
rd 

 в точке M: i
dt

rd
M



23

3
= . 

Кручение винтовой линии в точке M:  

т. к. 12
002
020
302

,, 3

3

2

2
=−

−
=











dt
rd

dt
rd

dt
rd 

, то 
13
3

52
1212

2 ===σ
B
 . 
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ПРАКТИКУМ ПО МАТЕМАТИКЕ. ЧАСТЬ I 

Занятие 1. Декартова и полярная системы координат. Построение графиков функций 

Аудиторные задания 

1.1 Построить графики функций: 

1) xy coslog22= ; 2) 
|1|2

23

−
−

=
x

xxy ; 3) 






≤<−−−

≤<
=

−

.03,2

,20,2
2

1

xxx

x
y

x
; 4) 1|2|2 +−−= xxy ; 

5) 
2

2cos1 xy −
= ; 6) 1||sin −= xy ; 7) 1log 2

2/1 += xy ; 8) 
1||

1
+

=
x

y . 

1.2 Построить графики функций, заданных параметрически: 

1) tytx −=+−= 2,21 ; 2) 4, 2 −== tytx ; 3) tytx sin,cos2 == ; 4) 32 ,1 ttytx −=−= ; 

5) 32 , btyatx == ; 6) tytx 33 sin2,cos2 == ; 7) tytx sin23,cos21 +=+−= ; 

8) )cos1(2),sin(2 tyttx −=−= . 

1.3 Записать уравнения кривых в полярных координатах: 

1) xy = ; 2) 1=y ; 3) 422 =+ yx ; 4) yyx 222 =+ ; 5) 01=−+ yx ; 6) 222 ayx =− . 

1.4 Построить графики функций, заданных уравнением в полярной системе коор-

динат: 

1) 1=r ; 2) ϕ= 2r ; 3) 2cos =ϕr ; 4) ϕ= er ; 5) ϕ= cos4r ; 6) ϕ= 2sin3r ; 

7) )cos1(2 ϕ+=r ; 8) 
ϕ+

=
cos23
6r ; 9) 

ϕ+
=

sin1
2r ; 10) ϕ= 3cos2r ; 11) ϕ= 2sin362r . 

Домашние задания 

1.5 Построить следующие кривые: 

1) |2| 2 −−= xxy ; 2) |3| ++= xxy ; 3) tytx =+= ,12 ; 4) 23, tytx == ; 

5) ϕ= sin2r ; 6) )sin1(3 ϕ−=r ; 7) ϕ= 2cos4r ; 8) 
ϕ−

=
cos1
3r . 

Ответы:  

1.3 1) 
4
π

=ϕ ; 2) 
ϕ

=
sin

1r ; 3) 2=r ; 4) ϕ= sin2r ; 5) 
ϕ+ϕ

=
cossin

1r ; 6) 
ϕ

=ρ
2cos

2
2 a . 

Занятие 2. Матрицы и действия над ними 

Аудиторные задания 

2.1 Найти CBA −+ 32 , если 
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−
−=

















−
−

−
=

















−
−
−

=
768
231
543

,
651
432
011

,
534
312
201

CBA . 

2.2 Найти 3A+2E, если 
















−
−−

−
=

212
131
452

A , E – единичная матрица третьего порядка. 

2.3 Найти матрицу X , если 

















−

−
=+















−
⋅

93
82
71

3
1

50
42
31

2 X . 

2.4 Найти матрицу, транспонированную матрице А: 

1) 
















−
−=
102
131

452
A ; 2) 
















=

3
2
1

A ; 3) ( )aaaA= . 

2.5 Даны матрицы 
















−
=















 −
=
















−=

32
65
31

,
07
13
11

,
05
31
01

CBA . Найти:  

1) 2А; 2) CBA −+ 32 ; 3) TC2− . 
 

2.6 Даны матрицы A и B. Найти AB и BA, если: 

1) 
















−
−=
















−=

531
423

172
,

504
310
201

BA ; 2) 















=








−

=
01
43
70

,
513
011

BA ; 3) ( )325,
2
4
3

−=















= BA . 

2.7 Вычислить 









−

⋅















−

−
⋅















−

1
1

05
22

11

103
012
103

. 

2.8 Найти те из произведений 22,,, BABAAB , которые существуют: 

1) 






 −
=








=

21
10

;
43
21

BA ; 2) ( )


















−
−

=−=

1
4
3

5

;0321 BA ; 

3) 















−
−

=







−

=
5
3
4

;
121
302

BA ; 4) 















−=








−

−
=

15
03
42

;
022
153

BA . 

2.9 Найти произведение матриц (AB)C и A(BC): 
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−
=
















−=



















−
−

−

=
3
2

,
34
12
03

,

351
232
114

305

CBA . 

2.10 Показать, что матрица 






 −
=

13
12

A  является корнем многочлена 

53)( 2 +−= xxxf . 

2.11 Найти значение матричного многочлена ( )Af , если: 

1) ( ) 







−

=+−=
10

01
,132 2 Axxxf ;  

2) ( )
















−

−
=+−=

233
120
031

,232 Axxxf ;  

3) ( ) 







−
−

=+−=
13
21

,32 23 Axxxf . 

Домашние задания 

2.12 Найти: 1) BA 23 − , если 







−

=







=

21
10

;
43
21

BA ; 2) AB 52 − , если 









−

=







−

=
01015

1050
;

046
420

BA . 

2.13 Найти 2)3( BA+ , если 

















−

−−
=

















−
−=

014
201
112

,
963
852

741
BA . 

2.14 Найти те из произведений CBBCCAACBAAB ,,,,, , которые имеют смысл, если 








 −
=

202
311

A , 






 −
=

11
10

B , 















−=

0121
0021
0210

C . 

2.15 Проверить, коммутируют ли матрицы A и B: 

1) ( )















==

6
5
4

,321 BA ; 2) 







−

−
=








=

12
35

;
53
21

BA ; 3) 
















−−
−

−
=
















=

336
135
167

,
351
493
372

BA . 

2.16 Найти значение матричного многочлена ( )Af , если: 
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1) ( ) 







−

=+−=
12

01
,722 2 Axxxf ; 2) ( )

















−

−
=−+=

125
410
332

,253 2 Axxxf . 

2.17 Найти матрицу AT, если: 

1) 







=

43
21

A ; 2) 
















−
−

−
=

214
753

021
A ; 3) ( )4321=A . 

Ответы: 2.1 
















−−
−

−−−

21313
449
914

; 2.2 
















−
−−

−

436
373
12158

; 2.3 
















−−
−

−

39
06
399

; 2.4 1) 
















−

−
=

114
035
212

TA ;  

2) ( )321=TA ; 3) 















=

a
a
a

AT ; 2.5 1) 















−

010
62
02

 ; 2) 
















−

−

333
32
64

 ;3) 







−−−

−−
6126

4102
;  

2.6 1) 















−−−

−
=
















−=

18321
8213

3076
,

291313
19110
1114

BAAB ; 2) 















−
−

=







=

011
20115
35721

,
172
113

BAAB ; 

3) ( )13,
6410

12820
9615

=
















−
−
−

= BAAB ; 2.7 
















−
−
−

1
8
1

;  

2.8 1) 






 −−
=








=







 −−
=








=

32
21

;
2215
107

;
107

43
;

54
32 22 BABAAB ;  

2) ( ) существуют неи;

0321
01284
0963
015105

;1 22 −



















−
−−
−−

−

=−= BABAAB ;  

3) существуют не,,;
3
7 22 −







= BABAAB ;  

4) существуют неи;
52317

3159
2214

;
810

1114 22 −
















−
−−

−
=







−
= BABAAB ; 

2.9 ( ) ( )


















−
−

==

32
31
18

33

BCACAB ; 2.11 1) 







60
00

 ; 2) 
















−−
−

−

3120
133
300

 ; 3) 







−
−

230
2018

; 
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2.12 1) 







167
43

 ; 2) 







000
000

 ; 2.13 















−−
11110551

85418
21296

; 2.14 







−

−−
=

513
202

BA ; 









=

0662
0554

AC ; 2.15 1) не коммутируют; 2) не коммутируют: 









−−

=≠







−
−

=
11

54
45
11

BAAB ; 3) коммутируют: 
















−
−

−
==

300
030
003

BAAB ;  

2.16 1) 







− 114

07
 ; 2) 

















−
−

−−

632370
441860

66025
 ; 2.17 1) 








=

42
31

A T ; 2) 
















−
−

−
=

270
152
531

 AT ;  

3) 



















=

4
3
2
1

A T . 

Занятие 3. Вычисление определителей 

Аудиторные задания 

3.1 Вычислить определители второго порядка: 

1) 
13
52

−
−

; 2) 
aa

a
−2
1

; 3) 
xx
xx

sincos
sincos

−
; 4) 4 3

4

1 a
aa

−
; 5) 

52
lnln yx

. 

3.2 Вычислить определители третьего порядка различными способами: 

1) 
365
723
251

−
−

−
; 2) 

0
0

0

cb
ca
ba

−
−−

; 3) 
αα

αα

sincos0
011

sin0cos
; 4) 

241
183

401

−
− ; 5) 

142
131
140 −

. 

3.3 Вычислить определители по правилу Саррюса и разлагая по элементам 1-й стро-

ки: 

1) 
987
654
321

; 2) 
812
278
543

−
−
−

. 

3.4 Решить уравнение: 0
14
1
=

+−
+

x
xx

. 

3.5 Решить уравнение 0
512
154

31
=

−
−
x

. 
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3.6 Построить график функции 
111
111
12

−=
xx

y . 

3.7 Вычислить определители, разлагая по элементам ряда: 

1) 

8394
6183
2071
4052

; 2) 

3021
4152
1321
2142

−
−

. 

3.8 Вычислить определители методом приведения их к треугольному виду: 

1) 

9521
4711
4331
4321

−
−

; 2) 

6741
2120
6031

1512

−
−

−−
−

. 

3.9 Вычислить определители, предварительно упростив их: 

1) 

4113
2104
4122
0123

−
−

−
−

; 2) 

43123
31030
23212
15010
51321

; 3) 

136153
51102
1720

13251

−−−
−

−

;  

4) 

1322
1312
6100
4213

−

−
; 5) 

0123
1012
2101
3210

; 6) 

1185
1021
5321
4132

−

−

. 

Домашние задания 

3.10 Решить уравнение 0
111
21
412

=−x
x

. 

3.11 Найти )det(AB  и проверить, что BAAB detdet)det( ⋅= , если 

















−
=
















=

234
112
302

,
211
112
321

BA . 

3.12 Вычислить определители, разлагая их по элементам ряда: 

1) 

1613
3213
1210

0112

−
−

−

; 2) 

5032
0126
2112
4332

−

−
−

. 
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3.13 Вычислить определители методом приведения их к треугольному виду: 

1) 

1511
4321

2123
1512

−
; 2) 

3214
2143
1432
4321

. 

3.14 Решить неравенство 4
213

251
103

≤
−

−+
−

xx . 

3.15 Вычислить определители: 

1) 

0140
1427
4538
0250

; 2) 

4335
3727
9498
6237

−
−
−

. 

Ответы: 3.1 1) 13; 2) 22a− ; 3) x2sin ; 4) 2a; 5) 2

5
ln

y
x . 

3.2 1) 78; 2) 0; 3) α2sin ; 4) 100; 5) – 6. 3.3 1) 0; 2) 0. 

3.4 4;1 −=−= xx . 3.5 3−=x . 3.6 Прямая 22 −= xy . 3.7 1) 0; 2) 16. 3.8 1) 20; 2) 27.  

3.9 1) 38; 2) 168; 3) – 192; 4) 75; 5) – 12; 6) 300. 3.10 2,1 21 =−= xx . 3.11 40. 3.12 1) 0; 2) 48.  

3.13 1) 54; 2) 160. 3.14 







−∞−

5

36
; . 3.15 1) 60; 2) 150. 

Занятие 4. Обратная матрица. Решение матричных уравнений 

Аудиторные задания 

4.1 Найти матрицы, обратные данным, если они существуют: 

1) 







−
−

53
21

; 2) 
















−
−

−

216
524

312
; 3) 
















−

142
321
103

. 4) 
















−−
−−

−

514
835
913

; 5) 



















0111
1011
1101
1110

. 

4.2 Найти обратную матрицу, если она существует: 

1) 







31
21

; 2) 







43
21

; 3) 
















211
121
111

; 4) 
















−−− 6144
462
321

. 

4.3 Решить матричные уравнения: 

1) 







−

−
=⋅







−
32
11

33
41

X ; 2) 







=







−
⋅⋅








− 21

24
23
21

21
20

X ;  



 

132 

3) 















−
−

=















−
−

+⋅















−

−

125
21
61

50
41
21

210
142

011
X . 

4.4 Решить матричные уравнения: 

1) 







−

=⋅






−
31
02

10
11

X ; 2) 







=








−−

⋅
10
01

45
34

X ; 3) 






 −
=








−
−

⋅






 −
32
11

54
65

32
11

X . 

4.5 Решить матричные уравнения: 

1) 
















−−
−

−
=

















−
−
−

⋅
421
122

031

012
423
321

X ; 2) 















=
















⋅

003
020
100

300
020
001

X ; 3) 















=⋅

















−
−

−

7
0
7

120
132

321
X . 

Домашние задания 

4.6 Найти матрицы, обратные данным, если они существуют: 

1) 







75
43

; 2) 
















−− 325
436
752

 3) 
















−
−
−

012
423
321

; 4) 
















987
654
321

. 

4.7 Решить матричные уравнения: 

1) 
















−
−
−

=
















−
−−⋅

0152
095
038

125
231

135
X ; 2) 








−−−

=⋅







−− 123

321
21

45
X ; 

3) 






 −
=








−

−
⋅






 −
32
11

54
22

32
11

X ; 4) 















=
















⋅
















−
−

−

087
654
321

087
654
321

120
132

321
X . 

Ответы: 4.1 1) 







−
−

13
25

; 2) не существует; 3) 
















−−
−
−−

−
6128
1017
2410

38

1
;  

4) 
















−−
−−

−−
−

1477
21217

35147

49

1
; 5) 



















−−−
−−−
−−−
−−−

−

2111
1211
1121
1112

3

1
. 

4.2 1) 







−

−
11
23

; 2) 







−

−
2/12/3

12
; 3) 

















−
−

−−

101
011
113

; 4) не существует. 
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4.3 1) 


















−

0
15

1

1
15

11

; 2) 



















−

−

8

5

8

1
4

3

4

3

;  3) 

























−

4
13

30

1
13

5

3
13

5

. 

4.4 1) 







−
−

31
33

; 2) 







−− 45
34

;  3) 







−
−

54
65

. 

4.5 1) 
















−−
−−

−

458
101317

131520
; 2) 

















003
010
3/100

;  3) 
















−
−

3
5

6
.  

4.6 1) 







−

−
35
47

; 2) 
















−
−−

−

242927
344138
111

; 3) 
















−−
−−
−−

457
568
234

; 4) не существует. 

4.7 1) 
















987
654
321

; 2) 







−−−
−

⋅−
2814
2410

6
1 ; 3) 








12
12/5

; 4) 

























−−

−−

−

1
7

2

7

4

1
7

1

7

2

1
7

4

7

1

. 

Занятие 5. Решение невырожденных систем линейных уравнений 

Аудиторные задания 

5.1 Убедиться, что система является невырожденной, и решить ее по формулам 

Крамера и матричным способом: 

1) 








=+
=++
=++

;287
,8654
,532

yx
zyx
zyx

 2) 








−=+−−
=−+
−=+−

;185
,1432
,732

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 3) 








=++
=++
=++

.218103
,12462

,332

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 4) 








=−+
=−
=+−

.423
,12
,02

321

21

321

xxx
xx

xxx
 

5) 








=−++
=−+−
=+−+−

.0723
,063
,0722

zyx
zyx
zyx

 6) 








=−−
−=+−

=++

.534
,122

,23

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 7) 








=++
=+−
=+−

.21325
,053
,452

zyx
zyx
zyx

 8) 




=+
=+

.1843
,82

21

21

xx
xx

  

9) 








=++
−=−+

=+−

.1323
,34

,532

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 10) 








−=+−
=−+
=+−

.534
,923
,122

zyx
zyx
zyx

 11) 








=−++
=−++
=+−−

.010243
,0145
,03327

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Домашние задания 

5.2 Проверить, являются ли системы невырожденными, и если являются, то ре-

шить их матричным методом и по формулам Крамера: 
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1) 








−=−
=++
=−+

.3
,12
,024

32

321

321

xx
xxx
xxx

 2) 








−=+
=+
=−

.12
,04
,52

32

31

21

xx
xx
xx

 3) 








=−
=+
=+

.105
,163

,52

zy
zx

yx
 4) 









=++
=−+
=−+

.1625
,16732

,62

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Ответы: 5.1 1) (–2;2;1); 2) (1;2;–3); 3) (–3;3;0); 4) 1321 === xxx ; 5) 1,1,2 =−== zyx ;  

6) 1,0,1 321 −=== xxx ; 7) 2,2,4 =−=−= zyx ; 8) 3,2 21 == xx ; 9) 0,1,1 321 =−== xxx ; 

10) 1,1,2 −=== zyx ; 11) 1,3,0 321 −=== xxx . 

5.2 1) 2,1,1 321 =−== xxx ; 2) .
3
2,

3
1,

3
8

321 −=== xxx ; 3) 5,3,1 === zyx ;  

4) 1,1,3 321 −=== xxx . 

Занятие 6. Ранг матрицы 

Аудиторные задания 

6.1 Найти ранг матрицы: 

1) 















−
−

031
334
213

; 2) 
















−−

−

3151
5311
6512

. 

6.2 Найти ранги матриц с помощью элементарных преобразований или методом 

окаймляющих миноров и указать какой-либо базисный минор. 

1) 
















−−
−

−

4842
6012
5421

; 2) 
















−
−−−−
−−−−

11111
11312
55718

; 3) 



















−
−−

−

1977
7115
4312
1531

; 

4) 



















−
−−−

−
−

14157
70531

43235
52313

; 5) 























−−−

−
−

7710
2624
3511
1312

4201

. 

6.3 При каких значениях λ ранг матрицы равен двум: 

1) 
















−
λ

−

334
10
431

; 2) 















−λ

λ

700
420
32

? 

6.4 Проверить справедливость неравенств BABAAB rrrr ≤≤ , , если 

















−
−=

013
321
201

A ,  















−=

102
513
420

B . 



 

135 

Домашние задания 

6.5 Найти ранги матриц и указать какой-нибудь базисный минор. 

1) 



















−
−

−
−

124
600

024
312

; 2) 



















−−
−

−
−−

451041
521131

11201
13112

; 3) 





















 −

−

−

1
1
0
3
2

0
1
1
2
1

5
3
2
1
2

2
1
1
0
1

. 

6.6 Проверить справедливость неравенства BABA rrr +≤+ , если 

















−−
−
−

=
















−
−
−

=
111

222
111

,
423
312
111

BA . 

Ответы: 6.1 1) 2; 2) 2. 6.2 1) 
442
612
521

,3
−
−

−
=r ; 2) 

12
18

,2
−
−

=r ; 3) 
177
312
131

,3 −−
−

=r ;  

4) 
157
435
513

,3
−
−
−

=r ; 5) 
12
01

,2
−

=r . 6.3 1) 3=λ ; 2) 2,0 =λ=λ . 6.5 1) 2; 2) 3;  3) 3.  

Занятие 7. Решение произвольных и однородных систем линейных уравнений 

Аудиторные задания 

7.1 Исследовать системы на совместность и в случае совместности решить их. 

1) 








=−−
−=++
−=+−

.323
,132

,22

zyx
zyx

zyx
 2) 









=+++
=+++
=+++

.2749
,42253

,6372

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 3) 





=−++−
=++−+

.3232
,142

54321

54321

xxxxx
xxxxx

 

4) 








=+−++
−=+−+−

=+−++

.547
,323

,132

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

 5) 














=+−+
=−++

=+−
−=++−

=++−

.13
,102

,82
,752

,1823

4321

5432

541

5421

5321

xxxx
xxxx

xxx
xxxx
xxxx

 6) 











−=−++
−=+−−
−=−−+

−=−+−

.10632
,1232

,522
,2

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

 

7) 








=+++
=+++
=−+−

.6453
,3532

,243

431

4321

4321

xxx
xxxx

xxxx
 8) 









=++−
=+−
=−+−

.26204
,03102

,135

4321

421

4321

xxxx
xxx
xxxx

 

7.2 Решить однородную систему и найти фундаментальную систему решений. 

1) 




=−+
=−+

.0392
,02

321

321

xxx
xxx

 2) 








=++
=++
=++

.0243
,0352

,023

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 3) 





=−++
=+−+

.03
,0322

4321

4321

xxxx
xxxx
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4) 








=+−+
=−++
=+−+

.020107
,0252
,0634

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 5) 








=−+
=−−+
=+−+

.0463
,042
,032

321

4321

4321

xxx
xxxx
xxxx

 6) 








=++−+
=+−++
=−+−+

.02
,0236

,023

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
 

7.3 Решить системы методом Гаусса: 

1) 








=−−
=−+
−=−+

;1622
,032

,4

31

321

321

xx
xxx
xxx

 2) 








=++
=+−
=++

;524
,22
,3

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 3) 








=+
=+−
=+−

;03
,0334
,023

yx
zyx
zyx

 4) 







−=+
=++
=++

.687
,9654
,632

yx
zyx
zyx

 

Домашние задания 

7.4 Исследовать системы уравнений и в случае совместности решить их. 

1) 








=++
=++
−=++

.7653
,3532
,12

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 2) 









=++
=−+

=+−

.444
,2232

,13

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 3) 











=+
=+
=+
=+

.154
,12
,143
,132

21

21

21

21

xx
xx
xx
xx

 4) 








=++−
=+−
=−+−

.26204
,03102
,135

4321

421

4321

xxxx
xxx
xxxx

 

7.5 Решить системы: 

1) 








=++
=+−
=−+

.034
,023

,02

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 2) 





=−−+
=++−

.0242
,023

4321

4321

xxxx
xxxx

 

Ответы: 7.1 1) Система несовместна; 2) 










∈∀





 +−−− RCCCCCCCC

2121
2121 ,,,

11
510,

11
29 ; 

3) 








∈∀






 −−−−−−
RCCCCCC

CCCCCC
321321

321321 ,,,,,
7

1374
,

7

149
; 

4) 








∈∀





 +−+−− RCCCCCCCCCC

321321
2321 ,,,,,

5
4,

5
51353 ; 

5) 2,1,3,4,5 54321 ===== xxxxx ; 6) ( ){ }RCCCCC ∈∀+++ 3,2,1, ; 

7) система несовместна; 8) 












∈∀






 −+−
RCC

CCCC
CC 21

1221
21 ,

3

210
,

9

2553
,, . 

7.2 1) ( )5,1,3;,
5

,
5
3

11
1

1








∈∀





 RCCCC ; 2) 0321 === xxx ;  

3) ( ) 





−−









∈∀





 −− 1,

7
5,0,

7
8;0,0,1,1;,

7
5,,

7
87

212
2

1
21 RCCCCCCC ;  

4) 







−








−













∈∀






 −+−
1,0,7,

3

38
,0,1,

2

7
,

3

19
,,,

2

147
,

3

3819
2121

2121 RCCCC
CCCC

;  
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5) 
























∈∀






 ++

2

5
,

2

3
,1,0,

4

5
,

4

3
,0,1,,

4

105
,

4

63
,, 21

2121
21 RCC

CCCC
CC ; 

6) 







−−








−













∈∀






 −+
−

+
1,0,

26

11
,

26

23
,

26

9
,0,1

13

11
,

13

3
,

13

4
,,,

26

1122
,

26

236
,

26

98
2121

212121 RCCCC
CCCCCC . 

7.3 1) ( ) RCCCC ∈+−− ;;42;8 ; 2) несовместна; 3) ( ) RCCCC ∈− ;5;;3 ; 4) (–2;1;2).  

7.4 1) Несовместна; 2) 








∈∀






 −
RCC

CC
,

5

8
,

5

75
; 3) 1,1 21 =−= xx ;  

4) 












∈∀






 −+−
RCC

CCCC
CC 21

1221
21 ,

3

210
,

9

2553
,, . 

7.5 1) 0,0,0 321 === xxx ; 2) },|),,2,0{( 212121 RCCCCCC ∈∀+ . 

Занятие 8. Векторы. Линейные операции над векторами.  

Скалярное произведение векторов 

Аудиторные задания 

8.1 Определить, для каких векторов a  и b


 выполняются следующие условия: 

1) |||||| baba


+=+ ; 2) |||||| baba


−=+ ; 3) |||| baba


−=+ ; 4) 0|| =+ ba
 ; 5) 

|||| b
b

a
a









= . 

8.2 Даны векторы kjia
 623 +−=  и jib


+−= 2 . Определить проекции на коорди-

натные оси следующих векторов: 

1) b


2
1

− ; 2) a2 ; 3) ba
 32 + . 

8.3 Проверить коллинеарность векторов )3;1;2( −a  и )9;3;6( −−b


. Установить, какой 

из них длиннее другого и во сколько раз, как они направлены – в одну или в противополож-

ные стороны. 

8.4 При каких α и β векторы kjia
 35 +−α=  и kjib


α−+= 2  ортогональны, а век-

торы a  и kjic


β++= 2  коллинеарны? 

8.5 Найти направляющие косинусы вектора )3;2;6( −−a . 

8.6 Определить модули суммы и разности векторов kjia
 853 +−=  и kjib


4−+−= . 

8.7 Даны вершины треугольника ( ) ( ) ( )3;5;6,3;1;0,2;1;4 CBA −− . Найдите: 1) коорди-

наты вектора AD , если AD – медиана треугольника; 2) координаты точки O пересечения ме-

диан этого треугольника. 

8.8 Даны точки ( ) ( ) ( ) ( )4;4;1,4;3;0,0;0;0,0;4;4 DCBA . Докажите, что ABCD – равно-
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бедренная трапеция. 

8.9 Дан треугольник с вершинами в точках ( ) ( ) ( )2;0;1,2;1;4,1;3;2 CBA −− . Найти:  

а) внутренний угол при вершине С; б) площадь треугольника АВС; в) длину высоты, опу-

щенной из вершины С на АВ. 

8.10 Даны точки )5;0;3(),3;1;2(),1;2;1( CBA −− . Подобрать точку D  так, чтобы четы-

рехугольник ABCD  был параллелограммом. 

8.11 Найти ( nmnm 
−+ ,2 ), если ,3,2 banbam


−=+=  ;2|||| == ba

  
3
π

=)^,( ba
 . 

8.12 Даны вершины четырехугольника )1;1;4(),0;4;1(),2;2;1( −− CBA  и )3;5;5( −−D . Дока-

зать, что его диагонали AC  и BD  взаимно перпендикулярны. 

8.13 Вычислить внутренние углы треугольника АВС, если 

)2;4;7(),7;1;3(),1;2;1( −− CBA . Убедиться, что этот треугольник равнобедренный. 

8.14 Вычислить проекцию вектора kjia
 525 −+=  на ось вектора kjib


22 +−= . 

8.15 Даны векторы ( )4;3;1 −=a , ( )2;4;3 −=b


, ( )4;1;1−=c . Найти aпр cb



+ . 

8.16 Какую работу производит сила ( )4;1;2 −−=F


, когда точка ее приложения, двига-

ясь прямолинейно, перемещается из точки ( )3;2;1 −=A  в точку ( )1;6;5 −=B ? 

Домашние задания 

8.17 Найти длины диагоналей параллелограмма, построенного на векторах 

)8;5;3( −a  и )4;1;1( −−b


, и косинус угла между его диагоналями. 

8.18 Даны три вектора )0;5;1(,)1;1;2( ba


−  и )2;4;4( −c . Вычислить )23(пр bac


 − . 

8.19 При каком значении α  векторы kjia
 23 +−α=  и kjib


α−+= 2  взаимно пер-

пендикулярны? 

8.20 Векторы a  и b


 образуют угол 
6
π

=ϕ . Зная, что 1||,3|| == ba
 , вычислить угол α  

между векторами bap


+=  и baq


−= . 

8.21 Найти координаты вектора b


, коллинеарного вектору )1;1;2( −=a , при условии 

что 3),( =ba
 . 

8.22 Даны точки ( ) ( ) ( )4;3;2,4;3;2,2;0;1 CBA −− . Найдите координаты вектора AD , 

если известно, что точка D делит отрезок BC в отношении 3=λ . 

8.23 Найдите направляющие косинусы вектора AB , если ( ) ( )3;8;1,5;4;3 −−− BA . 

8.24 Найдите вектор b


, ортогональный вектору kjia


−+= 2  и удовлетворяющий 
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условиям ( ) ( ) 2,;3, == jbib


. 

Ответы: 8.1 1) ba


↑↑ ; 2) baba


≥↑↓ , ; 3) ba


⊥ ; 4) ba


−= ; 5) 0;0; ≠≠↑↑ baba
 .  

8.2 1) 







− 0;

2

1
;1 ; 2) ( )12;4;6 − ; 3) ( )12;1;0 − .  

8.3 Векторы противоположно направленные, вектор b


 длиннее вектора a  в 3 раза.  

8.4 1) 5−=α ; 2) 
5

3
;10 −=β−=α . 8.5 

7

3
cos;

7

2
cos;

7

6
cos −=β−=β=α .  

8.6 14;6 =−=+ baba
 . 8.7 1) ( )2;4;1 −−=AD ; 2) 








=

3

2
;

3

5
;

3

10
O . 8.8 baba


≥↑↓ , .  

8.9 а) 
494
18arccos ; б) 

2
170 ; в) 

3
170 . 8.10 ( )9;1;0D . 8.11 – 42.  

8.13 
14

122
cos;

14

122
cos;

49

12
cos =∠=∠−=∠ CBA . 8.14 

3

2
− . 8.15 5. 8.16 20.  

8.17 6|| =+ ba
 , 14|| =− ba

 , 
21
20cos =ϕ . 8.18 11)23( −=− baпрc


 . 8.19 6−=α . 8.20 

7

2
=α arccos . 

8.21 





 −=

2
1;

2
1;1b


. 8.22 ( )0;3;3AD . 8.23 

3

1
cos;

3

2
cos;

3

2
cos =γ=β−=α . 8.24 ( )7;2;3b


. 

Занятие 9. Векторное и смешанное произведения векторов 

Аудиторные задания 

9.1 Векторы a  и b


 ортогональны. Зная, что 4||,3|| == ba
 , вычислить: 1) |],[| ba

 ;  

2) |],[| baba


−+ ; 3) |])(,)3([| baba


−+ . 

9.2 Даны векторы )1;2;1(),2;1;3( −=−−= ba
 . Найти координаты векторных произве-

дений: ]2,2[;],2[;],[ bababbaba


+−+ 3)2)1) . 

9.3 Найдите какой-либо ненулевой вектор c , перпендикулярный векторам 

( )3;2;1=a  и ( )5;2;0=b


. 

9.4 Вычислите синус угла, образованного векторами kja


+= 6  и jib


3+= . 

9.5 Даны вершины треугольника )1;3;1(),2;6;5(),2;1;1( −−− CBA . Вычислить площадь 

треугольника и длину высоты, опущенной из вершины B  на сторону AC . 

9.6 Докажите справедливость тождества [ ] [ ]bababa
 ,2, =+−  и выясните его гео-

метрический смысл. 
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9.7 Даны векторы kjckjibkjia


+=+−=−+= ,3;2 . Найдите: 1) [ ][ ]cba  ,, ;  

2) [ ][ ]cba  ,, . 

9.8 Известно, что 0


=++ cba . Докажите, что [ ] [ ] [ ]cbacba  ,,, == . 

9.9 Сила ( )2;4;3=F


 приложена к точке ( )2;1;2 −−=C . Определите величину и на-

правляющие косинусы момента силы относительно начала координат.  

9.10 Выясните, компланарны ли векторы: 

а) ( )1;1;0=a , ( )1;1;1=b


, ( )0;0;1=c ; б) ( )0;2;4 −=a , ( )3;6;3−=b


, ( )5;4;1 −=c . 
9.11 Доказать, что четыре точки ),1;2;1(),5;1;0(),1;2;1( −− CBA  )3;1;2(D  лежат в од-

ной плоскости. 

9.12 Даны вершины тетраэдра: ),7;3;6(),2;1;4(),1;3;2( CBA −  )8;4;5( −−D . Найти объ-

ем тетраэдра и длину высоты, опущенной из вершины D . 

9.13 Выясните ориентацию тройки векторов:  

1) kjickjibkjia


−+−=++=+−= 32,43;2 ;  

2) kjickibkjia


−+=+−=−+= 2,23;25 . 

9.14 Найти длину высоты параллелепипеда, построенного на векторах 

kjickibkjia


−−=+=+−= ,24,5 , если за основание взят параллелограмм, построенный на 

векторах a  и b


. 

Домашние задания 

9.15 Найти вектор c , ортогональный векторам )1;3;2( −=a  и )3;2;1( −=b


 и удовлетво-

ряющий условию 10)72,( =−+ kjic
 . 

9.16 Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах )1;1;0( −=a  и 

)1;1;1(=b


. 

9.17 Вычислить синус угла, образованного векторами )1;2;2( −=a  и )6;3;2(=b


. 

9.18 Установить, компланарны ли векторы cba  ,, , если ),1;3;2( −=a  

)11;9;1(),3;1;1( −=−= cb 
. 

9.19 Лежат ли точки )2;8;5(),10;5;3(),4;8;3(),4;5;5( DCBA  в одной плоскости? 

9.20 Выяснить, правой или левой будет тройка векторов ,)0;4;3(=a  )5;2;0(,)1;4;0( cb 
−= . 

9.21 Вычислите объем тетраэдра ABCD и длину высоты, опущенную из точки D на 

основание ABC, если известны координаты его вершин ( ) ( ) ( ) ( )8,3,1,3,1,2,3,2,3,1,0,0 DCBA −− . 

9.22 Даны три силы ( ) ( ) ( )3;1;4,1;2;3,3;1;2 321 −−=−=−= FFF


, приложенные к точке 

( )2;4;1 −−=C . Определите величину и направляющие косинусы момента равнодействующей 
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силы относительно точки ( )1;3;2 −=A . 

Ответы: 9.1 1) 12; 2) 24; 3) 48. 9.2 1) (5;1,7); 2) (10; 2; 14); 3) (20; 4; 28). 9.3 kjic
 254 +−= .  

9.4 
185

23
. 9.5 5;2 . 9.6 Площадь параллелограмма, сторонами которого являются диагонали 

данного параллелограмма, равна удвоенной площади данного параллелограмма.  

9.7 1) kji


224 +−− ; 2) kj


22 + . 9.9 15; 
15

11
cos;

15

2
cos;

3

2
cos −=γ−=β=α . 9.10 а) да;  

б) нет. 9.12 11;
3

154
. 9.13 1) правая тройка; 2) левая тройка. 9.14 

143

16
. 9.15 ( )1,5,7=c .  

9.16 6 . 9.17 
21
175sin =ϕ . 9.18 Компланарны. 9.19 Нет, не лежат. 9.20 Левая.  

9.21 
137

29
,

6

29
. 9.22 

66
7cos;

66
4cos;

66
1cos;66 =γ=β−=α .  

Занятие 10. Прямая на плоскости 

Аудиторные задания 

10.1 Написать уравнение прямой, проходящей через точку )2;1(−A , перпендикулярно 

вектору 21MM , если )2;3(,)7;2( 21 MM − . 

10.2 Написать каноническое и параметрические уравнения прямой, проходящей через 

точку )2;3( −A  параллельно: 1) вектору )5;1(S


; 2) оси Oу . 

10.3 Написать уравнение прямой, проходящей через точку )8;1(−A  и образующей с 

осью абсцисс угол, равный 
4

3π . 

10.4 Написать уравнение прямой, проходящей через точки ( ) ( )5;4,1;2 21 MM , и найти 

точки ее пересечения с осями координат. 

10.5 Составить уравнение прямой, проходящей через точку ( )3;40M , являющуюся 

основанием перпендикуляра, опущенного из начала координат на эту прямую. 

10.6 При каком значении A прямая 0134 =−+ yAx  образует с осью Ox угол °=α 45 ? 

10.7 Даны вершины треугольника ( ) ( ) ( )4;3,5;4,3;2 −− CBA . Найти: 1) уравнение сто-

роны AB; 2) уравнение медианы, проведенной из вершины C; 3) уравнение высоты, прове-

денной из вершины C. 

10.8 Написать уравнение прямой, параллельной биссектрисе второго координатного 

угла и отсекающей на оси Oy отрезок, равный 3. 
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10.9 Найдите уравнение прямой, проходящей через точку ( )3;2 −A : 1) параллельно 

прямой 92 −= xy ; 2) перпендикулярно прямой 023 =−+ yx . 

10.10 Каково взаимное расположение двух прямых, угловые коэффициенты которых 

равны – 2,5 и – 0,4? 

10.11 Найдите расстояние от точки ( )2;1−M  до прямой: 

1) 




+=
+−=

,32
,1

ty
tx

 2) 




−−=
+=

.33
,25
ty

tx
 

10.12 Какие прямые данной пары пересекаются, параллельны или совпадают? Если 

прямые пересекаются, найдите координаты точки их пересечения: 

1) 012 =−+ yx  и 023 =−− yx ; 2) 262 =+ yx  и 013 =−+ yx ; 

3) 3=−− yx  и 0133 =++ yx ; 4) 
1
1

2
1

−
+

=
− yx  и 

1
2

1
2 −
=

−
− yx . 

10.13 Найти расстояние между прямыми 026512 =−− yx  и 013512 =+− yx . 

10.14 Найти проекцию точки )6;2(A  на прямую 0543 =−+ yx . 

Домашние задания 

10.15 Найти уравнение прямой, проходящей через точку пересечения прямых 

0723 =−− yx  и 063 =−+ yx  и отсекающей на оси абсцисс отрезок, равный 3. 

10.16 Найти точку O  пересечения диагоналей четырехугольника ABCD , если 

)5;3(),2;5(),5;3(),3;1( −−− DCBA . 

10.17 Даны вершины треугольника ABC : )1;6(,)2;2(,)2;1( CBA − . Найти: 

1) уравнение стороны AB ; 

2) уравнение высоты CH ; 

3) уравнение медианы АМ; 

4) уравнение прямой, проходящей через вершину C  параллельно стороне AB ; 

5) расстояние от точки C  до прямой AB . 

10.18 Найти уравнения перпендикуляров к прямой 01553 =−+ yx , проведенных через 

точки пересечения данной прямой с осями координат. 

10.19 Записать уравнение прямой, проходящей через точку )3;2(−A  и составляющей 

с осью Ox  угол: а) 45о; б) 90о; в) 0о. 

10.20 Найти точку B , симметричную точке )12;8(A  относительно прямой 

062 =+− yx . 

10.21 Найти один из углов между прямыми: 

1) 0532 =−+ yx  и 073 =−− yx ; 2) 




+=
=

7
4
ty

x
 и 







+=

−=

23

13

ty

tx
. 
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Ответы: 10.1 0179 =−+ yx . 10.2 1) 




+−=
+=+

=
−

ty
txyx

52
3

,
5

2

1

3
; 2) 3,

1

2

0

3
=

+
=

−
x

yx
.  

10.3 07 =−+ yx . 10.4 ( ) ( )0;5,1,3;0;032 −=−− yx . 10.5 02534 =−+ yx . 10.6 –4.  

10.7 1) 0114 =−− yx ; 2) 052 =−+ yx ; 3) 0134 =−+ yx . 10.8 3+−= xy .  

10.9 1) 072 =−− yx ; 2) 093 =−− yx . 10.10 Пересекаются. 10.11 1) 0; 2) 
13

8
.  

10.12 1) 





 −

7
3;

7
5 ; 2) совпадают; 3) параллельны;  4) ( )5;9 − . 10.13 3. 10.14 ( )2,1− .  

10.15 3=x . 10.16 )3/1;3(O . 10.17 1) 
4

2

1

1

−

−
=

− yx
; 2) 024 =−− yx ; 3) 01765 =−+ yx ;  

4) 0254 =−+ yx ; 5) 
17

19
. 10.18 0935,02535 =+−=−− yxyx . 10.19 1) 05 =+− yx ;  

2) 02 =+x ; 3) 03 =−y . 10.20 )4;12(B . 10.21 1)
130

7
arccos ; 2) 60

3
=

π
. 

Занятие 11. Плоскость 

Аудиторные задания 

11.1 Даны точки ( )2;1;31 −M  и ( )1;2;42 −−M . Составьте уравнение плоскости, прохо-

дящей через точку 1M  перпендикулярно вектору 21MM . 

11.2 Составьте уравнение плоскости, проходящей через три точки:  

1) ( ) ( )1;1;4,2;1;3 21 −−− MM  и ( )2;0;23M ; 2) ( ) ( )2;0;3,4;3;1 21 MM  и ( )7;5;23M . 

11.3 Укажите особенности в расположении относительно системы координат Oxyz 

плоскости, заданной уравнением: 1) 0123 =−+ zy ; 2) 052 =−+ zyx ;  

3) 012 =−− yx ; 4) 02 =+ yx ; 5) 0=+ zx ; 6) 043 =− zy ; 7) 032 =+x ; 8) 04 =+z ;  

9) 0=y . 

11.4 Найдите длины отрезков, отсекаемых на осях координат плоскостью 

0623 =−+− zyx . 

11.5 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку ( )0;1;10 −M  парал-

лельно векторам: 1) ( )3;2;0=a  и ( )2;4;1−=b


; 2) ( )3;1;21 −=s  и ( )1;0;32 =s . 

11.6 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку ( )2;3;10 −−M  парал-

лельно: 1) плоскости 03423 =−+− zyx ; 2) плоскости Oyz. 

11.7 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку )2;0;1( −M  перпен-

дикулярно к плоскостям 052 =++− zyx  и 0132 =−+− zyx . 
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11.8 Найдите угол между плоскостями: 1) 014 =+−+ zyx  и 03 =−−+ zyx ;  

2) 052 =+−+ zyx  и 032 =−+− zyx . 

11.9 Дана пирамида с вершинами ( ) ( ) ( )5;0;1,1;1;3,3;2;2 −− CBA , ( )3;2;4 −−D . Найдите 

длину высоты, опущенной из вершины D на грань ABC. 

11.10 Установите, какие из следующих пар плоскостей пересекаются, параллельны 

или совпадают: 

1) 013 =++− zyx  и 0252 =−+− zyx ;  

2) 0223 =+−+ zyx  и 01246 =+−+ zyx ; 

3) 04262 =−++ zyx  и 06393 =−++ zyx . 

11.11 Найдите расстояние между плоскостями 021632 =−+− zyx  и 

0351264 =++− zyx . 

Домашние задания 

11.12 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку М перпендикулярно к 

вектору n , если: 1) ( )1;2;13);1;5;3( nM 
− ; 2) ( )0;7;0);0;0;2( nM  ; 3) )1;3;0( −M ; 21MMn =

 , где 

)2;0;3(),0;1;1( 21 MM − . 

11.13 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку )3;2;1(−M , парал-

лельно плоскости, проходящей через точки )0;2;1(),5;4;3(),2;0;1( 321 −− MMM . 

11.14 Определите, при каком значении параметра α плоскость 

05)12( =−+−α+α zyx : 

1) параллельна плоскости 0432 =−++ zyx ; 

2) параллельна плоскости 07 =+− zy ; 

3) перпендикулярна к плоскости 03 =−+ zyx ; 

4) перпендикулярна к плоскости Oxz. 

11.15 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точки )3;2;1(1M  и )1;1;2(2M  

перпендикулярно к плоскости 0643 =−++ zyx . 

11.16 Найдите расстояние от точки )1;1;2(M  до плоскости 01=+−+ zyx . 

11.17 Найдите точку пересечения плоскостей 032,06 =−+−=−++ zyxzyx , 

022 =−−+ zyx . 

Ответы: 11.1 023 =+−− zyx . 11.2 1) 0833 =−++ zyx ; 2) 01785 =−−+ zyx .  

11.3 1) параллельно оси Ox; 2) проходит через начало координат; 3) параллельна оси Oz;  

4) проходит через ось Oz; 5) проходит через ось Oy; 6) проходит через ось Ox; 7) параллель-
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на плоскости Oyz; 8) параллельна плоскости Oxy; 9) совпадает с плоскостью Oxz. 11.4 2; 3; 6. 

11.5 1) 05238 =−−+ zyx ; 2) 0837 =−−− zyx . 11.6 1) 01423 =−+− zyx ;  

2) 1=x . 11.7 01135 =−−+ zyx . 11.8 
3

6
arccos . 11.9 1) пересекаются; 2) параллельны;  

3) совпадают. 11.10 5=h . 11.11 5,5. 11.12 1) 048213 =−++ zyx ; 2) 0=y ;  

3) 0122 =−++ zyx . 11.13 0123 =+−+ zyx . 11.14 1) 2=α ; 2) 0=α ; 3) 4,0=α ; 4) 5,0=α . 

11.15 02 =−+− zyx . 11.16 3 . 11.17 ( )3;2;1 . 

Занятие 12. Прямая в пространстве. Прямая и плоскость в пространстве 

Аудиторные задания 

12.1 Составьте канонические и параметрические уравнения прямой, проходящей 

через точку ( )3;0;20 −M  параллельно вектору ( )5;3;2 −=a . 

12.2 Составьте канонические и параметрические уравнения прямой:  

1) 




=−+−
=−++

;01
,032

zyx
zyx

 2) 




=−++
=−++

.0223
,012

zyx
zyx

 

12.3 Найдите угол между прямыми 
1

3

3

2

2

1

−

+
=

−
=

− zyx
 и 

6

10

43

1 −
==

−

+ zyx
. 

12.4 При каких значениях a прямые 
( )

a

azy

a

x 22

1

11 −−
=

−
=

−
 и 

11

z

a

yx
== :  

1) пересекаются; 2) скрещиваются; 3) параллельны; 4) совпадают? 

12.5 Составьте уравнения сторон треугольника с вершинами в точках 

( ) ( ) ( )5;3;2;0;1;1;1;2;3 −−− CBA . 

12.6 Найдите уравнения прямой, проходящей через точку ( )4;5;2 −M  параллельно 

прямой 
4

5

3

2

2

1 +
=

−

−
=

+ zyx
. 

12.7 Выясните взаимное расположение прямой и плоскости: 
54

3

2

1 zyx
=

−
=

+
 и 

0523 =−+− zyx . 

12.8 Напишите канонические уравнения прямой, проходящей через точку ( )3;1;2 −M  

перпендикулярно плоскости 0423 =−+− zyx . 

12.9 Найдите угол между прямой и плоскостью: 

1) 
62

2

3

1

−
=

+
=

− zyx
 и 01744 =+−+ zyx ; 2) 





=−+
=+−+
0273

,0724
zyx

zyx
 и 013 =+−+ zyx . 
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12.10 Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку )3;0;2( −M  парал-

лельно прямым 
11

1

3

2 zyx
=

+
=

−
 и 

121

zyx
== . 

12.11 Найдите координаты точки пересечения прямой 
1

2

1

2

2

1 −
=

+
=

− zyx
 с плоско-

стью 0523 =++− zyx . 

12.12 Найдите проекцию точки )4;1;3( −A  на плоскость 052 =+−+ zyx . 

12.13 Найдите точку A, симметричную точке ( )5;5;6 −P  относительно плоскости 

042 =−+− zyx . 

12.14 Найдите проекцию точки )1;3;2(A  на прямую 
3

2

2

2

1

7 +
=

+
=

+ zyx
 и расстоя-

ние от этой точки до данной прямой. 

Домашние задания 

12.15 Составьте уравнения прямой, проходящей через точку ( )2;3;4 −M : 1) парал-

лельно оси Ox; 2) параллельно оси Oz; 3) перпендикулярно к плоскости 0523 =−+− zyx ;  

4) перпендикулярно к плоскости Oxz. 

12.16 Вычислите угол между прямой 




=−+
=+−

013
032

zy
yx

 и плоскостью 0132 =+−+ zyx . 

12.17 Найдите уравнения перпендикуляра, проведенного из точки )1;5;3( −A  на плос-

кость: 1) 0352 =++− zyx ; 2) 0423 =+− zx ; 3) 01 =−y . 

12.18 Пересекаются ли прямые:  

1) 
3

4

2

3

1

2 −
=

−
=

−

+ zyx
 и 

5

3

2

4

3

−
=

+
=

zyx
; 2) 





=−++
=+−+

,0523
,0743

zyx
zyx

 и 




=+−+
=−+−

032
,063

zyx
zyx

? 

12.19 Составьте параметрические уравнения медианы треугольника с вершинами 

)3;2;0(),4;1;5(),7;6;3( CBA −−− , проведенной из вершины С. 

12.20 Найдите координаты точки Q, симметричной точке )9;1;3( −−P  относительно 

плоскости 0734 =−−− zyx . 

12.21 Найти координаты точки Q, симметричной точке )7;5;2( −P  относительно пря-

мой, проходящей через точки )6;4;5(1M  и )8;17;2(2 −−−M . 

12.22 Найдите угол между прямыми:  

1) 
0

1

43

2 +
==

+ zyx
 и осью Ox; 2) 





=−
=+

,0
,0

yx
yx

 и 




=+−
=+

.02
,0

zy
zy

 



 

147 

Ответы: 12.1 







+−=
−=
+=

+
=

−
=

−

.53
,3

,22
;

5

3

32

2

tz
ty

tx
zyx

 12.2 1) 







−=
+=
+=

−
=

−
=

−

.2
,1

,32
;

21

1

3

2

tz
ty

tx
zyx

  

2) 







+=
+=
−−=

−
=

−
=

−

+

.1
,2
,1

;
1

1

1

2

1

1

tz
ty
tx

zyx
. 12.3 

2

π
. 12.4 1) 3=a ; 2) 3;1 ≠±≠ aa ; 3) 1−=a ;  

4) 1=a . 12.5 
1

1

3

2

4

3

−

−
=

−

−
=

+ zyx
; 

6

1

1

2

5

3

−

−
=

−
=

+ zyx
; 

54

1

1

1

−
=

+
=

− zyx
. 12.6 

4

4

3

5

2

2 −
=

−

+
=

− zyx
.  

12.7 Прямая параллельна плоскости. 12.8 
2

3

1

1

3

2 −
=

−

+
=

− zyx
. 12.9 1) 









63

62
arcsin ;  

2) 








711

19
arcsin . 12.10 01752 =−−+ zyx . 12.11 ( )0;4;3 −− . 12.12. ( ).5;2;1 − . 12.13 ( )1;7;2−A .  

12.14 ( ) 59;4;2;5− . 12.15 1) 
0

2

0

3

1

4 −
=

+
=

− zyx
; 2) 

1

2

0

3

0

4 −
=

+
=

− zyx
; 3) 

2

2

3

3

1

4 −
=

−

+
=

− zyx
;  

4) 
0

2

1

3

0

4 −
=

+
=

− zyx
. 12.16 6345;

7

5
sin ′≈ϕ=ϕ  . 12.17 1) 

5

1

1

5

2

3 −
=

−

+
=

− zyx
;  

2) 
2

1

0

5

3

3

−

−
=

+
=

− zyx
; 3) 

0

1

1

5

0

3 −
=

+
=

− zyx
. 12.18 1) нет; 2) да. 12.19 








+=
+−=

=

.317
,23

,2

tz
ty

tx
  

12.20 )10;2;1( −−Q . 12.21 )3;1;4( −Q . 12.22. 1) 
5

3
cos =ϕ ; 2) 

61

6
cos =ϕ . 

Занятие 13. Кривые второго порядка на плоскости 

Аудиторные задания 

13.1 Для следующих эллипсов и гипербол найдите: а) полуоси;  

б) расстояние между фокусами; в) эксцентриситет ε; г) координаты фокусов; д) координаты 

вершин; е) для гипербол составьте уравнения асимптот. 

1) 1
2516

22
=+

yx
; 2) 1

1625

22
=+

yx
; 3) 1

25144

22
−=−

yx
; 4) 1

25144

22
=−

yx
. 

13.2 Составьте уравнение эллипса, фокусы которого лежат на оси абсцисс и сим-

метричны относительно начала координат, если: 

1) его полуоси равны 1 и 7; 

2) расстояние между фокусами равно 8 и малая полуось равна 3; 

3) большая полуось равна 5 и точка ( )4;2;30 −M  лежит на эллипсе. 
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13.3 Составьте уравнение эллипса, фокусы которого лежат на оси ординат и сим-

метричны относительно начала координат, если: 

1) его полуоси равны 2 и 5; 

2) расстояние между фокусами равно 12 и большая полуось 13; 

3) малая ось равна 10, а эксцентриситет 
13

12
=ε . 

13.4 Составьте уравнение гиперболы, если: 

1) ее фокусы находятся в точках ( ) ( )0;7,0;7 21 −FF , а действительная полуось равна 5; 

2) гипербола проходит через точку ( )35,2;60 −M , а ее вершины находятся в точках 

( ) ( )0;4,0;4 21 AA − . 

13.5 Составьте уравнение гиперболы, фокусы которой лежат на оси ординат и сим-

метричны относительно начала координат, если: 

1) ее действительная и мнимая полуоси равны 11 и 4 соответственно; 

2) расстояние между фокусами равно 10, а эксцентриситет 
3

5
=ε ; 

3) уравнение одной из асимптот xy
4

3
= , а действительная полуось равна 6. 

13.6 Составьте каноническое уравнение параболы, если: 

1) ее вершина совпадает с началом координат, а фокус находится в точке ( )0;2F ; 

2) ветви направлены вверх, а параметр равен 4; 

3) уравнение директрисы 3=y , а фокус находится в точке ( )3;0 −F ; 

4) ее вершина совпадает с началом координат, парабола проходит через точку 

( )6;90 −M  и ось абсцисс является осью параболы. 

13.7 Определите вид и расположение линии 2-го порядка, постройте ее: 

1) 011161849 22 =−+−+ yxyx ; 

2) 01276454169 22 =−++− yxyx ; 

3) 0498102 =+−− yxx ; 

4) 02422 =−−− yxy ; 

5) 07181694 22 =+−−− yxyx ; 

6) 0683244 22 =+−++ yxyx . 
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Домашние задания 

13.8 Составить каноническое уравнение эллипса, если известно, что: 

1) расстояние между фокусами равно 8, малая полуось равна 3; 

2) малая полуось равна 6, эксцентриситет равен 4/5. 

13.9 Найти координаты фокусов и эксцентриситет эллипса 44 22 =+ yx . 

13.10 Составить каноническое уравнение эллипса, проходящего через точки 











−1;

2

33
1M  и 










−

3

24
;12M , и найти его эксцентриситет. 

13.11 Найти уравнение гиперболы, если ее асимптоты заданы уравнениями 

02 =± yx , а расстояние между вершинами, лежащими на оси Ox, равно 4. 

13.12 Составить каноническое уравнение гиперболы, если известно, что: 

1) расстояние между фокусами равно 30, а расстояние между вершинами равно 24; 

2) действительная полуось равна 4 и гипербола проходит через точку )24;2(M . 

13.13 Найти уравнение гиперболы, вершины которой находятся в фокусах, а фокусы 

– в вершинах эллипса 3056 22 =+ yx . 

13.14 Составить каноническое уравнение параболы, если известно, что: 

1) парабола имеет фокус )2;0(F  и вершину в точке )0;0(O ; 

2) парабола симметрична относительно оси Ox и проходит через точку )2;4( −M . 

13.15 Найти длину общей хорды параболы 22xy =  и окружности 522 =+ yx . 

13.16 Написать уравнение параболы, проходящей через точки )0;0(  и )4;2(− , если 

парабола симметрична: 1) относительна оси Ox ; 2) относительно оси Oy . 

13.17 Составить канонические уравнения парабол, фокусы которых совпадают с фо-

кусами гиперболы 822 =− yx . 

13.18 Выяснить, какая фигура соответствует каждому из данных уравнений, и (в слу-

чае непустого множества) изобразить ее в системе координат Оху: 

1) 046422 =++−+ yxyx ; 

2) 02081243 22 =+−−− yxyx ; 

3) 010432 =+−− yxy ; 

4) 0256632 22 =++++ yxyx . 

5) 08104254 22 =−−++ yxyx ; 



 

150 

6) 02222 =−+− yxyx ; 

7) 011262 =++− yxx . 

Ответы: 13.1 1) а) 5;4 == ba ; б) 62 =c ; в) 
5

3
=ε ; г) ( ) ( )3;0,3;0 21 FF − ;  

д) ( ) ( ) ( ) ( )5;0,5;0,0;4,0;4 −− ;  

2) а) 4;5 == ba ; б) 62 =c ; в) 
5

3
=ε ; г) ( ) ( )0;3,0;3 21 −FF ; д) ( ) ( ) ( ) ( )4;0,4;0,0;5,0;5 −− ;  

3) а) 5;12 == ba ; б) 262 =c ; в) 
5

13
=ε ; г) ( ) ( )13;0,13;0 21 FF − ; д) ( ) ( )5;0,5;0 21 AA − ;  

е) xy
12

5
±= ; 4) а) 5;12 == ba ; б) 262 =c ; в) 

12

13
=ε ; г) ( ) ( )0;13,0;13 21 −FF ;  

д) ( ) ( )0;12,0;12 21 AA − ; е) xy
12

5
±= . 

13.2 1) 1
149

22
=+

yx
; 2) 1

925

22
=+

yx
; 3) 1

925

22
=+

yx
. 

13.3 1) 1
254

22
=+

yx
;  2) 1

169133

22
=+

yx
; 3) 1

16925

22
=+

yx
. 

13.4 1) 1
2425

22
=−

yx
;  2) 1

1516

22
=−

yx
. 

13.5 1) 1
16121

22
=−

xy
; 2) 1

169

22
=−

xy
; 3) 1

6436

22
=−

xy
. 

13.6 1) xy 82 = ; 2) yx 82 = ; 3) yx 122 −= ; 4) xy 42 = . 

13.7 Во всех задачах новые координатные оси Ox, Oy, Oz сонаправлены старым, начало ко-

ординат новой системы координат находится в точке O′. 

1) эллипс ( )2;1,1
94

22
−′=+ O

YX
; 2) гипербола ( )2;3,1

916

22
−′=− O

YX
; 

3) парабола ( )3;5,82 OYX ′= ; 4) парабола ( )2;3,22 −′= OXY ; 

5) пара пересекающихся прямых 0732 =−− yx  и 0132 =−+ yx ; 6) точка ( )4;2−′O . 

13.8 1) 1
259

;1
925

2222
=+=+

yxyx
; 2) 1

36100
;1

10036

2222
=+=+

yxyx
.  
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13.9 ( ) ( )
2

3
,3,0,3,0 21 =ε− FF . 13.10 

3

5
;1

49

22
=ε=+

yx
. 13.11 1

14

22
=−

yx
.  

13.12. 1) 1
81144

;1
81144

2222
=−=−

xyyx
; 2) 1

416

22
=−

xy
. 13.13 1

51

22
=−

xy
. 13.14 1) ;82 yx =   

2) xy =2 . 13.15 2. 13.16 1) xy 82 −= ; 2) 2xy = . 13.17 xy 162 ±= .  

13.18 1) окружность ( ) ( ) 1232 22 =++− yx ; 2) гипербола 
( ) ( )

;1
4

2

3

1 22

=
−

−
+ xy

  

3) парабола ( ) ( )232 2 −=− xy ; 4) пустое множество; 5) эллипс 1
4,0

)2,0(

5,2

)5,0( 22
=

−
+

+ yx
; 6) 

пара пересекающихся прямых 0;02 =−=++ yxyx ; 7) парабола )1(2)3( 2 +−=− yx .  

Занятие 14. Поверхности второго порядка 

Аудиторные задания 

14.1 Определите вид поверхностей и их расположение относительно координатных 

осей: 1) 1
25169

222
=++

zyx
; 2) 1

1002516

222
−=−+

zyx
; 3) 1

1002516

222
=−−

zyx
;  

4) 1
496425

222
−=+−

zyx
; 5) z

yx
2

416

22
=+ ; 6) 0

25169

222
=−−

zyx
;  

7) 1
1002516

222
−=−−

zyx
; 8) x

zx
2

2516

22
−=+ ; 9) 1

10016

22
=+

zx
;  

10) 1
2516

22
=−

zx
; 11) xz 182 = . 

14.2 Привести к каноническому виду уравнение 2-го порядка, используя преобразо-

вание параллельного переноса, определить вид поверхности и ее расположение относительно 

новой системы координат: 

1) 0111618449 222 =−+−++ zxzyx ; 2) 0431618449 222 =−−−−+ zxzyx ; 

3) 0251618449 222 =++++− zxzyx ; 4) 723649 22 +=+ xzy ; 

5) 0124622 =+−++ yxyx ; 6) 1642 += xy ; 7) 010246222 =−+−+++ zyxzyx . 

14.3 Постройте тело, ограниченное поверхностями: 

1) 3;;1;0;422 xyxyzzyx =====+ , расположенное в первом октанте;  

2) 2222 ;0;2 yxzzxyx +===+ ; 3) 4;4;0;0;0;122 =====++= yxzyxyxz ;  
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4) 3;0;22 ==−= xzyxz ; 5) ayxzyx 3;9 22222 =+=++ . 

Домашние задания 

14.4 Определить вид поверхности и построить ее: 

1) 0453222 =−+−++ zyxzyx ; 2) 22 2zyx += ; 3) 42 222 =+− zyx ; 

4) 032 222 =+− zyx ; 5) xz 42 = ; 6) 522 =+ zx ; 

7) zzyx 2222 =++ ; 8) 0341883 22 =++−+ zxzx ; 9) 014106105 22 =+−−++ zyxyx ; 

Ответы: 14.1 1) эллипсоид; 2) двуполостный гиперболоид, вытянутый вдоль оси Oz;  

3) двуполостный гиперболоид, вытянутый вдоль оси Ox; 4) двуполостный гиперболоид, вы-

тянутый вдоль оси Oy; 5) эллиптический параболоид, вытянутый в положительном направ-

лении оси Oz; 6) конус, вытянутый вдоль оси Ox; 7) однополостный гиперболоид, вытянутый 

вдоль оси Ox; 8) эллиптический параболоид, вытянутый в отрицательном направлении оси 

Ox; 9) эллиптический цилиндр, образующие параллельны оси Oy; 10) гиперболический ци-

линдр, образующие параллельны оси Oy; 11) параболический цилиндр, образующие парал-

лельны оси Oy. 

14.2 Во всех задачах новые координатные оси OX, OY, OZ сонаправлены старым, начало ко-

ординат новой системы координат находится в точке O′. 

1) эллипсоид ( )2;0;1;1
994

222
−′=++ O

ZYX
; 

2) однополостный гиперболоид 1
994

222
=−+

ZYX
, вытянутый вдоль оси OZ, ( )2;0;1 −′O ; 

3) конус второго порядка 0449 222 =+− ZYX , вытянутый вдоль оси OY, ( )2;0;1 −−′O ; 

4) эллиптический параболоид X
ZY

=+
94

22
, вытянутый в положительном направлении оси 

OX, ( )0;0;2−′O ; 

5) эллиптический цилиндр (круговой) 122 =+YX , образующие параллельны оси OZ, 

( )0;2;3−′O ; 

6) параболический цилиндр XY 42 = , образующие параллельны оси OZ, ( )0;0;4−′O ; 

7) сфера 4222 =++ ZYX , ( )1;2;3 −−′O . 

14.4 1) сфера ( )
2

25
2

2

5

2

3 2
22

=−+







++








− zyx ; 2) эллиптический параболоид;  
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3) однополостный гиперболоид; 4) коническая поверхность; 5) параболический цилиндр;  

6) круговой цилиндр; 7) сфера 1)1( 222 =−++ zyx ; 8) эллиптический цилиндр 

1
3

)3(

9

)4( 22
=

+
+

− zx
; 9) эллиптический параболоид 

10

)3(

2

)1( 22 −
+

+
=

yx
z . 

Занятие 15. Функция. Предел последовательности и предел функции 

Аудиторные задания 

15.1 Найти области определения функций: 

1) 562 +−= xxy ; 2) 
x

x
y

+
=

1

2
arccos ; 3) xxy sinlg25 2 +−= ; 4) 22

2 −= xy . 

15.2 Проверить функции на четность или нечетность: 

1) 24 5)( xxxf += ; 2) xxxf += 2)( ; 3) 
12

)(
−

=
x

x
xf ; 4) 

1

1
)(

−

+
=

x

x

e

e
xf . 

15.3 Построить графики функций: 

1) 
1

32

−

+
=

x

x
y ; 2) |43| 2xxy −+= ; 3) )22sin(2 +−= xy ; 4) xxy sin= . 

15.4 Вычислить пределы: 

1) ( )322lim 2
1

−+
→

xx
x

; 2) ( ) ( )13lim 2
3

−+
−→

xx
x

; 3) 
32

31
lim

2

2

0 −+

−−
→ xx

xx
x

; 4) 
x

x
x −

+
→ 2

13
lim

2
;  

5) 
1

4
lim

+∞→ xx
; 6) 

53

135
lim

2

2

−+

+−
∞→ xx

xx
x

; 7) 
42

3

435

2
lim

xx

xx
x +−

+
∞→

; 8) 
12

31
lim

32

+

+−
∞→ x

xx
x

;  

9) 











+

+
−

+

−
∞→ 3

3

52

21

75

12
lim

n

n

n

n
n

; 10) 
( ) ( )
( ) ( )22

33

11

11
lim

−++

−−+
∞→ nn

nn
n

; 11) 
1

2
lim

3 2

+

++
∞→ n

nn
n

;  

12) 
( ) !!1

!
lim

nn

n
n −+∞→

; 13) 
2

3

2 4

8
lim

x

x
x −

−
→

; 14) 
4

2

3 81

273
lim

x

x
x −

−
→

; 15) 
20

492
lim

2

2

4 −+

+−
→ xx

xx
x

;  

16) 
56

25
lim

2

2

5 +−

−
→ xx

x
x

; 17) 
532

954
lim

2

2

1 −+

−+
→ xx

xx
x

; 18) 
1

38
lim

1 −

−+
→ x

x
x

; 19) 
2

443
lim

4 −

−+
→ x

x
x

;  

20) 
x

x
x −−

−+
→ 31

37
lim

2
; 21) 








−

+

++++
∞→ 22

...321
lim

n

n

n
n

; 22) ( )xx
x

−+
∞→

2lim ;  

23) 




 +−−−−

∞→
3712lim 22 nnnn

n
; 24) 





 −−+

∞→
11lim 332/3 xxx

x
;  
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25) 
416

11
lim

2

2

0 −+

−+
→ x

x
x

; 26) 
1

1
lim

3

1 −

−
→ x

x
x

; 27) 
x

xx
x 2cos

cossin
lim

4

−
π→

; 28) 
1

sin
lim

+∞→ n

nn
n

;  

29) 
67

23
lim

2

23

1 +−

+−
→ xx

xx
x

; 30) 
1

11
lim

21 −

−−+
→ x

xx
x

; 31) 
nn

nn

n 53

53
lim

−

+
∞→

; 32) 








−
−

−→ 31 1

3

1

1
lim

xxx
. 

Домашние задания 

15.5 Найти пределы указанных последовательностей функций: 

1) 
107

342
lim

3

32

−−

++
∞→ xx

xx
x

; 2) 
110

20107
lim

23

2

−−

++
∞→ xx

xx
x

; 3) 
( ) ( )

( )!3

!1!2
lim

+

+++
∞→ n

nn
n

;  

4) 
25

35
lim

1 +

−
+∞→ n

n

n
; 5) ( )n

nn
++++

∞→
...321

1
lim

2
; 6) 

2

2

4 16

8103
lim

x

xx
x −

−−
→

; 7) 
34

1
lim

2

23

1 +−

−+−
→ xx

xxx
x

;  

8) 
21

25
lim

2

5 −−

−
→ x

x
x

; 9) 
39

24
lim

2

2

0 −+

−+
→ x

x
x

; 10) 
x

x
x

11
lim

3

0

−−
→

;  

11) 




 





 +−+

∞→
15lim 22 xxx

x
; 12) 









−
−

−→ 22 8

3

2

1
lim

xxx
; 13) 

437

6
lim

2

3 −−

−+
−→ x

xx
x

;  

14) 











−+
−

∞→ 23
lim

2

3

xx

x
x

x
; 15) 

158

122173
lim

25 ++

+−+
−→ xx

xx
x

. 

Ответы: 15.1 1) ( ] [ )+∞∞− ;51;  ; 2) 







− 1;

3

1
; 3) [ ) ( )ππ−− ;0;5  ; 4) ( )+∞∞− ; .  

15.2 1) четная; 2) ни четная, ни нечетная; 3) ни четная, ни нечетная; 4) нечетная.  

15.4 1) 1; 2) 0; 3) 
3

1
− ; 4) ∞; 5) 0; 6) 

3

5
; 7) 0; 8) ∞; 9) 0; 10) 3; 11) 0; 12) 0; 13) – 3; 14) 

6

1
− ; 15) 

5

2
− ; 16) 

2

5
; 17) 

7

13
; 18) 

6

1
; 19) 

2

3
; 20) 

3

1
; 21) 

6

1
− ; 22) 0; 23) 

2

5
; 24) 1; 25) 3; 26) 

3

2
;  

27) 
2

1
− ; 28) 0; 29) 

5

3
; 30) 

2

2
; 31) – 1; 32) – 1.  

15.5 1) 3; 2) 0; 3) 0; 4) 
5

1
; 5) 

2

1
; 6) 

4

7
− ; 7) – 1; 8) 40; 9) 

2

3
; 10) 

3

1
− ; 11) 2; 12) ∞; 13) 

3

40
;  

14) 3; 15) 
8

2
− . 
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Занятие 16. Первый и второй замечательные пределы 

Аудиторные задания 

16.1 Вычислить, воспользовавшись первым замечательным пределом: 

1) 
x

x
x

5sin
lim

0→
; 2) 

x

x
x 3sin
lim

0→
; 3) 

x

x
x 2sin

7tg
lim

0→
; 4) 

x

x
x 2arcsin3

4
lim

0→
; 5) 

x

x
x 2

5arctg
lim

0→
;  

6) 20

cos1lim
x

x
x

−
→

; 7) 
xx

x
x 3sin

6cos1
lim

0

−
→

; 8) 
xx

x
x 2cos5tg

3sin
lim

2

2

0 ⋅→
; 9) 

20

3coscos
lim

x

xx
x

−
→

;  

10) 
30

sintg
lim

x

xx
x

−
→

; 11) 
24

3sin
lim

0 −+→ x

x
x

; 12) 
( )( )12sin

67
lim

2

1 −

+−
→ x

xx
x

; 13) 
( )

54

1tg
lim

21 −−

+
−→ xx

x
x

;  

14) 
x

xx
x 2tg5

3sin23sin2
lim

0

−−+
→

; 15) 
x

xx

x 2cos

cossin
lim

4

−
π

→

; 16) 
x

x

x 4

cos22
lim

4
−π

−
π

→

;  

17) 
xx

xx
x 3tg4

2cos2cos
lim

3

0

−
→

; 18) 
x

x
x

1
sinlim ⋅

∞→
; 19) 








−

→
x

xx
ctg

sin

1
lim

0
;  

20) 
xx

xx
x 4coscos

5arctg3
lim

0 −→
; 21) xx

x

tg
2

lim

2









−

π
π

→

. 

16.2 Используя второй замечательный предел, найти: 

1) ( ) x
x

x /1
0

21lim +
→

; 2) 
32

12

2
1lim

−

∞→ 








−
+

x

x x
; 3) 

2

5
6lim

+

∞→








+
− x

x x
x ; 4) 

x

x x
x









+
−

∞→ 32
12lim ;  

5) ( ) x
x

x /3

0
71lim −

→
; 6) 

x

x x
x /1

0 39
37lim 







+
+

→
; 7) 

x

x x

x









−

+
∞→ 36

12
lim ; 8) ( ) ( ) ( )( )( )23ln13ln12lim −−++

∞→
xxx

x
;  

9) 
2

31

7
6lim x

x

x x
x

−

∞→








−
− ; 10) 

x

x x

x









++∞→ 1
lim ; 11) )))35ln()32)(ln(4((lim xxx

x
−−−−

∞→
;  

12) ( ) x
x

x cosec
0

sin1lim +
→

; 13) 
x

x xx

xx











+−

+−
∞→ 24

12
lim

2

2
; 14) ( ) x

x
x

2ctg2
0

tg31lim +
→

;  

15) ( )( ) xx
x

x /1
0

41lim −

→
− ; 16) 

( )
x

x
x

71ln
lim

0

+
→

; 17) ( ) ( )1/2
1

12lim −

→
− xx

x
x . 

16.3 Вычислить пределы: 

1) 
2/1

0
)(coslim x

x
x

→
; 2) ( ) x

x
x

2/12
0

tg1lim +
→

; 3) x
x

xx sin/12
0

)1(lim ++
→

; 4) 
x

e x

x 3

1
lim

2

0

−
→

;  
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5) 
x

ee xx

x sin
lim

0

−

→

−
; 6) 

13
)1ln(lim

0 −
+

→ xx

x ; 7) 
x

a x

x

1lim
2

0

−
→

. 

Домашние задания 

16.4 Найти пределы следующих функций: 

1) 
x

x
x 3arctg2

8sin
lim

0→
; 2) 

xx

x
x 3tgsin3

4cos1
lim

0

−
→

; 3) 
20 11

cos3coslim
x

xx
x −−

−
→

; 4) 
xx

xx
x 2tg12tg1

4sin
lim

220 −−+→
;  

5) 
xx

x
x sin

cos1
lim

2

3

0

−
→

; 6) 
( )12tg

372
lim

2

2

1 −

+−

→ x

xx

x

; 7) 
x

x

x cos21
3

sin
lim

3
−








 π
−

π
→

; 8) 
x

x x
x 3

2
lim 








+∞→
;  

9) 
x

x x

x /1

0 21

31
lim 









−

−
→

; 10) ( )( )( )xxx
x

ln2lnlim −+
∞→

; 11) ( ) ( )xx
x

x −

→
− 1/5

1

2
34lim ;  

12) ( ) x
x

x
2sin/1

0
2coslim

→
; 13) 

x

x

x

12
lim

3

0

−
→

; 14) 
1

lim
1 −

−
→ x

eex

x
; 15) 

( )
x

x
x sin

71ln
lim

0

+
→

. 

Ответы: 16.1 1) 5; 2) 1/3; 3) 7/2; 4) 2/3; 5) 5/2; 6) 1/2; 7) 6; 8) 9/25; 9) 4; 10) 1/2; 11) 12;  

12) – 5/2; 13) – 1/6; 14) 
210

3
; 15) 

2

2
− ; 16) 

4

2
− ; 17) 1/3; 18) 0; 19) 0; 20) 2; 21) 1.  

16.2 1) 2e ; 2) 2e ; 3) 11−e ; 4) 2−e ; 5) 21−e ; 6) 3/2−e ; 7) 0; 8) 2; 9) 1−e ; 10) 1−e ; 11) 1; 12) e;  

13) 2e ; 14) 3e ; 15) 4−e ; 16) 7; 17) 4e .  

16.3 1) 2/1−e ; 2) e ; 3) e; 4) 2/3; 5) 2; 6) 3ln/1 ; 7) aln2 . 

16.4 1) 4/3; 2) 8/9; 3) – 8; 4) 1; 5) ∞; 6) 
2

5
− ; 7) 

3

3
; 8) 6−e ; 9) 1−e ; 10) 2; 11) 15e ; 12) 2−e ;  

13) 2ln3 ; 14) e; 15) 7. 

Занятие 17. Сравнение бесконечно малых функций.  

Непрерывность функций. Точки разрыва 

Аудиторные задания 

17.1 Вычислить пределы, используя теорему об отношении двух бесконечно малых 

функций: 

1) 
x

xx
x cos1

2coscoslim
0 −

−
→

; 2) 
x
x

x 3tg2
)1ln(lim

0

−
→

; 3) 
)1ln(

arcsin
lim

21
0 x

x
x

x −
−

→
; 4) 

x
e x

x 10sin
1lim

5

0

−
→

;  
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5) 
23
)2(3sinlim 22 +−

−
→ xx

x
x

; 6) 
25

)5tg(lim 25 −
+

−→ x
x

x
; 7) 

x

x
x 2arctg

4sin
lim

3

4

0→
; 8) 

( )
3/

2

0 1

71ln
lim

xx e

x

−

+
→

. 

17.2 Исследовать функции на непрерывность, установить характер точек разрыва: 

1) 
1

)(
−

=
x

xxf ; 2) 
2

)2sin()(
−
−

=
x

xxf ; 3) 243)( x
x

xf −= ; 4) 
1

12)( 23

2

+−−
+−

=
xxx

xxxf ; 5) 
3

1arctg)(
−

=
x

xf ; 

6) 
1

|1|)(
+
+

=
x
xxf ; 7) 

.1
,1

,1

,2
)(

2 >
≤<∞−







+
=

x
x

x
xf

х
; 8) 

.2
,21

,1

,1
,3

,sin

)( 2

≥
<<

≤<∞−









−
−=

x
x

x

x
x

x

xf  9) 
15

15)(
2

1

2
1

+

−
=

−

−

x

x
xf ;  

10) 
1
1)(

3

+
+

=
x
xxf . 

Домашние задания 

17.3 Вычислить пределы: 

1) 
x
x

x 2sin
)71ln(lim

0

+
→

; 2) 
xx

e x

x 3
1lim 2

7sin

0 +
−

→
; 3) 

)21arcsin(
14lim

2

2
1 x

x
x −

−
→

; 4) 
)23tg(

4lim 2

2

2 +−
−

→ xx
x

x
;  

5) 
( )x

x
x 2tg1ln

13sin1
lim

0 +

−+
→

; 6) 
( )

( ) xe

x
xx arctg1

3arcsin
lim 23

3

3 −

−
−→

. 

17.4 Исследовать на непрерывность функции; установить характер точек разрыва: 

1) 
xx

xxf
2

tg)( 2 +
= ; 2) 

x
xf 1

31

1)(
+

= ; 3) 
.4

,42
,22

,2

,2
,4

)(

2

>
≤<
≤≤−










−

−
−

=
x

x
x

x

x
x

xf  Построить график функции; 

4) 
x

xf
xx −−

=
ee)( ; 5) 

.
,0

,0

,1
,cos
,1

)(

3

π>
π≤<
≤≤∞−









−π−

+
=

x
x

x

x
x

x
xf  Построить график функции;  

6) 
322

cos1
)(

xx

x
xf

−

−
= . 

Ответы: 17.1 1) 3; 2) 
6

1
− ; 3) – 1; 4) 

2

1
; 5) 3; 6) 

10

1
− ; 7) 0; 8) – 21.  

17.2 1) 1=x  – точка разрыва 2-го рода; 2) 2=x  – точка устранимого разрыва, ( ) 12 =f ;  

3) 2±=x  – точки разрыва 2-го рода; 4) 1=x  – точка устранимого разрыва, ( )
2

1
1 =f ; 1−=x  – 

точка разрыва 2-го рода; 5) 3=x  – точка разрыва 1-го рода; 6) 1−=x  – точка разрыва 1-го 

рода; 7) функция непрерывна при Rx∈ ; 8) 1=x  – точка разрыва 1-го рода; 9) 2=x  – точка 

разрыва 1-го рода; 10) 1−=x  – точка устранимого разрыва; ( ) 31 =−f . 
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17.3 1) 7/2; 2) 7/3; 3) – 2; 4) 4; 5) 3/4; 6) 0. 

17.4 1) 0=x  – точка устранимого разрыва, 
2
1)0( =f ; 2;1;0(

2
,2 ±±=π+

π
=−= kkxx  и т.д.) – 

точки разрыва 2-го рода; 2) 0=x  – точка разрыва 1-го рода; 3) 4=x – точка разрыва  

1-го рода; 4) 0=x  – точка устранимого разрыва, 2)0( =f ; 5) всюду непрерывна; 6) 0=x  – 

точка устранимого разрыва, 
4

1
)0( =f ; 2=x  – точка разрыва 2-го рода. 

Занятие 18. Производная функции, ее геометрический и физический смысл 

Аудиторные задания 

18.1 Исходя из определения, найдите производные функций: 

1) 27xy = ; 2) xy = ; 3) ( )xxy −= tg5 . 

18.2 Найдите производные функций: 

1) 4
7

85
5

7 34 ++−=
x

xxy ; 2) xxy 2sin3= ; 3) 
1

32
5

4

−

++
=

x

xx
y ; 4) ( )45 73 −+= xxy ;  

5) 3

2

7

3

2

1











−

+
=

x

x
y ; 6) ( )232ln 23 −+⋅= xxxy ; 7) 

xx

x
x

y
cos3sin

2
cos4sin

+

−
= ; 8) 

x
ey x 1

log3
2
⋅= − ;  

9) 23 4
2

arccos x
x

xy −−⋅= ; 10) 
2

sinln2
4

ctg3 xx
y −−= ; 11) ( )2arctg += xy ;  

12) 
xx

y
1

12

2
−

−
= ; 13) 








+








=

4
cossin

3

2
sincos5 xx

y ; 14) xxy ln/2−= ;  

15) 
2

1
arccos

2
arcsin +=

x
y ; 16) xy a lnlog= . 

18.3 Решите уравнение ( ) ( ) 0
2

=−′ xf
x

xf , если ( ) xxxf ln3= . 

18.4 Решите неравенство ( ) ( ) 0≥ϕ′+′ xxf , если ( ) 23 122 xxxf += , ( ) xxx 729 2 +=ϕ . 

18.5 Вычислите значения производных заданных функций при указанных значениях 

независимой переменной: 

1) ( ) ( ) ?1;6
1

2
32 =′+

+
++= f

x

x
xxf  2) ( ) ( ) ?3;

6
sin

3

3
=′

π
+−= f

x

x
xf   

3) ( ) ?
3

;4cos8sin =






 π
′= fxxxf  4) ( ) ?

2
;

sin1

cos2
=







 π
′

+
= f

x

x
xf  
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5) ( ) ( ) ?1;
arctg

3
=′= f

x

x
xf  6) ( ) ( ) ?0;

2
arcsin4

2
=′⋅= − f

x
exf x   

7) ( ) ( ) ?2;3 2 =′= − fxf x  8) ( ) ( ) ?2;
41

2
ln =′

+
= f

x

x
xf   

9) ( ) ( ) ( ) ?0;cos5 22 =′⋅−= fxxxxf  10) ( ) ( ) ?1;1
2

1 32 =′+−= fxxxf   

11) ( ) ?
2

;
sin

42
2

=






 π
′

−
= f

x

x
xf  

18.6 Составить уравнения касательной и нормали к графику функции 42 += xy   

в точке ( )5;1M . 

18.7 Составить уравнения касательной и нормали к графику функции xy tg=   

в точке с абсциссой 
3

4
0

π
=x . 

18.8 Тело массой 7 движется прямолинейно по закону 42 ++= tty . Определите ки-

нетическую энергию тела в момент времени 3=t . 

18.9 Радиус шара изменяется со скоростью 6 см/с. С какой скоростью изменяются 

объем и поверхность шара? 

18.10 Найдите силу тока в проводнике, если заряд, проходящий через поперечное се-

чение проводника, изменяется по закону tetq 32 −+=  (кл). 

18.11 Материальная точка движется по окружности так, что угловое перемещение ϕ 

изменяется по закону 32 25,375,6 ttt +++=ϕ  (рад). Найдите угловую скорость движения ма-

териальной точки к моменту времени ct 2=  от начала движения. 

Домашние задания 

18.12 Найдите производные функций: 

1) xey x ⋅= 25 ; 2) 
x

x
y

tg

3cos
= ; 3) xxy 8arcsin2= ; 4) 

1

2ctg3

+

⋅
=

x

xx
y ;  

5) 2/arcsin3 xy = ; 6) 
7

sinlog5 2
x

y = ; 7) 
xx

y
4

72

3
−

−
= ; 8) 





 −= − 2

48ln3 xxy ;  

9) 
x

y
1

arccos= ; 10) xxxy arctg= ; 11) 3

2

xe

xx
y

−

−
= ; 12) 

b

x

x

a
y

5 3

3 2
+= . 
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18.13 Составьте уравнения касательной и нормали к графику функции 
21 xey −=   

в точке с абсциссой 10 −=x . 

18.14 Вычислите значения производных заданных функций при указанных значениях 

независимой переменной: 

1) ( ) ( ) ?2;
12

14
52 =′

−
++= f

x

x
xxf ; 2) ( ) ( ) ?;9sin

5

3

3

2
=π′+−= fx

x

x
xf ; 

3) ( ) ?
3

;3cos6sin
6

1
=







 π
′⋅= fxxxf ; 4) ( ) ?

4
;

tg
=







 π
′= fx

x

x
xf ; 

5) ( ) ( ) ?2;
41

2
ln

2
=′

+
= f

x

x
xf ; 6) ( ) ?

2

1
;4221arccos 2 =








′−+−= fxxxxf ; 

7) ( ) ( ) ?0;
1

1
arctg =′

−

+
= f

x

x
xxf  

Ответы: 18.3 
e

x
1

= . 18.4 ( ] [ )+∞−−∞−∈ ;34; x .  

18.5 1) ( ) 71 =′f ; 2) ( )
3

2
3 =′f ; 3) 5

3
=







 π
′f  4) 1

2
−=







 π
′f ; 5) ( )

8

3

2

1
1

π
−=′f ; 

6) ( ) 20 =′f ; 7) ( )
18

3ln
2 −=′f ; 8) ( )

18

1
2 =′f ; 9) ( ) 50 −=′f ; 10) ( )

12

7
1 =′f ; 11) 2

2
=







 π
′f . 

18.6 0112;32 =−++= yxxy . 18.7 π−= xy 3 . 18.8 
2

49
=K . 18.9 RsRv π=′π=′ 48,24 2 .  

18.10 teI 332 −−= . 18.11 45=ω  рад/с. 18.13 012;032 =−+=+− yxyx . 

18.14 1) ( )
9

8
2 −=′f ; 2) ( )

2

2

15

1259

π

π−
=π′f ; 3) 6

3
−=







 π
′f ; 4) 

3

14

4 π

−π
=







 π
′f ;  

5) ( )
124

123
2

+

+
=′f ; 6) 0

2

1
=








′f ; 7) ( ) 10 −=′f . 

Занятие 19. Производная функции. Логарифмическая производная 

Аудиторные задания 

19.1 Найдите производные функций: 

1) xxxxy sh32 +++= ; 2) ey xlog= ; 3) 
( )xm

y
n 1cos

1

+
= ; 4) mxy nlnlog2= ;  
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5) xey x 5ch2−= ; 6) ( )xy tharcctg= ; 7) 
x

x
y

3cth

4ctg
= ; 8) 

x
y

1
sh5= . 

19.2 Используя предварительно логарифмирование, найти производные функций: 

1) 
( ) ( )

( )3
52

14

123

+

−−
=

x

xx
y ; 2) 

( ) ( )
( )

3
5

822

32

1274

x

xxx
y

−

−−
= ; 3) ( ) 3/sin2 xxy = ;  

4) ( ) xxy 3arcsin= ; 5) ( )
9

8tg xxy = ; 6) 
3xxy = ; 7) 

x

x
y

5arcsin1
cos 








= ;  

8) ( ) xxy /5
2log= ; 9) ( ) xxxy 412arctg +⋅= ; 10) ( )

2

6th
xexy

−
= . 

Домашние задания 

19.3 Найдите производные функций: 

1) ax xay coscos ⋅= ; 2) 







=

x
y

ch

1
arcsin ; 3) xxy 6tg−= ; 4) ( ) xxy 3ln2acctg= ; 5) 

xxxy = ;  

6) 
( )

( ) 3/45 4

54

3

213

xx

xx
y

⋅−

−+
= ; 7) 

5
3

83

1

−

−
⋅=

x

x
xy ; 8) 

x
xy 4= ; 9) 

x

x
y

/11








= ; 10) ( )xxy 7log= . 

19.4 Вычислите значения производных заданных функций при указанных значениях 

независимой переменной: 

1) ( ) ( ) ( ) ?1;3
4

=′= fxxf x  2) ( ) ( ) ?1;
1 cos

2
=′








= f

x
xf

x

 3) ( ) ( ) ( ) ?2;cos /1 =π′= fxxf x   

4) ( ) ( ) ?1;3ln =′= fxxf x  5) ( ) ( ) ?
2

;sin 2tg =






 π
′= fxxf x  6) ( ) ( ) ?

2

1
;arcsin 2 =








′= fxxf x  

7) ( ) ( ) ( ) ?2;1 /2 =′+= fxxf x 8)
( )

( )
( ) ?1;

5

12
3

2

=′
−

+−
= f

x

xx
y  9)

( )
( )

( ) ?0;
57

1523
3

4

=′
−

+−
= f

x

xx
y  

Ответы: 19.4 1) ( ) 33ln121 +=′f ; 2) ( ) 1cos21 −=′f ; 3) ( ) 02 =π′f ; 4) ( ) 3ln1 =′f ;  

5) 0
2

=






 π
′f ; 6) 

3

32

3

6ln

3

ln

2

1
+

π
−

ππ
=








′f ; 7) ( ) 3ln

2

3
12 −=′f ; 8) ( )

64

2
1 =′f ;  

9) ( )
625

56
0 −=′f . 
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Занятие 20. Дифференцирование функций,  

заданных параметрически и неявно. Дифференциал функции 

Аудиторные задания 

20.1 Найти производные функций, заданных параметрически: 

1) 1,2 3
3
12 −=+= tytx ; 2) 

2

1
,

1
1








+

=
+

=
t

ty
t

x ; 3) )cos1(,)sin( ϕ−=ϕ−ϕ= ayax ; 

4) 1,ln 2 −== tytx ; 5) 2,arccos ttytx −== ; 6) )1ln(,arctg 2tytx +== ; 

7) taytax 33 sin,cos == ; 8) ttytx 2cos22sin,tg +== . 

20.2 Найти xy′  в указанных точках: 

1) 
6

;sin,cos π
=== tteytex tt . 2) 2;

1
3,

1
3

2

2

2 =
+

=
+

= t
t

aty
t

atx . 

20.3 Найти производные функций, заданных неявно: 

1) 02 22 =−+ yx eyxe ; 2) xyy =ln2 ; 3) yxyx arcsinarcsin −=− ; 4) yxyx +=+ 222 ; 

5) 2arctg xyy −= ; 6) 0)cos()sin( =+ xyxy ; 7) 3/23/23/2 ayx =+ ; 8) 0cossin =− xeye yx . 

20.4 Найти xy′  в точке 1=x , если 1)1(,0552 223 ==−++− yyxyxx . 

20.5 Найти xy′  в точке )1,0( , если exye y =+ . 

20.6 Найти дифференциалы функций: 

1) xxy 3tg= ; 2) 2)(arcsinarctg xxy += ; 3) )4ln( 2xxy ++= ; 4) 125 =−+ xyy . 

20.7 Найти приближенное значение функции xxexy −=
2

)(  при 2,1=x . 

20.8 Вычислить приближенно: 

1) 05,0arcsin ; 2) 2,1ln ; 3) 4 17 ; 4) 6544tg ′ . 

Домашние задания 

20.9 Найти xy′ : 

1) 
t

ty
t

tx 1,1 −
=

+
= ; 2) teytex tt cos,sin == . 

20.10 Убедиться в том, что функция, заданная параметрически уравнениями 

t
ty

t
tx ln23,ln1

2
+

=
+

= , удовлетворяет соотношению 1)(2 2 +′=′ yxyy . 

20.11 Найти производные от функций, заданных неявно: 

1) 0333 =−+ axyyx ; 2) )tg()cos()sin( yxxyxy +=+ . 

20.12 Убедиться в том, что функция у, определенная уравнением 1ln =− yxy , удовле-
творяет соотношению 0)1(2 =′⋅−+ yxyy . 
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20.13 Найти дифференциалы функций: 

1) 31arcsin 2 −−+= xxxy ; 2) yxe y += . 

20.14 Вычислить приближенно: 1) 29sin ; 2) 
5)037,2(
3)037,2(

2

2

+
− . 

20.15 На сколько приблизительно изменится площадь круга радиуса см 3=R , если 

радиус увеличится на 0,1 см? 

Ответы: 20.1 1) 
2

t
; 2) 

1

2

+
−

t

t
; 3) 

2
ctg

cos1

sin ϕ
=

ϕ−

ϕ
; 4) 22t ; 5) 12 −t ; 6) t2 ; 7) ttg− ;  

8) ( ) ttt 2cos2sin22cos2 − .  

20.2 1) ( )213
2

1
+ ; 2) 

3

4
− . 20.3 1) 

yxe

xye
y

x

2

2

4

4

−

+
; 2) 

( )1ln2

1

+y
; 3) 

22

22

111

111

xy

yx

−




 −−

−




 −−

;  

4) 
yyx

yxx

22

22

−

−
+

+

; 5) 
( )

2

212

y

yx +
; 6) 

x

y
− ; 7) 3

x

y
− ; 8) 

yexe

yexe
xy

xy

coscos

sinsin

−

+
. 

20.4 
3

4
. 20.5 1−− e . 20.6. 1) dx

x

x
xx 








+

2
2

cos

3
tgtg ; 2) dx

x

x

xx 













−
+

+
⋅

22 1

arcsin2

1

1

arctg2

1
; 

3) 
24 x

dx

+
; 4) 

15

2
4 +y

xdx
. 20.7 1,2. 20.8 1) 0,05; 3) 0,2; 4) 2,02. 20.9 1) –1; 2) 

t
t

tg1
tg1

+
− .  

20.11 1) 
axy
xay

−
−

2

2
; 2) 

1))sin())(cos((cos
1))sin())(cos((cos

2

2

−−+
−−+

−
xyxyyxx
xyxyyxy . 20.13 1) xdxarcsin ; 2) 

1−ye
dx .  

20.14 1) 0,485; 2) 0,355. 20.15 0,6π. 

Занятие 21. Производные и дифференциалы высших порядков 

Аудиторные задания 

21.1 Найти производные 2-го порядка от следующих функций: 

1) xy 2cos= ; 2) 2arctg xy = ; 3) 3 2
2 1log xy −= ; 

4) xxxxxy arcsin1
3
21

3
1 222 +−+−= ; 5) ( ) xxy arctg1 2+= ; 6) xey = . 

21.2 Показать, что функция xx ececy 3
2

2
1 += при любых постоянных 1c  и 2c  удовле-

творяет уравнению 065 =+′−′′ yyy . 

21.3 Найти производные 2-го порядка от функций, заданных неявно: 
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1) yxey +=1 ; 2) xyyx 333 =+ ; 3) xyy −=arctg ; 4) yxy ln+= ; 

5) yxeyx −=+ ; 6) ( )yxy += sin . 

21.4 Найти производные 2-го порядка от функций, заданных параметрически: 

1) 1
3
1,2 32 −=+= tytx ; 2) 21,arcsin tytx −== ; 

3) taytax 22 sin,cos == ; 4) 1,ln 2 −== tytx ; 

5) ( ) ( )ϕ−=ϕ−ϕ= cos1,sin ayax ; 6) tt etyex α−α +α=+= ,1 . 

21.5 Найти дифференциалы 1, 2 и 3-го порядков функции 3)32( −= xy . 

21.6 Найти дифференциалы 2-го порядка функций: 

1) 
2xey −= ; 2) 12 =+ yxy . 

21.7 Найти дифференциал 3-го порядка функции 
x

x
y

ln
= . 

21.8 Найти приближенное значение 5 31  с точностью до двух знаков после запятой. 

Домашние задания 

21.9 Найти производные второго порядка следующих функций: 

1) xxy arcsin1 2−= ; 2) 




 ++= 21ln xxy ;  

3) xxxy 3cos
27

2
3sin

9

1
−−= ; 4) 

31

1

x
y

+
= . 

21.10 Найти )()( xy n , если xey −= . 

21.11 Найти 
2

2

dx

yd
, если: 

1) xye yx =+ ; 2) ty
t

x tg,
cos

1
== ; 

3) 0422 =−++ xyyx ; 4) ( )21ln,arctg tytx +== . 

21.12 Вычислить значение производной второго порядка функции y, заданной урав-

нением 42 22 =++−+ yxxyyx , в точке )1;1(M . 

21.13 Доказать, что функция xx eey −+= 24  удовлетворяет уравнению 

01213 =−′−′′′ yyy . Записать для этой функции yd 3 . 

21.14 Вычислить приближенное значение функции 3 2 125 +−= xxy  при 3,1=x  с 

точностью до двух знаков после запятой. 
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Ответы: 21.1 1) x2cos2− ; 2) 
( )24

4

1

62

x

x

+

−
; 3) 

( )22

2

1

1

2ln3

2

−

+
⋅−

x

x
; 4) 212 x− ;  

5) x
x

x
arctg2

1

2
2
+

+
; 6) 

( )
xx

xe x

4

1−
. 21.3 1) 

( )
( )3

2

2

3

y

ey y

−

−
; 2) 

( )32

2

xy

xy

−

−
; 3) 

( )
5

212

y

y+−
;  

4) 
( )31−

−
y

y
; 5) 

( )
( )31

4

++

+

yx

yx
; 6) 

( )( )3cos1 yx

y

+−
− . 21.4 1) 

3

2

4

1

t

t +
; 2) 21 t−− ; 3) 0; 4) 24t ;  

5) 
( )2cos1

1

ϕ−
−

a
; 6) tt ee α−α− − 232 . 21.5 ( ) ( ) 322 48;3224;326 dxdxxdxx −− .  

21.6 1) ( ) 22 24
2

dxxe x −− ; 2) 
( )3

2

2

2

yx

dx

+
. 21.7 3

3

3ln2
dx

x

x −
. 21.8 1,99.  

21.9 1) 
32

2

)1(

1arcsin

x

xxx

−

−+
− ; 2) 

32)1( x

x

+
− ; 3) xx 3sin ; 4) 

( )
( )33

3

1

126

+

−

x

xx
. 21.10 xne−− )1( .  

21.11 1) 32

22

)1(
))1()1((

−
−+−

−
yx

yxy ; 2) t3ctg− ; 3) 
( )32

24

yx +
− ; 4) ( )212 t+ . 21.12 – 1.  

21.13  ( ) 34 264 dxee xx −− . 21.14  1,93. 

Занятие 22. Правило Лопиталя-Бернулли 

Аудиторные задания 

22.1 Применяя правило Лопиталя-Бернулли, найти пределы: 

1) 
x

xx
x arcsin

3sin2sin
lim

0

−
→

; 2) 
xx

x

3
lim

3

∞→
; 3) 

xx

xee xx

x sin

2
lim

0 −

−− −

→
; 4) 

375

254
lim

23

23

1 −+−

−+−
→ xxx

xxx
x

;  

5) 
2cos2

lim
2

4

0 −+→ xx

x
x

; 6) 
x

xx

x ln

2
lim

ln

1

−
→

; 7) 
( )
( )axax ee

xax

−

⋅−
+→ ln

cosln
lim

0
; 8) 

24

15
lim

2

2

1 ++

−+
→ xx

xx
x

;  

9) 
1

arctg2
lim

/3 −

−π
+∞→ xx e

x
; 10) 

x

x
x sinln21

ln
lim

0 +→
; 11) 

xx

xx
x sin

tg
lim

0 −

−
→

; 12) 
x

x
x 2ln

ctg
lim

0+→
;  

13) 
x

x
x

3
sinlim ⋅

∞→
; 14) 

2/12
0

lim x
x

ex ⋅
→

; 15) 







−

−→ xx

x
x ln

1

1
lim

1
; 16) 








−

→ x
x

x

1
ctglim

0
;  

17) ( )
2

tglim
x

x
x

⋅−π
π→

; 18) 









 π
−

π→ xx

x
x cos2ctg
lim

2/
; 19) ( )

2
tg1sinlim

1

x
x

x

π
⋅−

→
;  

20) 
( ) 
















+
−






 ++→ xxxx 1ln

1

1ln

1
lim

20
; 21) x

x
xsin

0
lim
→

; 22) ( )x
x

x ln1/3
0

lim +

→
; 23) ( ) xx

x
x

/1
10lim +

∞→
;  
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24) ( )
2/1

0
2coslim x

x
x

→
; 25) ( ) xx

x
xe

/1

0
lim +
→

; 26) ( ) x
x

x ln/1
0

ctglim
→

; 27) ( ) π−

π→

x
x

x 2
2/

tglim ;  

28) 
x

x x 







+

∞→ 2

1
1lim ; 29) ( ) x

x
x tg

0
arcsinlim

→
; 30) ( ) x

x
x cos

2/
2lim −π

π→
. 

Домашние задания 

22.2 Вычислить пределы: 

1) 
x

xx
x

ln2
lim

+
∞→

; 2) 
xx

x
x sin
lim

3

0 −→
; 3) 

x

x
x 2sinln

5sinln
lim

0→
; 4) 

xx e

xx
−−∞→

++ 13
lim

3
; 5) 

30

arctg
lim

x

xx
x

−
→

;  

6) 
20 1

32
lim

xx

xx

x −

−
→

; 7) 
x

ee xx

x

sin3

0
lim

−−

→
; 8) 














−

→ xxx

1

arctg

1
lim

0
; 9) 











−

→ xxxx tg2

1

2

1
lim

20
;  

10) 








−
−

→ 1

1

ln

1
lim

1 xxx
; 11) xx

x
π⋅

→
ctglim

0
; 12) ( )1lnlnlim

1
−⋅

→
xx

x
; 13) ( ) x

x
x /1lnlim

∞→
;  

14) 
x

x x

tg

0

1
lim 








→

; 15) )1ln(
1

0
lim −

→

xex
x

; 16) 
2
1

sin
lim

0

x

x

x
x 








→

. 

Ответы: 22.1 1) – 1; 2) 0; 3) 2; 4) 1/2; 5) 12; 6) 12ln − ; 7) acos ; 8) 5; 9) 2/3; 10) 1/2; 11) 2;  

12) ∞; 13) 3; 14) + ∞; 15) 1/2; 16) 0; 17) 2; 18) – 1; 19) π− /2 ; 20) 
2

1
− ; 21) 1; 22) 3e ; 23) 10;  

24) 2−e ; 25) 2e ; 26) 1−e ; 27) 1; 28) 1; 29) 1; 30) 1.  

22.2 1) 1; 2) 6; 3) 1; 4) 0; 5) 1/3; 6) 
3

2
ln ; 7) – 4; 8) 0; 9) 1/6; 10) 1/2; 11) 1/π; 12) 0; 13) 1;  

14) 1; 15) e; 16) 6/1−e . 

Занятие 23. Формула Тейлора 
Аудиторные задания 

23.1 Разложить многочлен 9132 24 ++− xxx  по степеням двучлена 2+x . 

23.2 Разложить многочлен 423 23 +−+ xxx  по степеням двучлена 1+x . 

23.3 Для многочлена 34 24 +−+ xxx  написать формулу Тейлора 2-го порядка в точ-

ке 10 =x . Записать остаточный член в форме Лагранжа. 

23.4 Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции ( ) xxf 10=  в точке 

00 =x . 

23.5 Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции ( )
1−

=
x

x
xf  в точке 

20 =x . 



 

167 

23.6 Написать формулу Тейлора 2-го порядка для функции ( ) xxf tg=  в точке 

00 =x . 

23.7 Вывести приближенную формулу 
6

sin
3x

xx −≈  и оценить ее точность  

при 05,0<x . 

23.8 Вывести приближенные формулы и оценить их погрешность при 1<x : 

1) 2

8

1

2

1
11 xxx −+≈+ ; 2) 23

9

1

3

1
11 xxx −+≈+ . 

23.9 Проверить, что при вычислении значений функции xe  при 
2

1
0 ≤< x  по при-

ближенной формуле 
62

1
32 xx

xex +++≈  допускаемая погрешность меньше 0,01. Пользуясь 

этим, найти 2,0e  с тремя верными цифрами. 

23.10 Вычислить с точностью до °− 10cos10 4 . 

23.11 Вычислить с точностью до 310− : 

1) 5 33 ; 2) 05,1ln . 

23.12 Найти пределы, используя разложение по формуле Маклорена с остаточным 

членом в форме Пеано: 

1) 
x

xx
x

−−+
→

11
lim

0
; 2) 

320

cos1
lim

xx

x
x +

−
→

;  

3) 
( )3

22

0 1

22
lim

−

+−+
→ x

xxxx

x e

eexexe
; 4) 

( )
20

11ln
lim

x

xxx
x

+−+
→

. 

Домашние задания 

23.13 Разложить многочлен 435 234 +−+− xxxx  по степеням двучлена 4−x . 

23.14 Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции ( )
x

xf
1

=  при 10 =x . 

23.15 Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции xy arcsin=  при 00 =x . 

23.16 Написать формулу Тейлора n-го порядка для функции 
x

y
1

=  при 10 −=x . 

23.17 Написать формулу Маклорена n-го порядка для функции ( ) xxexf = , 00 =x . 

23.18 Вычислить приближенные значения с заданной точностью ∆: 
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1) 410,1sin −=∆° ; 2) 310, −=∆e ; 3) 410 10,1027 −=∆ ; 4) 510,5cos −=∆° . 

23.19 Найти пределы, используя формулу Тейлора с остаточным членом в форме 

Пеано: 

1) 
xx

xx
x sin

sin
lim

20

−
→

; 2) 
xe

x
xx −−

−
→ 1

cos1
lim

0
; 3) 

xx

xx
x 2131

sin
lim

30 +−+→
; 4) 









−
−

→ 1

11
lim

0 xx ex
. 

Ответы: 23.1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )432 2282222119 +++−+++−−= xxxxxf ;  

23.2 ( ) ( ) ( ) 8151 3 ++−+= xxxf ; 23.3 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )32 11141101117 −−θ++−+−+= xxxxxf ; 

23.4 10,
!4

10ln10

!3

10ln

!2

10ln
10ln110 4

4
3

3
2

2
<θ<+++⋅+=

θ

xxxx
x

x ; 

23.5 ( ) ( ) ( )
( )
( )( )

10,
21

2
2222

1 5

4
32 <θ<

−θ+

−
+−−−+−−=

− x

x
xxx

x

x
; 

23.6 10,
3cos

sin21
tg

3

4

3
<θ<⋅

θ

θ+
+=

x

x

x
xx ; 23.7 9103 −⋅<∆ ; 23.8 1) 

( )
10,

116

1
2/5

3
<θ<

θ+
⋅

x

x
;  

2) 
( )

10,
181

5
3/8

3
<θ<

θ+
⋅

x

x
; 23.9 1,221; 23.10 0,9848; 23.11 1) 2,012; 2) 0,049; 23.12 1) 1;  

2) 1/2; 3) 1/6; 4) – 1; 23.13 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )432 441143742156 −+−+−+−+−= xxxxxf ;  

23.14 ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )( )

10,
11

1

!42

7531
1

!32

531
1

!22

31
1

2

1
1

2/9

4

4
3

3
2

2
<θ<

−θ+

−
⋅

⋅

⋅⋅⋅
+−

⋅

⋅⋅
−−

⋅

⋅
+−−=

x

x
xxxxf ; 

23.15 
( )

10,
1

69

!46 2/722

3343
<θ<

θ−

θ+θ
⋅++=

x

xxxx
xy ;  

23.16 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )
10,

11

1
11111

2

1
12 <θ<

+θ+−

+
−++−−+−+−−=

+

+
+

n

n
nn

x

x
xxxy  ; 

23.17 ( )
( ) ( )

( ) 10,1
!1!1!2

13
2 <θ<++θ⋅

+
+

−
++++= θ

+
x

nn
enx

n

x

n

xx
xxxf  ; 

23.18 1) 0,0175; 2) 1,648; 3) 2,0006; 4) 0,99619; 23.19 1) – 1/6; 2) 1; 3) – 2; 4) 1/2. 

Занятие 24. Монотонность функций. Экстремум. Наибольшее и наименьшее  

значения функций. Выпуклость и вогнутость графиков функций 

Аудиторные задания 

24.1 Найти интервалы возрастания, убывания и точки экстремума функций: 
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1) xxy 215 2 −−= ; 2) 71862 23 +−−= xxxy ; 3) 
4
96

2
112

4
23

4
+−+−= xxxxy ;  

4) 21 xxy −= ; 5) 4

2 12
x

xy −
= ; 6) xexy −= 2 ; 7) 

x

x
y

ln
= ; 8) 3 2 2xxy −= ;  

9) 
1+

=
x

e
y

x
; 10) 

2

1
ln

+

+
=

x

x
y . 

24.2 Найти экстремумы функций, пользуясь производной 2-го порядка: 

1) xxxy 694 23 +−= ; 2) 233 +−= xey x ; 3) 
21

2

x

x
y

+
= ;  

4) xxy 2ln= ; 5) 22 )( xaxy −= ; 6) xxy −+= 1 . 

24.3 Определить наибольшее и наименьшее значения функций в указанных интер-

валах: 

1) ]0;2[,52 24 −+−= xxy ; 2) ]4;0[,2 xxy += ; 3) 33 11 −−+= xxy , [ ]1;0 ;  

4) ]1;0[,
1

1
arctg

x

x
y

+

−
= ; 5) 

1

1
2

2

+

−
=

x

x
y , [ ]1;2− ; 6) [ ]eexxxy ;/1;ln −= . 

24.4 Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба графиков функций: 

1) ( )21ln xy += ; 2) xxey 48 2 +−= ; 3) 
2

2 1

x
xy += ; 4) 

2

1

1









−

+
=

x

x
y ; 5) 32 24 +−= xxy ;  

6) 
3

4 13

x

x
y

+
= ; 7) 

4

2 12

x

x
y

−
= ; 8) xexy −⋅= 2 ; 9) 21 xxy −= ; 10) 3 2 2xxy −= . 

24.5 Тр ебуется изготовить ящик с кр ышкой, объем которо го был бы р авен 7 2 см3, 

причем стороны основания относились бы как 1 : 2. Каковы должны быть размеры всех сто-

рон, чтобы полная поверхность ящика была наименьшей? 

24.6 Найти соотношение между радиусом R и высотой H цилиндра, имеющего при 

данном объеме наименьшую полную поверхность. 

24.7 Найти высоту цилиндра наибольшего объема, который можно вписать в шар 

радиусом R. 

Домашние задания 

24.8 Найти интервалы возрастания, убывания и точки экстремума функций: 

1) xxy arctgln −= ; 2) 
1

3

−
=

x

x
y ; 3) ( ) xexy 1−= ; 4) 166 23 +−= xxy . 

24.9 Найти экстремум функции 0,
2

>+= a
x

a
xy , используя вторую производную. 
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24.10 Найти точки перегиба графиков функций: 

1) 
2)1(

12

−

−
=

x

x
y ; 2) xxy arctg= ; 3) 

3

3

1

4

x

x
y

−
= ; 4) 2/2xey −=  (кривая Гаусса). 

24.11 Найти наибольшее и наименьшее значения функций в интервалах (или во всей 

области определения): 

1) 2

2

1
1

xx
xxy

−+
+−

= , [ ]1;0 ; 2) 2
2x

xey −= ; 3) ( ) [ ]1;1,4ln 2 −−= xy ; 4) [ ]4;0,2 xxy += . 

24.12 Из трех досок одинаковой ширины сколачивается желоб для подачи воды. При 

каком угле α наклона боковых стенок к днищу желоба площадь поперечного сечения будет 

наибольшей? 

Ответы: 24.1 1) ( )1;−∞−  – возрастает; ( )+∞− ;1  – убывает; ( ) 161max =−= yy ;  

2) ( ) ( )+∞−∞− ;31;   – возрастает; ( )3;1−  – убывает; ( ) ( ) 131;473 maxmin =−=−== yyyy ;  

3) ( ) ( )+∞;32;1   – возрастает; ( ) ( )3;21; ∞−  – убывает; ( ) ( ) 031min === yyy ; ( )
4

1
2max == yy ; 

4) ( ) ( )1;2/12/1;1 −−  – убывает; ( )2/1;2/1−  – возрастает; ( ) 2/12/1min −=−= yy ; 

( ) 2/12/1max == yy ; 

5) ( ) ( )1,01; −∞−  – возрастает; ( ) ( )+∞− ;10;1   – убывает; ( ) ( ) 111max ==−= yyy ; 

6) ( )2;0  – возрастает; ( ) ( )∞∞− ;20;   – убывает; ( ) ( ) 2
maxmin /42;00 eyyyy ==== ; 

7) ( )+∞;e  – возрастает; ( ) ( )e;11;0   – убывает; ( ) eeyy ==min ; 

8) ( )+∞;1  – возрастает; ( )1;∞−  – убывает; ( ) 11min −== yy ; 

9) ( )+∞;0  – возрастает; ( ) ( )0;11; −−∞−   – убывает; ( ) 10min == yy ; 

10) ( ) ( )+∞−−∞− ;12;   – возрастает; ( )1;2 −−  – убывает; экстремумов нет. 

24.2 1) ( ) 11;
4

5

2

1
minmax ===








= yyyy ; 2) ( ) 30min == yy ;  

3) ( ) ( ) 11;11 minmax −=−=== yyyy ; 4) ( ) ( ) 01;/4 min
22

max ==== − yyeeyy ;  

5) ( ) ( ) 00;
162

min

4

max ====







= ayyy

aa
yy ; 6) 

4

5

4

3
max =








= yy ;  

24.3 1) ( ) ( ) 41;132 .. =−==−= yyyy наимнаиб ; 2) ( ) ( ) 00;84 .. ==== yyyy наимнаиб ;  

3) ( ) ( ) 3
.. 21;20 ==== yyyy наимнаиб ; 4) ( ) ( ) 01;

4
0 .. ==

π
== yyyy наимнаиб ;  
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5) ( ) ( ) 10;
5

3
2 .. −===−= yyyy наимнаиб ; 6) ( ) ( ) 11;0 .. −==== yyeyy наимнаиб ; 

24.4 1) ( ) ( )+∞−∞− ;11;   – функция выпукла; ( )1;1−  – функция вогнута; ( ) ( )2ln;1,2ln;1−  – 

точки перегиба;  

2) 








2

1
;0  – функция выпукла; ( ) 








+∞∞− ;

2

1
0;   – функция вогнута; ( ) 








1;

2

1
,1;0  – точки пе-

региба; 

3) ( ) ( )+∞∞− ;00;   – функция вогнута; точек перегиба нет; 

4) ( )2;−∞−  – функция выпукла; ( ) ( )+∞− ;11;2   – функция вогнута; 







−

9

1
;2  – точка перегиба; 

5) 









+∞










−∞− ;

3

3

3

3
;   – функция вогнута; 










−

3

3
;

3

3
 – функция выпукла; 





















−

9

22
;

3

3
,

9

22
;

3

3
 – точки перегиба; 

6) ( )0;∞−  – функция выпукла; ( )+∞;0  – функция вогнута; точек перегиба нет; 

7) 









+∞










−∞− ;

3

5

3

5
;   – функция вогнута; 




















−

3

5
;00;

3

5
  – функция выпукла; 





















−

25

21
;

3

5

25

21
;

3

5
  – точки перегиба; 

8) ( ) ( )+∞+−∞− ;2222;   – функция вогнута; ( )22;22 +−  – функция выпукла; 

( ) ( ) 




 −−





 ++ +−−− 222222

22;22,22;22 ee  – точки перегиба; 

9) ( )0;1−  – функция вогнута; ( )1;0  – функция выпукла; ( )0;0  – точка перегиба; 

10) ( ) ( )+∞∞− ;20;   – функция выпукла; ( )2;0  – функц. вогнута; ( ) ( )0;2;0;0  – точки перегиба. 

24.5 3,6 и 4 см; 24.6 H=2R; 24.7 
3

32R
H = ;  

24.8 1) возрастает на всей области определения;  

2) ( ) 







∞−

2

3
;11;   – убывает; 








+∞;

2

3
 – возрастает; 

4

27

2

3
min =








= yy ;  

3) ( )0;∞−  – убывает; ( )+∞;0  – возрастает; ( ) 10min −== yy ; 

4) ( ) ( )+∞∞− ;40;   – возрастает; ( )4;0  – убывает; ( ) ( ) 164,160 minmax −==== yyyy ; 
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24.9 ( ) ( ) aayyaayy 2;2 minmax ==−=−= ; 

24.10 1) 







−−

9

8
;

2

1
; 2) точек перегиба нет; 3) ( ) 










−

3

4
;

2

1
,0;0 3 ; 4) ( ) ( )2/12/1 ;1,;1 −−− ee . 

24.11 1) 1 и 3/5; 2) e/1  и e/1− ; 3) 4ln  и 3ln ; 4) 8 и 0; 24.12 
3

2π
=α . 

Занятие 25. Асимптоты. Построение графиков функций 

Аудиторные задания 

25.1 Найти асимптоты графиков функций: 

1) 
2

542

−

+−
=

x

xx
y ; 2) 

1+
=

x

e
y

x
; 3) 

13

4

+
=

x
xy ; 4) 

x
xy ln

= ; 5) xxy 5arctg3 += ;  

6) 
9

2
2

2

−

+
=

x

x
y ; 7) xxy sin+= ; 8) ( ) xexy /12 −−= ; 9) 

12

2

−
=

x

x
y ; 10) xxy /22 += . 

25.2 Провести полное исследование и построить графики функций: 

1) 
4

2 12

x

x
y

−
= ; 2) xexy −= 2 ; 3) 21 xxy −= ; 4) 3 2 2xxy −= ; 5) xxy ln2= ;  

6) 
1

1
2

2

+

−
=

x

x
y ; 7) 

( )31 x

x
y

+
= ; 8) ( ) xexy 1−= ; 9) 

3

3

1

4

x

x
y

−
= ; 10) 166 23 +−= xxy . 

Домашние задания 

25.3 Найти асимптоты графиков функций: 

1) 
2

2

41

42

x

x
y

−

−
= ; 2) 








+=

x
exy

1
ln ; 3) 

( )2
3

12 x

x
y

+
= ; 4) 

2

32

x

x
y

+
= . 

25.4 Исследовать функции и построить графики: 

1) 
2

3

1 x

x
y

−
= ; 2) xxey /1= ; 3) ( )21ln xy −= ; 4) 

22 xxey −= . 

Ответы: 25.1 1) 2;2 −== xyx ; 2) 0;1 =−= yx  (левая); 3) xyx =−= ;1 ; 4) 0;0 == yx ; 

5) 
2

3
π

+= xy  (правая), 
2

3
π

−= xy  (левая); 6) 1,3,3 =−== yxx ; 7) нет;  

8) 3;0 −== xyx ; 9) xyx ±=±= ;1 ; 10) 0=x . 

25.3 1) 1;
2

1
=±= yx ; 2) 

e
xyex

1
;/1 +=−= ; 3) 1

2

1
;1 −=−= xyx ; 4) xyx == ;0 . 
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Занятие 26. Кривизна кривой 

Аудиторные задания 

26.1 Найдите кривизну и радиус кривизны линии 22 += xy  в точке ( )3;1 . 

26.2 Вычислите кривизну линии 23 += xy  в любой точке. 

26.3 Вычислите кривизну эллипса 99 22 =+ yx  в его вершинах. 

26.4 Найдите кривизну кривой 4=xy  в точке ( )2;2 . 

26.5 Найдите кривизну и радиус кривизны кривой 322 =++ yxyx  в точке ( )1;1M . 

26.6 Вычислите кривизну кривой ( )ϕ−= cos12r  в точке π=ϕ . 

26.7 Вычислите кривизну кривой 
3

,
3

2 t
tytx −==  в точке ( )1

3

2
;1 =








t . 

Домашние задания 

26.8 Найдите кривизну и радиус кривизны линии 3xy =  в точке ( )8;4M . 

26.9 Вычислите кривизну линии 
2

xx ee
y

−+
=  в точке 0=x . 

26.10 Вычислите кривизну гиперболы 1
94

22
=−

yx
 в точке 0,2 == yx . 

26.11 Найдите кривизну кривой 122 =−+ xyyx  в точке ( )1;1M . 

26.12 Вычислите кривизну линии 
3

,
2

32 t
y

t
x ==  в точке ( )1

3

1
;

2

1
=








tM . 

26.13 Вычислите кривизну линии tyty sin3,cos2 ==  в любой ее точке. 

Ответы: 26.1 
2

55
;

55

2
== RK ; 26.2 ( )33/4

3
19

6

1
+⋅= x

x
K ; 26.3 

9

1
;3 == KK ;  

26.4 
4

2
=K ; 26.5 23;

23

1
== RK ; 26.6 

8

3
=K ; 26.7 

2

1
=K ;  

26.8 
3

1080
;

1080

3
== RK ; 26.9 1=K ; 26.10 

2

9
=K ; 26.11 

2

3
=K ; 26.12 

22

1
=K ; 

26.13 
( )

6

cos9sin4
2/322 tt

K
+

= . 
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РАЗДЕЛ КОНТРОЛЯ ЗНАНИЙ  

ПО УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЕ «МАТЕМАТИКА. ЧАСТЬ I» 

ТИПОВОЙ РАСЧЕТ № 1 

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ И АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 

Задача 1 

Исследовать систему уравнений и в случае совместности решить ее. 

1.1. а)








=+
=+−+

=−−−

.43
,32

,1

41

4321

4321

xx
xxxx

xxxx
 б) 











−=−−
=−
=++
=−−

.122
,123

,1
,032

321

21

321

321

xxx
xx

xxx
xxx

 

1.2. а)








=++
=+−
=++

.532
,0

,522

321

432

431

xxx
xxx

xxx
 б) 











=++
−=−+

=++
=+−

.337
,154

,1
,032

321

321

321

321

xxx
xxx

xxx
xxx

 

1.3. а)








−=++
=−−−

=++

.1
,02

,232

421

4321

432

xxx
xxxx

xxx
 б) 











=+−
=++

−=++
=+−

.0
,3

,23
,12

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

 

1.4. а)








=++
=+−

=++

.152
,2

,042

421

431

432

xxx
xxx

xxx
 б) 









=+−
=++
=−+

.02
,02
,043

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.5. а)








=−++
=+−
=−+

.3223
,333

,0324

4321

421

432

xxxx
xxx

xxx
 б) 









=++
=−+
=++

.222
,22
,43

421

431

321

xxx
xxx
xxx

 

1.6. а)








−=−−+
=−+
=+−

.222
,12

,332

4321

431

321

xxxx
xxx

xxx
 б) 











=−+
=+

=−+
=−−

.0233
,2

,12
,022

321

42

321

431

xxx
xx

xxx
xxx

 

1.7. а)








=+−
=−+
=+−

.063
,03

,0524

431

431

431

xxx
xxx

xxx
 б) 











=+
−=+−
=++

=−+

.024
,5
,62

,7

31

321

421

431

xx
xxx

xxx
xxx

 

1.8. а)








=−+
=−+

=+−

.023
,022

,0

421

431

431

xxx
xxx

xxx
 б) 











=−+
=++

=+−
=++

.0
,123

,0
,522

432

421

431

321

хxx
xxx

xxx
xxx
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1.9. а) 








=−+
=−++
=++−

.022
,02

,0

421

4321

4321

xxx
xхxx

xхxx
 б) 











=+
=+

=++
=−−

.63
,75

,0
,123

21

32

321

321

xx
xx

xxx
xxx

 

1.10. а) 








=−
=++
=−+

.04
,0
,0

43

432

421

xx
xхx
xxx

 б) 











=+
=++

=−+
−=−+

.033
,32

,4
,2

21

421

321

432

xx
xхx

xxx
xxx

 

1.11. а) 








=−+
=−+

=+

.032
,0

,042

321

421

43

xхx
xхx

xx
 б) 











−=−−
=+

−=−+−
=++

.222
,02

,1
,1

421

31

4321

432

хxx
хx

хxxx
xxx

 

1.12. а) 








=−
=+−
=−+

.03
,02
,03

21

421

421

хx
xхx
xхx

 б) 











=+++
=−+
=++

=+−

.12
,02
,52

,7

4321

432

421

321

ххxx
ххx
хxx

xхx

 

1.13. а) 











=−++
=−++

=−+
=++

.6234
,323

,3
,02

4321

4321

431

321

хxхx
хxхx

xхx
xхx

 б) 








=−+
=++

=+

.02
,0

,043

421

421

43

ххx
хxx

xx
 

1.14. а) 








=++
=+−
=++

.42
,1
,3

431

421

432

ххx
xхx
xхх

 б) 








=+
=−+
=−−

.03
,02
,02

41

431

321

хx
хxx
xхx

 

1.15. а) 








=−−−
=−−−

=+−−

.021385
,04523

,043

4321

4321

4321

хххx
xххx

xххx
 б) 











=++
−=++−

=−−+
=−++

.336
,122

,023
,42

321

4321

4321

4321

хxx
хххx
ххxx

хxхx

 

1.16. а) 











=+
=+−
=−+
=+−

.53
,02

,1
,1

41

431

432

421

хх
ххx

xхх
xхx

 б) 








=++
=+−
=++

.03
,0

,02

421

431

431

ххx
хxx

xхx
 

1.17. а) 








=+−
=++
=−+

.0
,02
,02

431

321

431

ххx
xхx
xхx

 б) 











=−++
−=+++
=−−+

=−+

.04244
,1
,23

,1422

4321

4321

4321

432

ххxx
ххxх
ххxx

хxх
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1.18. а) 








=+−
=−+
=+−

.032
,0

,042

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 б) 











=−−−
−=−−
=−+
−=−−

.236
,1

,023
,32

4321

321

321

431

xxxx
xxx

xxx
xxx

 

1.19. а) 








=+
=−+

=++

.032
,0

,043

41

431

432

xx
xxx

xxx
 б) 











=+++
−=−+

=+−
=++

.0262
,12

,1
,025

4321

432

43

432

xxxx
xxx

xx
xхx

 

1.20. а) 











=+++
=−

=−+
−=++

.423
,4

,1
,132

4321

43

421

431

xxxx
xx

xxx
xxx

 б) 








=−−
=++
=−−

.02
,0
,0

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.21. а) 








=++
−=+−
=++

.24
,1
,33

421

431

432

xxx
xxx

xxx
 б) 











=−+−
=++
=−−
=+−

.023
,02

,0
,032

4321

321

432

321

xxxx
xxx

xxx
xxx

 

1.22. а)








=+−
=+−

=−−

.023
,022

,0

321

421

431

xxx
xxx

xxx
 б) 











=+++
−=++
=−−
=++

.9623
,1
,54
,153

4321

432

421

321

xxxx
xxx
xxx
xxx

 

1.23. а)








=−−−
=+−
=−−

.65
,12
,553

4321

421

431

xxxx
xxx
xxx

 б) 











=−−+
=++−−

=++
=+−

.03
,03

,02
,02

4321

4321

432

321

xxxx
xxxx

xxx
xxx

 

1.24. а)











=++
=+−+

−=+−
=+−

.0
,0210

,17
,23

321

4321

431

432

xxx
xxxx

xxx
xxx

 б) 




=−+−
=−−+

.02422
,023

4321

4321

xxxx
xxxx

 

1.25. а) 











=−−
=++

=++
=−+

.2232
,2322

,02
,22

431

321

432

421

xxx
xxx

xxx
xxx

 б) 








=+−
=+−
=++

.023
,02
,02

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Задача 2 

2.1. Вычислить ),( ba
 , где ;423 21;21 mmbmma 

+=−=  21, mm   – единичные векторы, 

угол между которыми равен 
4
π . 

2.2. Найти проекцию вектора kjia
 434 +−=  на направление вектора kjib


++= 22 . 
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2.3. Найти ),( ba
 , ba

 , , если kjbkjia
 2,2 +=−+= . 

2.4. Вектор c , коллинеарный вектору kia
 25 −= , образует острый угол с осью Oz. 

Найти координаты вектора c , если 293=c . 

2.5. Найти ( )baba


−− ,32 , если 2,2 == ba
 , ( )

4
^, π

=ba
 . 

2.6. Найти ),( ba
 , ba

 , , если pnmpmbpnma  ,,,4;32 −=−+=  – ортогональный базис и 

4,3,2 === pnm  . 

2.7. Найти длину вектора nma  43 += , если ,1== nm   ( )
3

^ π
=nm  . 

2.8. Найти вектор b


, коллинеарный вектору kjia


−+= 2  и удовлетворяющий усло-

вию 3),( =ba
 . 

2.9. Найти ( )baba
 3,52 +− , если ( )

3
2^,3,2 π

=== baba
 . 

2.10. Вычислить синус угла между диагоналями параллелограмма, сторонами которого 

служат векторы kjibkjiа


+−=−+= 3,2 . 

2.11. Найти вектор d


, удовлетворяющий условиям ( ) ,5, =ad 
 ( ) ( ) 3,,2, == cdbd 

, если 

( )0,2,1−a , ( )5,0,1−b


, ( )0,0,1c . 

2.12. Даны векторы kjickjibkjia
 1243,54,63 +−=−+=−−= . Найти проекцию векто-

ра ba


+  на направление вектора c . 

2.13. Вектор b


, коллинеарный вектору kjia
 5,786 −−= , образует острый угол с осью Oz. 

Найти координаты вектора b


, если 50=b


. 

2.14. Найти площадь треугольника, построенного на векторах baAB
 23 −=

→
 и 

baAC
 36 +=

→
, если 3,4 == ba

 ( )
6

^ π
=ba

 . 

2.15. Найти ],[ ba
 , если ( ) 96,,15,8 === baba

 . 

2.16. Какой угол образуют векторы a  и b


, если bam
 2+=  и ban

 45 −=  ортогональ-

ны, 1== ba
 ? 

2.17. Вычислить ( ) ( ) ( )accbba  ,,, ++ , если 0=++ cba  , 1=== cba  . 

2.18. Даны точки А(–5, 7, –6) и B(7, –9, 9). Найти проекцию вектора kjia


+−= 3  на 

направление вектора 
→
АВ . 
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2.19. Найти координаты вектора a , если ( ) ,
3

^ π
=ia

  ( ) 6,
4

^ =
π

= aja  . 

2.20. Найти вектор х , ортогональный вектору ( )4,3,12 −a , имеющий с ним одинако-

вую длину и лежащий в плоскости Oyz. 

2.21. Найти угол между векторами nmbnma 
−=+=  и 42 , если ( )

3
2^,1 π

=== nmnm  . 

2.22. Найти проекцию вектора a ( )4,3,4 −  на направление вектора ( )1,2,2b


. 

2.23. Какой угол образуют единичные векторы m  и n , если векторы nma  2+=  и 

nmb 
45 −=  ортогональны? 

2.24. Доказать, что скалярное произведение двух векторов не изменится, если к одно-

му из них прибавить вектор, ортогональный другому сомножителю. 

2.25. При каких значениях α и β векторы kjia
 22 +−=  и kjib


−β+= 5  коллинеарны? 

Задача 3 

3.1. Найти [ ]bba
 ,2 + , где kjibkjia


−+=−−= 2;23 . 

3.2. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

nmbnma  3 и 2 −=+= , если ( )
6

^,3;5 π
=== nmnm  . 

3.3.  Вектор с  перпендикулярен векторам a  и b


, угол между a  и b


 равен 
6
π . 

Зная, что 3,3,6 === cba  , вычислить ),,( cba  . 

3.4. Найти [ ]baba


+− 2,2 , где jikbkjia
 23;2 −−=+−= . 

3.5. Найти вектор x


, если известно, что он ортогонален векторам 

kjibkjia


−+=+−= 32,3  и ( ) 51432, =+− kjix
 . 

3.6. Найти координаты вектора x , если он ортогонален векторам ( ) ( )3,1,1,1,3,2 −− ba
  

и x =1. 

3.7. Найти единичный вектор d


, компланарный векторам ( )3,1,2 −a  и ( )0,2,4b


 и ор-

тогональный вектору ( )1,1,1c . 

3.8. Вычислить площадь параллелограмма, сторонами которого являются векторы 

nma  2+=  и nmb 
3−= , если ( )

6
^,3,5 π

=== nmnm  . 

3.9. Вычислить синус угла между диагоналями параллелограмма, сторонами которого 

служат векторы ,2 kjia


++=  kjib


+−= 3 . 
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3.10. Вычислить высоту параллелепипеда, построенного на векторах 

kjickjibkjia


+−=+−=−+= 3,4,523 , если за основание взят параллелограмм, построен-

ный на векторах a  и b


. 

3.11. Вектор x , перпендикулярный векторам kjia
 324 −−=  и kjb


3+= , образует с 

осью Oy тупой угол. Найти координаты вектора x , если .26=x  

3.12. Вычислить площадь параллелограмма, сторонами которого являются векторы 

ACAB  и , если ( ) ( ) ( )4,1,3,2,1,1 CBA −− . 

3.13. Вершины треугольной пирамиды находятся в точках ( )0,0,0A , ( )1,4,3 −B , 

( )5,3,2C , ( )3,0,6 −D . Найти длину высоты, проведенной из вершины А. 

3.14. Проверить, лежат ли точки ( )2,1,2 −A , ( )5,0,3B , ( )3,2,1−C , ( )1,2,0 −D  в одной 

плоскости. 

3.15. Проверить, компланарны ли векторы kjia


+−= 2 , kjib


23 −+= , 

kjic
 13147 −+= . 

3.16. Дана треугольная пирамида с вершинами ( )1,0,0A , ( )4,3,2B , ( )3,2,6C , ( )2,7,3D . 

Найти длину высоты пирамиды, проведенной на грань BCD. 

3.17. Найти площадь параллелограмма, сторонами которого являются векторы 

kjia


+−= 3  и kjib


32 +−= . 

3.18. Найти [ ]aba  ,3 − , если kjibkjia
 2,42 ++−=−+= . 

3.19. Найти ),,( cba  , если векторы cba  ,,  образуют правую тройку и взаимно пер-

пендикулярны, .4,3,2 === cba   

3.20. Показать, что точки A(3, 1, –1), B(5, 7, –2), C(1, 5, 0) и  

D(9, 4, –4) лежат в одной плоскости. 

3.21. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

jibjia
 4,32 −=+= . 

3.22. Найти единичный вектор, ортогональный векторам kjia
 2++=  и kjib


++= 2 . 

3.23. Вершинами треугольной пирамиды являются точки A(-5, 4, 8), B(2, 3, 1), C(4, 1, –2) 

и D(6, 3, 7). Найти длину высоты, проведенной на грань BCD. 

3.24. Вычислить синус угла между диагоналями параллелограмма, построенного на 

векторах kjibkjia


+−=−+= 3,2 . 

3.25. Проверить, лежат ли точки A(–1, 2, 3), B(0, 4, –1), C(2, 3, 1) и D(–2, 1, 0) в одной 

плоскости. 
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Задача 4 

4.1. Написать уравнение прямой, проходящей через начало координат перпендику-

лярно прямой 01362 =+− yx . 

4.2. Найти угол между прямой 0132 =−+ yx  и прямой, проходящей через точки 

( ) ( )3;0,2;1 21 MM − . 

4.3. Найти уравнение прямой, проходящей через точку ( )4;1−M  параллельно прямой 

0432 =−+ yx . 

4.4. Дан треугольник с вершинами в точках ( )2,1−A , ( )1,0B  и ( )4,1C . Написать урав-

нение прямой, проходящей через вершину А параллельно противоположной стороне. 

4.5. При каком значении параметра α прямые ( ) ++α x23  ( ) 0841 =+α−+ y  и 

( ) ( ) 07425 =−+α+−α yx  взаимно перпендикулярны? 

4.6. Даны вершины треугольника ( )5,3A , ( )3,3−B  и ( )8,5 −C . Определить длину ме-

дианы, проведенной из вершины С. 

4.7. При каких значениях α прямые 012 =−− yax  и 0346 =−− yx : 

а) параллельны; б) имеют одну общую точку? 

4.8. Написать уравнение прямой, проходящей через точку ( )3;4M  перпендикулярно 

вектору 21MM , если ( )2,01 −M , ( )5,32M . 

4.9. Дан треугольник с вершинами в точках ( )5,21M , ( )3,12 −M  и ( )0,03M . Составить 

уравнение медианы, проведенной из вершины 3M . 

4.10. Найти уравнение прямой, проходящей через точку ( )2,11 −M  перпендикулярно 

прямой, соединяющей точки ( )3,22M  и ( )1,03 −M . 

4.11. На прямой 0112 =++ yx  найти точку, равноудаленную от двух данных точек 

( )1,1A  и ( )0,3B . 

4.12. Написать уравнение прямой, проходящей через точку ( )1;1−M  параллельно пря-

мой 054 =−+ yx . 

4.13. Найти расстояние между прямыми 02543 =+− yx  и 05086 =−− yx . 

4.14. Найти уравнение прямой, проходящей через точку ( )3,2;1M  параллельно вектору 

AB , если ( )4,2;1−A , ( )8,5;3B . 

4.15. Привести к каноническому виду уравнения прямой 




=++−
=−−−
.032

,09332
zyx

zyx
 

4.16. Найти уравнение прямой, проходящей через точку ( )3;1−M  и точку пересече-

ния прямых ,012 =−− yx  043 =−+ yx . 
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4.17. Найти значения параметров a и d, при которых прямая 







+−=
+=
+=

tz
ty
tx

3
41
43

 принадле-

жит плоскости 042 =+−+ dzyax . 

4.18. Дан треугольник с вершинами в точках А(1, 5), B(−4, 3), С(2, 9). Найти уравнение 

высоты, проведенной из вершины А. 

4.19. Составить уравнение прямой, проходящей через точку пересечения прямых 

0425,0253 =+−=+− yxyx  и точку А(1, 3). 

4.20. Дан треугольник с вершинами в точках А(1, 1), B(−2, 3), С(4, 7). Написать урав-

нение медианы, проведенной из вершины А. 

4.21. Найти уравнение прямой, проходящей через точку А(1, −1) параллельно прямой, 

соединяющей точки )3,2(1 −M  и )1,5(2M . 

4.22. Даны уравнения сторон треугольника ,012 =−+ yx  0114,01745 =+−=−+ yxyx . 

Составить уравнение прямой, проходящей через одну из вершин треугольника параллельно 

противоположной стороне. 

4.23. Найти уравнение прямой, проходящей через точку )3,2(1M  ортогонально векто-

ру 21MM , если )5,4(2M . 

4.24. Выяснить, принадлежат ли точки А(−1, 2), B(3, 4) и С(1, 2) одной прямой. 

4.25. Даны точки А(−1, 2, 3), B(3, 1, 2) и С(1, 3, 1). Найти точку пересечения медиан 

треугольника ABC. 

Задача 5 

Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4. Требуется найти: 1) длину ребра А1А2; 2) угол 

между ребрами А1А2 и А1А4; 3) площадь грани А1А2А3; 4) объем пирамиды; 5) уравнение пря-

мой А1А4; 6) уравнение плоскости А1А2А3; 7) угол между ребром А1А4 и гранью А1А2А3;  

8) уравнение высоты, опущенной из вершины А4 на грань А1А2А3. Сделать чертеж. 

5.1. ( )9,3,31A , ( )1,9,62A , ( )3,7,13A , ( )8,5,84A . 

5.2. ( )4,5,31A , ( )3,8,52A , ( )9,9,13A , ( )8,4,64A . 

5.3. ( )3,4,21A , ( )3,6,72A , ( )3,9,43A , ( )7,6,34A . 

5.4. ( )5,5,91A , ( )1,7,32 −A , ( )8,7,53A , ( )2,9,64A . 

5.5. ( )1,7,01A , ( )5,1,42A , ( )3,6,43A , ( )8,9,34A . 

5.6. ( )4,5,51A , ( )4,8,32A , ( )10,5,33A , ( )2,8,54A . 

5.7. ( )1,1,61A , ( )6,6,42A , ( )0,2,43A , ( )6,2,14A . 
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5.8. ( )3,5,71A , ( )4,4,92A , ( )7,5,43A , ( )6,9,74A . 

5.9. ( )2,6,61A , ( )7,4,52A , ( )7,4,23A , ( )0,3,74A . 

5.10. ( )1,3,11 −A , ( )3,2,32 −−A , ( )3,3,33 −−A , ( )4,0,24 −−A . 

5.11. ( )6,1,11 −A , ( )2,5,42 −A , ( )0,3,13 −A , ( )5,1,64A . 

5.12. ( )1,1,11A , ( )0,4,32A , ( )6,5,13 −A , ( )5,0,44A . 

5.13. ( )0,0,01A , ( )0,2,52A , ( )0,5,23A , ( )4,2,14A . 

5.14. ( )2,1,71A , ( )2,3,52 −−A , ( )5,3,33A , ( )1,5,44 −A . 

5.15. ( )2,3,21 −−A , ( )2,3,22 −A , ( )0,2,23A , ( )5,5,14A . 

5.16. ( )1,1,31A , ( )1,4,12A , ( )7,1,13A , ( )1,4,34 −A . 

5.17. ( )2,3,41 −−A , ( )3,2,22A , ( )3,2,23 −−A , ( )3,2,14 −−A . 

5.18. ( )0,1,51A , ( )1,0,72A , ( )4,1,23A , ( )3,5,54A . 

5.19. ( )1,2,41 −A , ( )4,0,32A , ( )4,0,03A , ( )3,1,54 −−A . 

5.20. ( )2,0,01A , ( )5,0,32A , ( )0,1,13A , ( )2,1,44A . 

5.21. ( )5,0,31A , ( )2,0,02A , ( )2,1,43A , ( )0,1,14A . 

5.22. ( )0,1,11A , ( )2,1,42A , ( )2,0,03A , ( )5,0,34A . 

5.23. ( )2,1,41A , ( )0,1,12A , ( )5,0,33A , ( )2,0,04A . 

5.24. ( )0,0,01A , ( )1,2,32 −A , ( )0,4,13A , ( )3,2,54A . 

5.25. )0,1,3(1A , ( )2,7,02A , ( )5,0,13 −−A , ( )5,1,44A . 

Задача 6 

Построить на плоскости кривую, приведя ее уравнение к каноническому виду. 

6.1. 020282 =+++ yxx . 6.2. 0151843 22 =++− xyx . 6.3. 07822 22 =++−+ yxyx . 

6.4. 01582 =+++ yxx . 6.5. 02010422 =+−++ yxyx . 6.6. 09183095 2 =++−+ yxyx . 

6.7. 0100364094 22 =++−+ yxyx . 6.8. 0127645169 22 =−−−− yxyx . 6.9. 01282 2 =+−+ yxx . 

6.10. 0364 22 =+−+ yyx . 6.11. 0109325449 22 =+−−+ yxyx . 6.12. 0752 =+−− yxx . 

6.13. 0111664 22 =−++− yxyx . 6.14. 0784 2 =+−+ yxx . 6.15. 01849 22 =−+ xyx . 

6.16. 0382 2 =+−+ yyx . 6.17. 3864 22 =+−+ yxyx . 6.18. 06105 2 =−+− yyx . 

6.19. 242484 22 =−+− yxyx . 6.20. yxx 2562 =++ . 6.21. 05040109 22 =−++ yyx . 

6.22. 01991864916 22 =+−−− yxyx . 6.23. 014122 2 =−+− yyx . 6.24. 011422 =−++ xyy . 

6.25. 022 22 =++ xyx . 



 

183 

Задача 7 

Построить поверхность, приведя ее уравнение к каноническому виду. 

7.1. а) 221 yxz −−= ; б) 24 xz −= . 

7.2. а) 0422 222 =+++ zyxx ; б) 452 =++ zyy . 

7.3. а) 064 222 =+++ xzyx ; б) zzx 222 =+ . 

7.4. а) xzy −=+ 12 22 ; б) 4=xy . 

7.5. а) 32849 222 =−−+ zyyx ; б) 0622 =−− xyx . 

7.6. а) 022 222 =++− zzyx ; б) 020642 =−−+ yzz . 

7.7. а) 0453222 =−+−++ zyxzyx ; б) 142 += xy . 

7.8. а) 222 yxz ++= ; б) 21 xz −= . 

7.9. а) 91891636 222 =+−+ zzyx ; б) 07822 =−−− xzz . 

7.10. а) 0222 =−− zyx ; б) 242 −= xy . 

7.11. а) zzyx 2222 =++ ; б) 2xy = . 

7.12. а) 223 222 =+−+ zzyx ; б) 21 zx −= . 

7.13. а) zzyx 242 222 =+− ; б) xzx 252 =+ . 

7.14. а) 224 yxz −−= ; б) yyx 222 =+ . 

7.15. а) 04442 222 =+−−+ zxxy ; б) ( )21−= xz . 

7.16. а) 02 222 =−−− xzyy ; б) 2yx = . 

7.17. а) 12222 −=−+ zyyx ; б) zyz 222 =+ . 

7.18. а) 6222 +=+ zyx ; б) 0622 =−+ zzx . 

7.19. а) 3236849 222 =−++ zyyx ; б) 1052 2 =+ yx . 

7.20. а) zzyx 2222 =++ ; б) xz 72 = . 

7.21. а) 02484155 222 =−+−+ zzyx ; б) 84 22 =− yx . 

7.22. а) 3224 222 +++= xyxz ; б) 4=xy . 

7.23. а) 484 222 =−+− yzyx ; б) 0322 =−+ yx . 

7.24. а) 0222 =++ zyx ; б) 0422 =+− yx . 

7.25. а) 02 222 =++− zyxx ; б) 22 yx −= . 
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ТИПОВОЙ РАСЧЕТ № 2 

ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ. ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ  

К ИССЛЕДОВАНИЮ ФУНКЦИЙ И ПОСТРОЕНИЮ ГРАФИКОВ 

Задача 1 

Найти пределы функции, не пользуясь правилом Лопиталя. 
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1.14. а)
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Задача 2 

Исследовать данные функции на непрерывность и указать вид точек разрыва;  

в условии «б» дополнительно построить график функции. 
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Задача 3 

Найти производные функций. 

3.1. а) ;1arcsin xxxy −+=  б) ;arcsin xxy =  в) .010015596 224224 =−+−+− yxyyxx  
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Задача 4 

Найти производные второго порядка от функций: 
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2 1log xy −= . 

4.4. 
2xey −= . 4.5. 

21

arcsin

x

xy
−

= . 4.6. 
5

22
+

−=
x

xy . 

4.7. ( )3ln2
4
1 2 −= xxy . 4.8. xxxxxy arcsin1

3
21

3
1 222 +−⋅+−⋅= . 4.9. xxxy 3cos

27
23sin

9
1

−⋅−= . 

4.10. xy 2sin= . 4.11. xy tg= . 4.12. 21 xy += . 
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4.13. ( )32 23 +−= xxy . 4.14. 
2xexy ⋅= . 4.15. 31

1
x

y
+

= . 

4.16. ( ) xxy arctg1 2+= . 4.17. 22 xay −= . 4.18. 




 ++= 21ln xxy . 

4.19. xey = . 4.20. xxy arcsin1 2 ⋅−= . 4.21. ( )xay sinarcsin ⋅= . 

4.22. 21 xxy +⋅= . 4.23. 
21 x

x

−
. 4.24. 





 ++= 42 1ln xxy . 

4.25. xxy ln= . 4.26. 
3

11
−

=
x

y . 

Задача 5 

Найти производные первого и второго порядков от функций, заданных параметрически: 

5.1. 1
3
1;2 32 −=+= tytx . 5.2. 21;arcsin tytx −== . 5.3. 32; btyatx == . 

5.4. tytx sin;cos == . 5.5. ( ) ( )tayttax cos1;sin −=−= . 5.6. taytax 22 sin;cos == . 

5.7. 1;ln 2 −== tytx . 5.8. ( )21ln;arcsin tytx −== . 5.9. tatytatx sin;cos ⋅=⋅= . 

5.10. 2;arccos ttytx −== . 5.11. ty
t

x tg;
cos

1
== . 5.12. ( )21ln;arctg tytx +== . 

5.13. taytax 33 sin;cos == .  5.14. RttRyRttRx coscos;sinsin +=+= . 5.15. ( )1ln;22 +=+= tyttx . 

5.16. tt etyex α−α +α=+= ;1 . 5.17. tttytttx cossin;sincos −=+= . 5.18. tytx sin;cos2 == . 

5.19. 32; ttytx +== . 5.20. tt eyex 32 ; == . 5.21. tytx 22 sin2;cos2 == . 

5.22. tt etyex −+=+= ;1 . 5.23. ttyttx 2coscos2;2sinsin2 +=+= . 

5.24. teytex tt sin;cos == . 5.25. 5;4 32 −=+= tt eyex . 

Задача 6 

Пользуясь правилом Лопиталя, найти пределы функций: 

6.1. а) 
xx

x
x ++

++
−→ 2

112lim
3

1
; б) 

x
x

x ctg
lnlim

0→
. 

6.2. а) 
x
x

x β−
α−

→ cos1
cos1lim

0
; б) 













−

∞→
1lim

1
x

x
ex . 

6.3. а) 20

cos1lim
x

x
x

−
→

; б) ( ) xx
x

lnarctg2lim −π
∞→

. 

6.4. а) 3
sinlim
x

xx
x

−
∞→

; б) ( )x

x

x +

π

+−→ 1ln
2

tg
lim

01
. 
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6.5. а) ( )x
ee axax

x +
− −

→ 1ln
lim

2

0
; б) ( )

x
x

x π
−

+→ ctg
1lnlim

01
. 

6.6. а) 
67

22lim 3

23

1 +−
+−−

→ xx
xxx

x
; б) xx

x
ctgarcsinlim

0
⋅

→
. 

6.7. а) 
xx

xee xx

x sin
2lim

0 −
−− −

→
; б) ( )0lnlim >α

α∞→ x
x

x
. 

6.8. а) 
x
ee xx

x sin
lim

0

α−α

→

− ; б) xx e
x100

lim
∞→

. 

6.9. а) 

x

x
x 1sin

11arctg
4lim







 −−

π

∞→
; б) ( )

2
tg1lim

1

xx
x

π
−

→
. 

6.10. а) 
x
ba xx

x tg
lim

0

−
→

; б) ( )
2

tg1lim
1

xx
x

π
+

−→
. 

6.11. а) 
x

ex

x 2sin
1lim

0

−
→

; б) 3
1

2
0

lim x
x

ex
→

. 

6.12. а) 
x
x

x −→ 1
lnlim

1
; б) xx

x 












−

∞→
13lim

1
. 

6.13. а) ( )
103

3lnlim 2

2

2 −+
−

→ xx
x

x
; б) 5lim

x
ex

x ∞→
. 

6.14. а) 
x

a x

x ln
1lim

ln

1

−
→

; б) 
12

lim 100

1000

+∞→ x
x

x
. 

6.15. а) 
x
ee xx

x sin
lim

5

0

−
→

; б) x
x

x +
∞→

1
1

lim . 

6.16. а) 
x

xx

x 4cos1

tg
2
1sin

lim
2

4
+

−

π
→

; б) x
x

x −
→

1
1

1
lim . 

6.17. а) 
xx
xx

x sin
sintglim

0 −
−

→
; б) xx

x
3

lim
3

∞→
. 

6.18. а) 
34
23lim 23

23

1 +−
+−

→ xx
xx

x
; б) x

x
x

1sin
2
3

lim
∞→

. 

6.19. а) 
xe
xe

x

x

x β−
α−

β

α

→ cos
coslim

0
; б) 

10
1

lnlim

x

x
x ∞→

. 

6.20. а) nn

mm

ax ax
ax

−
−

→
lim ; б) 

x

x x

tg

0

1lim 







→
. 
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6.21. а) 
x

xe x

x 4sin
13lim 2

3

0

−−
→

; б) xx

x
3

lim
9

∞→
. 

6.22. а) 
1cos

1lim
3

0 −
−

→ x
ex

x
; б) 

x
ax

x
sinlim ⋅

∞→
. 

6.23. а) 
x

xe x

x 2sin
1lim

5

0

−+
→

; б) 
x
x

x arctg

11ln
lim







 +

∞→
. 

6.24. а) 







−

→ xxx

1
tg
1lim

0
; б) ( ) x

x
x cos

2

2lim −π
π

→

. 

6.25. а) 
x
ee xx

x sin
lim

0

−

→

− ; б) 2
3

0
)2(coslim x

x
x

→
. 

Задача 7 

Написать формулу Тейлора третьего порядка  

с остаточным членом в форме Лагранжа для заданной функции в точке 0x . 

7.1. 1, 0
2 −=xxe x . 7.2. 0,

2 0 =












+

−
xeea a

x
a
x

. 

7.3. 1, 0 −=xex . 7.4. 0,4 0 =xx . 

7.5. 4, 0 =xx . 7.6. 1,23 0
2610 =++− xxxx . 

7.7. 0,
8

1
0 =+

x
x

. 7.8. 0,cos 0 =xxx . 

7.9. 2,
1 0 =−

x
x

x . 7.10. 0, 0
sin =xe x . 

7.11. ( ) 0,
2
1

0 =+ − xee xx . 7.12. ( ) 0,sin1ln 0 =+ xx . 

7.13. ( ) 0,45ln 0 =− xx . 7.14. 0,3 0 =xx . 

7.15. 1,1
0 =x

x
. 7.16. 0, 0

15 =− xe x . 

7.17. 3,
2

1
0 −=

+
x

x
. 7.18. 0,arcsin 0 =xx . 

7.19. 1,ln 0
3 =xxx . 7.20. 1,ln 0 =xx . 

7.21. 2,5 0
35 =+− xxxx . 7.22. ( ) 0,5ln 0 =+ xx . 

7.23. 0,
3

sin 0 =xx . 7.24. 0, 0 =xxex . 7.25. 0,
23

1
0 =−

x
x

. 
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Задача 8 

Исследовать функцию и построить ее график. 

8.1. 2

21
x

xy −
= . 8.2. 

( )31 x
xy
+

= . 8.3. 
x

xy 14 2 +
= . 

8.4. 
12

3

−
=

x
xy . 8.5. 

( )2
3

12 x
xy
+

= . 8.6. 
x

xy
2

23 +
= . 

8.7. 24
4

x
xy

+
= . 8.8. 

1
1

2

2

+
−

=
x
xy . 8.9. 

1

2

−
=

x
xy . 

8.10. 
x

xy 54 3 +
= . 8.11. 

13

4

−
=

x
xy . 8.12. 2

2

41
42
x
xy

−
−

= . 

8.13. 2

32
x

xy +
= . 8.14. 2

4 1
x

xy +
= . 8.15. 2

3

1 x
xy
−

= . 

8.16. 3

3

1
4

x
xy
−

= . 8.17. 
x

xy
−

=
1

2
. 8.18. 2

4

1 x
xy
−

= . 

8.19. 
42

3

−
=

x
xy . 8.20. 

( )2
3

2−
=

x
xy . 8.21. 2

3 1
x

xy −
= . 

8.22. 
1

4
3

3

−
=

x
xy . 8.23. 

3
52

−
−

=
x

xy . 8.24. xexy −= 2 . 8.25. 21 xxy −= . 

 



 

194 

Тест «Линейная алгебра» 

Вариант 1  

 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1-4 Для заданных матриц выполнить задания 1-4: 

A = 
5 1 4
2 3 0

 
 − − 

;   B = 
1 1 1
2 3 0
1 2 1

− 
 
 
 − − 

;   C = 
9 3
2 7

− 
 
 

;   D = 
2 0
1 1

4 3

 
 − 
 
 

. 

1. Запишите, какие из следующих операций определены: А2+В2; С+DT; B ⋅D? 

 Выполнить, если возможно, действия: 

2. 2A – DT 
1) невозможно; 2) 8 1 5

0 2 4
− 

 − − 
; 3) 

8 3 4
4 7 3

 
 − − − 

; 

4) 
8 3 4
5 5 0

 
 − − 

; 5) 
12 1 3

4 6 3
 
 − − 

. 

3. А2 
1) невозможно; 2)

25 1 16
4 9 0

 
 
 

;3) 
25 1 16

4 9 0
 
 − − 

; 

4) 
29 10 16
4 9 0

 
 − 

;5) другой ответ. 

4. B ⋅D 
1) невозможно;   2) 

7 1 0
2 3 5
 
 − 

;   3) 
7 2
1 3
0 5

 
 
 
 − 

;  

4) 
5 4
1 8
1 2

 
 
 
 
 

;   5) другой ответ. 

5. Записать разложение определи-

теля по элементам 3-го столбца 

и затем вычислить его: 

0125
3012
2101
5021

−−

−
−

=∆ . 

1) 22;   2) 14;   3) 30;   4) 120;   5) другой ответ. 
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6. Найти Arang  и указать какой-нибудь 

базисный минор. 

















−−
−−

−
=

24403
21632
03211

A . 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 4;   5)  5. 

7. Решить матричное уравнение 

BAX =⋅ . 









−
−

=
















−−
−

−
=

213
121

,
121
201

120
BA . 

1) 







−−
−−

5,275,075,2
112

;  

2) 







−−
−−

25,275,075,2
102

; 3) 
















−−

−−

25,21
75,00
75,22

;  

4) 
















100
010
001

; 5) другой ответ. 

8. Решить систему методом Крамера 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 8,
4 4 22,

2 11.

x x x
x x x

x x x

− + =
 + + =
 + + =

 

9. Исследовать систему на совместность. В случае совместности найти общее решение: 

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 2,
5 2 9 19,
3 2 9.

x x x
x x x x
x x x x

+ + =
 + + + =
 − + + =

 

10. Для данной однородной системы найти фундаментальную систему решений: 





=−++
=++−

0.322
,03

4321

4321

xxxx
xxxx

 

 



 

196 

Тест «Линейная алгебра» 

Вариант 2  

 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1-4 Для заданных матриц выполнить задания 1-4 

A = 
1 3 0

4 2 2
− 
 − 

; B = 
1 0 1
3 2 1
2 1 3

− 
 
 
 − − 

; C = 
11 4
3 5
− 
 
 

; D = 
3 1
0 2
1 1

 
 − 
 − 

. 

1. Запишите, какие из следующих операций определены: СT+DT; A ⋅B; D ⋅C; B2? 

 Выполнить, если возможно, действия: 

2. 2A – DT 
1) невозможно; 2) 

1 6 1
9 2 3

− 
 − 

;   3) 
3 7 1
7 2 5
 
 − − 

; 

4) 
5 6 1

7 6 5
− 
 − 

;   5) 
0 1 1
7 2 3
 
 − 

. 

3. А2 
1) невозможно;   2)

1 9 0
1 64 4
 
 
 

;   3) 
1 9 0

16 4 4
− 
 − 

; 

4) 
1 9

16 4
 
 
 

;   5) другой ответ. 

4. B ⋅D 

1) невозможно;    2) 
3 0 1
0 4 2
2 1 3

− 
 − − 
 − 

;    3) 
4 0
8 0
3 7

 
 
 
 − − 

; 

4) 
2 2

10 2
3 1

 
 
 
 − − 

;   5) 
2 0
8 8
3 5

 
 
 
 − 

. 

5. Записать разложение определи-

теля по элементам 3-ей строки и 

затем вычислить его: 

5014
1101
4210
0213

−

−
. 

1) 8;   2) – 7;   3) 3;   4) – 3;   5) другой ответ. 
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№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

6. Найти Arang  и указать какой-нибудь 

базисный минор. 
















−−−=
6306
2135

4213
A . 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 4;   5)  5. 

7. Решить матричное уравнение 

BAX =⋅ , где 









−
−

=
















−−
−

−
=

213
121

,
121
201

110
BA . 

1) 







−−−
−−

5211
328

; 2) 







−−−
−−−

5211
328

;  

3) 
















−−
−
−−

53
22

118
; 4) 

















−100
010
001

;  

5) другой ответ. 

8. Решить систему методом Крамера 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 4 19,
2 2 11,

2 8.

x x x
x x x

x x x

+ + =
 − + =
 + + =

 

9. Исследовать систему на совместность. В случае совместности найти общее решение: 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 4 2 16,
2 3 4,

3 2 5 2 7.

x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =
 − + − =
 − − + =

 

10. Для данной однородной системы найти фундаментальную систему решений: 





=−+−
=+−+

.0232
,0323

4321

4321

xxxx
xxxx
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Тест «Линейная алгебра» 

Вариант 3  

 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1-4 Для заданных матриц выполнить задания 1-4: 

A = 
2 1 5
3 0 4

− 
 − 

;   B = 
0 3 2
4 1 1
2 1 1

− 
 − 
 − − 

;   C = 
9 4

11 7
− 
 − 

;   D = 
3 1
0 4
2 1

 
 
 
 − − 

. 

1. Запишите, какие из следующих операций определены: А+В; АT+DT; D ⋅C; B2? 

 Выполнить, если возможно, действия: 

2. 2A – DT 
1) невозможно;  2) 

1 3 9
4 4 7
− − 
 − − 

;  3) 1 1 1
4 2 3

− 
 − − 

; 

4) 1 2 12
5 4 7

− 
 − − 

;   5) 
1 2 9
1 4 7

− 
 − − 

. 

3. А2 
1) невозможно;  2)

4 1 25
9 0 16
 
 
 

;  3) 
4 1 25
9 0 16

− 
 − 

;  

4) 
4 1
9 0
 
 
 

;   5) другой ответ. 

4. B ⋅D 

1) невозможно;   2) 
0 3
0 9
4 11

− 
 
 
 − 

;   3) 
4 14

14 9
8 7

− − 
 
 
 − − 

;  

4) 
6 12

12 7
8 11

− − 
 
 
 − 

;   5) 
7 0

14 9
8 7

 
 
 
 − − 

. 

5. Записать разложение определи-

теля по элементам 3-ей строки 

и затем вычислить его: 

1301
0104
3210
2023

−

−
−

. 

1) 22;   2) 20;   3) – 39;   4) 39;   5) другой ответ. 
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№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

6. Найти Arang  и указать какой-нибудь 

базисный минор. 

















−−−
−
−

=
11123
10421
31921

A . 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 4;   5)  5. 

7. Решить матричное уравнение 

BAX =⋅ , где 









−
−

=
















−−−
−

−
=

213
101

,
111
201

110
BA . 

1) 







−−
−

25,175,125,0
25,075,025,0

; 2) 
















−−
−

25,125,0
75,175,0
25,025,0

; 

3) 







−−
−

25,175,125,0
25,075,025,0

; 4) 







− 010

001
;  

5) другой ответ. 

8. Решить систему методом Крамера 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 4,
3 5 6 36,

4 2 19.

x x x
x x x

x x x

+ + = −
− + + =
 − − = −

 

9. Исследовать систему на совместность. В случае совместности найти общее решение:  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 4 2 2,
5 6 15,

2 3 15 9.

x x x x
x x x x

x x x x

+ + − =
 + − + = −
 − + + =

 

10. Для данной однородной системы найти фундаментальную систему решений: 





=+−+
=−+−

.0323
,0435

4321

4321

xxxx
xxxx
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Тест «Линейная алгебра» 

Вариант 4  

 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1-4 Для заданных матриц выполнить задания 1-4: 

A = 
3 0 1
2 4 7
 
 − 

;   B = 
1 2 4

3 0 2
1 1 1

− 
 − 
 − 

;   C = 
8 3

13 16
− 

 
 

;   D = 
0 1
3 4
5 2

− 
 
 
 − 

. 

1. Запишите, какие из следующих операций определены: 

А+В; А+DT; B ⋅A; B ⋅D; В2? 

 Выполнить, если возможно, действия: 

2. 2А – DT 
1) другой ответ;  2) 

6 3 3
3 4 12

− 
 − 

;   3) 
6 1 1
1 4 12
 
 − 

; 

4) 
6 3 7
5 12 12

− 
 − 

;   5) 
6 3 3
3 12 12

− 
 − 

. 

3. А2 
1) невозможно; 2)

9 0 1
4 16 49
 
 
 

;  3) 
9 0 1
4 16 49
 
 − 

; 

4) 
9 0
4 16
 
 
 

;   5) другой ответ. 

4. B ⋅D 

1) невозможно;  2) 
26 15
16 3

7 3

 
 − 
 − − 

;  3) 
14 13

4 3
8 3

 
 − 
 − − 

;   

4) 
14 17

10 7
8 3

− 
 − 
 − − 

;   5) 
14 17
10 7
8 5

− 
 − − 
 − 

. 

5. Записать разложение определи-

теля по элементам 4-го столбца и 

затем вычислить его: 

3150
2013
0111
1202

−−

−
=∆ . 

1) 0;   2) 1;   3) 17;   4) – 17;   5) другой ответ. 
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№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

6. Найти Arang  и указать какой-нибудь 

базисный минор. 

















−−
−−
−−

=
24220
12110
48531

A . 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 4;   5)  5. 

7. Решить матричное уравнение 

BAX =⋅ . 









−
−

=
















−−
−

−
=

213
101

,
121
201

110
BA . 

1) 







−

−
5211
102

; 2) 







− 010

001
;  

3) 
















−−
−

−

51
20

112
; 4) 








−−−
−−

5211
102

;  

5) другой ответ. 

8. Решить систему методом Крамера 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

8 3 6 4,
2,

4 3 5.

x x x
x x x

x x x

+ − = −
 + − =
 + − = −

 

9. Исследовать систему на совместность. В случае совместности найти общее решение:  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 2 6,
2 4 2 3,

3 3 11.

x x x x
x x x x
x x x x

+ + − =
 + + + =
 − + + =

 

10. Для данной однородной системы найти фундаментальную систему решений:  





=+−−
=−++

0.732
,025

4321

4321

xxxx
xxxx
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Тест «Линейная алгебра» 

Вариант 5  

 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1-4 Для заданных матриц выполнить задания 1-4: 

A = 
5 2 0
4 1 3

 
 − − 

;   B = 
2 1 3

0 4 5
1 2 1

− − 
 − 
 − 

;   C = 
19 4

2 7
 
 − 

;   D = 
2 3
1 1

0 4

 
 − 
 
 

. 

1. Запишите, какие из следующих операций определены: С+DT; А+В; A2; D⋅C? 

 Выполнить, если возможно, действия: 

2. AT – D 
1) 

















−

−

70
03
13

; 2) 
















−

−

10
03
13

; 3) 
















−

−

70
03
73

; 4) 
















−10
03
13

; 

5) невозможно. 

3. B2 
1) 

















−−
−−
−

891
25265
281

; 2) 
















141
25160
914

;  

3) 
















−
−
−−

141
25160
914

; 4) 
















−
−

−

3542
6187
1133

; 5) невоз-

можно. 

4. C⋅D 
1) 








72

1238
; 2) 

















40
72

1238
; 3) 








−− 074

4457
;  

4) 







− 111

6134
; 5) невозможно. 

5. Записать разложение определителя 

по элементам 3-его столбца и за-

тем вычислить его: 

2104
3121
1023

0011

−
−

−

=∆ . 

1) 4; 2) – 32; 3) – 18; 4) – 14; 5) другой ответ. 
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№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

6. Найти Arang  и указать какой-

нибудь базисный минор. 

















−−
−−−
−−−

=
11111

11312
55718

A . 

1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 4; 5) 5. 

7. Решить матричное уравнение 

BAX =⋅ . 









−

=















−

−
=

320
101

,
101
112
112

BA . 

1) 







−−

−
154

031

2

1
; 2) 








−−

−
234

250

6

1
;  

3) 







−

−
500

341

8

1
; 4) 








−−
−

−
435
400

4

1
; 

5) другой ответ. 

8. Решить систему по формулам Крамера: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 4 21,
3 4 2 9,
2 10.

x x x
x x x
x x x

− + =
 + − =
 − − =

 

9. Исследовать систему на совместность. В случае совместности найти общее решение: 

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

2 2 2,
3 4 2 0,
3 6 4 8 4.

x x x x
x x x
x x x x

− − + = −
 − − =
 + + − =

 

10. Для данной однородной системы найти фундаментальную систему решений: 





=−+−
=++−

.03357
,0242

4321

4321

xxxx
xxxx
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Тест «Линейная алгебра» 

Вариант 6  

 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1-4 Для заданных матриц выполнить задания 1-4: 

A = 
3 0 1

4 6 2
− 
 − 

; B = 
3 1 2
2 1 4
1 0 1

− 
 
 
 − − 

; C = 







−

−
53
21

; D = 
3 1

0 4
2 5

− 
 − 
 
 

. 

1. Запишите, какие из следующих операций определены: A+DT, C⋅D, B2, B⋅D? 

 Выполнить, если возможно, действия: 

2. 2A – D 
1) 

















−−

−−

52
168

13
; 2) 








−
−−

6127
347

; 3) 






 −−
88
19

; 

4) 






 −−
1121
742

; 5) невозможно. 

3. C2 
1) 








259
41

; 2) 







−

−
3118
127

; 3) 






 −−
153

95
;  

4) 







−1916
215

; 5) невозможно. 

4. A⋅D 
1) 








244
09

; 2) 







−

−−
43
24

; 3) 







−

−
182

2512
;  

4) 







−− 3016

211
; 5) невозможно. 

5. Записать разложение определителя 

по элементам 4-ой строки и затем вы-

числить его: 

0103
1224

1405
0123

−
−−

−−
. 

1) – 50; 2) 34; 3) 14; 4) – 23; 5) другой ответ. 
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№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

6. Найти Arang  и указать какой-нибудь 

базисный минор. 

















−
−−

−
=

14521
13211
21330

A . 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 4;   5)  5. 

7. Решить матричное уравнение 

CBXA =⋅⋅ , где 








−
=








=








−

=
30
41

,
12
20

,
01
13

CBA . 

1) 







−

−
173
92

8

1
; 2) 







−
360
114

12

1
;  

3) 







−

227
06

4

1
; 4) 








−
−

45
712

4

1
; 5) другой ответ. 

8. Решить систему по формулам Крамера: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 12,
2 4 6,

5 2 3.

x x x
x x x
x x x

− + =
 + + =
 + + =

 

9. Исследовать систему на совместность. В случае совместности найти общее решение:  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 2 8,
3 4 2 3 9,
2 3 27.

x x x x
x x x x
x x x x

+ + − =
 + + + = −
 − − + =

 

10. Для данной однородной системы найти фундаментальную систему решений:  





=+−+
=+−+

0.3734
,0465

4321

4321

xxxx
xxxx
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Тест «Линейная алгебра» 

Вариант 7  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1-4 Для заданных матриц выполнить задания 1-4: 

A = 
5 1 0
2 3 4

− 
 − 

;   B = 
3 1 4

2 1 2
0 3 1

− 
 − 
 
 

;   C = 
2 4

19 3
− 
 
 

;   D = 
2 3
1 0
4 1

− 
 
 
 − − 

. 

1. Запишите, какие из следующих операций определены: A+C, C+DT, A⋅B, C⋅A? 

 Выполнить, если возможно, действия: 

2. D+AT 
1) 
















−

−

30
01
67

; 2) 
















−−

−

54
30
17

; 3) 







−
−−

844
112

;  

4) 







−
−−

833
147

; 5) невозможно. 

3. B2 
1) 
















−

−

706
898
6811

; 2) 
















190
414

1619
; 

3) 















−−

−

3713
506

697
; 4) 

















−
−

−

520
349

1815
;  

5) невозможно. 

4. D⋅B 
1) 

















−−
−

44
85

1311
; 2) 

















−−
−
−

14
45
513

; 3) 
















−−
−

−−

11
45
1321

;  

4) 
















−−
−−

−

11
85

521
; 5) невозможно. 

5. Записать разложение определителя 

по элементам 3-ей строки и затем вы-

числить его: 

1111
0210
1211
2400

−
=∆ . 

1) – 16; ) 24; 3) 10; 4) – 8; 5) другой ответ. 
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№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

6. Найти Arang  и указать какой-нибудь 

базисный минор. 



















−−
−−−

−
−

=

4314
3413
2312
1101

A . 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 4;   5)  5. 

7. Решить матричное уравнение 

CBXA =⋅⋅ , где 








−
=








−

=







−
−

=
40
11

,
13
02

,
55
12

CBA . 

1) 






−
92
04

10

1
; 2) 








−

−
415
13

2

1
;  

3) 







−

−
−

211
34

10

1
; 4) 







 −
−

37
11

5

1
; 5) другой 

ответ. 

8. Решить систему по формулам Крамера: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 5 6 8,
3 4,

4 2 9.

x x x
x x x

x x x

− + + = −
 + + = −
 − − = −

 

9. Исследовать систему на совместность. В случае совместности найти общее решение:  

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

2 1,
2 2 4,
4 4 2 2.

x x x x
x x x
x x x x

+ + − = −
 − + = −
 + + + = −

 

10. Для данной однородной системы найти фундаментальную систему решений:  





=+−+
=−+−

.04453
,0378

4321

4321

xxxx
xxxx
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Тест «Линейная алгебра» 

Вариант 8  

 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1-4 Для заданных матриц выполнить задания 1-4: 

( )387,
630
124

,
01
43
21

,
115
320
142

−=







−

−−
=

















−

−
=

















−
−
−

= DCBA . 

1. Запишите, какие из следующих операций определены: D⋅B; А⋅D; D+C; B+CT? 

 Выполнить, если возможно, действия: 

2. C – 2BT 
1) 








−
−−

6114
146

; 2) 






−
452
142

;  

3) 







−

−−−
454
182

; 4) 







−

−−
654
246

;  

5) невозможно. 

3. B2 
1) 

















01
169
41

; 2) 
















−

−

01
169

41
; 3) 








169
41

;  

4) 
















001
0169
041

; 5) невозможно. 

4. C⋅A 
1) 







 −−−
1860

188
; 2) 








−
−−

7429
112111

;  

3) 







−

−
3030

11313
; 4) 








−

−
14155
071

;  

5) невозможно. 

5. Записать разложение определителя 

по элементам 1-ой строки и затем 

вычислить его: 

1210
4001
0231
0023

−

−−
=∆ . 

1) 36; 2) 60; 3) – 24; 4) – 18; 5) другой ответ. 
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№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

6. Найти Arang  и указать какой-нибудь 

базисный минор.  



















−
−−
−−−

−−

=

0660
1101
1121

1341

A . 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 4;   5)  5. 

7. Решить матричное уравнение 

CBXA =⋅⋅ , если 








−
=








−

−
=








=

10
41

,
11
32

,
23
01

CBA . 

1) 






 −−
106
124

10

1
; 2) 








−−

−
138

106

2

1
;  

3) 







−

−
38

117

2

1
; 4) 








−

−
−

910
68

2

1
;  

5) другой ответ. 

8. Решить систему методом Крамера, выписав дополнительно в ответ ∆: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 3,
2 3 0,
3 4 2 1.

x x x
x x x
x x x

+ + = −
 − − =
 + + =

 

9. Исследовать систему на совместность. В случае совместности найти общее решение: 

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

2 3 2 0,
3 2 5 4,
2 2 4 2 4.

x x x x
x x x
x x x x

− + + =
 − − =
 − − − = −

 

10. Для данной однородной системы найти фундаментальную систему решений:  





=−+−
=+−+

.0323
,0342

4321

4321

xxxx
xxxx
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Тест «Линейная алгебра» 

Вариант 9  

 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1-4 Для заданных матриц выполнить задания 1-4: 
















−−=
















−=

















−
−=







 −
=

021
153

1104
,

3
1

6
,

43
52
10

,
20
15

DCBA . 

1. Запишите, какие из следующих операций определены: B+A; D⋅C; B⋅D; C+BT? 

 Выполнить, если возможно, действия: 

2. A2 
1) 








40
125

; 2) 






 −
40
725

; 3) 






 −
40
125

;  

4) 






 −
37
324

; 5) невозможно. 

3. BT⋅C 
1) 








−11
11

; 2) 







−1
5

; 3) ( )613 − ; 4) ( )115 − ;  

5) невозможно. 

4. A – 2B 
1) 








−
−

84
35

; 2) 
















−
−
−

86
84
35

; 3) 







−

−
124

33
;  

4) 







−−
−−

84
13

; 5) невозможно. 

5. Записать разложение определителя 

по элементам 2-го столбца и затем 

вычислить его: 

4001
3120

0731
2102

−

−

=∆ . 

1) 23; 2) 65; 3) – 21;  4) – 19; 5) другой ответ. 
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№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

6. Найти Arang  и указать какой-нибудь 

базисный минор.  

















−−
−

−−
=

14213
21102
15111

A . 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 4;   5)  5. 

7. Решить матричное уравнение 

BAX =⋅ , если 

















−
−=







 −−
=

21
30

51
,

41
23

BA . 

1) 







−

−−
−

71221
1613

14

1
; 2) 








−−

−
116

1013

10

1
;  

3) 
















−−

−−
−

86
93
131

10

1
; 4) 

















−
−

−
−

71
126

2113

14

1
;  

5) другой ответ. 

8. Решить систему методом Крамера, выписав дополнительно в ответ ∆: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 9,
3 2 4 12,
3 4 2 6.

x x x
x x x
x x x

− − = −
 − + =
 + − =

 

9. Исследовать систему на совместность. В случае совместности найти общее решение: 

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

3 0,
2 2 5,

2 3 5.

x x x
x x x x

x x x x

+ − =
 − + + =
 + + − =

 

10. Для данной однородной системы найти фундаментальную систему решений:  





=−−−
=++−

.02534
,02433

4321

4321

xxxx
xxxx
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Тест «Линейная алгебра» 

Вариант 10  

 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1-4 Для заданных матриц выполнить задания 1-4: 








 −
=

















−
−=







 −−
=

















−
−

−
=

74
86

,
62

41
03

,
054
231

,
421
120
331

DCBA . 

1. Запишите, какие из следующих операций определены: 

А+В; DT–B; С⋅D; D⋅B? 

 Выполнить, если возможно, действия: 

2. B⋅C 
1) 








−
−

204
03

; 2) 






−
2015
2410

; 3) 
















−−

−−

426
2129
26173

;  

4) 






−
1816
12

; 5) невозможно. 

3. CT+D 
1) 








−

−
61111

2109
; 2) 








1011
99

;  

3) 







−

−
6311

289
; 4) 

















−

−

62
1110

99
;  

5) невозможно. 

4. D2 
1) 







 −
1752
1044

; 2) 






 −
4916
6436

; 3) 






 −
430
9432

;  

4) 







4916
6436

; 5) другой ответ. 

5. Записать разложение определителя 

по элементам 3-ей строки и затем вы-

числить его: 

0411
4003
1220
0032

−

−
=∆ . 

1) 16;   2) – 24;   3) – 12;   4) 8;   5) другой ответ. 
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№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

6. Найти Arang  и указать какой-нибудь 

базисный минор.  

















−−
−−

−−
=

11130
22224
13114

A . 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 4;   5)  5. 

7. Решить матричное уравнение 

CBAX =+ , если 

.
119

1952

,
284

1273
,

11
23









−

=









−
−−−

=







−

=

C

BA
 

1) 







−−− 1812
7102

; 2) 







−

−
581
726

;  

3) 






 −−−
586
341

; 4) 







−

−
834
561

;  

5) другой ответ. 

8. Решить систему методом Крамера, выписав дополнительно в ответ ∆: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4,
2 2 0,
4 4 6.

x x x
x x x
x x x

+ + =
 − + =
 + + =

 

9. Исследовать систему на совместность. В случае совместности найти общее решение:  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2,
4 3 3,
8 3 6 7 2.

x x x x
x x x x
x x x x

+ − − = −
 + − − =
 + − − =

 

10. Для данной однородной системы найти фундаментальную систему решений:  





=−+−
=−+−

.0254
,0232

4321

4321

xxxx
xxxx
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Ответы 
 

Тест «Линейная алгебра» 
 

Варианты Задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1  3 1 4 3 3 2    
2  4 1 3 4 2 2    
3  4 1 3 3 3 1    
4  4 1 4 4 2 4    
5  3 1 5 2 2 4    
6  5 2 4 1 2 3    
7  2 1 5 3 3 4    
8  1 5 3 2 3 2    
9  2 1 5 4 2 3    
10  2 5 1 3 2 4    
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Тест «Векторная алгебра и аналитическая геометрия» 

Вариант 1 

№ Задания Варианты ответов 
1 При каких значениях α векторы aα2  и 

( ) ( )01


≠−α aa  имеют одинаковое направле-
ние. 

1) ( )+∞,1 ; 2) ( )0,∞− ; 3) ( )1,0 ;  
4) ( ) ( )+∞∪∞− ,10, ; 5) ( )+∞,0 . 

2 Даны векторы ( ) ( )5,4,1;1,6,3 −−− ba
 ; 

( )12,4,3 −c . Найти ( )baпрc


 + . 
1) 4; 2) 

4

1
− ; 3) 1; 4) 8; 5) – 4. 

3 Даны вершины пирамиды ( ) ( )5,3,2,1,0,0 BA , 
( ) ( )2,7,3,3,2,6 DC . Найти объем пирамиды. 

1) 20; 2) 60; 3) 120; 4) 10; 5) 15. 

4 Найти уравнение прямой, проходящей через 
точку пересечения прямых 012 =−− yx  и 

043 =+− yx  параллельно прямой 
01324 =−+ yx . 

1) 
2

11

4

5 +
=

+ yx
; 2) 0222 =++ yx ; 

3) 
2

11

4

5 −
=

− yx
; 4) 011 =++ yx ;  

5) 10=− yx . 
5 Найти при каком значении α прямые 

0432 =+− yx  и 076 =+−α yx  будут:  
а) параллельны; б) перпендикулярны. 

1) ( )9;4 − ; 2) ( )4;9− ; 3) ( )9;4− ; 4) ( )2;1 ;  
5) ( )9;4 −− . 

6 Привести к каноническому виду общее урав-

нение прямой: 




=−−+
=−+−

04523
0432

zyx
zyx

. 
1) 

472

2 zyx
==

−
; 2) 

45

1

2

2 zyx
=

+
=

−
;  

3) 
47

1

2

zyx
=

+
= ; 4) 

23

1

1

2 zyx
=

+
=

−
;  

5) 
47

1

2

2 zyx
=

+
=

−
. 

7 Найти проекцию точки ( )1,1,31 −M  на плос-
кость 0203 =−++ zyx . 

1) ( )0,2,61M ; 2) ( )4,3,11M ; 3) ( )2,0,61M ;  
4) ( )0,2,11 −M ; 5) ( )2,1,11 −M . 

8 Написать уравнение плоскости, проходящей 
через точку ( )3,2,10 −M  параллельно прямым 

3

7

3

1

2

1 −
=

−

+
=

− zyx
 и 

1

3

2

2

3

5

−

+
=

−

−
=

+ zyx
. 

1) 016511 =−+− zyx ; 
2) 0165119 =−++ zyx ; 
3) 025 =−++ zyx ; 
4) 016511 =++− zyx ; 
5) 01=+−− zyx . 

9 Найти координаты фокусов и эксцентриситет 
эллипса 4595 22 =+ yx . 

1) ( ) ( ) 3/4;2,0;2,0 21 =ε− FF ;  
2) ( ) ( ) 9/2;0,2;0,2 21 =ε− FF ;  
3) ( ) ( ) 3/2;0,2;0,2 21 =ε− FF ;  
4) ( ) ( ) 5/52;2,0;2,0 21 =ε− FF ;  
5) ( ) ( ) 5/52;0,2;0,2 21 =ε− FF . 

10 Определить тип поверхности, приведя ее 
уравнение к каноническому виду. Сделать 
чертеж. 

02642222 =−−+−++ zyxzyx . 

1) 4222 =++ zyx  – сфера;  

2) 0222 =++ zyx  – точка;  

3) 1
941

222
=++

zyx
 – эллипсоид; 

4) 16222 =++ zyx  – сфера;  

5) 222 zyx =+  – конус. 
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Тест «Векторная алгебра и аналитическая геометрия» 
Вариант 2 

№ Задания Варианты ответов 
1 Найти направляющие косинусы 

вектора ( )2,1,2 −a . 1) 
9

2
;

9

1
;

9

2
− ; 2) 

5

2
;

5

1
;

5

2
− ; 3) 

3

2
;

3

1
;

3

2
− ;  

4) 2;1;2 − ; 5) 
3

2
;

3

1
;

3

2
−− . 

2 Найти скалярное произведение век-
торов CBAB 32 −  и AC , если 
( ) ( ) ( )1,3,3,1,3,2,0,1,1 CBA . 

1) 0; 2) 8 ; 3) 4; 4) – 8; 5) 10. 

3 При каком значении α векторы 
kicjbkjia


+==α++= 3,,  бу-
дут компланарны. 

1) 
3

1
=α ; 2) 0=α ; 3) 3=α ; 4) 1−=α ;  

5) ни при каком α. 
4 Найти уравнение прямой, проходя-

щей через точку пересечения пря-
мых 022 =+− yx  и 0324 =++ yx  
перпендикулярно прямой 

0235 =+− yx . 

1) 
3
2

1

5

1

−

−
=

+
yx

;2) 0
2

13
35 =+− yx ;3)

3
2

1

5

1

−

+
=

−
yx

; 

4) 0135 =+− yx ; 5) нет правильного ответа. 

5 Найти расстояние от точки ( )5,0A  
до прямой 0586 =++ yx . 

1) 5; 2) 4,5; 3) 10; 4) 3;  
5) нет правильного ответа. 

6 Написать каноническое уравнение 
прямой, проходящей через точку 

( )2,3,40 −M  параллельно прямой 





=+−−
=−++

0142
063

zyx
zyx

. 

1) 
7

2

6

3

11

4

−

+
=

−
=

− zyx
; 2) 

7

2

6

3

11

4

−

+
=

−
=

−

− zyx
;  

3) 
76

1

11 −
=

−
=

−

zyx
; 4) 

1

2

2

3

3

4 +
=

−
=

− zyx
;  

5) нет правильного ответа. 
7 Найти проекцию точки ( )3,5,21 −M  

на прямую 







+=
+−=

−=

tz
ty
tx

24
3

52
. 

1) ( )3,2,01M ; 2) ( )6,3,31M ;  
3) ( )6,3;2,3;31 −M ; 4) ( )6,3;3;31 −M ;  
5) нет правильного ответа. 

8 Написать уравнение плоскости, 
проходящей через точку ( )2,0,11 −M  
перпендикулярно к плоскостям 

0132;052 =−+−=++− zyxzyx . 

1) 01135 =−−+ zyx ; 2) 01135 =−−+− zyx ; 
3) 01 =++− zyx ; 4) 01135 =−−+ zyx ; 
5) нет правильного ответа. 

9 Найти координаты фокусов и экс-
центриситет гиперболы 

2045 22 =− yx . 

1) ( ) ( ) 2/3;0,3;0,3 21 =ε− FF ;2) ( ) ( ) 2/3;3,0;3,0 21 =ε− FF ;  
3) ( ) ( ) 3/2;0,3;0,3 21 =ε− FF ;4) ( ) ( ) 3/2;3,0;3,0 21 =ε− FF ; 
5) нет правильного ответа. 

10 Определить тип поверхности, при-
ведя ее уравнение к каноническому 
виду. Сделать чер-
теж. 0361232 22 =+−−− yxyx . 

1) 1
46

22
=+

yx
 – эллиптический цилиндр;  

2) 1
64

22
=−

yx
 – гиперболический цилиндр;  

3) 1
46

22
=−

yx
 – конус;4) 1

44

22
=−

yx
 – круговой 

цилиндр; 5) 1
46

22
=−

yx
 – гиперболический цилиндр. 
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Тест «Векторная алгебра и аналитическая геометрия» 

Вариант 3 

№ Задания Варианты ответов 
1 Векторы a  и b


 образуют угол 

3,3,60 ==°=ϕ ba
 . Найти ba


− . 

1) 3; 2) 0; 3) 9; 4) 1;  
5) нет правильного ответа. 

2 Найти вектор x , коллинеарный вектору 
( )3,2,1a  и удовлетворяющий условию 

( ) 42, =ax  . 

1) ( )3,2,1x ; 2) ( )9,6,3x  3) ( )3,2,1 −−−x ;  
4) ( )9,6,3 −−−x ; 5) нет правильного отве-
та. 

3 Даны вершины треугольника 
( ) ( ) ( )2,5,1,5,4,3,5,1,1 −−− CBA . Найти пло-

щадь треугольника. 

1) 25; 2) 10; 3) 15; 4) нет правильного от-
вета; 5) 12,5. 

4 Написать уравнение прямой, проходящей 
через точку пересечения прямых 

0134 =−+ yx  и 014 =−− yx  параллельно 
оси OX. 

1) 1=x ; 2) 02 =−− xy ; 
3) 3=y ; 4) 12 += xy ;  
5) нет правильного ответа. 

5 Найти расстояние между прямыми 
0161612 =−+ yx  и 0586 =++ yx . 

1) 1,3; 2) 0,13; 3) 2; 4) 1;  
5) нет правильного ответа. 

6 Найти угол между прямыми 





=−++
=−++

08854
07743

zyx
zyx

 и 




=++
=++

01264
01153

zyx
zyx

. 

1) 6/π ; 2) 3/π ; 3) 2/π ; 4) 0°;  
5) нет правильного ответа. 

7 Найти координаты точки, симметричной 
точке ( )1,7,20M  относительно плоскости 

074 =++− zyx . 

1) ( )3,1,4 −−M ; 2) ( )3,1,4 −M ;  
3) ( )3;0;4M ; 4) ( )1;1;1M ;  
5) нет правильного ответа. 

8 Написать уравнение плоскости, проходя-
щей через точку ( )1,1,10M  параллельно 

прямым 







+=
+=

=

tz
ty

x

21
2
1

 и 







+=
=

−=

tz
y

tx

3
2
1

. 

1) 02 =+− zyx ; 
2) 0=++ zyx ;3) 052 =+−− yx ; 
4) 010 =−− zyx ; 
5) нет правильного ответа. 

9 Найти координаты фокусов и уравнение 
директрисы параболы yx 42 = . 

1) ( ) 1;0,1 =yF ; 2) ( ) 1;1,0 −=yF ;  
3) ( ) 1;1,0 =yF ; 4) ( ) 1;0,1 −=yF ;  
5) нет правильного ответа. 

10 Определить тип поверхности, приведя ее 
уравнение к каноническому виду. Сделать 
чертеж. 

04936166643 222 =+−+−++ zyxzyx . 

1) 4222 =++ zyx  – сфера;  

2) 1
494

222
=++

zyx
 – эллипсоид;  

3) 1
468

222
=++

zyx
 – эллипсоид;  

4) 
484

222 zyx
=+  – конус;  

5) нет правильного ответа. 
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Тест «Векторная алгебра и аналитическая геометрия» 

Вариант 4 

№ Задания Варианты ответов 
1 Найти во сколько раз вектор ( )6,2,4 −a  

длиннее вектора ( )3,1,2 −−b


. 

1) 3; 2) 2; 3) 4; 4) 6;  
5) нет правильного ответа. 

2 Найти вектор [ ]aba 
−,3 , если ( )2,1,1a , 

( )0,2,3b


. 
1) kji


3−+− ; 2) 10; 3) kji


33 −− ;  

4) 0; 5) kji


31812 −+− . 
3 Найти внутренний угол при вершине B тре-

угольника ABC, если заданы координаты 
вершин ( ) ( ) ( )5,1,12,3,3,5,2,7,1 −−− CBA . 

1) 2/π ; 2) 6/π ; 3) 3/π ; 4) 
4

3
arccos ;  

5) нет правильного ответа. 
4 Найти уравнение прямой, проходящей че-

рез точку пересечения прямых 01 =−− yx  
и 033 =−+ yx  и образующей с осью OX 
угол, равный 4/π . 

1) xy = ; 2) 1=x ; 
3) 0=y ; 4) 1−= xy ;  
5) нет правильного ответа. 

5 Найти угол между прямыми 0953 =−+ yx  
и 04610 =+− yx . 

1) 4/π ; 2) 3/π ; 3) 2/π ; 4) 0;  
5) нет правильного ответа. 

6 Написать уравнение плоскости, проходя-
щей через точку ( )2,0,10M  перпендикуляр-

но прямой 




=++−
=−++

042
01

zyx
zyx

. 

1) 04 =+++ zyx ; 2) 024 =−+ zyx ;  
3) 0432 =+−+ zyx ; 4) 0323 =++ zx ;  
5) нет правильного ответа. 

7 Найти точку, симметричную точке 
( )5,2,20M  относительно прямой 








+−=
+=
−=

tz
ty
tx

42
35
27

. 

1) ( )5,2,2 −−−M ; 2) ( )4,3,2M ;  
3) ( )1;14;8 −M ; 4) ( )0;14;8M ;  
5) нет правильного ответа. 

8 Написать уравнение плоскости, проходя-
щей через точки ( )1,1,01M , ( )1,2,30M  парал-
лельно вектору ( )3,2,1a . 

1) 045 =++− zyx ;  
2) 04593 =++− zyx ; 
3) 01593 =+++ zyx ; 4) 01 =+++ zyx ; 
5) нет правильного ответа. 

9 Написать каноническое уравнение гипер-
болы, если ее фокусы лежат на оси OY и 
расстояние между ними равно 10, а длина 
действительной оси равна 8. 

1) 1
916

22
=−

xy
; 2) 1

916

22
=−

yx
;  

3) 1
169

22
=−

xy
; 4) 1

916

22
=+

xy
;  

5) нет правильного ответа. 
10 Определить тип поверхности, приведя ее 

уравнение к каноническому виду. Сделать 
чертеж.  

yzz += 62  

1) zy =2  – параболический цилиндр;  

2) yz =2  – параболический цилиндр;  

3) 422 =+ yz  – круговой цилиндр;  

4) yz =2  – гиперболический цилиндр;  
5) нет правильного ответа. 
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Тест «Векторная алгебра и аналитическая геометрия» 
Вариант 5 

№ Задания Варианты ответов 
1 При каких значениях α векторы aα  и 

( ) ( )012 
≠−α aa  имеют противопо-

ложное направление. 

1) ( ) ( )1,01; ∪−∞− ; 2) ( )1,−∞− ; 3) ( )1,0 ;  
4) ( )1,1− ; 5) нет правильного ответа. 

2 Найти ABпрBC , если 

( ) ( ) ( )2,3,0;1,5,2;1,3,1 CBA .  

1) 2; 2) – 2; 3) 4; 4) – 1; 5) нет правильного 
ответа. 

3 Найти объем параллелепипеда, постро-
енного на векторах 
( ) ( ) ( )1,0,1;1,2,3;1,2,1 −− cba  . 

1) 20; 2) 10; 3) 53 ; 4) 12;  
5) нет правильного ответа. 

4 Найти угол, образуемый с осью OX 
прямой 0733 =−+ yx . 

1) 4/π− ; 2) 3/π ; 3) 4/π ; 4) 4/3π ;  
5) нет правильного ответа. 

5 Написать уравнение прямой, проходя-
щей через точку пересечения прямых 

022 =+− yx  и 0425 =++ yx  парал-
лельно оси OY. 

1) 2=y ; 2) 1=y ; 3) 1−=x ; 4) 1=x ;  
5) нет правильного ответа. 

6 Привести к каноническому виду общее 

уравнение прямой: 




=−−−
=−−+

0292
013

zyx
zyx

. 
1) 

114

1

−
==

− zyx
; 2) 

114

1

−
==

−

− zyx
;  

3) 
1

2

1

1

4

2

−

+
=

−
=

−

− zyx
;  

4) 
22

1

8

zyx
=

−
=

−
;  

5) нет правильного ответа. 
7 Найти проекцию точки ( )1,2,50 −M  на 

плоскость 02332 =++− zyx . 
1) ( )7,4,1 −M ; 2) ( )1,2,5 −−M ; 3) ( )4,7,10M ;  
4) ( )9,12,15 −M ; 5) нет правильного ответа. 

8 Написать уравнение плоскости, прохо-
дящей через точку ( )2,0,10M  перпенди-
кулярно плоскостям 02 =+++ zyx  и 

042 =−−+ zyx . 

1) 01=++− zyx ; 2) 023 =++− zyx ; 
3) 0432 =−−+ zyx ;  
4) 0432 =−+− zyx ; 
5) нет правильного ответа. 

9 Найти каноническое уравнение эллип-
са, если его меньшая полуось равна 8, а 
эксцентриситет равен 0,6. 

1) 1
10064

22
=+

yx
; 2) 1

64100

22
=−

yx
;  

3) 1
64100

22
=+

yx
; 4) 1

10064

22
=−

yx
;  

5) нет правильного ответа. 
10 Определить тип поверхности, приведя 

ее уравнение к каноническому виду. 
Сделать чертеж. 

0341883 22 =++−+ zxzx . 

1) 1
39

22
=−

zx
 – гиперболический цилиндр;  

2) 1
93

22
=−

xz
 – гиперболический цилиндр;  

3) 1
93

22
=+

zx
 – эллиптический цилиндр;  

4) 1
39

22
=+

zx
 – эллиптический цилиндр;  

5) нет правильного ответа. 
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Тест «Векторная алгебра и аналитическая геометрия» 

Вариант 6 

№ Задания Варианты ответов 
1 Найти координаты вектора a ,  

если 4=a  и известны углы, образо-
ванные вектором a  с осями OX, OY, 
OZ: °=γ°=β°=α 60,45,60 . 

1) ( )2,22,2 ; 2) ( )1,2,1 ; 3) ( )1,1,1 ;  
4) ( )2,22,2 ; 5) нет правильного ответа. 

2 Найти [ ]ACAB, , если 
( ) ( ) ( )2,1,2;1,2,3;0,2,1 −CBA .  

1) kji 32 −+ ; 2) 10; 3) kji 27 −− ;  
4) kji −+ 44 ; 5) нет правильного ответа. 

3 При каком значении α точки 
( ) ( ) ( ) ( )2,5,8,1,3,10,2,3,4,1,2, DCBA α  бу-

дут лежать в одной плоскости. 

1) 0=α ; 2) 1=α ; 3) 8=α ;  
4) 8−=α ; 5) нет правильного ответа. 

4 Найти, какие из прямых будут:  
а) параллельны;  
б) перпендикулярны: 

0248:;032: 21 =+−=+− yxLyxL ; 
01:;0102: 43 =+−−=++ yxLyxL . 

1) а) 21LL ; б) 3231 ; LLLL ; 2) а) 21LL ; б) 31LL ;  
3) а) 31LL ; б) 32LL ; 4) а) 32LL ; б) 21LL ;  
5) нет правильного ответа. 

5 Найти уравнение прямой, проходящей 
через точку пересечения прямой 

012 =−+ yx  с осью OY перпендику-
лярно прямой 0234 =++ yx . 

1) 0443 =++ yx ; 2) 0443 =+− yx ;  
3) 0134 =++ yx ; 4) 0434 =−− yx ;  
5) нет правильного ответа. 

6 Написать каноническое уравнение пря-
мой, проходящей через точку ( )3,2,10M  
параллельно прямой 





=−++
=−++

018236
0842

zyx
zyx

. 

1) 
9

3

22

2

8

1

−

−
=

−
=

− zyx
; 2) 

9

3

22

2

8 −

−
=

−
=

−

zyx
; 

3) 
9

3

22

2

8

1

−

−
=

−
=

−

− zyx
; 4) 

9

3

11

2

8

−
=

−
=

−

zyx
; 

5) нет правильного ответа. 
7 Найти проекцию точки ( )1,3,20M  на 

прямую 
3

2

2

2

1

7 +
=

+
=

+ zyx
. 

1) ( )1,3,2 −−−M ; 2) ( )4,2,5−M ;  
3) ( )3,2,1M ; 4) ( )2,2,7 −−−M ;  
5) нет правильного ответа. 

8 Написать уравнение плоскости, прохо-
дящей через точку ( )0,2,10M  парал-

лельно прямым: 
5

5

1

3

2

1 −
=

−

−
=

− zyx
 и 

13

1

1 −
=

+
=

zyx
. 

1) 02 =++− zyx ;  
2) 01 =+−− zyx ; 
3) 02 =−−− zyx ;  
4) 02102 =++−− zyx ; 
5) нет правильного ответа. 

9 Написать уравнение параболы, если она 
симметрична относительно оси OX, 
вершина находится в начале координат 
и проходит через точку ( )1,4A . 

1) xy
4

12 = ; 2) 2

4

1
yx = ; 3) xy

2

12 = ; 4) xy =2 ;  

5) нет правильного ответа. 

10 Определить тип поверхности, приведя 
ее уравнение к каноническому виду. 
Сделать чертеж. 

0142 22 =+−+− yyxx . 

1) 122 =+ yx  – круговой цилиндр;  

2) 422 =− yx  – гиперболический цилиндр;  

3) 122 =+ yx  – круговой цилиндр;  

4) 422 =+ yx  – круговой цилиндр;  
5) нет правильного ответа. 
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Тест «Векторная алгебра и аналитическая геометрия» 
Вариант 7 

№ Задания Варианты ответов 
1 Найти baba


−+ , , если известно,  

что векторы a  и b


 перпендикулярны, 
3;4 == ba

 . 

1) 7, 1; 2) 0, 0; 3) 5, 5;  
4) 3,5; 0,5; 5) нет правильного ответа. 

2 Найти, при каком значении α векторы 
kjia
 667 −+=  и kjib


96 +α+=  будут 

перпендикулярны. 

1) 2=α ; 2) 0=α ; 3) ни при каком α;  
4) при любом α; 5) нет правильного ответа. 

3 Найти площадь треугольника, если зада-
ны координаты его вершин 
( ) ( ) ( )3,1,5;6,1,3;3,1,1 −− CBA . 

1) 28; 2) 14; 3) 7; 4) 10,5;  
5) нет правильного ответа. 

4 Найти длину перпендикуляра, проведен-
ного из точки ( )2,6M  к прямой 

01034 =−+ yx . 

1) 2; 2) 10; 3) 3,5; 4) 4; 5) 0. 

5 Найти уравнение прямой, проходящей 
через точку пересечения прямой 

1

1

3

2 +
=

− yx
 с осью OX перпендику-

лярно прямой 0132 =++ yx . 

1) 01523 =−− yx ; 2) 01532 =−− yx ;  
3) 13 =+− yx ; 4) 5=x ;  
5) нет правильного ответа. 

6 Найти угол между прямой 





=−−+
=++−

0842
0132

zyx
zyx

  

и плоскостью 011042 =+−+ zyx . 

1) 2/π ; 2) 4/π ; 3) 6/π ; 4) 0°;  
5) нет правильного ответа. 

7 Найти координаты точки, симметричной 
точке ( )2,2,20 −M  относительно плоско-
сти 0133 =−+− zyx . 

1) ( )2,2,2 −−M ; 2) ( )1,1,5 −M ;  
3) ( )0,0,0M ; 4) ( )0,0,8M ;  
5) нет правильного ответа. 

8 Написать уравнение плоскости, прохо-
дящей через точки ( )1,0,21 −M  и 

( )3,1,32 −M  параллельно вектору 
( )1,2,1 −a . 

1) 07119 =+−−− zyx ;  
2) 07119 =+−− zyx ; 3) 01 =−−− zyx ;  
4) 02119 =−−+ zyx ; 
5) нет правильного ответа. 

9 Найти координаты фокусов и эксцентри-
ситета гиперболы 3694 22 =− yx . 

1) ( ) ( ) 3/5;5,0;0,5 21 =ε− FF ;  
2) ( ) ( ) 3/3;13,0;13,0 21 =ε− FF ;  
3) ( ) ( ) 5/3;5,0;5,0 21 =ε− FF ;  
4) ( ) ( ) 3/13;13,0;0,13 21 =ε− FF ;  
5) нет правильного ответа. 

10 Определить тип поверхности, приведя ее 
уравнение к каноническому виду. Сде-
лать чертеж. 

011268632 222 =−−−−−+ zyxzyx . 

1) 1
123

222
=−+

zyx
 – однополостный ги-

перболоид; 2) 1
123

222
=++

zyx
 – эллип-

соид; 3) 1
123

222
=−+

zyx
 – двуполостный 

гиперболоид; 4) 1222 =++ zyx  – сфера;  
5) нет правильного ответа. 
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Тест «Векторная алгебра и аналитическая геометрия» 
Вариант 8 

№ Задания Варианты ответов 
1 Найти проекции на координатные оси 

вектора ba
 23 + , если kjia +−= 83 , 

kjb


+= 8 . 

1) 9,0,6; 2) (9,–8,5); 3) (10,0,6);  
4) (9,8,1); 5) нет правильного ответа. 

2 Найти правой или левой будет тройка 
векторов 
( ) ( ) ( )5,2,2,1,3,1,2,3,1 −−−−−− cba  . 

1) левой; 2) правой; 3) векторы компланарны; 
4) –; 5) –. 

3 Найти внутренний угол при вершине 
A в треугольнике ABC, если заданы 
координаты его вершин 
( ) ( ) ( )1,8;12,7;6,2 CBA . 

1) 2/π ; 2) 6/π ; 3) 3/π ; 4) 
4

3
arccos ;  

5) нет правильного ответа. 

4 Найти длину стороны квадрата, две 
стороны которого лежат на прямых: 

01586;01586 =+−=−− yxyx . 

1) 4; 2) 10; 3) 6,2; 4) 3; 5) 6. 

5 Написать уравнение прямой, прохо-
дящей через точку пересечения пря-
мой 63 =+ yx  с осью OY параллельно 

прямой 
4

4

2

1 −
=

− yx
. 

1) 02 =−− yx ; 2) 0424 =+− yx ;  
3) 0442 =−− yx ; 4) 02 =−− yx ;  
5) нет правильного ответа. 

6 Написать уравнение плоскости, про-
ходящей через точку ( )3,2,10M  пер-
пендикулярно прямой 





=−−+
=++−

0842
0132

zyx
zyx

. 

1) 022 =−+− zyx ; 2) 03242 =−−+ zyx ;  
3) 01 =−++ zyx ; 4) 082 =−++ zyx ;  
5) нет правильного ответа. 

7 Найти координаты точки, симметрич-
ной точке ( )2,0,30 −M  относительно 

прямой 







=
=

−=

tz
ty

tx

3
2
5

. 

1) ( )8,6,3M ; 2) ( )2,0,3 −M ;  
3) ( )4,4,11M ; 4) ( )2,2,4M ;  
5) нет правильного ответа. 

8 Написать уравнение плоскости, про-
ходящей через точку ( )1,3,00M  пер-
пендикулярно плоскостям 

02 =++− zyx  и 01432 =++− zyx . 

1) 072 =−−− zyx ; 2) 072 =−++ zyx ;  
3) 0135 =−++ zyx ; 4) 01423 =+−− zyx ; 
5) нет правильного ответа. 

9 Найти координаты фокусов и уравне-
ние директрисы параболы yx 82 = . 

1) ( ) 2;2,0 −=yF ; 2) ( ) 2;0,2 =yF ;  
3) ( ) 4;4,0 =yF ; 4) ( ) 4;0,4 =yF ;  
5) нет правильного ответа. 

10 Определить тип поверхности, приведя 
ее уравнение к каноническому виду. 
Сделать чертеж. 

01362481243 22 =+−+−+ zyxyx . 

1) z
yx

2
94

22
=+  – эллиптический параболоид;  

2) 0
94

22
=+− z

yx
 – двуполостный гипербо-

лоид; 3) z
yx

2
34

22
=+  – эллиптичес-кий па-

раболоид; 4) 4222 =++ zyx  – сфера;  
5) нет правильного ответа. 
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Вариант 9. Тест «Векторная алгебра и аналитическая геометрия» 

№ Задания Варианты ответов 
1 Найти baba


−+ , , если вектор a  пер-

пендикулярен вектору b


, 12;5 == ba
 . 

1) 17, 7; 2) 13, 13; 3) 13, 17;  
4) 0, 0; 5) нет правильного ответа. 

2 Найти aпр cb



+ , если kjia

 43 +−= , 

kjib


243 +−= , kjic
 4++−= . 

1) 5; 2) – 5; 3) 10; 4) 20; 5) – 10. 

3 Найти объем пирамиды, если заданы 
координаты ее вершин: 
( ) ( ) ( ) ( )0,8,0;3,1,2;1,0,3;1,1,2 DCBA −− . 

1) 15; 2) 10; 3) 30; 4) 5;  
5) нет правильного ответа. 

4 Найти при каком значении α прямая 
0102 =−+α yx  образует с осью OX 

угол в 45°. 

1) 
2

2
; 2) 1; 3) – 4; 4) – 2; 5) 2. 

5 Написать уравнение прямой, проходя-
щей через точку пересечения прямой 

1

2

1

1 −
=

+ yx
 с осью OX параллельно 

прямой 012 =−+ yx . 

1) 032 =++ yx ; 2) 032 =+−− yx ;  
3) 03 =+− yx ; 4) 032 =+− xy ;  
5) нет правильного ответа. 

6 Привести к каноническому виду общее 

уравнение прямой 




=−−+
=−+−

0323
0723

zyx
zyx

. 
1) 

54

3

2

zyx
=

−
=

−
; 2) 

5

7

8

3

4

2 −
=

−
=

−

− zyx
;  

3) 
5

3

4

3

2

1 −
=

−
=

− zyx
; 4) нет правильного ответа;  

5) 
5

5,3

4

3

2

1 −
=

−
=

−

− zyx
. 

7 Найти проекцию точки ( )2,4,60 −−M  на 
плоскость 03 =−++ zyx . 

1) ( )4,2,12M ; 2) ( )2,4,6−M ; 3) ( )1,3,7 −−M ;  
4) нет правильного ответа;  5) ( )02,1M . 

8 Написать уравнение плоскости, прохо-
дящей через точку ( )4,3,20 −M  парал-

лельно прямым: 







−=
+−=

−=

tz
ty

tx

1
22

31
  

и 







+=
+=

=

tz
ty

x

2
31

2
. 

1) 023 =−+− zyx ;  
2) нет правильного ответа;  
3) 055935 =−−−− zyx ;  
4) 01=++− zyx ; 
5) 055935 =−−+ zyx . 

9 Найти координаты фокусов и эксцен-
триситет эллипса 1243 22 =+ yx . 

1) ( ) ( ) 2/1;1,0;1,0 21 =ε− FF ;2) ( ) ( ) 2/1;0,1;0,1 21 =ε− FF ;  
3) ( ) ( ) 2;0,1;0,1 21 =ε− FF ; 4) ( ) ( ) 3/1;3,0;0,3 21 =εFF ;  
5) нет правильного ответа. 

10 Определить тип поверхности, приведя 
ее уравнение к каноническому виду. 
Сделать чертеж. 

0254624236 222 =+−−+−+ zyxzyx  

1) 0
321

222
=−+

zyx
 – конус; 2) 0

42

22
2 =+−

zy
x  – 

двуполостный гиперболоид; 3) 0
994

222
=−+

zyx
 – 

конус; 4) 0
321

222
=++

zyx
 – эллипсоид;  

5) нет правильного ответа. 
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Тест «Векторная алгебра и аналитическая геометрия» 
Вариант 10 

№ Задания Варианты ответов 
1 Найти координаты вектора a ,  

если 2=a  и известны углы, обра-
зуемые вектором a  с осями OX, OY, 
OZ: °=γ°=β°=α 120,45,120 . 

1) 









1,

2

2
,1a ; 2) 










−− 1,

2

2
,1a ; 3) 










2,

2

2
,2a ;  

4) ( )1,2,1a ; 5) нет правильного ответа. 
2 Найти при каком значении α векто-

ры kjia
 2−α−=  и kjib


++−= 32  

будут ортогональны. 

1) 2/1=α ; 2) ни при каком α; 3) при любом α;  

4) 
3

4
=α ; 5) 

3

4
−=α . 

3 Найти площадь треугольника ABC, 
если заданы координаты его вершин: 
( ) ( ) ( )2,5,1,5,4,3,5,1,1 −−− CBA . 

1) 19,5; 2) 39; 3) 20;  
4) 12,5; 5) нет правильного ответа. 

4 Найти угол между прямыми 
01032 =+− yx  и 045 =+− yx . 

1) 6/π ; 2) 3/π ; 3) 4/π ; 4) 0; 5) 2/π . 

5 Написать уравнение прямой, прохо-
дящей через точку пересечения пря-
мых 013 =−+ yx  и 042 =−− yx  и 
образующей с осью OX угол, равный 

4/3π . 

1) 1+= xy ; 2) 1−= xy ; 3) 1−−= xy ;  
4) xy = ; 5) нет правильного ответа. 

6 Найти расстояние от точки 
( )1,4,50 −M  до плоскости, проходя-

щей через точки ( )0,4,01M , 
( ) ( )3,0,3,3,4,0 32 MM − . 

1) °=ϕ 90 ; 2) °=ϕ 30 ; 3) °=ϕ 45 ;  
4) °=ϕ 135 ; 5) °=ϕ 120 . 

7 Найти проекцию точки ( )3,4,50 −M  

на прямую 
2

1

3

3

1

2 −
=

−
=

−

− zyx
. 

1) ( )3,4,5 −−M ; 2) ( )3,6,1M ;  
3) ( )8,9,0M ; 4) ( )2,3,1−M ;  
5) нет правильного ответа. 

8 Написать уравнение плоскости, про-
ходящей через точки ( )0,2,11M  и 

( )1,1,22M , параллельно вектору 
( )1,0,3a . 

1) 0332 =−++ zyx ; 2) 01332 =−++− zyx ; 
3) 01 =+−+ zyx ; 4) 0332 =−++− zyx ; 
5) нет правильного ответа. 

9 Написать каноническое уравнение 
эллипса, если большая полуось равна 
10, а фокусы расположены в точках 
( ) ( )0,6,0,6 21 FF − . 

1) 1
810

22
=+

yx
; 2) 1

64100

22
=+

yx
; 3) 1

10064

22
=+

yx
;  

4) 1
254

22
=+

yx
; 5) нет правильного ответа. 

10 Определить тип поверхности, приве-
дя ее уравнение к каноническому 
виду. Сделать чертеж. 

04324642 222 =−++−−+ zyxzyx . 

1) 1
1169

222
=−+

zyx
 – двуполостный гиперболоид;  

2) 1
124

222
=−+

zyx
 – двуполостный гиперболоид;  

3) нет правильного ответа;  

4) 1
1169

222
=++

zyx
 – эллипсоид;  

5) 1
124

222
−=−+

zyx
 – двуполостный гиперболоид. 
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Ответы 
 

Тест «Предел, непрерывность, дифференцирование функции одной переменной» 
 

Варианты Задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 4 5 1 2 1 5 1 2 3 4 
2 3 2 1 1 2 2 3 1 1 5 
3 1 2 5 3 1 4 2 1 2 3 
4 2 5 1 4 3 3 3 2 1 2 
5 1 2 4 1 3 2 1 4 3 4 
6 1 3 3 1 2 3 2 1 1 4 
7 3 1 2 4 1 4 4 1 4 1 
8 2 2 1 4 2 4 3 2 1 3 
9 2 1 4 4 1 5 3 5 2 1 
10 2 5 4 3 3 1 2 4 2 5 
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Тест «Предел, непрерывность, дифференцирование функции одной переменной» 

Вариант 1 

№ Задания Варианты ответов 

1 Найти 
2

2

625

735
lim

xx

xx
x −−

++
∞→

. 1) 
2

3
; 2) ∞; 3) 0; 4) 

6

5
− ; 5) 

5

7
. 

2 Найти 
2

232
lim

2

2

2 −−

−−
→ xx

xx
x

. 1) 
3

5
; 2) 1; 3) 3; 4) 

5

3
; 5) 

3

2
. 

3 Найти 
( )12ln

1
lim

3

1 −

−
→ x

x
x

 1) 1; 2) 0; 3) 
2

3
; 4) 3; 5) 

2

1
. 

4 Найти точки разрыва функции и 
определить их характер, если они 

существуют, когда ( )
1

1
2

3

−

−
=

x

x
xf . 

1) 1=x , II р.; 1−=x , I р.; 
2) 0=x , устр.; 1=x , II р.; 
3) 1−=x , устр.; 0=x , I р.; 
4) 1=x , устр.; 1−=x , II р.; 
5) 0=x , II р.; 1=x , I р. 

5 Найти производную функции 
xxy ctgtg −= . 1) 

xx 22 sin

1

cos

1
−− ; 2) 

x2sin

4
2

; 3) 
x

x

2sin

2cos
2

; 

4) 
x2sin

2
2

; 5) 
x2cos

4
2

. 

6 Найти производную xy′  функции 

0322 =−++ yxyx , заданной не-
явно. 

1) 
yx

yx

2

2

+

+
; 2) 

yx

yx

+

+

2
; 3) 

yx

yx

+

+2
;  

4) 
yx

yx

+

+
−

2
; 5) 

yx

yx

2

2

+

+
− . 

7 Найти производную xxy ′′  функции 
32, tytx == , заданной парамет-

рически. 

1) 
3

4t
; 2) 

t4

3
; 3) 

t2

3
; 4) 

2

3 2t
; 5) 

t

12
. 

8 Найти экстремумы функции 
533 +−= xxy , если они сущест-

вуют. 

1) ( ) ( ) 61,50 maxmin == ff ; 
2) ( ) ( ) 71,31 maxmin ==− ff ; 
3) нет экстремумов; 
4) ( ) ( ) 31,71 minmax ==− ff ; 
5) ( ) ( ) 233,72 maxmin == ff . 

9 Найти точки перегиба кривой 

21

1

x
y

+
= , если они существуют. 

1) нет точек перегиба; 2) 








10

9
,

3

1
M ;  

3) 








4

3
,

3

1
M ; 4) 








−









10

9
,

3

1
;

10

9
,

3

1
21 MM ; 

5) 















−

4

3
,

3

1
;

4

3
,

3

1
21 MM . 

10 Найти асимптоты графика функ-

ции 
x

xx
y

232 −+
= , если они су-

ществуют. 

1) 1,2 =−= xxy ; 2) 2,3
2

1
=+= xxy ;  

3) 0,3 =+= xxy ; 4) xyx == ,0 ; 5) нет 
асимптот. 
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Вариант 2. Тест «Предел, непрерывность, дифференцирование функции одной переменной» 

№ Задания Варианты ответов 

1 Найти 
432

853
lim

2

23

++

++
∞→ xx

xxx
x

. 1) ∞; 2) 0; 3) 
2

3
; 4) 

2

5
; 5) 

3

8
. 

2 Найти 
352

23
lim

2

2

1 ++

++
−→ xx

xx
x

. 1) 
2

1
; 2) 

5

3
; 3) 1; 4) 2; 5) 

3

5
. 

3 Найти 
x

e x

x 3tg

1
lim

2

0

−

→

−
 1) 1; 2) 

2

3
; 3) 

3

4
; 4) 

3

2
; 5) 2. 

4 Найти точки разрыва функции 
xy sinln=  и определить их характер, 

если они существуют. 

1) 0=x , устр.; 
2) ( ),2,1,0 ±±=π= kkx  II р.; 

3) ( ),2,1,0
2

±±=
π

= kkx  I р.; 

4) ( ),2,1,0 ±±=π= kkx  I р.; 

5) ( ),2,1,0
4

±±=
π

= kkx  устр. 

5 Найти производную функции 

4

1
2

2

+

−
=

x

x
y . 

1) 
( )22

3

4

10

+x

x
; 2) 

( )22 1

10

−x

x
; 3) 

( )22 4

10

+x

x
;  

4) 
( )22

2

4

4

+

−

x

x
; 5) 

( )22

2

4

1

+

−

x

x
. 

6 Найти производную xy′  функции 

0113 22 =+++ yxyx , заданной неявно. 
1) 

yx

yx

23

32

+

+−
; 2) 

yx

yx

23

32

+

+
; 3) 

yx

yx

32

23

+

+
− ;  

4) 
yx

yx

+

+
−

3

3
; 5) 

yx

yx

+

+

3

3
. 

7 Найти производную xxy ′′  функции 

ta
y

ta

ta
x

+
=

+

− 1
, , заданной параметри-

чески. 

1) 
( )2

2

ta

a

+
− ; 2) 

( )2
1

ta +
− ; 3) 0; 4) 2a; 5) 

a2

1
. 

8 Найти экстремумы функции 
235 23 −+−= xxxy , если они сущест-

вуют. 

1) нет экстремумов; 

2) ( ) 113,
27

41

3

1
minmax −=−=








ff ; 

3) ( ) 833,
27

97

3

1
minmax −=−−=








− ff ; 

4) 
27

41

3

1
max −=








f ; 5) ( ) 833min −=−f . 

9 Найти точки перегиба кривой 

2
2

1
+

−
=

x
y , если они существуют. 

1) ( )1,1M ; 2) 








2

3
,0M ; 3) ( ) 









2

3
,0;4,3 21 MM ; 

4) 








2

5
,4M ; 5) нет точек перегиба. 

10 Найти асимптоты графика функции 

12 −
=

x

x
y , если они существуют. 

1) xyxx =−== ;1;1 ; 2) 1,1;0 =−== xxx ;  
3) xyx == ;0 ; 4) 0;1,1 =−== yxx ;  
5) нет асимптот. 
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Тест «Предел, непрерывность, дифференцирование функции одной переменной» 

Вариант 3 

№ Задания Варианты ответов 

1 Найти 
237

26

2

2
lim

xxx

xx
x ++

++
∞→

. 1) 1; 2) ∞; 3) 0; 4) 
2

1
; 5) 2. 

2 Найти 
32

352
lim

2

2

3 −+

−+
−→ xx

xx
x

. 1) 
4

7
; 2) 1; 3) 0; 4) 

7

4
; 5) 

4

7
− . 

3 Найти 
( )x

ee xx

x +

− −

→ 1ln
lim

0
 1) 0; 2) 2; 3) 

2

1
; 4) ∞; 5) 

2

3
. 

4 Найти точки разрыва функции и опре-
делить их характер, если они сущест-

вуют, когда 2

1

xey
−

= . 

1) 1=x , устр.; 1−=x , I р.; 
2) 0=x , устр.; 1=x , I р.; 
3) 0=x  I р.; 
4) 0=x , устр.; 
5) 1=x , устр.; 0=x , I р. 

5 Найти производную функции 









=

x
y

1
cos . 

1) 
xx

1
cos

1
2

− ; 2) 







−

x

1
sin ; 3) 

x

1
sin ;  

4) 
xx

1
sin

1
; 5) 

xx

1
sin

1
2

. 

6 Найти производную xy′  функции 

02 =−− − xyee yy , заданной неявно. 
1) 

y

xee yy

2

2−+ −

; 2) 
xee

y
yy 2

2

−+ −
;  

3) 
xyeye

y
yy 2

2

−− −
; 4) 

y

xee yy

2

2−− −

;  

5) 
xee

y
yy 2

2

−− −
. 

7 Найти производную xxy ′′  функции 









+==

t
t

a
ytax

1

2
,ln , заданной пара-

метрически. 

1) 
3t

a
; 2) 

2t

a
− ; 3) 

at

t

2

12 +
; 4) 

at

t

2

12 −
;  

5) ( )at

t

12 2 +
. 

8 Найти экстремумы функции 

2

xx ee
y

−+
= , если они существуют. 

1) ( ) 10min =f ; 2) ( ) 10max =f ; 3) ( ) 20min =f ; 

4) ( )
e

e
f

2

1
1

2

max
+

= ; 5) нет экстремумов. 

9 Найти точки перегиба кривой 
533 23 −+−= xxxy , если они сущест-

вуют. 

1) нет точек перегиба; 2) ( )4,1 −M ;  
3) ( )5,0 −M ; 4) ( ) ( )5,0;4,1 21 −MM ; 5) ( )4,3M . 

10 Найти асимптоты графика функции 

x

xx
y

224 −+
= , если они существуют. 

1) нет асимптот; 2) xyx == ;0 ;  
3) 24;0 +== xyx ; 4) xyx −== 2,0 ;  
5) 0=x . 
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Тест «Предел, непрерывность, дифференцирование функции одной переменной» 

Вариант 4 

№ Задания Варианты ответов 

1 Найти 
234

532
lim

3

23

++

++

∞→ xx

xx
x

. 1) 0; 2) ∞; 3) 
2

5
; 4) 1; 5) 

2

1
. 

2 Найти 
123

43
lim

2

2

1 −−

−+

→ xx

xx
x

. 1) 
5

2
; 2) 

3

5
; 3) 

4

5
; 4) 1; 5) ∞. 

3 Найти 
( )
( )axx ee

ax

−

−

→ ln

ln
lim

0
 

1) 1; 2) 0; 3) – 1; 4) 2; 5) – 2. 

4 Найти точки разрыва функции и опре-
делить их характер, если они сущест-

вуют, когда 
3

3
2

+

+
−=

x

x
xy . 

1) 0=x , устр.; 3−=x , II р.; 
2) 3−=x , I р.;  
3) 3=x , I р.; 
4) 3−=x , устр.; 3=x , I р.; 
5) 0=x , I р.; 3=x , I р. 

5 Найти производную функции 

242 ++= xxy . 
1) 

24

1
2 ++ xx

; 2) 
24

2
2 ++ xx

x
;  

3) 
24

42
2 ++

+

xx

x
; 4) 

24

2
2 ++

+

xx

x
;  

5) ( )42242 +++ xxx . 
6 Найти производную xy′  функции 

0sin2 =++ yxyy , заданной неявно. 
1) 

y

yxy cos2 ++
; 2) 

yxy

y

cos2 ++
− ;  

3) 
yy

xy

cos2 +
; 4) 

yy

xy

cos2 +
− ;  

5) 
yxy

y

cos2 ++
. 

7 Найти производную xxy ′′  функции 
( ) atytax =−= ,cos1 , заданной пара-

метрически. 

1) 
ta

t
3sin

cos
− ; 2) 0; 3) 

ta

t
3sin

cos
; 4) 

t

ta

cos

sin3
;  

5) 
ta

t
3cos

sin
. 

8 Найти экстремумы функции 
1510 24 +−= xxy , если они существу-

ют. 

1) нет экстремумов; 2) ( ) 150min =f ;  
3) ( ) 92max =−f ; 4) ( ) ( ) 150,61 maxmin == ff ;  

5) ( ) ( ) 150,105 maxmin =−=± ff . 
9 Найти точки перегиба кривой 

876 23 +−+= xxxy , если они сущест-
вуют. 

1) ( ) ( )26,2;38,2 21 MM − ; 2) нет точек переги-
ба; 3) ( )38,2−M ; 4) ( )20,1−M ;  
5) ( ) ( )8,1;20,1 21 MM − . 

10 Найти асимптоты графика функции 

42 −= xy , если они существуют. 
1) 2;2 =−= xx ; 2) нет асимптот;  
3) xyxy −== ; ; 4) xy = ;  
5) xyxx ==−= ;2;2 . 
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Тест «Предел, непрерывность, дифференцирование функции одной переменной» 

Вариант 5 

№ Задания Варианты ответов 

1 Найти 
8715

213
lim

2 ++

+

∞→ xx

x
x

. 1) 0; 2) ∞; 3) 
15

13
; 4) 

17

13
; 5) 

4

1
. 

2 Найти 
8103

45
lim

2

2

4 −−

+−

→ xx

xx
x

. 1) 
3

1
; 2) 

2

1
; 3) 

14

3
; 4) 

7

2
; 5) 0. 

3 Найти 
xx

xex

x 5

1cos
lim

20 +

−

→
 1) 0; 2) 

5

1
; 3) ∞; 4) 

2

1
; 5) 2. 

4 Найти точки разрыва функции и опре-
делить их характер, если они сущест-

вуют, когда 
3

3
ln

+

−
=

x

x
y . 

1) нет точек разрыва; 
2) 3=x , II р.; 3−=x , II р.; 
3) 3−=x , II р.; 
4) 3=x , I р.; 
5) 3−=x , II р.; 3=x , I р. 

5 Найти производную функции 
xay 5sin= . 

1) 15sin5sin −xxa ; 2) xa 5sin ; 3) xa 5sin5 ;  
4) axa x ln5cos5 5sin ; 5) xa x 5cos5sin . 

6 Найти производную xy′  функции 

ayx =+ , заданной неявно. 1) 
y

x
; 2) 

x

y
; 3) 

y

x
− ; 4) 

y

x
; 5) 

x

y
− . 

7 Найти производную xxy ′′  функции 

ta

t
y

ta

ta
x

+
=

+

−
= , , заданной парамет-

рически. 

1) 
2

1
− ; 2) 

2

1
; 3) 0; 4) 

( )21+a

a
; 5) 

( )31

2

+
−

a

a
. 

8 Найти экстремумы функции 
43 23 −+= xxy , если они существуют. 

1) ( ) ( ) 02,40 maxmin =−−= ff ; 2) ( ) 40min −=f ;  
3) ( ) 02max =−f ; 4) ( ) 01min =f ;  
5) ( ) 21min −=−f . 

9 Найти точки перегиба кривой 
543 23 −+−= xxxy , если они сущест-

вуют. 

1) нет точек перегиба; 2) ( )5,0 −M ;  
3) ( )11,1 −−M ; 4) ( )3,1 −M ; 5) ( )1,2 −M . 

10 Найти асимптоты графика функции 

12

2

−
=

x

x
y , если они существуют. 

1) 1;1 −== xx ; 2) 1;1, −=== xxxy ;  
3) 0=y ; 4) 1=y ; 5) 1;1;1 ==−= yxx . 
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Тест «Предел, непрерывность, дифференцирование функции одной переменной» 

Вариант 6 

№ Задания Варианты ответов 

1 Найти 
234

134
lim

34

25

+++

+++

∞→ xxx

xxx
x

. 1) 0; 2) 1; 3) ∞; 4) 
2

1
; 5) 

3

4
. 

2 Найти 
65

372
lim

2

2

3 +−

+−

→ xx

xx
x

. 1) 5; 2) 2; 3) 
2

1
; 4) 0; 5) 

5

7
. 

3 Найти 

x

x

x x









−

∞→ 







−

2
12

1lim . 

1) 1; 2) 2−e ; 3) 0; 4) 2e ; 5) e. 

4 Найти точки разрыва функции и опре-
делить их характер, если они сущест-

вуют, когда 
( )

1

1
2

2

−

+
=

x

x
y . 

1) нет точек разрыва; 
2) 1=x , II р.; 
3) 1−=x , II р.; 
4) 1=x , устр.; 1−=x , II р.; 
5) 1−=x , устр.; 1=x , II р. 

5 Найти производную функции 

1

1
ln

−

+
=

x

x
y . 

1) 
1

2
2 −x

x
; 2) 

1

2
2 −x

; 3) 
1

2
2 −

+

x

x
;  

4) 
21

2

x−
; 5) 

21

2

x

x

−
. 

6 Найти производную xy′  функции 

075 22 =−++ yxyx , заданной неявно. 
1) 

yx

yx

25

52

+

+
− ; 2) 

yx

yx

25

52

+

+
; 3) 

yx

yx

52

25

+

+
; 

4) 
yx

yx

52

25

+

+
− ; 5) 

x

yx

5

22 +
. 

7 Найти производную xxy ′′  функции 
tytx sin3,cos3 == , заданной парамет-

рически. 

1) tctg ; 2) 
t3sin3

1
− ; 3) 

t3sin3

1
; 4) ttg ;  

5) 
t3cos3

1
− . 

8 Найти экстремумы функции 

2

xx ee
y

−−
= , если они существуют. 

1) ( ) 00min =f ; 2) ( ) 00max =f ;  

3) ( )
2

1
1

min

−−
=

ee
f ; 4) ( )

2
1

1

max

−−
=

ee
f ;  

5) нет экстремумов. 
9 Найти точки перегиба кривой 

2610 35 ++−= xxxy , если они сущест-
вуют. 

1) нет точек перегиба; 2) ( )2,0M ;  
3) ( )7,3 −M ; 4) 

( ) ( ) ( )2315,3;2315,3;2,0 321 +−+− MMM ;  

5) ( ) ( )2315,3;2315,3 31 +−+− MM . 
10 Найти асимптоты графика функции 

2

23 52

x

xx
y

−+
= , если они существуют. 

1) нет асимптот; 2) 0=x ;  
3) 2−= xy ; 4) 2;0 +== xyx ;  
5) 2;0 −== xyx . 
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Тест «Предел, непрерывность, дифференцирование функции одной переменной» 

Вариант 7 

№ Задания Варианты ответов 

1 Найти 
3277

12714
lim

25

25

+++

+++

∞→ xxx

xxx
x

. 1) 0; 2) ∞; 3) 2; 4) 1; 5) 4. 

2 Найти 
232

107
lim

2

2

2 −+

++
−→ xx

xx
x

. 1) 
5

2
; 2) – 1; 3) 

5

7
; 4) 

5

3
− ; 5) 

5

7
− . 

3 Найти 
2

2 1
sinlim

x
x

x ∞→
. 

1) ∞; 2) 0; 3) –1; 4) 2; 5) 1. 

4 Найти точки разрыва функции и опре-
делить их характер, если они сущест-

вуют, когда 
x

y
−

=
2

1
arctg . 

1) 2=x , I р.; 
2) 2=x , II р.; 
3) 2−=x , устр.; 
4) 2−=x , I р.; 
5) нет точек разрыва. 

5 Найти производную функции 

2
arctg

x
y = . 

1) 
24

2

x+
− ; 2) 

24

2

x+
; 3) 

2
cos2

1

2 x ;  

4) 
24

1

x−
; 5) 

24

1

x−
− . 

6 Найти производную xy′  функции 

0153644 22 =+−+++ yxyxyx , задан-
ной неявно. 

1) 
384

642

−+

++

yx

yx
; 2) 

384

642

−+

++
−

yx

yx
;  

3) 
642

384

++

−+

yx

yx
; 4) 

642

384

++

−+
−

yx

yx
;  

5) 
642

342

−+

++

yx

yx
. 

7 Найти производную xxy ′′  функции 
tytx sin3,cos2 == , заданной парамет-

рически. 

1) xctg
2

3
; 2) xtg

3

2
− ; 3) 

t3sin4

3
− ;  

4) 
t3sin4

3
; 5) 

t3cos4

3
. 

8 Найти экстремумы функции 

123

1
2 +−

=
xx

y , если они существуют. 
1) нет экстремумов; 2) 

94

9

3

2
min =








f ;  

3) 
130

9

3

2
max =








−f ; 4) 4

2

3
max −=








f ;  

5) 
35

4

2

3
max =








−f . 

9 Найти точки перегиба графика функ-
ции 1012 24 +−= xxy , если они суще-
ствуют. 

1) ( ) ( )10,2;10,2 21 −−− MM ; 2) ( )10,0M ;  
3) ( )1,1 −M ; 4) ( ) ( )10,2;10,2 21 −− MM ;  
5) ( ) ( )22,2;22,2 21 −− MM . 

10 Найти асимптоты графика функции 

1

523 2

+

+−
=

x

xx
y , если они существуют. 

1) нет асимптот; 2) 1−=x ;  
3) 53,1 −== xyx ; 4) 53 −= xy ;  
5) 53;1 −=−= xyx . 
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Вариант 8. Тест «Предел, непрерывность, дифференцирование функции одной переменной» 

№ Задания Варианты ответов 

1 Найти 
52

822
lim

2

+

++
∞→ x

xx
x

. 1) 0; 2) 1; 3) 
5

8
; 4) 4; 5) ∞. 

2 Найти 
12235

86
lim

2

2

4 ++

++

−→ xx

xx
x

. 1) 
5

1
; 2) 

23

6
; 3) 

3

2
; 4) 

17

2
; 5) 

17

10
. 

3 Найти ( ) x
x

x 1
0

31lim −
→

. 1) 3−e ; 2) 3e ; 3) 1; 4) 0; 5) ∞. 

4 Найти точки разрыва функции и опре-
делить их характер, если они сущест-

вуют, когда 
x

x
y

2cos1−
= . 

1) нет точек разрыва; 
2) 0=x , I р.; 
3) 0=x , устр.; 

4) 
2

π
=x , I р.; 

5) 
2

π
=x , устр. 

5 Найти производную функции 

2

1
sinarc

−
=

x
y . 

1) 
223

2

xx −+
− ; 2) 

223

2

xx −+
;  

3) 
223

1

xx −+
; 4) 

32

1
2 −− xx

;  

5) 
225

2

xx +−
. 

6 Найти производную xy′  функции 

0833 323 =−+++ yxyyxx , заданной 
неявно. 

1) 
yxx

yxyx

++

++
2

2 2
; 2) 

yxx

yxyx

++

++
−

2

2 2
;  

3) 
yxyx

yxx

++

++

22

2
; 4) 

yxyx

yxx

++

−−

22

2
;  

5) 
yxyx

yxx

++

++

23

23
2

2
. 

7 Найти производную xxy ′′  функции 

tytx 22 sin,cos == , заданной парамет-
рически. 

1) t2cos2 ; 2) –1; 3) t2sin2 ;  

4) 0; 5) 
t2sin

1
− . 

8 Найти экстремумы функции 

32

1
2 ++

=
xx

y , если они существуют. 
1) ( )

2

1
1max =−f ; 2) ( )

2

1
1min =−f ;  

3) ( )
3

1
0max =f ; 4) ( )

3

1
0min =f ;  

5) ( )
6

1
1max =f . 

9 Найти точки перегиба графика функ-
ции 956 24 −+−= xxxy , если они су-
ществуют. 

1) нет точек перегиба; 2) ( )9,1 −M ;  
3) ( )9,0 −M ; 4) ( ) ( )9,1;9,0 21 −− MM ;  
5) ( ) ( )19,1;9,1 21 −−− MM . 

10 Найти асимптоты графика функции 

4

4
2

2

−

+
=

x

x
y , если они существуют. 

1) нет асимптот; 2) 2;2 −== xx ;  
3) 2;2;1 −=== xxy ; 4) 1=y ; 5) xy = . 
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Тест «Предел, непрерывность, дифференцирование функции одной переменной» 

Вариант 9 

№ Задания Варианты ответов 

1 Найти 
124

2534
lim

24

23

++

+++

∞→ xx

xxx
x

. 1) 0; 2) 1; 3) 
2

3
; 4) 5; 5) 2. 

2 Найти 
82

274
lim

2

2

2 −+

−−

→ xx

xx
x

. 1) 
8

3
; 2) 4; 3) 0; 4) 

2

3
; 5) 

2

3
− . 

3 Найти 
416

sin
lim

0 −+→ x

x
x

. 1) 1; 2) 8; 3) 0; 4) ∞; 5) 
8

1
. 

4 Найти точки разрыва функции и определить 
их характер, если они существуют, когда 

1

1

−

−
+=

x

x
xy . 

1) нет точек разрыва; 
2) 0=x , устр.; 
3) 1−=x , I р.; 
4) 1−=x , II р.; 
5) 1=x , I р. 

 
5 Найти производную функции 










= 3
sin

x

ey . 1) 









3
sin

x

e ; 2) 















3
cos3

sin x
e

x

;  

3) 















3
cos

3

1 3
sin x

e

x

;  

4) 
1

3
sin

3
sin

−
















x

e
x

; 5) 















3
sinln3

sin x
e

x

. 

6 Найти производную xy′  функции 

0=−+ xyee yx , заданной неявно. 
1) 

x

x

ex

ye

+

−
; 2) 

xe

ey
y

x

−

−
;  

3) 
xy

ee xy

−

−
; 4) 

x

y

ey

xe

−

−
; 5) 

ye

ex
x

y

−

+
. 

7 Найти производную xxy ′′  функции 
tbytax ch,sh == , заданной параметрически. 

1) t
a

b
th ; 2) t

a

b
cth

2
; 3) t

b

a 3
2

ch ;  

4) 
ta

b
32 ch

; 5) 0. 

 
8 Найти экстремумы функции 

1

2

+
=

x

x
y , если 

они существуют. 

1) ( ) 00max =f , ( ) 42min −=−f ;  
2) нет экстремумов;  
3) ( ) 00min =f ; ( ) 42max −=−f ;  

4) ( )
3

4
2max =f ; 5) ( )

3

4
2min =f . 

9 Найти точки перегиба графика функции 
96 23 +−= xxy , если они существуют. 

1) ( )7,2 −M ; 2) ( )9,0M ;  
3) нет точек перегиба;  
4) ( )23,2 −−M ; 5) ( )4,1M . 

10 Найти асимптоты графика функции 

xe
y

−
=

1

1
, если они существуют. 

1) нет асимптот; 2) 1=y ;  
3) xy = ; 4) 1,0 == yx ; 5) 0=x . 
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Тест «Предел, непрерывность, дифференцирование функции одной переменной» 

Вариант 10 

№ Задания Варианты ответов 

1 Найти 
21232

5132828
lim

34

34

+++

+++

∞→ xxx

xxx
x

. 1) 0; 2) ∞; 3) 14; 4) 
2

5
; 5) 

12

13
. 

2 Найти 
592

103
lim

2

2

5 −+

−+

−→ xx

xx
x

. 1) 
11

7
; 2) 

11

14
; 3) 

7

11
; 4) 

14

11
; 5) 

11

7
− . 

3 Найти 
4

ln
lim

x

x
x +∞→

. 1) ∞; 2) 
4

1
; 3) 1; 4) 0; 5) 4. 

4 Найти точки разрыва функции и определить 
их характер, если они существуют, когда 

( )
1

1
2

2

−

−
=

x

x
y . 

1) 1−=x , II р.; 
2) 1=x , устр.; 1−=x , II р.; 
3) 1−=x , I р.; 
4) 1=x , I р.; 1−=x , II р.; 
5) нет точек разрыва. 

5 Найти производную функции 
( )cbxxy ++= 2lg . 1) 

cbxx ++2

1
; 2) bx +2 ;  

3) 
cbxx

bx

++

+
−

2

2
; 4) 

cbxx

bx

++

+
2

2
;  

5) ( ) 10ln

2
2 cbxx

bx

++

+
. 

6 Найти производную xy′  функции 

08444 22 =−−−− yxyxyx , заданной неявно. 
1) 

yx

xy

+

+−

2

42
; 2) 

42

242

++

−+−

yx

xy
;  

3) 
42

242

++

+−

yx

xy
; 4) 

yx

xy

+

−

2

42
;  

5) 
242

42

−+−

++

xy

yx
. 

7 Найти производную xxy ′′  функции 

tytx 33 cos,sin == , заданной параметриче-
ски. 

1) 
tt cossin3

1
4

; 2) 
t

t
4sin3

cos
; 3) 

t

t

4cos

sin3
;  

4) 
tt sincos3

1
4

; 5) 
tt 23 cossin3

1
. 

8 Найти экстремумы функции xxy −+= 4 , 
если они существуют. 

1) нет экстремумов;  
2) ( ) 44max =f ;  
3) ( ) 20min =f ; 

4) 
4

17

4

15
max =








f ; 5) 

4

17

4

15
min =








f . 

9 Найти точки перегиба кривой 763 +−= xxy , 
если они существуют. 

1) ( )2,1M ; 2) ( )3,2M ;  
3) ( ) ( )2,1;7,0 21 MM ;  
4) ( ) ( )3,2;2,1 31 MM ; 5) ( )7,0M . 

10 Найти асимптоты графика функции 

2

232 2

−

−+
=

x

xx
y . 

1) нет асимптот; 2) xyx == ,2 ;  
3) 72,2 +== xyx ; 4) 5,2 +=−= xyx ; 
5) xyx =−= ,2 . 
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Ответы 
 

Тест «Предел, непрерывность, дифференцирование функции одной переменной» 
 

Варианты Задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 4 1 3 4 2 5 2 4 5 3 
2 1 3 4 2 3 1 3 2 5 4 
3 3 1 2 4 5 2 3 1 2 4 
4 5 3 1 2 4 2 1 5 3 3 
5 1 3 2 2 4 5 3 1 4 5 
6 3 1 2 5 4 1 2 5 4 4 
7 3 4 5 1 2 2 3 4 1 5 
8 5 4 1 2 3 2 4 1 5 3 
9 1 4 2 5 3 2 4 3 1 5 
10 3 1 4 2 5 2 1 4 5 3 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 1 

Задание 1. а) Проверить невырожденность системы линейных уравнений и решить ее 

по формулам Крамера и матричным способом. 

б) Исследовать систему на совместность и в случае совместности решить 

ее, используя метод Гаусса. 

1.1. а) 









=−−
=−+

=−+

.637
,21432

,6

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

б) 









=+−
=+−
=−+

.738
,32
,16

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.2. а) 









=+−
−=−+
=+−

.22
,65
,7433

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

б) 









=+−
−=+−
=++

.2735
,32
,1432

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.3. а) 









=++
=+−

=−+

.83
,2232

,22

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

б) 









−=−+
=−+
=+−

.2343
,22
,62

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.4. а) 









−=−+
=+−
=+−

.742
,1053
,11532

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

б) 









=−−
=++
=−−

.0105
,33
,124

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.5. а) 









=++
=++
=−−

.442
,4263

,134

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

б) 









=+−
=+−

=−+

.1639
,5233

,2

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.6. а) 









=−+
=−+
=++

.043
,432
,632

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 
б) 









=++
=−+
=−+

.152
,075

,02

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.7. а) 









=++
=+
=+

.023
,1

,32

321

21

21

xxx
xx

xx
 

б) 









=−+−
=+−

=−+

.2443
,15

,1432

321

21

321

xxx
xx

xxx
 

1.8. а) 









−=+−
=−+
=−−

.15423
,02
,133

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 
б) 









=−−
=++−

=−−

.0933
,1522

,03

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.9. а) 









=−−
−=+−
=++

.023
,2234
,12532

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 
б) 









=++
=++

=+

.293
,162

,13

321

321

21

xxx
xxx

xx
 

1.10. а) 









=−+
=++
=−+

.2343
,522
,432

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 
б) 









=++
=−
=+

.07
,23
,14

321

32

31

xxx
xx
xx

 

1.11. а) 









=−+
=−−

−=+

.13243
,52

,63

321

321

32

xxx
xxx

xx
 

б) 









=++
=+

−=−+

.127
,23

,345

321

32

321

xxx
xx

xxx
 



 

238 

1.12. а) 









−=−
=++
=−+

.1
,72

,1224

32

321

321

xx
xxx
xxx

 
б) 









=+−
=−+
=−+

.12
,11542

,8423

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.13. а) 









=+
−=−
=−+

.1
,643

,02

31

32

321

xx
xx

xxx
 

б) 









−=+
−=+−

=++

.232
,52

,1

31

321

321

xx
xxx

xxx
 

1.14. а) 









=+−
−=−−

=++

.10543
,5323

,82

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

б) 









=+−
=+−
=+−

.0525
,83

,1542

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.15. а) 









−=+
−=−−

−=−

.2
,22

,12

32

321

21

xx
xxx

xx
 

б) 









=−
=+−
=+−

.52
,1254
,2233

21

321

321

xx
xxx
xxx

 

1.16. а) 









−=++
−=++
−=−−

.2
,5343

,632

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

б) 









=−+
=−+
=−+

.2965
,1542
,8423

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.17. а) 









−=−+
=−+
−=++

.63
,6352

,10523

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 
б) 









=++
=++
−=++

.1735
,5522
,323

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.18. а) 









=+−
−=−+−

=++

.10543
,5332

,82

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

б) 









=+−
=−−
=−−

.2242
,6432
,0274

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.19. а) 









=++
−=−−

=++

.0
,1342

,8243

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 
б) 









=+−
=−−
=−−

.224
,157

,6495

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.20. а) 









=++
=+−
=−+

.6
,43
,532

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

б) 









=−
=−+
=+−

.134
,723

,35

21

321

321

xx
xxx

xxx
 

1.21. а) 









−=+
−=−+

=−

.5
,22

,02

32

321

21

xx
xxx

xx
 

б) 









=−−
=+−

−=−−

.0944
,15

,3455

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.22. а) 









=−+
=−−

−=+

.13243
,52

,63

321

321

32

xxx
xxx

xx
 

б) 









=++
=−−
=−−

.542
,3546

,227

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.23. а) 









=−+
=+−
−=−+

.322
,95
,13

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 
б) 









=+−
=−+
=+−

.2243
,4

,334

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.24. а) 









=++
=+−

=−+

.132
,9232

,785

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

б) 









=+−
=−+
=++

.2
,9322

,123

321

321

321

xxx
xxx

xxx
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1.25. а) 









=+−
=++

=+−

.053
,21325

,452

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

б) 









=++
=++
=++

.0943
,65

,5432

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.26. а) 









=+−
−=+−

=−+

.072
32
,64

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 
б) 









=−+
=−+
=−+

.133
,932

,2265

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

1.27. а) 









=+
=−+

=−

.0
,12

,02

32

321

21

xx
xxx

xx
 

б) 









=−+
=+−
=+−

.5453
,1147
,1594

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.28. а) 









=++
=++
=++

.3432
,525
,8243

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 
б) 









=+−
=−+
=++

.542
,435
,243

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.29. а) 









=+−
=++

−=−+

.13523
,3342

,2

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

б) 









=−+
=+−
=−+

.734
,1652
,0782

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

1.30. а) 









−=−
=++
=−+

.3
,82

,024

32

321

321

xx
xxx
xxx

 
б) 









=+−
=++
=+−

.1272
,82

,4353

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

Задание 2. Заданы координаты точек А, В, С. Требуется найти: 1) ï ðAC AB


;  

2) площадь треугольника с вершинами в точках А, В, С. 

2.1. А(7,1,4), В(9,–2,0), С(0,3,–3). 

2.2. А(3,1,4), В(–3,–1,0), С(2,1,–3). 

2.3. А(2,1,0), В(3,–1,–4), С(0,2,–2). 

2.4. А(3,–1,–1), В(3,1,4), С(1,0,5). 

2.5. А(2,1,–1), В(7,–1,3), С(0,3,3). 

2.6. А(2,–3,7), В(–3,–1,5), С(9,0,1). 

2.7. А(7,–3,4), В(3,2,–1), С(4,1,1). 

2.8. А(1,1,0), В(2,1,–4), С(0,1,0). 

2.9. А(1,–1,4), В(2,3,–4), С(1,0,–5). 

2.10. А(2,–4,7), В(8,1,0), С(–1,–3,0). 

2.11. А(1,–1,0), В(0,1,7), С(–1,–2,–3). 

2.12. А(0,9,–3), В(1,3,4), С(0,2,–5). 

2.13. А(1,–1,3), В(2,–2,4), С(1,0,1). 

2.14. А(2,–2,–3), В(–1,–4,7), С(0,4,–3). 

2.15. А(1,0,0), В(–3,1,–1), С(1,–2,–3). 

2.16. А(1,3,7), В(7,3,–5), С(–1,–4,0). 
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2.17. А(1,–1,1), В(0,1,0), С(1,4,–5). 

2.18. А(2,–2,3), В(1,–1,4), С(0,1,–1). 

2.19. А(2,0,–1), В(1,–1,1), С(0,1,7). 

2.20. А(1,–1,3), В(2,1,–4), С(0,1,0). 

2.21. А(1,–2,2), В(2,0,1), С(1,4,–7). 

2.22. А(1,2,–3), В(2,–1,4), С(2,3,–4). 

2.23. А(7,9,–3), В(1,0,–1), С(0,3,0). 

2.24. А(1,–2,0), В(2,4,–1), С(7,1,0). 

2.25. А(3,–1,4), В(–4,2,3), С(0,1,–1). 

2.26. А(6,–3,0), В(3,0,1), С(2,–4,3). 

2.27. А(4,5,–1), В(6,–4,2), С(0,3,–1). 

2.28. А(3,–1,2), В(3,6,–4), С(0,1,–1). 

2.29. А(1,1,–1), В(3,4,0), С(0,5,–2). 

2.30. А(1,0,2), В(3,4,7), С(5,–1,1). 

Задание 3. Найти угол (в градусах) между прямой 
3

1
1
3

2
1 +

=
−
+

=
− zyx  и плоскостью,  

проходящей через точки 321 ,, MMM . 

3.1. M1(1,–3,4), M2(0,–2,–1), M3(1,1,–1). 

3.2. M1(1,1,4), M2(–2,1,1), M3(1,3,6). 

3.3. M1(1,2,–1), M2(–1,0,4), M3(–2,–1,1). 

3.4. M1(1,2,3), M2(4,–1,–2), M3(4,0,3). 

3.5. M1(1,3,–1), M2(–3,1,–9), M3(1,0,–7). 

3.6. M1(1,–2,–1/2), M2(2,1,3), M3(0,–1,–1). 

3.7. M1(1,1,4), M2(2,–1,0), M3(3,2,1). 

3.8. M1(–13,3,2), M2(–3,–2,–4), M3(0,0,–3). 

3.9. M1(1,–1,–3), M2(0,6,1), M3(2,2,–2). 

3.10. M1(2,3,–10), M2(1,–1,–9), M3(0,–1,–4). 

3.11. M1(1,1,4), M2(2,0,2), M3(0,3,3). 

3.12. M1(2,1,–3), M2(1,1,0), M3(–1,2,7). 

3.13. M1(1,0,1), M2(0,0,2), M3(1,1,1). 

3.14. M1(–5,–1,1), M2(–2,0,1), M3(–1,1,0). 

3.15. M1(2,1,3), M2(0,0,4), M3(1,1,1). 

3.16. M1(2,3,1), M2(4,–4,–2), M3(1,0,0). 

3.17. M1(–1,0,1), M2(3,–2,–1), M3(–4,–1,2). 
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3.18. M1(2,–2,9), M2(–2,0,1), M3(–4,1,3). 

3.19. M1(1,2,–1), M2(2,3,–10), M3(0,4,1). 

3.20. M1(1,–2,1), M2(0,–1,2), M3(2,–1,–1). 

3.21. M1(1,–2,–5), M2(2,3,2), M3(–1,0,5). 

3.22. M1(1,3,4), M2(0,1,2), M3(2,5,0). 

3.23. M1(1,–1,0), M2(–3,–4,1), M3(–1,–1,2). 

3.24. M1(–1,2,0), M2(6,3,1), M3(–15,0,2). 

3.25. M1(1,2,3), M2(2,4,1), M3(2,0,–3). 

3.26. M1(–1,1,0), M2(3,–4,5), M3(–2,0,2). 

3.27. M1(2,–3,5), M2(1,–2,12), M3(4,–1,7). 

3.28. M1(3,–1,2), M2(4,–1,–1), M3(2,0,2). 

3.29. M1(1,3,1), M2(4,0,7), M3(–2,1,2). 

3.30. M1(1,–1,1), M2(5,4,–2), M3(–1,–2,2). 

Задание 4. Упростить уравнение кривой и изобразить ее на рисунке 

4.1. 07822 22 =++−+ yxyx  

4.2. 0282369 22 =++−+ yxyx  

4.3. 020282 =+++ yxx  

4.4. 0100364094 22 =+−−+ yxyx  

4.5. 0126222 =−++− yxyx  

4.6. 02010422 =+−++ yxyx  

4.7. 0109325449 22 =+−−+ yxyx  

4.8. 014472150925 22 =−−−− yxyx  

4.9. 01282 2 =+−+ yxx  

4.10. 01849 22 =−+ xyx  

4.11. 04044 22 =+−− xyx  

4.12. 0111664 22 =−++− yxyx  

4.13. 05040109 22 =−++ yyx  

4.14. 0896418169 22 =++−− yxyx  

4.15. 3864 22 =+−+ yxyx  

4.16. 024 22 =++ xyx  

4.17. 0436244 22 =+−−− yxyx  
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4.18. 14122 2 +−= yyx  

4.19. xyy 242 =+  

4.20. 05840452 22 =−++− yxyx  

4.21. 0494 22 =+− xyx  

4.22. 01582 =++− yxx  

4.23. 099243043 22 =+−++ yxyx  

4.24. 0151843 22 =++− xyx  

4.25. 01276454169 22 =−−−− yxyx  

4.26. 027662 =++− yxy  

4.27. 09183095 22 =++−+ yxyx  

4.28. 0784 2 =+−+ yxx  

4.29. 014422 =+−+ yxy  

4.30. 0752 =+−− yxx  

Задание 5. Найти пределы функций: 

5.1. а) 
xxx

xx
x −−

+−
∞→ 23

23

42
253lim ; б) 

xx
x

x 3sin
cos1lim

0

−
→

; в) 
x

x x
x









+
−

∞→ 12
12lim ; г) ( )

103
3lnlim 2

2

2 −+
−

→ xx
x

x
. 

5.2. а) 
143
23lim 2

2

1 ++
++

−→ xx
xx

x
; б) 

20 11

3coscoslim
x

xx
x −−

−
→

; в) 







−
−

→ 1
11lim

0 xx ex
; г) 

x

x x

tg

0

1lim 







→
. 

5.3. а) 
416

24lim
2

2

0 −+

−+
→ x

x
x

; б) 
122

65lim 4

23

+−
−+

∞→ xx
xx

x
; в) 

x
xx

x 4cos1
2sinlim

0 −→
; г) 

2

2
1coslim

x

x x








∞→
. 

5.4. а) 
xx

x
x −

−
→ 3

27lim
3

3
; б) 

x

x x
x 5

12
52lim 







+
+

∞→
; в) 2

3

0 3
coscoslim

x
xx

x

−
→

; г) 
x

xx
x

ln2lim +
∞→

. 

5.5. а) ( ) ( )
( ) ( )22

33

12
11lim
+++

−−+
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y 









+
=

21
; 

в) 2522 =+ yx ; г) tttytttx cossin;sincos −=+= . 

7.28. а) xxx eeey arcsin1 2 −−= ; б) 
( )( )

( )4
3 222

5

33

+

−+
=

x

xx
y ; 

в) ( ) xxy =cos ; г) tt eyex 32 ; == . 

7.29. а) ( )2ln42arcctg 53 ++= − xxy x ; б) 
( )
( )

3 22

2

1

1

−

+
=

x

xx
y ; 

в) xyeyx =− ; г) tytx 2cos4;sin2 == . 

7.30. а) 
x

x
y

cos

cosln1+
−= ; б) ( ) x

xy
sin2 1+= ; 

в) 063 23 =+− xyxy ; г) 32 ;32 ttyttx +=−+= . 

Задание 8. Исследовать функцию и построить ее график 

8.1. 
1
1

2

2

+
−

=
x
xy . 8.2. 

x
xy 12 +

= . 8.3. 2

21
x

xy −
= . 

8.4. 
( )31 x

xy
+

= . 8.5. ( ) xexy 1−= . 8.6. 2

3

1 x
xy
−

= . 

8.7. 3

3

1
4

x
xy
−

= . 8.8. 21 x
xy
+

= . 8.9. 
1

2

−
=

x
xy . 

8.10. 
x

xy 54 3 +
= . 8.11. xexy −= 2 . 8.12. 

x
xy 14 2 +

= . 

8.13. 
12

3

−
=

x
xy . 8.14. 166 23 +−= xxy . 8.15. 

x
xy
−

=
1

2
. 
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8.16. 2

4

1 x
xy
−

= . 8.17. ( )24ln xy −= . 8.18. 
13

4

−
=

x
xy . 

8.19. 2

2

41
42
x
xy

−
−

= . 8.20. 21 xxy −= . 8.21. 
( )2

3

12 x
xy
+

= . 

8.22. 
x

xy
2

23 +
= . 8.23. 

42 −
=

x
xy . 8.24. 

42

3

−
=

x
xy . 

8.25. 
( )2

3

2−
=

x
xy . 8.26. 396 23 −+−= xxxy . 8.27. 2

32
x

xy +
= . 

8.28. 2

4 1
x

xy +
= . 8.29. ( )21ln xy −= . 8.30. 24

4
x
xy

+
= . 
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Контрольная работа 

«Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии» 

Вариант 1 

1. Исследовать систему уравнений на совместность и в случае совместности решить ее: 

а) методом Крамера 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4,
2 1,

2 1;

x x x
x x x

x x x

+ + =
 − + =
− + + = −

 б) методом Гаусса 
2 3 4

1 2 4

1 3 4

3,
1,

2 4.

x x x
x x x
x x x

+ + =
 − + =
 + + =

 

2. Найти длину вектора 3 5a m n= −
  

, если 1, ( , )
4

m n m n π
= = ∠ =

    . 

3. Привести к каноническому виду уравнение прямой 2 3 3 9 0,
2 3 0.

x y z
x y z

− − − =
 − + + =

 

4. Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4: 1 2 3(0; 0; 0), (3; 2; 1), (1; 4; 0),A A A−  

4 (5; 2; 3).A  Требуется найти: 1) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины А4 на 

грань А1А2А3; 2) площадь грани А1А2А3; 3) объем пирамиды. 

5. Построить на плоскости кривую 2 8 2 20 0x x y+ + + = , приведя ее уравнение к каноническо-

му виду. 

Вариант 2 

1. Исследовать систему уравнений на совместность и в случае совместности решить ее: 

а) методом Крамера 
1 2 3

1 3 3

1 3

2 2,
2 0,
3 1;

x x x
x x x
x x

− − = −
 + − =
 + =

 б) методом Гаусса 
1 2 3

1 3 4

1 4

2 0,
2 0,
3 0.

x x x
x x x
x x

− − =
 + − =
 + =

 

2. Какой угол образуют  единичные векторы m
  и n


, если векторы , 3 6a m n b m n= − = +

     
 орто-

гональны?  

3. Найти уравнение прямой, проходящей через точку М (–1; 3) и точку пересечения прямых 

2 1 0, 3 4 0x y x y− − = + − = . 

4. Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4: 1 2 3(3; 1; 0), (0; 7; 2), ( 1; 0; 5),A A A − −   

4 (4; 1; 5)A . Требуется найти: 1) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины А4 на 

грань А1А2А3; 2) площадь грани А1А2А3; 3) объем пирамиды. 

5. Построить на плоскости кривую 2 23 4 18 15x y x− = + , приведя ее уравнение к каноническому 

виду, найти фокусы. 

Вариант 3 

1. Исследовать систему уравнений на совместность и в случае совместности решить ее: 
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а) методом Крамера 1 2 3

2 3 1

1 3 4

1,
1,

2 0;

x x x
x x x
x x x

− + =
 − − =
 − + =

 б) методом Гаусса 
1 2 4

2 3 4

1 3 4

1 4

1,
1,

2 0,
3 5.

x x x
x x x

x x x
x x

− + =
 + − =
 − + =
 + =

 

2. Определить длины диагоналей параллелограмма, построенного на векторах 3 4a m n= +
  

 и 

2b m n= −
  

, если 1, ( , )
3

m n m n π
= = ∠ =

    . 

3. Привести к каноническому виду уравнение прямой 3 3 6 0,
2 3 0.

x y z
x y z
+ − − =

 − + + =
 

4. Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4: 1 2 3(3; 1; 1), (1; 4; 1), (1; 1; 7),A A A  

4 (3; 4; 1)A − . Требуется найти: 1) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины А4 на 

грань А1А2А3; 2) площадь грани А1А2А3; 3) объем пирамиды. 

5. Построить на плоскости кривую 2 22 2 8 7 0x y x y+ − + + = , приведя ее уравнение к кано-

ническому виду, найти фокусы. 

Вариант 4 

1. Исследовать систему уравнений на совместность и в случае совместности решить ее: 

а) методом Крамера 1 2 3

1 2 3

1 3 2

2 1,
2 2,

1;

x x x
x x x

x x x

+ − =
 + + = −
 − + = −

 б) методом Гаусса  1 2 4

1 2 3

1 3 4

2 0,
2 0,

0.

x x x
x x x

x x x

+ − =
 + + =
 − + =

 

2. Найти скалярное произведение векторов ,a b
  , если 2 , 2a i j k b j k= + − = +

      
.  

3. Найти уравнение прямой, проходящей через точку М (0; 3) и точку пересечения прямых 

1 0, 3 4 0x y x y− − = − + − = . 

4. Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4: 1 2 3(5; 1; 0), (7; 1; 0), (2; 1; 4),A A A  

4 (5; 5; 3)A . Требуется найти: 1) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины А4 на 

грань А1А2А3; 2) площадь грани А1А2А3; 3) объем пирамиды. 

5. Построить на плоскости кривую 2 8 15 0x x y+ + + = , приведя ее уравнение к каноническому 

виду. 

Вариант 5 

1. Исследовать систему уравнений на совместность и в случае совместности решить ее: 

а) методом Крамера 
2 3 1

1 2 3

1 2 3

2 2 4 2,
3 2,

1;

x x x
x x x

x x x

+ − =
 + − = −
 + + =

 б) методом Гаусса 
2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 4 1,
3 2,

1,
4 4 2 4 0.

x x x
x x x x

x x x x
x x x x

+ − =
 + − − =
 + + + = −
 + + − =
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2. Зная, что 22, 5, ( , )
3

a b a b π
= = ∠ =

    , определить, при каком значении α  взаимно перпендику-

лярны векторы 17p a b= α +
  

 и 3q a b= −
  

. 

3. Даны уравнения сторон треугольника 2 1 0, 5 4 17 0, 4 11 0x y x y x y+ − = + − = − + = .  

Составить уравнение прямой, проходящей через одну из вершин треугольника параллельно 

противоположной стороне. 

4. Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4: 1 2 3(0; 0; 0), (5; 2; 0), (2; 5; 0),A A A   

4 (1; 2; 4 )A . Требуется найти: 1) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины А4 на 

грань А1А2А3; 2) площадь грани А1А2А3; 3) объем пирамиды. 

5. Построить на плоскости кривую 2 2 4 10 20 0x y x y+ + − + = , приведя ее уравнение к канони-

ческому виду, найти фокусы. 

Вариант 6 

1. Исследовать систему уравнений на совместность и в случае совместности решить ее: 

а) методом Крамера 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3,
3 2 0,

1;

x x x
x x x

x x x

− − = −
 + − =
 − − =

 б) методом Гаусса 
1 3 4

1 2 3

1 2 3

1 2 3 4

2 3,
3 2 0,

1,
6 3 2.

x x x
x x x

x x x
x x x x

− − = −
 + − =
 − − = −
 − − − =

 

2. При каких значениях α  и β  векторы 2a i j k= α − +
   

 и 5b i j k= +β −
   

 коллинеарные?  

3. На прямой 2 11 0x y+ + =  найти точку, равноудаленную от двух  данных  точек 

(1; 1), (3; 0)A B . 

4. Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4: 1 2 3(3; 1; 1), (1; 4; 1), (1; 1; 7),A A A  

4 (3; 4; 1)A − . Требуется найти: 1) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины А4 на 

грань А1А2А3; 2) площадь грани А1А2А3; 3) объем пирамиды. 

5. Построить на плоскости кривую 2 25 18 30 9 9 0x y x y+ − + + = , приведя ее уравнение к кано-

ническому виду, найти фокусы. 

Вариант 7 

1. Исследовать систему уравнений на совместность и в случае совместности решить ее: 

а) методом Крамера 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 1,
6 4 2 2,

1;

x x x
x x x

x x x

+ − =
 + − =
 − − =

 б) методом Гаусса 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 1,
6 4 2 2,
3 2 2 3 1.

x x x x
x x x x
x x x x

+ − − =
 + + + =
 + + + =

 

2. На векторах (4; 5; 0)AB −


 и (0; 4; 2)AC −


 построен треугольник АВС . Вычислить длину 

его высоты, опущенной из вершины В  на сторону АС. 

3. Найти проекцию точки Р (3; 1; –1) на плоскость 2 3 30 0x y z+ + − = . 
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4. Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4: 1 2 3(3; 1; 0), (1; 2; 1), (0; 1; 7),A A A−  

4 ( 3; 4; 1)A − − . Требуется найти: 1) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины А4 на 

грань А1А2А3; 2) площадь грани А1А2А3; 3) объем пирамиды. 

5. Построить на плоскости кривую 2 25 18 30 9 9 0x y x y+ − − + = , приведя ее уравнение к кано-

ническому виду, найти фокусы. 

Вариант 8 

1. Исследовать систему уравнений на совместность и в случае совместности решить ее: 

а) методом Крамера 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1,
1,

0;

x x x
x x x

x x x

− − = −
− + + =
 − − =

 б) методом Гаусса 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 0,
5 3 2,

2 1.

x x x x
x x x x

x x x x

− − − =
 + + + =
 + + + =

 

2. Даны векторы 2 3 , 4 , 4 , 5 5 3 .OA i j k OB i j OC i j k OD i j k= − + = + = − + + = − − +
              

 Доказать, 

что диагонали АС и BD  четырехугольника ABCD взаимно перпендикулярны. 

3. Найти точку пересечения прямой 1 1
1 2 6

x y z− +
= =

−
 и плоскости 2 3 1 0x y z+ + − = . 

4. Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4: 1 2 3( 3; 1; 2) , (1; 2; 1), (1; 1; 0) ,A A A− −  

4 (2; 4; 1)A − . Требуется найти: 1) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины А4 на 

грань А1А2А3; 2) площадь грани А1А2А3; 3) объем пирамиды. 

5. Построить на плоскости кривую 2 25 18 30 9 9 0x y x y− + − + + = , приведя ее уравнение к кано-

ническому виду, найти фокусы. 

Вариант 9 

1. Исследовать систему уравнений на совместность и в случае совместности решить ее: 

а) методом Крамера 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1,
1,

2 0;

x x x
x x x
x x x

− − = −
 + + =
 − − =

 б) методом Гаусса 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1,
2 3 3,

5 4 5 5.

x x x x
x x x x
x x x x

− + − =
 − + + =
 − + − =

 

2. Выяснить, компланарны ли векторы 2 5 7 , , 2 2 .a i j k b i j k c i j k= + + = + − = + +
           

 

3. Через прямую  2 1
3 2 1

x y z− +
= =
−

 провести плоскость, параллельную прямой 

2 3
1 2 3

x y z− +
= =

−
. 

4. Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4: 1 2 3(3; 1; 1), (1; 5; 1), (1; 1; 3),A A A −  

4 ( 4; 4; 1)A − − . Требуется найти: 1) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины А4 на 

грань А1А2А3; 2) площадь грани А1А2А3; 3) объем пирамиды. 
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5. Построить на плоскости кривую 218 30 9 9 0y x y− + + = , приведя ее уравнение к канониче-

скому виду. 

Вариант 10 

1. Исследовать систему уравнений на совместность и в случае совместности решить ее: 

а) методом Крамера 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1,
1,

2 0;

x x x
x x x
x x x

− − = −
 + + =
 − − =

 б) методом Гаусса 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2,
3 3 2 5,
9 3 16.

x x x
x x x
x x x

+ − =
 − + =
 − + =

 

2. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах 

2 5 7 , , 2 2 .a i j k b i j k c i j k= + + = + − = + +
           

 

3. Составить уравнение плоскости, проходящей через начало координат перпендикулярно 

плоскостям 5 7 0, 3 2 3 0x y z x y z+ − + = − + − = . 

4. Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4: 1 2 3(0; 1; 1), ( 2; 4; 1), (1; 1; 3),A A A− −  

4 (3; 5; 1)A − . Требуется найти: 1) уравнение и длину высоты, опущенной из вершины А4 на 

грань А1А2А3; 2) площадь грани А1А2А3; 3) объем пирамиды. 

5. Построить на плоскости кривую 25 18 30 0x y x+ − = , приведя ее уравнение к каноническому 

виду. 
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Контрольная работа 

«Предел функции. Непрерывность и дифференцируемость функции» 

Вариант 1 

1. Найти пределы функций, не используя правило Лопиталя: 
2

2 0

3 2 1 cos8a) lim ; á) lim .
1 cos 41

2
x x

x x x
x x→ →

− + −
−−

 

2. Исследовать данные функции на непрерывность и указать вид точек разрыва: 

( ) ( )

2

2

3

1, 1,
3 2 2a) ; á) , 1 4,

2, 4.

x x
x xf x f x x

xx x
x x

 + ≤


− + = = < ≤
− 

− >

 

3. Найти производные функций: 
22 2

2

sina) arcsin ; á) 1; â) ( 1) .
25 91 sin

xx x yy y x
x

= + = = +
+

 

4. Найти 
2

2
d y
dx

: 
2

2
3

2,
a) cos ; á) 1 1.

3

x t
y x

y t

 = +
= 

= −

 

5. Найти пределы функций, используя правило Лопиталя: 
3

1 0

2 1 1 lna) lim ; á) lim .
ctg1x x

x x
xx→− →

+ +
+

 

6. Исследовать функцию и построить ее график: 
2

2
1 xy

x
−

= . 

Вариант 2 

1. Найти пределы функций, не используя правило Лопиталя: 
2

3 3

2 2 0

( 1) ( 1) 3 2a) lim ; á) lim .
3 2( 1) ( 1)

x

x x

x x x
xx x→∞ →

+ − − − 
 ++ − −  

 

2. Исследовать данные функции на непрерывность и указать вид точек разрыва: 

( ) ( )2

1, 3,
1 2a) ; á) 3 7, 3 4,

1 1
3 , 4.

x x
f x f x x x

x x
x x

 + ≤


= − = − < ≤− −  + >

 

3. Найти производные функций: 

22
4 4 2 2 2

2

1 1a) ln ; á) ; â) sin 2 .
1 1

xxy x y x y y x e x
x

+ −
= + = =

+ +
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4. Найти 
2

2
d y
dx

: 3
2

arcsin ,
a) arctg ; á)

1 .

x t
y x

y t

== 
= −

 

5. Найти пределы функций, используя правило Лопиталя: 

20

1 cosa) lim ; á) lim ( arcctg ) ln .
x x

x x x
x→ →+∞

−
π−  

6. Исследовать функцию и построить ее график: 
3(1 )

xy
x

=
+

. 

Вариант 3 

1. Найти пределы функций, не используя правило Лопиталя: 
2 2

24 0

2 9 4 ctg 2a) lim ; á) lim .
sin 220x x

x x x x
xx x→ →

− +
+ −

 

2. Исследовать данные функции на непрерывность и указать вид точек разрыва: 

( ) ( )
2

2
2

cos , 0,
5 6a) ; á) 1 , 0 3,

2
5, 3.

x x
x xf x f x x x

x x
x x

 ≤
− +

= = − < ≤
− 

− >

 

3. Найти производные функций:  
23 2a) sin( cos ( )); á) , 0; â) ln .x x x xy e e e x y a a y x e x= − + = ≥ =  

4. Найти 
2

2
d y
dx

:  

3 4
2

cos ,
a) log 1 ; á)

sin .
x t

y x
y t
=

= −  =
 

5. Найти пределы функций, используя правило Лопиталя: 

30 0

sina) lim ; á) lim arcsin ctg .
x x

x x x x
x→ →

−
⋅  

6. Исследовать функцию и построить ее график: 
3

2 1
xy

x
=

−
. 

Вариант 4 

1. Найти пределы функций, не используя правило Лопиталя: 

( )
4 2 1

6 3 0

2 3 1a) lim ; á) lim 1 2 .
4 6 3

x
x x

x x x
x x→∞ →

− +
+

+ −
 

2. Исследовать данные функции на непрерывность и указать вид точек разрыва: 

( ) ( )2

3, 0,
1a) ; á) , 0 ,

4 sin , .

x
f x f x x x

x x x

≤
= = < ≤ π

−  > π
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3. Найти производные функций: 

2
1a) arctg( 1) ; á) (ln ) ; â) sin cos 0.

2 2
x x yxy x y x e y e x

x x
+

= + + = − =
+ +

 

4. Найти 
2

2
d y
dx

:  

2

2

ln ,
a) ; á)

1.
x x t

y e
y t

− == 
= −

 

5. Найти пределы функций, используя правило Лопиталя: 

3
1

2
0 0

tg3a) lim ; á) lim .
sin 2

x
x x

x x e
x→ →

 

6. Исследовать функцию и построить ее график: 
3

22(1 )
xy

x
=

+
. 

Вариант 5 

1. Найти пределы функций, не используя правило Лопиталя: 
2

22 0

7 10 1 cos 6a) lim ; á) lim .
1 cos 22 9 10x x

x x x
xx x→− →

+ + −
−+ +

 

2. Исследовать данные функции на непрерывность и указать вид точек разрыва: 

( ) ( )
, 0,

1
a) ; á) 1 , 0 1,

1
, 1.

xe x
x

f x f x x x
x

x x

 ≤
− 

= = + < <−  ≥

 

3. Найти производные функций: 
2 3

2
3

1 ( 2) 1a) ln tg cos ; á) ; â) arctg .
2 3 ( 5)
x x x xy x y xy

yx
− ⋅ + = + = = 

  −
 

4. Найти 
2

2
d y
dx

: 

2 2 ,a) tg ; á)
ln( 1).

x t ty x
y t

 = += 
= +

 

5. Найти пределы функций, используя правило Лопиталя: 
3 2

3 21

2 2 lna) lim ; á) lim .
7 6x x

x x x x
x x x→ →∞

− − +
− +

 

6. Исследовать функцию и построить ее график: 
24 1xy
x
+

= . 

Вариант 6 

1. Найти пределы функций, не используя правило Лопиталя: 
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6 2

6
2 5 4 2 1a) lim ; á) lim .

2 14 20

x

x x

x x x
xx x→∞ →∞

+ − − 
 +− +  

 

2. Исследовать данные функции на непрерывность и указать вид точек разрыва: 

( ) ( )
0, 0,

2a) ; á) 1, 0 1,
4

2 , 1.

x
xf x f x x
x

x x

≤
+ = = < <+  − ≥

 

3. Найти производные функций: 
2 3 4

23

2 ( 1) 4 2a) ln ; á) ; â) sin( ) cos( ) 0.
1 ( 3)

x x x xy y xy xy
x x

+ + ⋅ −
= = + =

+ −
 

4. Найти 
2

2
d y
dx

:  

1 ,
a) ln ; á)

1 .

t

t

x e
y x x

y e−
 = += 

= +
 

5. Найти пределы функций, используя правило Лопиталя: 

1

1

lna) lim ; á) lim 3 1 .
1

x

x
x x

x
x→ →∞

 
 +
 −  

 

6. Исследовать функцию и построить ее график: 
3 2
2

xy
x
+

= . 

Вариант 7 

1. Найти пределы функций, не используя правило Лопиталя: 

2

31

2a) lim ; á) lim .
11

x

x x

x x x
xx→− →∞

− −  
 ++  

 

2. Исследовать данные функции на непрерывность и указать вид точек разрыва: 

( ) ( )

1

1

2

3, 0,
2 1 1a) ; á) , 0 5,

1
2 1 1, 5.

x

x

x x

f x f x x
x
x x

 + ≤


− = = < ≤ +
+  − >

 

3. Найти производные функций: 
2 4 3

23

2 ( 1) 4 2a) ln ; á) ; â) sin(2 ) cos(3 ) 0.
1 ( 5)

x x x xy y xy xy
x x −

− + ⋅ −
= = + =

+ −
 

4. Найти 
2

2
d y
dx

: 
2

3

2 ,
a) ( 1) ln 2 ; á)

1 .

t

t

x e
y x x

y e−
 = −= − 

= +
 

5. Найти пределы функций, используя правило Лопиталя: 
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( )
1

2 0

ln( 1)a) lim ; á) lim 3 1 .
2 4

x x
x x

x
x→ →

−
+

−
 

6. Исследовать функцию и построить ее график: 
2 4
2

xy
x
−

= . 

Вариант 8 

1. Найти пределы функций, не используя правило Лопиталя: 

2
1

21 0
2

arcsin(1 2 )a) lim ; á) lim(cos 2 ) .
4 1

x
xx

x x
x →→

−
−

 

2. Исследовать данные функции на непрерывность и указать вид точек разрыва: 

( ) ( )
2

3

2 , 1 1,
1a) ; á) 1, 1 4,
1 1, 4.

x x
xf x f x x x
x x

 − ≤ <
−

= = − < ≤
−  >

 

3. Найти производные функций: 
22 2 cos 2 cosa) cos 3 ; á) (sin ) ; â) 5 0.x x xy e x y x y tgy= = − + =  

4. Найти 
2

2
d y
dx

:  

2

3

1 sin ,
2a) ln ctg4 ; á)

cos .

x t t
y x

y t

 = −= 
 =

 

5. Найти пределы функций, используя правило Лопиталя: 

4

2a) lim ; á) lim (ln( 3) ln ).
6 1 5x x

x x x x
x→ →∞

−
+ −

+ −
 

6. Исследовать функцию и построить ее график: 
2 9
2

xy
x
−

= . 

Вариант 9 

1. Найти пределы функций, не используя правило Лопиталя: 

sin

0 0

sin 3 1a) lim ; á) lim .
2 2

x

x x

x
xx→ →

 
 + −  

 

2. Исследовать данные функции на непрерывность и указать вид точек разрыва: 

( ) ( )
2

2

tgx, 0,

1a) ; á) , 0 2,
2( 2)

1, 2.

x

xf x f x x
x

x

≤

= = < ≤

+ 
>
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3. Найти производные функций: 
2

2a) sin ctg ; á) ; â) ln .
2 2 1

xx x xy y y xy a
x

 = ⋅ = − = + 
 

4. Найти 
2

2
d y
dx

:  

23 ln sin ,
a) (1 ) ; á)

ln cos .
x t t

y x
y t t
= −

= −  = +
 

5. Найти пределы функций, используя правило Лопиталя: 

2

20

1 cos 2 1a) lim ; á) lim .
2 1x x

x x
xx→ →∞

− +
−

 

6. Исследовать функцию и построить ее график: 
2 9
2

xy
x

− +
= . 

Вариант 10 

1. Найти пределы функций, не используя правило Лопиталя: 
1

ln( 1)
20 0

cos 2 cos 4a) lim ; á) lim .
3

xe
x x

x x x
x

−

→ →

−  

2. Исследовать данные функции на непрерывность и указать вид точек разрыва: 

( ) ( )2

ln , 0 1,
1a) ; á) 1, 1 3,

( 2) 3, 3.

x x
f x f x x x

x x

< ≤
= = − < ≤

−  >

 

3. Найти производные функций: 

( )ln2cosa) tg ; á) arctg ; â) 2 2 2 .
2 cos 2

x x y x yx xy y x
x

+= + = + =  

4. Найти 
2

2
d y
dx

:  

2
25 ln(1 ),a) (4 ) ; á)

arctg .
x ty x
y t t

 = += − 
= −

 

5. Найти пределы функций, используя правило Лопиталя: 
5

0 0

1 1a) lim ; á) lim ctg .
2 sin

x

x x

e x
tg x x→ →

−  − 
 

 

6. Исследовать функцию и построить ее график: 
2 4
2

xy
x

− +
= . 
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ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЙ РАЗДЕЛ  

ПО УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЕ «МАТЕМАТИКА. ЧАСТЬ I» 

Программа дисциплины 

Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии 

1. Матрицы. Основные определения. Операции над матрицами. 

2. Определители 2-го и 3-го порядков, их свойства. Миноры и алгебраические дополне-

ния. Понятие об определителе n-го порядка. Вычисление определителя разложением по строке 

(столбцу). 

3. Обратная матрица. Теорема существования и единственности обратной матрицы. Ранг 

матрицы. Вычисление ранга матрицы методом окаймляющих миноров и элементарными преоб-

разованиями. 

4. Системы линейных уравнений. Основные определения. Матричная запись системы ли-

нейных уравнений. Решение невырожденных линейных систем. Формулы Крамера. Матричный 

способ решения невырожденных систем. 

5. Решение произвольных систем линейных уравнений. Теорема Кронекера-Капелли. 

Метод Гаусса. Системы однородных уравнений. 

6. Векторы. Линейные операции над векторами. Базис. Координаты вектора.  

7. Скалярное произведение векторов и его свойства. Длина вектора. Проекция вектора на 

ось. Направляющие косинусы вектора. Угол между двумя векторами в координатной форме. 

Условие ортогональности двух векторов. Механический смысл скалярного произведения. 

8. Векторное произведение двух векторов, его свойства. Условие коллинеарности двух 

векторов. Геометрический и механический смысл векторного произведения. 

9. Смешанное произведение векторов и его свойства. Геометрический смысл смешанного 

произведения векторов. 

10. Уравнение линии на плоскости. Общие уравнения прямой на плоскости и в простран-

стве, плоскости в пространстве. Векторные, параметрические и канонические уравнения прямой. 

Уравнения прямой, проходящей через две точки. Уравнение плоскости, проходящей через три 

данные точки. 

11. Угол между прямыми, между плоскостью и прямой, между плоскостями. Условия па-

раллельности и перпендикулярности прямых и плоскостей. Расстояние от точки до плоскости и 

от точки до прямой на плоскости. 

12. Кривые второго порядка (эллипс, гипербола, парабола), их канонические уравнения и 

исследование геометрических свойств. Приведение кривых второго порядка к каноническому 

виду в случае отсутствия члена с произведением переменных. 
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13. Уравнение поверхности в пространстве. Сфера. Эллипсоид. Гиперболоиды. Парабо-

лоиды. Цилиндрические и конические поверхности. Геометрические свойства этих поверхно-

стей, исследование их формы методом сечений. 

Введение в математический анализ 

14. Множество действительных чисел. Комплексные числа, формы их записи. Дейст-

вия над комплексными числами. 

15. Ограниченные числовые множества. Верхние и нижние грани множеств. Числовые 

последовательности. Основные понятия и определения. Предел числовой последовательности. 

Теорема Больцано–Вейерштрасса. Теорема о существовании предела монотонной ограничен-

ной последовательности. Число «е». Натуральные логарифмы. 

16. Функция. Предел функции в точке. Односторонние пределы функции. Предел 

функции на бесконечности. Бесконечные пределы. Теорема о единственности предела. Бес-

конечно малые функции. Теорема о представлении функции, имеющей предел, в виде суммы 

ее предела и бесконечно малой функции. Ограниченность функции, имеющей предел. Пре-

дел промежуточной функции. Переход к пределу в неравенствах. 

17. Первый и второй замечательные пределы. 

18. Бесконечно малые функции. Свойства бесконечно малых функций. Связь между 

бесконечно большими и бесконечно малыми функциями. Теоремы о пределах. Сравнение 

бесконечно малых функций. Символы 0 и О. 

19. Непрерывность функций, их свойства в точке и на отрезке. Точки разрыва функ-

ции и их классификация. 

Дифференциальное исчисление функций одной переменной 

20. Производная функции. Геометрический и механический смысл производной. Прави-

ла дифференцирования. Теорема о непрерывности дифференцируемых функций. Производ-

ная сложной функции. Непрерывность и дифференцируемость обратной функции. 

21. Производные степенной, показательной, логарифмической, тригонометрических, 

обратных тригонометрических, неявно и параметрически заданных функций. Логарифмиче-

ское дифференцирование. Производная степенно-показательной функции. 

22. Производные и дифференциалы высших порядков. Неинвариантность формы 

дифференциала выше первого порядка. 

23. Теоремы Ферма, Ролля, Лагранжа и Коши. Правило Лопиталя. 

24. Формула Тейлора. Разложение функций по формуле Тейлора. 
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Применение дифференциального исчисления  

для исследования функций и построения их графиков 

25. Возрастание и убывание функции на заданном промежутке. Условия возрастания и 

убывания функции на данном промежутке. Точки экстремума функции. Необходимый признак 

экстремума. Достаточные признаки экстремума функции. 

26. Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции на данном отрезке. 

Выпуклость и вогнутость графика функции. Точки перегиба. Признаки выпуклости и вогнуто-

сти графика функции. Необходимый и достаточный признаки существования точки перегиба. 

Асимптоты кривой. Общая схема исследования функции и построения графика. 

27. Векторная функция скалярного аргумента. Предел, непрерывность и производная 

векторной функции скалярного аргумента. Геометрический и механический смысл производ-

ной. Касательная прямая и нормальная плоскость к пространственной кривой. 

28. Кривизна плоской линии. Радиус кривизны и круг кривизны. Понятие эволюты и 

эвольвенты. Кривизна и кручение пространственной кривой. Формулы Френе. 
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Экзаменационные вопросы для студентов 1 курса (1 семестр) 

I. Линейная алгебра и аналитическая геометрия 

1. Матрицы, основные определения. Линейные операции над матрицами. Умножение 

матриц. 

2. Определители 2-го и 3-го порядков, их основные свойства. Понятие об определи-

теле п-го порядка. 

3. Обратная матрица. Теорема существования и единственности обратной матрицы. 

Матричный метод решения систем линейных алгебраических уравнений. 

4. Формулы Крамера для решения систем линейных алгебраических уравнений. 

5. Ранг матрицы, способы его вычисления. Теорема о базисном миноре. 

6. Решение  произвольных  систем  линейных  уравнений. Теорема Кронекера-

Капелли ( без доказательства ). Решение однородных систем. 

7. Векторы, основные определения. Линейные операции над векторами. Базис. Ко-

ординаты вектора. 

8. Скалярное произведение векторов, основные свойства.  

9. Выражение скалярного произведения через координаты векторов. 

10. Векторное произведение векторов, основные свойства.  

11. Выражение векторного произведения через координаты  векторов. 

12. Смешанное произведение векторов, основные свойства.  

13. Выражение смешанного произведения через координаты векторов. 

14. Уравнение линии на плоскости и в пространстве. 

15. Общее уравнение плоскости. Уравнение плоскости в отрезках.  

16. Общее уравнение прямой на плоскости. Уравнение прямой в отрезках.  

17. Уравнение плоскости, проходящей через три точки. 

18. Векторное, параметрическое и каноническое уравнения прямой в пространстве и 

на плоскости.  

19. Уравнение прямой, проходящей через две точки в пространстве и на плоскости. 

20. Эллипс, его каноническое уравнение и исследование геометрических свойств. 

21. Гипербола, ее каноническое уравнение и исследование геометрических свойств. 

22. Парабола, ее каноническое уравнение и исследование геометрических свойств. 

23. Приведение общего уравнения линии второго порядка к каноническому виду в 

случае отсутствия члена с произведением переменных. 

24. Простейшие поверхности второго порядка, исследование их уравнений методом 

сечений на примерах эллипсоида и гиперболоидов. 
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25. Простейшие поверхности второго порядка, исследование их уравнений методом 

сечений на примерах конуса и параболоидов. 

26. Простейшие поверхности второго порядка, исследование их уравнений методом 

сечений на примерах цилиндров. 

27. Действительные числа. Комплексные числа, формы их записи. 

28. Действия над комплексными числами. 

II. Введение в математический анализ 

29. Ограниченные числовые множества. Верхние и нижние грани множеств. 

30. Предел числовой последовательности, основные определения. Теорема о единст-

венности предела.  

31. Теорема Больцано-Вейерштрасса. Теорема о существ-и предела монот-й ограни-

ченной посл-ти. 

32. Функции. Предел функции в точке. Односторонние пределы. Предел функции на 

бесконечности. Бесконечные пределы. 

33. Теорема о представлении функции, имеющей предел, в виде суммы ее предела и 

бесконечно малой функции. Ограниченность функции, имеющей предел. 

34. Предел промежуточной функции. Переход к пределу в неравенствах. 

35. Основные теоремы о пределах. 

36. Бесконечно малые и бесконечно большие функции, их свойства. 

37. Сравнение бесконечно малых. Эквивалентные бесконечно малые. 

38. Первый замечательный предел. 

39. Второй замечательный предел. Число е. Натуральные логарифмы. 

40. Непрерывность функции, их свойства в точке и на отрезке.  

41. Точки разрыва функции и их классификация. 

III. Дифференциальное исчисление функций одной переменной 

42. Производная функции. Геометрический и механический смысл производной. 

43. Правила дифференцирования. 

44. Теорема о непрерывности дифференцируемых функций. 

45. Производная сложной функции. 

46. Производная обратной функции и функции, заданной неявно и параметрически. 

47. Производные степенной, показательной, логарифмической, тригонометрических, 

обратных тригонометрических функций. 

48. Логарифмическое дифференцирование. Производная степенно-показательной 

функции. 
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49. Производные высших порядков.  

50. Производные первого и второго порядков от функции, заданной параметрически. 

51. Дифференциал функции. Его связь с производной. Инвариантность формы диффе-

ренциала  первого порядка. Применение дифференциала в приближенных вычислениях. 

52. Дифференциалы высших порядков. Неинвариантность формы дифф-ла выше пер-

вого порядка. 

53. Теорема Ферма. Теорема Ролля.  

54. Теорема Лагранжа. Теорема Коши. 

55. Правило Лопиталя. 

56. Формула Тейлора.  

57. Разложение по формуле Тейлора основных элементарных функций. 

58. Применение формулы Тейлора в приближенных вычислениях. 

59. Монотонные функции. Условия постоянства, возрастания и убывания функции на 

заданном промежутке. 

60. Экстремум функций. Необходимые условия экстремума функции. 

61. Достаточные признаки существования экстремума функции. 

62. Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции на данном отрезке. 

63. Выпуклость и вогнутость, точки перегиба. Признаки выпуклости и вогнутости гра-

фика функции. 

64. Необходимый и достаточный признаки существования точки перегиба. 

65. Асимптоты графика функции. Общая схема исследования функции и построения 

графика. 

66. Векторная функция скалярного аргумента. Предел, непрерывность и производная 

векторной функции скалярного аргумента. Геометрический и механический смысл производ-

ной. 

67. Касательная прямая и нормальная плоскость к пространственной кривой. 

68. Кривизна плоской линии. Радиус кривизны и круг кривизны. Понятие эволюты и 

эвольвенты. 

69. Понятие кривизны и кручения пространственной кривой. Формулы Френе. 



 

269 

Перечень учебно-методических пособий 

1. Минюк, С. А. Математика для инженеров: учебник в 2 т. / С. А. Минюк, Н. С. Бе-

резкина, А. В. Метельский. – Т. 1. – Минск: Элайда, 2006. 

2. Пискунов, Н. С. Дифференциальное и интегральное исчисления (для втузов): в 2 

т. / Н. С. Пискунов. – Т. 1. – М.: Наука, 1985. 

3. Жевняк, Р. М. Высшая математика. Аналитическая геометрия и линейная алгебра. 

Дифференциальное исчисление / Р. М. Жевняк, А. А. Карпук. – Минск: Вышэйшая школа, 

1992. 

4. Высшая математика в упражнениях и задачах: в 2  ч. / П. Е. Данко [и др.]. – М.: 

Оникс, 2005. 

5. Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии / Р. Ф. Апатенок [и др.]. 

– Минск: Вышэйшая школа, 1986. 

6. Гусак, А. А. Высшая математика: в 2  т. / А. А. Гусак. – Т. 1. – Минск: ТетраСи-

стемс, 2009. 

7. Гусак, А. А. Справочное пособие к решению задач: аналитическая геометрия и 

линейная алгебра / А. А. Гусак. – Минск: ТетраСистемс, 2009. 

8. Гусак, А. А. Справочное пособие к решению задач: математический анализ и 

дифференциальные уравнения / А. А. Гусак. – Минск: ТетраСистемс, 2009. 

9. Сухая, Т. А. Сборник задач по высшей математике: учебное пособие: в 2 ч. / Т. А. 

Сухая, В. Ф. Бубнов. – Минск: Вышэйшая школа, 1993. 

10. Рябушко, А. П. Индивидуальные задания по высшей математике: учебное посо-

бие: в 4 ч. / А. П. Рябушко [и др.]. – Ч. 1. – Минск: Вышэйшая школа, 2009. 

11. Высшая математика: сборник заданий для аудиторной и самостоятельной работы 

студентов инженерно-технических специальностей втузов: в 2 ч. / А. Н. Андриянчик  

[и др.]. – Ч. 1. – Минск: БНТУ, 2010. 

12. Письменный, Д. Конспект лекций по высшей математике: в 2 ч. / Д. Письменный. 

– Ч. 1. – М.: Айрис-пресс, 2009. 
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