
 

137 

. arccos
аr

rb
а   

Полярные координаты точки Ц определяются из следующих выражений: 

;βψ кккц    

,)αRsin(α2- *

к

22

кц  кrRrr  

где  ;как hrr   

;
2

 arccosβ
цк

22

ц

2

к

к
rr

Rrr 
  

;sinαρ ккк r  

; arccosα
к

к
r

rb  

;ψ
ρк

к b

br
  

;ψαα кк

*

к  

. arccos inv ψψ
к

к
r

rb
b   

По приведенным выше формулам (вариант 1) проводится числовой параметр расчета 

координат цента Ц окружности притупления для зубчатого колеса с исходными данными: 

Z=14, m=6 мм, β=18°, α=20°, h*a=1, h*l=2, C*=0.2951, x=0,6, δ=0, AHr=245 мкм, 

hk=0,448 мм; R=1,2 мм; α*=1°, Координаты цента Ц будут (условия корректности соблю-

дены): полярные - ψц=0,01124 рад, rц=52,54 мм, декартовы- xц=52,53 мм; yц=0,578 мм. 
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Показано, что задачи выбора критерия, разработки методики комплекса программ 

многокритериальной оптимизации параметров транспортных средство всем скорост-

ном диапазоне движения машин должны решаться методами 

случайного поиска. С помощью методов Монте-Карло и ЛПτ - последовательности, 

по сравнению с методом сеток, выполняется минимальное количество вычислительных 

процедур за счет варьирования значениями сразу всех параметров. 

Результаты данных исследований необходимо ввести в курсы лекций и практиче-

ских занятий для студентов и курсантов технических вузов. 

Задачи многокритериальной оптимизации значений геометрических, конструк-

тивных и других параметров автомобилей во всем скоростном диапазоне движения на 

стадии их проектирования являются сложными научно-техническими задачами.  
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Для их решения: 

во-первых, требуется, как правило, усилия целого коллектива: механиков, кон-

структоров, инженеров, математиков, программистов; 

во-вторых, используются специальные методы, заимствованные из разных наук: 

механики (теоретической и аналитической механики, механики неголономных систем, 

теории устойчивости движения, теории качения колеса, теории автоматического регу-

лирования, теории машин и механизмов и т.д.); математического моделирования; мно-

гокритериального синтеза, множество Парето; теории идентификации; теории вероят-

ности и математической статистики; теории приближения функций и многих других 

теорий.  

Затем эти методы «сшиваются» в единое целое, которое представляет собой но-

вые методики, алгоритмы и программы выбора параметров автомобилей, удовлетворя-

ющих сразу нескольким критериям, причем во всем скоростном диапазоне движения 

этих машин. 

Пример практической реализации (в виде методик, алгоритмов и комплекса про-

грамм с использованием множества Парето) многокритериальной оптимизации значе-

ний параметров управляемой оси (или управляемого моста), рулевой трапеции автомо-

билей и автобусов «МАЗ», приведен в [1,2]. 

Для успешного решения задач многокритериальной оптимизации необходимо 

выбрать «хороший» метод оптимизации (обозначим этот метод ‒ «М*»), который обес-

печит выполнение из множества существующих критериев, по меньшей мере, этих 

двух, не всегда коррелированных между собой, критериев [3]: 

минимальное количество вычислительных процедур;  

минимальное время счета. 

В качестве исходного материала для поиска «М*» используем: 

простейший метод оптимизации – метод сеток (или метод перебора значений всех 

параметров в узлах сетки [4]),аналогом, которого может служить лист бумаги в клетку 

(с параметрами X и Y), где на пересечении горизонтальных – X и вертикальных − Y 

линий расположены узлы сетки. При одинаковом числе разбиений параметров число 

узлов равно X2=Y2. Если добавить третий параметр Z, то число узлов ‒X3=Y3=Z3. Такие 

вычисления можно выполнить для n-мерного пространства параметров при не одина-

ковом (и при одинаковом) числе разбиений каждого из параметров; 

геометрические, жесткостные, массовые, конструктивные и другие параметры в 

виде n-мерного пространства параметров, представляющие собой коэффициенты меха-

нико-математического описания движения транспортного средства, иначе – коэффици-

енты, стоящие перед слагаемыми каждого уравнения системы дифференциальных 

уравнений, описывающих динамику транспортного средства. 

В данной работе: реализованы алгоритмы расчетов количества узлов сетки, ис-

пользующие методы комбинаторики и правило круговой подстановки при одинаковом 

и не одинаковом числе разбиений параметров; получен ответ на вопрос: «В чем же вы-

игрывает проектировщик, если одновременно варьировать два, три или более значений 

параметров при неизменных величинах остальных параметров механико-

математического описания движения транспортного средства, по сравнению с измене-

нием только одного параметра при неизменном значении остальных параметров»?  

Выбор метода оптимизации осуществим после сравнения результатов вычислений 

по формулам, определяющим: 

‒ количество совокупностей (или число сочетаний) значений параметров n
fnNW  

для n-мерного пространства варьируемых параметров, когда число уровней варьирова-

ния каждой n-мерной координаты различно ‒ if1 , jf2 ,…, nNf  (где i , j ,…, N  – теку-
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щие порядковые номера уровней варьирования по каждой n -мерной координате 

nNji  ,1,, ); 

‒ число зон устойчивости или неустойчивости движения управляемых колес ма-

шины )( 1kW n
fnN

(где mk ,11  ) при одновременном варьировании значений сначала од-

ного параметра 11 k , затем двух nnkk ),1(...,2,1 ...2 11   при неизменных значениях 

остальных значений параметров в этой n-мерной совокупности параметров. 

Расчет совокупностей параметров по формуле n
fnNW  для плоскости 2n  и для 

пространства 3n  (рис. 1) различных по физическому смыслу параметров и с разным 

числом уровней варьирования kji fff 321 ,, . Если 4,1i ,   2,1j ;   3,1k , то 

4
11 f , 2

22 f , 3
33 f . Тогда количество совокупностей параметров на плоскости 

ki ff 31 ,  и в пространстве kji fff 321 ,,  будет равно: 

;*
31 31

2
 ffW

fnN
 ;**

321 321
3

 fffW
fnN

 

;123*42 
fnN

W  .243*2*43 
fnN

W  

В n-мерном пространстве параметров количество всех совокупностей, содержа-

щих по n параметров каждая, определяется выражением (1)  

 .
1 nn

n

n

n
fnN

fW 

  (1) 

 

Рис.1. Количество совокупностей параметров: 

а – на плоскости ,1if  k3f  (вид на рис. 1,б со стороны отрицательного направления оси jf2 ); 

б – в трехмерном пространстве k32 k,1 , fff j  параметров 

Примеры расчета совокупностей параметров по формуле )( 1kW n
fnN

 при mk ,11   

будем реализовывать для однокритериальной задачи, где критерием устойчивости дви-

жения машины и функцией совокупности параметров является скорость движения 

а) 
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управляемых колес ‒ );,...,,( 321 nkji ffffVV   которая представляет поверхность в n-

мерном пространстве параметров. 

Пример 1. Скорость ),( 21 ji ffVV   ‒ функция двух параметров. 

Чтобы построить эту поверхность в виде сетки необходимо:  

во-первых, варьировать величину  параметра if1 , при неизменной какой-либо 

одной из величин jf2 , например .21 constf   При этом получим ряд точек 
i

V21  где 

,,1 1i  через которые, используя методы аппроксимации, проведем плавную кривую, 

являющуюся элементом сетки. Зависимость ),( 2112121 ffVV iii
  представляет собой 

одну плоскую зону устойчивости. Всего нужно построить 2j  плавных кривых и 

плоских зон устойчивости вида ),( 2122 jijj ffVV
ii

 ; 

во-вторых, варьируя величину jf2 где 2,1 j  при уже неизменной величине if1  

где ,,1 1i  необходимо построить еще 1i  плавных кривых и плоских зон устойчи-

вости вида ),( 2111 jiii ffVV
jj

 . 

Полное количество плоских зон устойчивости движения и плавных кривых, отоб-

ражающих сетку в двухмерном пространстве параметров, определяется зависимостью 

   

















1 22 1

1 1
1

1 1
2

2 )1(
i j

i
j i

jfnN ji
VVW  (2) 

В (2) первое слагаемое определяет количество плавных кривых параллельных оси 

j  и равное 2  второе слагаемое – наоборот: параллельных оси i и равное 1 . 

Если одновременно варьировать величины двух параметров, то для изучения поверх-

ности ),( 21 ji ffV  необходимо построить всего одну двухмерную область устойчивости. 

Пример 2. Скорость ),,( 321 kji fffVV   ‒ функция трех параметров.  

)1(3
fnN

W  определим по (3), используя правило круговой подстановки (рис. 2), в скобках 

каждого слагаемого указывается тот недостающий параметр, величину которого варьируют: 

 )(*)(*)(*)1( 213132321
3

123221 jikfnN
fffffffffW    (3) 

 

 

Рис. 2. Правило круговой подстановки в (3) работает только в положительном направлении 

Число плоских зон устойчивости по (3) для рис. 1,б равно: 

264*33*22*4)1(3 
fnN

W  

11f

 

22f

 

33f
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)2(3
fnN

W  определим по (4), в скобках каждого слагаемого указываются те недо-

стающие параметры, величину которых варьируют: 

 )()()()2( 213132321
3

321 jiikkjfnN
fffffffffW    (4) 

 

Иначе, число зон устойчивости )2(3
fnN

W  равно сумме чисел уровней варьирова-

ния по каждой координате. Для рис. 1,б число плоских зон устойчивости равно: 

9324)2(3 
fnN

W . 

Если одновременно варьировать величины трех параметров, то для изучения 

поверхности ),,( 321 kji fffVV   необходимо построить всего одну трехмерную область 

устойчивости. 

Пример 3. Скорость ),,,( 4321 lkji ffffVV   ‒ функция четырех параметров.  

)1(4
fnN

W  определим по (5), используя правило круговой подстановки (рис. 3,а): 

214143432321 214143432321
4 ********)1(   ffffffffffffW fnN  (5) 

 
Рис. 3. Правило круговой подстановки для четырёх параметров 

 

)2(4
fnN

W  определим по (6), используя правило круговой подстановки (рис. 3,б): 

423114433221 423114433221
4 )2(   ffffffffffffW
fnN

(6) 

)3(4
fnN

W  равно сумме чисел уровней варьирования по каждой четырехмерной коор-

динате. 

В случае одновременного варьирования значений четырех параметров для 

изучения поверхности ),,,( 4321 lkji ffffVV   необходимо построить всего одну четы-

рехмерную область устойчивости. 

44f  
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33f  

11f  

22f  

33f  

44f  
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Пример 4. Скорость ),,,,( 54321 mlkji fffffVV   ‒ функция пяти параметров.  

)1(5
fnN

W  определим по (7), используя правило круговой подстановки (рис. 4) 

 
Рис. 4. Правило круговой подстановки для пяти параметров в (7) работает только  

в положительном направлении 

 

3215

21541543

54324321

3215

21541543

54324321
5

***

******

******)1(













ffff

ffffffff

ffffffffW
fnN

 (7) 

)2(5
fnN

W  определим по (8), используя правило круговой подстановки (рис. 5):   

 

325214153

542431215154

543432321

325214153

542431215154

543432321

5

******

********

******)2(







fffffffff

ffffffffffff

fffffffffW fnN







        (8) 

 

 

Рис. 5. Правило круговой подстановки: 

а – для первых пяти слагаемых в (8); б – для вторых пяти слагаемых в (8) 

11f  

22f  

33f  
44f  

55f  

 

  

11f  
11f  

22f  

33f  33f  44f  
44f  

55f  55f  

а.) б.) 



 

143 

)3(5
fnN

W определим по (9), используя правило круговой подстановки (рис. 6): 

 

2514534231

1554433221

2514534231

1554433221

5

*****

*****)3(





ffffffffff

ffffffffffW fnN




 (9) 

 
Рис. 6. Правило круговой подстановки: 

а – для первых пяти слагаемых в (9); б – для вторых пяти слагаемых в (9) 

 

)4(5
fnN

W  равно сумме чисел уровней варьирования по каждой пятимерной коор-

динате. 

В случае одновременного варьирования значений пяти параметров для изучения 

поверхности ),,,,( 54321 mlkji fffffVV   необходимо построить всего одну пятимер-

ную область устойчивости. 

Более наглядными являются расчеты, когда каждый параметр из  n-мерного про-

странства параметров делится на одинаковое число частей. Используя методы комби-

наторики - размещения, сочетания и перестановки, реализуем при n=10алгоритм вы-

числений количества узлов сетки, который представляет собой последовательность вы-

числительных процедур: сначала нужно варьировать только одним параметром из деся-

ти, остальные девять параметров закреплены; затем варьировать двумя параметрами 

при закрепленных остальных восьми параметрах. Расчеты необходимо продолжать до 

тех пор, пока число одновременно варьируемых параметров достигнет десяти. 

Результаты расчетов приведены в таблице 1, которая содержит вычисления числа 

расчётных точек (узлов сетки), в соответствии с формулой (10): 

 )()( 11 kfkW nn
f

  (10) 

где f  – число разбиений одинаковое для каждого из варьируемых параметров, может 

последовательно принимать значения из ряда – 2,3,4,5,6; n – количество параметров систе-

мы, может последовательно принимать значения из ряда − 1,2,…,10; 1k  – число одновре-

менно варьируемых параметров, может последовательно принимать значения из ряда − 

1,2,…,10. 

Анализ таблицы 1 показал, что минимальное количество вычислительных проце-

дур и, соответственно, минимальное время счета можно получить при одновременном 
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варьировании n параметров из n параметров. При этом необходимо строить всего лишь 

одну n-мерную картину устойчивости. 

Этот результат позволяет из имеющегося большого количества методов нелиней-

ного программирования выбрать методы, позволяющие варьировать значениями сразу 

всех параметров, например, − методы случайного поиска: метод Монте-Карло, метод 

ЛПτ -последовательности [5] и другие методы. 

Метод ЛПτ - последовательности отличается от метода Монте-Карло [5, с. 26] 

повышенной равномерностью разбиения на части каждого варьируемого параметра из 

n-мерного пространства параметров. Это хорошо видно при разбрасывании десяти 

точек тремя методами на отрезке прямой линии: самая большая разница в величине 

десяти отрезков между собой у метода Монте-Карло;  при использовании метода  

ЛПτ - последовательности величина каждого из десяти отрезков отличается друг от 

друга− незначительно, что, практически, соответствует величине отрезков, построен-

ных методом сеток.  

Поэтому, рассуждения об одинаковом разбиении каждого варьируемого парамет-

ра из n-мерного пространства параметров и таблица 1 больше соответствуют методу 

ЛПτ- последовательности. Математические выкладки прине одинаковом разбиении 

каждого варьируемого параметра, наоборот: − больше соответствуют методу Монте-

Карло. 

С помощью методов случайного поиска, например –Монте-Карло можно полу-

чить огромный выигрыш в количестве расчетов. В этом как раз и выигрывает проекти-

ровщик, если одновременно варьировать два, три или более значений параметров при 

неизменных величинах остальных параметров. Применяя метод сеток на плоскости 

двух параметров 2n  , каждый из которых делится на десять частей 10f  , нужно вы-

полнить 102 вычислительных процедур. При использовании метода Монте-Карло – все-

го десять (причем каждый из двух  параметров будет разделен на десять не одинаковых 

между собой частей). В трехмерном пространстве параметров выигрыш в количестве 

расчетов ещё более очевиден: при методе сеток – 103 вычислений, а с помощью метода 

Монте-Карло – всего десять (причем каждый из трех параметров будет разделен на де-

сять не одинаковых между собой частей). В десятимерном пространстве параметров: 

при методе сеток – 1010 вычислений, а с помощью метода Монте-Карло – всего десять 

(причем каждый из десяти параметров будет разделен на десять не одинаковых между 

собой частей). 
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Заключение. Минимальное количество вычислительных процедур и, соответ-

ственно, минимальное время счета можно получить при одновременном варьировании 

значениями n параметров из n-мерного пространства параметров при не одинаковом 

(или одинаковом) числе разбиений каждого из параметров. При этом необходимо стро-

ить всего лишь одну n-мерную картину устойчивости. 

Этот результат позволяет из имеющегося большого количества методов нелиней-

ного программирования выбрать такие методы «М*», которые обеспечивают варьиро-

вание значениями сразу всех параметров, например, − методы случайного поиска: ме-

тод Монте-Карло, метод ЛПτ- последовательности. 

Задачи выбора критерия, разработки методики и комплекса программ многокри-

териальной оптимизации параметров транспортных средство всем скоростном диапа-

зоне движения машин должны решаться методами случайного поиска.  

Результаты данных исследований необходимо ввести в курсы лекций и практиче-

ских занятий для студентов и курсантов технических вузов по дисциплинам «Констру-

ирование и расчет деталей транспортных средств», «Теория мобильных машин», «Ме-

тоды одно – и многокритериальной оптимизации параметров машин». 
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В данной статье описано многокритериальноепостроение аксонометрическихпро-

екций различных тел. 

 

Опыт преподавания начертательной геометрии и инженерной графики показыва-

ет, что у обучающихся часто возникают трудности при решении задач с представлени-

ем в пространстве геометрических объектов сложных технических форм. Аксономет-


