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1. Классификация сил и моментов сил,  
действующих на звенья машины.  

Механическая характеристика машины 

Все силы и моменты сил, действующие на звенья машины, мож-

но разделить на следующие группы: 

1. Движущие силы ДF  и движущие моменты ДМ . Это та-

кие силы и моменты сил, работа которых за рассматриваемый про-

межуток времени положительна.  

 

iS

S

dSFА

0

cosДД  > 0,        
i

dМА

0

ДД  > 0. 

 

В конкретный момент сила является движущей, если угол  

между вектором действия силы и направлением движения точки 

приложения острый (рис. 1). 

 

     
cosДdSFdA  > 0, 

                если  < 90
0
. 

 

 

                 Рис. 1 

 

2. Силы сопротивления СF  и моменты сил сопротивления 

СМ . Это такие силы и моменты сил, работа которых за рассматри-

ваемый промежуток времени отрицательна. 

 

iS

S

dSFА

0

cosСС  < 0,        
i

dМА

0

СС  < 0. 

 

В конкретный момент сила является сопротивлением, если угол 

 между вектором действия силы и направлением движения точки 

приложения тупой (рис. 2). 
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cos С dSFdA  < 0, 

              если  > 90
0
. 

 

 
 

               Рис. 2 

 

Силы сопротивления разделяются на две категории: 

а) Силы полезного сопротивления ПСF  и моменты сил полез-

ного сопротивления ПСМ . Это такие силы и моменты сил, для 

преодоления которых предназначена машина (сопротивление 

штамповке, резанию и т.д.). 

б) Силы вредного сопротивления ВСF  и моменты сил вредно-

го сопротивления ВСМ  (силы трения, сопротивление окружаю-

щей среды). 

3. Силы тяжести звеньев G . Их работа положительна, если 

центр масс звена опускается, и отрицательна, если центр масс под-

нимается. За цикл работа сил тяжести равна нулю. 

4. Силы упругости сFУ , где с  – коэффициент упругости, 

 – линейная деформация. 

5. Силы взаимодействия звеньев друг с другом (реакции в ки-

нематических парах). Для механизма это силы внутренние, пар-

ные, для отдельного звена – внешние.  

21F  – это реакция со стороны звена 1 на 

звено 2 (рис. 3, 4). 

                     1221 FF
  

 

            Рис. 3 

 

Определение реакций в кинематических парах является одной из 

важных задач динамического анализа механизмов, так как при кон-

струировании кинематических пар их размеры, подшипники, места 

ввода смазки определяются величиной и направлением реакций в 

кинематических парах. 
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Рис. 4. 

 

Зависимость движущей силы (движущего момента) или силы со-

противления (момента сил сопротивления) от одной из кинематиче-

ских характеристик машины называется механической характери-

стикой. 

Например, для асинхронного двигателя (привода) механическая 

характеристика имеет вид (рис. 5) 

 
Рис. 5 

 

Для горизонтально-ковочной машины механическая характери-

стика технологического процесса имеет вид (рис.6) 

 

 
Рис. 6. 
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2. Динамическая модель машинного агрегата 

Машинный агрегат  - это совокупность двигателя, передаточ-

ных механизмов и исполнительного механизма. 

На рис. 7, а  показана кинематическая схема пресса. 

          а      б 
                  Машинный агрегат                                      Динамическая модель 

     (звено приведения) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

   Рис. 7. 

 

Данный машинный агрегат нагружен рядом сил и моментов сил, 

действующих на звенья, обладающие массами и моментами инер-

ции. Воздействие сил и моментов сил на эти массы вызывает дви-

жение звеньев по каким-то законам движения. Определение их яв-

ляется одной из задач динамического исследования машины. 

С другой стороны, может быть поставлена обратная задача – 

определение массово-геометрических и силовых характеристик, 

обеспечивающих заданный закон движения. 

Определить законы движения звеньев сложной многомассовой 

системы достаточно трудно. Для упрощения решения вместо иссле-

дования машины рассматривают её динамическую модель, которая 

представляет собой условное звено (звено приведения) с таким же 

законом движения, как и у одного из звеньев машины. Звено приве-

дения может иметь, например, вид кривошипа 1. К нему предъявля-
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ется главное требование, чтобы его функция положения, угловая 

скорость и угловое ускорение были такими же, как и у кривошипа. 

Для того чтобы имело место равенство законов движения, к зве-

ну приведения необходимо приложить приведенный момент сил 

ПM  и приписать приведенный момент инерции ПI . Параметры 

ПM  и ПI  являются динамическими характеристиками звена при-

ведения. 

Операции по определению динамических характеристик назы-

ваются операциями приведения сил и масс. 

2.1. Приведенный момент сил 

Приведенный момент сил ПM  – это такой условный момент 

сил, который надо приложить к звену приведения, чтобы развивае-

мая им мгновенная мощность ПP  была равна сумме мгновенных 

мощностей iP  всех сил и моментов сил, действующих на звенья 

машины, т.е. 

iPPП , 

или 

iiii VFMM 1П . 

Откуда 

1
П

iiii VFM
M . 

Скалярное произведение ii VF  выражается как 

 

iyiixiii yFxFVF  . 

Тогда 

1
П

iyiixiii yFxFM
M


 

                             
//

1 iyiixiii yFxFiМ ,       (1) 
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где   
1

1
i

ii ,   
1

/ i
i

x
x


,    

1

/ i
i

y
y


 – передаточные функции. 

 

Приведенный момент сил представляется в виде алгебраической 

суммы: 
С
П

Д
ПП MMM , 

 

где Д
ПM  – приведенный момент движущих сил; 

      
С
ПM  – приведенный момент сил сопротивления. 

Для машинного агрегата (см. рис. 7, а) 
 

Д1Д
Д
П iMM , 

/
231331ПС

С
П

2S
yGiGiFM . 

 

Приведенный момент сил можно определить, используя отрезки 

плана скоростей. Например, приведенный момент сил сопротивле-

ния от силы ПСF  равен  

 

OAOA
V

VB l
pa

pb
Fl

pa

pb
F

V
FM ПСПС

1
ПС

С
П ,  (2) 

где 
OA

A

l

V
1 . 

Из выражения (2) видно, что в связи с отсутствием в нем мас-

штабных коэффициентов, допускается построение планов в произ-

вольном масштабе. 

2.1.Приведенный момент инерции 

Приведенным моментом инерции ПI  называется такой услов-

ный момент инерции, которым должно обладать звено приведения, 
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чтобы его кинетическая энергия ПT  была равна сумме кинетиче-

ских энергий всех звеньев машины: 

iTTП . 

 

Для вращающегося звена приведения 
 

iT
I

2

2
1П

, 

откуда 

2
1

П

2 iT
I . 

 

Кинетическая энергия звеньев определяется в зависимости от 

характера их движения: 

а) для вращающегося звена (кривошипа, зубчатого колеса)  
 

2

2
OI

T , 

 

где OI  – момент инерции звена относительно оси вращения; 

б)  для поступательно движущегося звена 

 

2

2Vm
T , 

 

в) для звена, совершающего плоскопараллельное движение (ша-

туна) 

22

22

SS IVm
T , 

 

где SV  – скорость центра масс звена; 
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      SI  – момент инерции звена относительно оси, проходящей че-

рез центр масс. 

Для машинного агрегата (см. рис. 7, а), в котором РI  – момент 

инерции ротора двигателя, OI , 
2OI , 

3OI , 1ZI  – осевые моменты 

инерции вращающихся звеньев относительно осей вращения, 2m , 

3m  – массы звеньев 2 и 3, 
2SI  – центральный момент инерции зве-

на 2, сумма кинетических энергий равна 

 

222222

2
2

2
1

2
1

22
Д

2
ДР 21223 SOZZOO

i

VmIIIII
T  

22

2
3

2
22 BS VmI

. 

Тогда 
 

OZOO IIUIUIUII
123

2
21

2
Д1

2
Д1РП           

        
2
313

2
21

2/2/
2 222

imiIyxm SSS
 .             (3) 

 

Приведенный момент инерции ПI  представляется в виде 

 
III

III ППП , 

 

где 
I

IП  – постоянная составляющая приведенного момента инер-

ции, в которую входят слагаемые, содержащие постоянные переда-

точные функции (от ротора двигателя, зубчатых колес, кривошипа, 

маховика), 

 

OZOO
I

IIUIUIUII
123

2
21

2
Д1

2
Д1РП . 
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II
IП  – переменная составляющая приведенного момента инерции, в 

которую входят слагаемые, содержащие переменные передаточные 

функции, равная 
 

CBAimiIyxmI SSS
II 2

313
2
21

2/2/
2П 222

,      (4) 

 

где   
2/2/

2
22 SS

yxmA ;    
2
212

iIВ S ;     
2
313 imС . 

 

В ряде расчетов требуется определение производной, которую 

получают, дифференцируя 
II

IП  
по обобщенной координате 1 , т.е. 

 

/
31313

/
2121

//////
2

1

П
22222

2 iimiiIyyxxm
d

dI
SSSSS

. 

 

2.1.Уравнения движения звена приведения 

Уравнения движения – это уравнения взаимосвязи силовых, мас-

сово-геометрических и кинематических характеристик звена приве-

дения, т.е. связи между приведенным моментом сил ПM , приве-

денным моментом инерции ПI  и кинематическими характеристи-

ками 1  и 1 . 

Уравнения  движения существуют в двух формах: 

а) Уравнение движения в энергетической форме 

Уравнение движения в энергетической форме записывается на 

основании теоремы об изменении кинетической энергии 

 

ATTi 0 , 

 

при этом          УТЯЖВСПСД AAAAAA , 
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где ДА  – работа движущих сил; ПСА  – работа сил полезного со-

противления; ВСА  – работа сил вредного сопротивления; ТЯЖА  – 

работа сил тяжести; УА  – работа сил упругости. 

Для звена приведения 
 

ii

dMdМАA
II ii

00

С
П

Д
ПСД

2
00П

2
П

22
,     (5) 

 

где ДA  – работа движущих сил, равная  dМA
i

0

Д
ПД ;         (6) 

С A  – работа сил сопротивления, равная dМA
i

0

С
ПС .         (7) 

 

б) Уравнение движения в дифференциальной  форме 

На основании теоремы об изменении кинетической энергии в 

дифференциальной форме можно записать 
 

dMdT П , 

откуда 

d

I
d

d

dT
M

2

2
П

П . 

После дифференцирования имеем 
 

d

dI

d

d
IМ П

2

ПП
2

. 

 

Учитывая, что 

dt

d

d

d

dt

d

d

d
, 
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уравнение движения в дифференциальной форме окончательно 

приобретает вид 
 

                        
d

dI

dt

d
IM П

2

ПП
2

.   (8) 

В приведенный момент сил входят 
Д
ПМ  и 

C
ПМ , которые могут 

зависеть от различных параметров. Например, в рассматриваемой 

машине (рис. 7) с асинхронном двигателем 1
Д
П fМ , а 

2
C
П fМ . В общем случае tfM ,,П , и решение урав-

нения аналитическими методами не всегда возможно, поэтому его 

выполняют численными методами с использованием ЭВМ. 

В ряде случаев имеют место более простые зависимости. Напри-

мер, если приведенный момент инерции constIП  (имеются 

только вращающиеся звенья), уравнение движения имеет вид: 
 

dt

d
IM ПП . 

3. Режимы движения машинного агрегата 

Весь промежуток работы машины от ее включения до полной 

остановки можно разделить на три стадии (режима)(рис. 8) – разгон 

(разбег), установившееся движение, выбег (останов). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 8. 
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Разгон характеризуется изменением угловой скорости звена 

приведения от нуля до номинальной скорости срном .  

Так как 00  ( 00T ), уравнение движения в этом случае 

принимает вид 

ii

dMdМ
I ii

0

С
П

0

Д
П

2
П

2
.      (9) 

 

Из выражения (9) видно, что угловая скорость растет. 

Режим установившегося движения характеризуется тем, что 

параметры движения повторяются через какой-то промежуток вре-

мени цt  (время цикла). 

Кинетическая энергия в начале и в конце цикла одинакова, т.е. 

0цT . Отсюда вытекает, что за цикл имеет место равенство  

 

0СЦДЦ АA , т.е. СЦДЦ АA . 

 

За произвольный промежуток времени уравнение движения име-

ет общий вид (5). 

 

Одной из разновиднос- 

тей установившегося  

движения является рав- 

номерное   движение,  

когда в любой момент  

времени   const   

(рис. 9.) 
 

                                  Рис. 9. 
 

Выбег характеризуется тем, что 
Д
ПМ  на этом участке равен ну-

лю ( 0Д
ПМ ), и угловая скорость уменьшается от номинального 

значения до нуля. Накопленная к началу выбега кинетическая энер-

гия расходуется на преодоление сил сопротивления. Уравнение 

движения в этом случае приобретает вид 
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CAT0 , 

 

i

dM
I

0

С
П

2
00П

2
. 

 

В некоторых машинах и приборах отсутствует режим устано-

вившегося движения (реле, контакторы, фотоаппараты и др.) 

 

4. Определение закона движения звена приведения 

Рассмотрим случай, когда 1
Д
П fМ , 2

C
П fМ , 

3П fI . Тогда из уравнения движения в энергетической форме 

(5) получим 

 

i
i

I

ААI

П

СД
2
0П0 2

.        (10) 

 

В выражении (10) работы ДA  и СA  определяются по формулам 

(6) и (7). 

Выражение (10) представляет собой зависимость угловой скоро-

сти от обобщенной координаты fi .  

Для получения зависимости от времени tfi  воспользу-

емся тем, что 
dt

d
, тогда 

d
dt . После интегрирования 

 

ii d
dt

t

t 00

 

получим 
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i d
tti

0

0 .   (11) 

 

Выражение (11) представляет собой зависимость ft i . 

Рассматривая совместно выражения (10) и (11) и исключая пара-

метр , получим зависимость tfi . 

Если динамические характеристики зависят не только от обоб-

щенной координаты, а и от других параметров ,t , то для опре-

деления закона движения звена приведения используют дифферен-

циальное уравнение движения 
 

d

dI

dt

d
IМM П

2

П
С
П

Д
П

2
. 

 

Если известна , то отсюда можно найти  
 

П

П
2

С
П

Д
П

2

I

d

dI
MM

. 

 

Определить закон движения можно также, используя диаграмму 

энергомасс, как зависимость ПIT . Для установившегося режима 

движения диаграмма энергомасс представляет собой замкнутую 

кривую (рис. 10). 

Так как 
2

2
ПI

T , то 
П

2

I

T
. 

Тогда с учетом масштабных коэффициентов T , I  и коорди-

нат точек диаграммы ix , iy  получим 

 

i
I

T

iI

iT

x

y
tg

22
, 
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Рис. 10 

 

где i  – угол наклона  луча, проведенного  из начала координат в 

i -тую точку диаграммы. 

Если провести касательные к диаграмме, то можно определить 

максимальную и минимальную скорость и соответствующие им по-

ложения звена приведения. 

 

min
max

min
max tg

2

I

T .   (12) 

 

5. Неравномерность вращения звена приведения  
при установившемся режиме движения.  

Задача ограничения колебаний угловой скорости 
звена приведения 

Из приведенного ранее выражения (5) с учётом (6) и (7) следует, 

что 

IIIi
II

dMdMI
ii

iПП

С
П

Д
П

2
0П0

00

2

. (13) 
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Из выражения (13) вытекает, что при установившемся режиме 

движения имеют место колебания угловой скорости i , обуслов-

ленные двумя причинами: 

1) несовпадением законов изменения сил сопротивления и движу-

щих сил в каждый момент времени (
Д С

ППM M ) (рис. 11, а); 

2) непостоянством приведенного момента инерции ПI  (рис. 11, б). 

    а           б 

    
 

Рис. 11. 
 

Колебания угловой скорости при установившемся движении ха-

рактеризуются коэффициентом неравномерности движения 

 

ср

minmax ,         (14) 

где                                        
2

minmax
ср .        (15) 

 

В выражениях (14) и (15) max , min  и ср  -  соответственно 

максимальная, минимальная и средняя угловые скорости звена при-

ведения (рис. 12). 

 
 

Рис. 12. 
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Колебания угловой скорости оказывают неблагоприятное влия-

ние на протекание технологических процессов и работу оборудова-

ния. Поэтому при проектировании машин ставится задача ограни-

чения колебаний угловой скорости до значений, задаваемых макси-

мально допустимым коэффициентом неравномерности движения  

для соответствующего класса машин:  = 0,05…0,2 – для прессово-

го оборудования;  = 0,02…0,05 – для металлорежущих станков; 

 = 0,01…0,005 – для электрогенераторов;  < 0,005 – для авиаци-

онных двигателей. 

Из (13) видно, что уменьшить колебания угловой скорости мож-

но двумя способами: 

1) использованием регулируемого привода для обеспечения 
С
П

Д
П MM , что практически не применяется; 

2) увеличением постоянной составляющей приведенного мо-

мента инерции 
I

IП , что достигается установкой дополнительной 

вращающейся массы – маховика. Маховик представляет собой либо 

сплошной диск, либо тонкостенный обод со спицами. 

Установим связь между задаваемым коэффициентом неравно-

мерности движения  и требуемой величиной постоянной состав-

ляющей 
I

IП . Для этого запишем величину наибольшего перепада 

кинетической энергии постоянной составляющей приведенного 

момента инерции: 
 

ср

срminmaxminmaxП
2
minП

2
maxП

max
222

III

I

III
T

2
срП

II , 

 

откуда  

2
ср

max
П

II
T

I
.   (16) 

 

Величина maxIT  может быть получена различными методами / 2 /. 
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Если в машине имеются вращающиеся части, создающие приве-

денный момент инерции 
0

ПI <
I

IП , то необходимо установить махо-

вик, момент инерции которого равен 
 

0
ППМ III I

 . 
 

Определение постоянной составляющей 
I

IП  и момента инерции 

маховика МI  является задачей динамического синтеза машинного 

агрегата. 

6. Примеры решения задач 

Пример 1. К звеньям зубчатого механизма (рис. 13, а) приложе-

ны моменты 1М  = 40 Н·м и 3М  = 120 Н·м. Числа зубьев колёс:  1z = 

= 15, 2z  = 30, 3z  = 60. Моменты инерции звеньев: 1I  =  0,06 кг·м
2
,  

2I  = 0,12 кг·м
2
, 3I  = 0,16 кг·м

2
. Определить угловую скорость и 

угловое ускорение колеса 1 через 2 с после начала движения. 

                             а                                                          б 

           
Рис. 13 

 

Вводим звено приведения, имеющее вид колеса 1 (рис. 13, б) с 

приведенным моментом инерции ПI , к которому приложен приве-

денный момент сил ПM . 

Так как в зубчатых механизмах constIП , то дифференциаль-

ное уравнение движения звена приведения (8) принимает вид 
 

П1П MI , 
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откуда угловое ускорение 

П

П
1

I

M
.    (17) 

 

Приведенный момент сил определяем из равенства мгновенных 

мощностей: 

 

3131
1

3311

1
П UMM

MMР
M i .    (18) 

 

В формуле (18) мощность 11М  берётся со знаком «плюс», так 

как направления 1М  и 1  совпадают, а мощность 33М  – со 

знаком «минус», так как направления 3М  и 3  противоположны. 

Учитывая, что 

25,0
60

15

3

1

2

1

3

2
213231

z

z

z

z

z

z
UUU , 

5,0
30

15

2

1
21

z

z
U  , 

находим по формуле (18) 

 

мН1025,012040ПM . 

 

Приведенный момент инерции находим из равенства кинетиче-

ских энергий  

 

2
2121

2
33

2
22

2
11

2
1

2
1

П
222

22
UII

IIIT
I

i
 

2222
313 мкг1,025,016,05,012,006,0UI . 

 

Тогда по формуле (17) 
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2
1 рад/с100

1,0

10
. 

 

Угловая скорость звена приведения 
 

рад/с200210001011 t . 

 

Пример 2. Движение механизма начинается из положения, изоб-

ражённого на рис. 14, а. К кривошипу 1 приложен движущий мо-

мент 1М  = 90 Н·м, а к ползуну 3 – сила сопротивления 3F  = 1000Н. 

Длины звеньев: ОAl  = 0,08 м, ABl  = 0,24 м. Момент инерции кри-

вошипа относительно оси вращения 1I  = 0,05 кг·м
2
, масса ползуна 

3m  = 5 кг, массой шатуна 2 пренебречь. Определить, с каким угло-

вым ускорением начнет вращаться кривошип 1. 

   а               б 

         
                                                  в 
 
 

 
 

 

 
Рис. 14 

 

Вводим звено приведения, имеющее вид кривошипа 1 (рис. 14, б)  

с приведенным моментом инерции ПI , к которому приложен при-

веденный момент сил ПM . 

Так как рассматривается момент начала движения, когда 1  = 0, 

то дифференциальное уравнение движения звена приведения (8) 

принимает вид 
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П1П MI , 

откуда угловое ускорение 
 

П

П
1

I

M
     (19) 

 

Приведенный момент сил определяется из равенства мгновен-

ных мощностей  

1
31

1

311

1
П

BBi V
FM

VFMР
M .  (20) 

 

В формуле (20) мощность 11М  берётся со знаком «плюс», так 

как направления 1М  и 1  совпадают, а мощность BVF3  – со зна-

ком «минус», так как направления 3F  и BV  противоположны.  

Предварительно для определения передаточной функции 

1

BV
 

строим план скоростей (рис. 14, в) согласно уравнениям 

 

,BAAB VVV  

,
00 BВВB VVV  

 

где       OAVA ,    ABVBA ,    0
0ВV ,    XVBB //

0
. 

 

Согласно выражению (2) при построении плана скоростей при-

менять конкретный масштабный коэффициент не требуется, т.е. 

 

OA
B l

pa

pbV

1

. 

 

Из построений вытекает, что ABOapb . Из OAB  

находим 
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3333,0
24,0

08,0
tg

AB

OA

l

l
; откуда =18,43

0
. 

Так как в pab  
pb

pa
cos , то 

cos

1

pa

pb
 и 

м08433,0
9487,0

08,0

cos

1

1
OA

B l
V

. 

Подставляя значение 

1

BV
 в формулу (20), получаем 

мН67,508433,0100090ПM . 

 

Из равенства кинетических энергий находим приведенный мо-

мент инерции 
2

1
31

2
3

2
11

2
1

2
1

П
22

22
BBi V

mI
VmIT

I  

        
22

мкг08556,008433,0505,0 . 

 

Подставляя значения ПM  и ПI  в формулу (19), находим угло-

вое ускорение 

2
1 рад/с3,66

08556,0

67,5
. 

 

Пример 3. Силы и массы машины приведены к валу А (рис. 15). 

Приведенный момент инерции равен постоянной величине 

ПI  = 3,14 кг·м
2
, приведенный движущий момент 

Д
ПМ  изменяется в 

соответствии с диаграммой а, а приведенный момент сопротивле-

ния С
ПM  – по диаграмме б. Полагая, что при  = 0 угловая ско-

рость вала равна 0  = 0, определить угловую скорость У  устано-

вившегося движения вала А. 
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Рис. 15. 

 

Установившееся движение наступает при равенстве 

С
П

Д
П MM , когда 1  = 8π рад. Уравнение движения в энергети-

ческой форме для данного положения имеет вид 
 

СД

2
П

2
АA

I У
   (21) 

где                    dМA
8

0

Д
ПД ,        dМA

8

0

С
ПС . 

 

Учитывая, что интегралы можно интерпретировать как площади 

фигур, работа ДA  определяется как площадь трапеции с учетом 

единиц измерения 
 

Дж480081000200
2

1
ДA . 

 

Аналогично работа С A  вычисляется как площадь прямоуголь-

ника: 

Дж16008200С A . 

 

Тогда из выражения (21) угловая скорость установившегося 

движения равна 
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рад/с80
14,3

1600480022

П

СД
У

I

АА
. 

 

Пример 4. В установившемся движении машинного агрегата 

диаграмма изменения его кинетической энергии T  в зависимости 

от приведенного момента инерции ПI  представляет собой отрезок 

прямой mn , параллельный оси T  и равный mn  = 45 мм (рис. 16.). 

Координаты точки m : mx  = 100 мм, my  = 80 мм. Определить ко-

эффициент неравномерности движения, если масштабные коэффи-

циенты T  = 10 Дж/мм и I  = 1 кг·м
2
/мм.  

Коэффициент неравномер-

ности движения определяется 

как 

ср

minmax ,        (22) 

где max , min  и ср  – со-

ответственно максимальная, 

минимальная и средняя угло-

вые  скорости  звена при- 

ведения. 
                        Рис. 16. 

 

Диаграмма энергомасс позволяет найти max  и min  (12): 

 

m

m

I

T

n

n

I

T

I

T

x

mny

x

y 22
tg

2
maxmax  

              рад/с5
100

4580

1

102
. 

 

Аналогично получим 
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рад/с.4
100

80

1

1022
min

m

m

I

T

x

y
 

 

Средняя угловая скорость 

 

рад/с5,4
2

45

2

minmax
ср . 

 

Подставляя значения max , min  и ср  в формулу (22), полу-

чим 

.222,0
5,4

45

ср

minmax  

 

Пример 5. Маховик 1 тормозится стержнем 2, прижимаемым к 

ободу маховика силой F  = 100 Н (рис. 17.). Угловая скорость ма-

ховика перед началом торможения равна 0  = 80 рад/с. Опреде-

лить, сколько оборотов n  сделает маховик до полной остановки, 

если его момент инерции I  = 1 кг·м
2
, диаметр D  = 0,4 м, 

BCAB ll  и коэффициент трения обода маховика о стержень 

f  = 0,2. Трением в подшипниках пренебречь. 

Исследуется  режим  выбега, 

для  которого  уравнение  движе- 

ния  в  энергетической  форме  

имеет вид 

A
II

22

2
0

2

,    (23) 

 

где  = 0 (маховик остановился), 

                    Рис. 17.                     СД АAA , причем  ДA  = 0 

(двигатель отключен). Работу сил сопротивления СА  совершает 

момент трения ТМ : 
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ТС МА ,    (24) 

 

где  – угол поворота маховика от начала до конца торможения (в 

радианах). Для определения ТМ  находим реакцию BR  и силу 

трения ТF : 

0BCBACС lRlFМ , 

откуда 

Н2002100
BC

AC
B

l

l
FR . 

Н402002,0T BRfF . 

мН8
2

4,0
40

2
ТТ

D
FМ . 

 

В результате из уравнений (23) и (24) находим : 

8
2

801 2

,     откуда  = 400 рад. 

Так как угол, соответствующий одному обороту равен 2  рад, 

то искомое число оборотов равно 

об64
2

400

2
n . 

 

Пример 6. Вентилятор, момент инерции которого относительно 

оси вращения равен I  = 2 кг·м
2
, начинает выбег при угловой скоро-

сти 0  = 100 рад/с. Приведенный момент сил сопротивления изме-

няется по закону 
2С

П аМ , где а  = 10
-4

 Н·м·с
2
. Определить, 

через какой промежуток времени угловая скорость вентилятора 

уменьшится вдвое. 

Рассматривается режим выбега. Так как 0Д
ПМ  и constIП , 

дифференциальное уравнение движения вентилятора имеет вид 
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dt

d
IМ С

П    или 
dt

d
Ia 2

. 

 

Интегрируя, получим 

0

2
0

d

a

I
dt

t

, 

откуда 

0

2 111

00
a

I

a

I
d

a

I
t . 

 

Так как рад/с501005,05,0 0 , то искомый проме-

жуток времени равен 

.c200
100

1

50

1

10

2
4

t  

 

Пример 7. Определить угловое ускорение 1  колеса 1 при подъ-

еме груза массой m  = 300 кг. Движущий момент 1М  = 300 Н·м. 

Числа зубьев колес 1z  = 20, 2z  = 40. Моменты инерции звеньев  

1I  = 0,05 кг·м
2
, 2I  = 0,4 кг·м

2
. Диаметр барабана D  = 0,4 м  

(рис. 18, а).  

                            а                                                      б 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 18 
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Динамическая модель имеет вид колеса 1 (рис. 18, б). Угловое  

ускорение 1  следует определять из дифференциального уравнения 

движения. При constIП  имеем  П1П MI , откуда 

П

П
1

I

M
.    (25) 

 

Для определения приведенного момента сил ПM  используем 

равенство мгновенных мощностей: 

  

VGММ 111П ,  (26) 

 

где mgG  – сила тяжести поднимаемого груза. 

Второе слагаемое VG  берется со знаком «минус», так как 

направления силы тяжести G  и скорости подъема груза V  проти-

воположны.  

Из выражения (26) 

1
1П

V
mgММ .   (27) 

 

Скорость подъема V  равна окружной скорости на барабане. По-

этому 

м1,0
2

40

20
4,0

22

2 2

1

21

1

2

1

z

z
D

UD
D

V
, 

 

и согласно (27)  

 

мН7,51,081,9300300ПM . 

 

Приведенный момент инерции находим из равенства кинетиче-

ских энергий  
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2

1

2
2121

22
22

2
11

2
1

2
1

П
222

22 V
mUII

VmIIT
I i . 

Учитывая, что   5,0
40

20

2

1
21

z

z
U  , получим 

222
П мкг15,31,03005,04,005,0I . 

 

Тогда согласно выражению (25)  

 

2

П

П
1 рад/с81,1

15,3

7,5

I

M
. 
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