UWZGLEDNIENIE OPORU POWIETRZA
W ANALIZIE RUCHU RZUCANEJ MONETY

Grabski J., Strzalko J., Kapitaniak T.

Numerical analysis of three dimensional coin tossing is presented. Coin model includes air resistance. It is assumed

that the air resistance force is proportional to the velocity. Comparison of results with and without the air resistance
shows that the air friction may be nonnegligible.

Wprowadzenie

W pracy analizowany jest przestrzenny ruch monety przy uwzglednieniu wplywu oporu
powietrza na przebieg ruchu.

Badaniom ruchu rzucanej monety po$wieconych jest wiele prac — poczawszy od Kellera [3],
Vulovica [4], poprzez Mizuguchi i Suwashita [6], az do ostatnio opublikowanej pracy Diakonisa,
Holmes 1 Montgomery'ego [1].

Celem tej pracy jest numeryczna analiza dynamiki tréjwymiarowego modelu monety. Taki
sposdb rozwigzania zadania umozliwia zbadanie wpltywu oporu powietrza na przebieg ruchu
rzuconej monety. Przedstawiona praca stanowi kontynuacje¢ badan oméwionych w [2].

Réwnania dynamiki ciala swobodnego

Réwnania dynamiki ciala swobodnego poruszajacego si¢ ruchem ogdlnym mozna przedstawic
w zapisie macierzowym w formie dwu réwnan:
-rdwnania opisujacego przyspieszenie srodka masy ciata o postaci

Ma, =1, ey
- réwnania opisujacego zmiany przestrzennej orientacji ciala (jego obroty)
Joo+QJ.o=m.. @)

W podanych roéwnaniach M jest macierza mas ciata sztywnego (M=diag [m m m]), ac jest
wektorem bezwzglednego przyspieszenia $rodka masy ciala (punktu C), f zawiera skladowe
wektora gidéwnego sit dziatajacych na cialo sztywne, J¢ jest macierza bezwtadnosci ciata wzgledem
osi centralnych, @ 1 € oznaczajg wektor predkosci katowej ciala oraz antysymetryczna macierz
tych predkosci, a mc jest wektorem momentu sit zewnetrznych wzgledem $rodka masy C.

Wektory ac 1 f sa wyrazone poprzez skladowe okreSlone w nieruchomym ukfadzie

wspotrzednych (xyz): a. = [x jJE]T, f= [ fo S, 1 ]T , hatomiast wielko$ci wystepujace w réwnaniu
(2) — opisujacym obroty — wygodnie jest przedstawi¢ w ruchomym ukladzie wspoirzednych,
zwiazanym z poruszajacym sie ciatem (£n74).

Rownania (1) i (2) sa ogdlnymi réwnaniami dynamiki i opisuja ruch ciala sztywnego
o dowolnej geometrii i dowolnym rozlozeniu masy. Uklady rownan (1) i (2) w przypadku, gdy
sity f nie zaleza od sk¥adowych wektora predkosci katowej ciata, a momenty mc sa niezalezne od
wektora przyspieszen S$rodka masy, co ma miejsce wowczas, gdy opory powietrza nie sg
uwzgledniane, sa rOwnaniami niesprz¢zonymi. _

W przypadku monety wykonanej z jednorodnego materialu i o ksztalcie osiowosymetrycznego
walca (lub modelowanej jako walec) jej Srodek masy (punkt C) lezy w Srodku geometrycznym
walca (w punkcie B). Osie ukladu wspotrzednych (B&nd) sztywno zwigzanego z cialem sg osiami
gldwnymi 1 centralnymi, a J¢ jest macierza diagonalna.

Przy analizie ruchu monety o ksztalcie odbiegajacym od walca lub wykonanej
zniejednorodnego materialu (z defektem lub skaza), punkty B i C nie pokrywaja sig¢. W takim
przypadku wygodniejsze w obliczeniach moga by¢ réwnania dynamiki ciala zapisane w postaci:
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Mla, +Qr. +QQr.)=f, 3)
J,0+Ql,0+MR a2, =my, 4)

przy czym ag jest wektorem bezwzglednego przyspieszenia punktu B, rc i Rc zawierajg skiadowe
wektora rc, okreslajacego polozehie punktu C wzgledem B, Jp jest macierza bezwiadnosci ciala
w ukladzie osi (B¢74), a mp jest wektorem momentéw sit zewnetrznych wzgledem punktu B.
Macierz Jp dla monety niesymetrycznej w ogdlnym przypadku nie bedzie macierzg diagonalna,
gdyz osie B&, Bn, B{ nie beda osiami gldéwnymi (poza przekatng w Jp wystapia rozne od zera
momenty dewiacyjne).

W przeciwienstwie do rownan (1)—~2) réwnania (3) i (4) sa réwnaniami sprzezonymi nawet
wtedy, gdy rozpatrywany jest swobodny rzut ciata i opory powietrza sg pomijane.

Uwzglednienie oporu powietrza

Dla okreslenia prawych stron réwnan (1)+(2) oraz (3)+4) nalezy wyznaczy¢ sktadowe sit
dziatajacych na cialo i momenty tych sil wzgledem osi uktadu (B&n¢).

b)

Rys. 1. Oznaczenia wielkosci wykorzystywanych przy wyznaczaniu sit oporu:
a) na powierzchni walcowej, b) na ptaszczyznach

Rozpatrywany jest model monety o ksztalcie walca o promieniu podstawy r i wysokosci 4
(rys. 1), poruszajacy si¢ ruchem ogélnym. Na podstawie zaleznosci kinematycznych dla ciala
sztywnego okredlany jest rozklad predkosci na zewngtrznych powierzchniach walca. Przyjgto, ze
opér powietrza wystepuje tylko na tej czesci powierzchni walca, na ktorej wektory predkosci jej
punktoéw majg zwrot zgodny z wektorem normalnym do tej powierzchni i-skierowanym za zewnatrz
ciata.

Wektor sit oporu powietrza f, wyznaczany jest jako suma oporéw na obu plaszczyznach
podstawy walca (f; i f;) oraz oporéw na bocznej powierzchni (f3)

f, =1 +f, +1,, (5)

przy czym:

r 27
f,=-4 ] ( [Valva. o de] dp, 6)

0
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r (2
f,=-1 I( _ﬂvA_}va, o dé?] dp, @)
0 0

gdzie: r oznacza promien monety, v,, jest wektorem zawierajacym skladowe predkosci punktu

lezacego na plaszczyznie monety ¢ =§, a v,  odnosi si¢ do skladowych pregdkosci punktu

lezacego na plaszczyznie monety ¢ =——2—, |v A+| 1 Iv A_' oznaczajg wartosci wektoréw predkosci,

A jest wspdiczynnikiem oporu, a b liczbg z przedziatu <0,7> (dla b=0 op6r powietrza jest liniowo
zalezny od predkosci, a dla =1 sity oporu zalezg od kwadratu predkosci). Predkosei v,, 1 v, sa
wyznaczane z zalezno$ci:

Var SV + Qo Tpa,, Vo =V +Q4 13, ,
_ [ 21T
Vp =V +Q, I, vc—[xyz] s (8)
T

T
rBM:[pcose psiné —}21] rBA_=[pcos¢9 psiné —_ﬂ

gdzie Q, jest macierza zawierajaca skladowe predkosci katowej o kierunkach osi uktadu xyz .
Sila oporéw powietrza powstajaca na bocznej powierzchni walca (f3) jest wyznaczana jako

hi2 ( 2nm
f,=-1 | [ [v'vr dO] dz . )

-h12\ 0

Symbolem v zostata oznaczona predko$é punktu na bocznej powierzchni walca, a p3 jest wektorem
okreslajacym potozenie tego punktu, przy czym
v=vy+Q, p;,
(10)
p,=[rcosd rsing z|.

Réwnania dynamiki monety (1), opisujace przyspieszenie S$rodka masy przy spadku
z uwzglednieniem oporu powietrza, majg postac:

mi=f. ., my=f , mi=f_ -mg. (11)
Moment wzgl¢dem punktu B wywolany sitami oporu powietrza zostat opisany zaleznoscia

r 2z b

m =-1 j{ [IVal Reava o d6] dp, (12)
0 0

przy czym:
VA=V +Qore, , Vc=[5‘J"Z]Ta
(13)

- — : T
l'CA—rco+r0A~[”0x+P°059 Yoy + 0SNG O] ,

gdzie Q, jest macierza zawierajacg skladowe predkosci katowej o kierunkach xyz, R, jest
antysymetryczng macierza zawierajacg skladowe wektora ry, (R, =T;,), natomiast r., jest
wektorem potozenia punktu 4 wzgledem C.
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Model uproszczony — dwuwymiarowy (cienka moneta)

W przypadku symetrycznej i cienkiej monety (rys. 1b) i przy zalozeniu, ze punkty B i C
pokrywaja sig, po scatkowaniu réwnania (20) otrzymuje si¢

m _r_l,ﬂr";;{a) -—l-nr4/1a) —lﬁr“/la) ' (14)
B L 4 ¢ 4 2 3 :

Na rysunku 2 jest pokazany przykltadowy przebieg zmian predkosci i przyspieszenia srodka
masy symetrycznej monety przy uwzgle¢dnieniu oporu powietrza, a na rys. 3 jest przedstawiony
przebieg zmian kata obrotu oraz pionowa sktadowa sily oporu. Obliczenia zostaty przeprowadzone
dla takich danych dla modelu monety, jakie byly przyjete w pracy [6] (to jest: =1 m, m=1 kg,
g=1 m/s?). Rozpatrywany byt identyczny przypadek rzutu — spadek monety z zadanej wysokosci z,
z zerowg predkoscia poczatkowa Srodka masy i zadang poczatkowa predkoscia katows. Warto$ci

sktadowych sily oporu (5) — dla pionowego rzutu monetg (i dla 5=0) - sg okreslone jako
f.=[0 0 -z 2zfcosd, (15)

gdzie 4 oznacza kat odchylenia osi ¢ monety od osi z.

i A 'z'_A
° 74 6 8 10 12 (p 4 10 12 t[g
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Rys. 2. Przebiegi zmian predkosci i przyspieszenia srodka masy symetrycznej monety: linia ciagta oznacza wyniki
z uwzglednieniem oporu powietrza, linia przerywana — bez oporu powietrza (wyniki dia A=0.188)
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L1 i 1.2
4 E :ar"‘—‘-—
- 1
0.55 ¢ 5 1§
¥ ;/V: H H 0-8
Hig NN BHH 0.6
HH SUHH:HHC HHEY]
\ AR T 0
-0.5 i \ e ' : 0.2
i 'i‘i"iv/ RERRRRE T2 4 6 8 10 1z iy

Rys. 3. Przebiegi zmian cosinusa kata nachylenia monety 8 i sktadowej pionowej sity oporu f, (wyniki dla A=0.188)

Z poréwnania przebiegéw poszczegdlnych wielkosci przy uwzglednieniu oporu powietrza
i przy pominigciu tych sit oporu wynika, ze wptyw oporu moze by¢ znaczacy (tak jest dla A=0.188).
Predkos¢ i przyspieszenie Srodka masy nie sg liniami prostymi — jak przy pominigciu oporu — lecz
majg charakter oscylacyjny (podobnie jest z sila f,). Czgsto$é tych oscylacji maleje w miare
zmniejszania si¢ predkosci katowej monety. Przebieg zmian funkcji cos § wskazuje, ze zmiany
kata § zachodza coraz wolniej, a przy dostatecznie diugim czasie spadania & osiaga ustalona
wartos¢.
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Jednowymiarowy model monety

Dla monety, ktéra podczas ruchu obraca si¢ wokoél poziomej osi — o stalym kierunku, do
analizy dynamiki moze by¢ uzyty jednowymiarowy model ciata. W takim przypadku moneta jest
traktowana tak jak pret poruszajacy sie¢ ruchem plaskim w plaszczyznie yz (rys. 4).

Sile oporu powietrza f, i jej moment m,p wyznacza si¢ — podobnie jak dla modelu
trojwymiarowego — jako:

! !
f,=-4 'ﬂv“‘bvudp -4 ﬂvA||lva||dP > (16)
! -l

1
b
mg = -2 ﬂvAJ_’ Rpavap dp, (a7)
-1

gdzie: [ oznacza potowe dtugosci preta, va jest wektorem zawierajacym sktadowe predkosci punktu
(4), lezacego w odleglosci p od jego srodka (B), v,, i v, sa sktadowymi wektora v4 o kierunku
prostopadtym i réwnolegltym do powierzchni monety, 4, i 4, sa wspdlezynnikami oporu w kierunku
prostopadtym 1 rownoleglym do powierzchni, a b liczba z przedziatu < 0,/>.

Wektory wystepujace w rownaniach (16) i (17) wyznacza si¢ z zaleznosci:

Va=Vg+Q4 1, , VB:[Oyi]T’

(18)

rBAz[O Yoy + PCOS Y ro. + psind|” .

Rys. 4. Jednowymiarowy model monety - oznaczenia
Wartosci skladowych sity oporu (f, = [£,, 7, /.. |) - dla b=01 4,= 0 - s okreslone jako

£ =[0 -204p|sin®| -2Az|cos|]”. (19)

W przypadku symetrycznej monety (punkty B i C pokrywaja si¢) po scatkowaniu réwnania
(17) otrzymuje sie :

m,3=[—§z31,9 0 o]’. (20)
Na rysunku 5 jest pokazany przykladowy przebieg zmian predkosci i przyspieszenia $rodka
masy symetrycznego preta przy uwzglednieniu oporu powietrza, a na rys. 6 jest przedstawiony

przebieg zmian kata obrotu oraz pionowa skladowa sily oporu. (Wartosci liczbowe z pracy [6]:
r=1 m, m=1 kg, g=1 m/s°).
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Rys. 5. Przebieg zmian predkosci i przyspieszenia srodka masy symetrycznego preta (wyniki dla 4,=0.296)
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Rys. 6. Przebieg zmian cosinusa kata nachylenia preta 9 i sktadowej pionowej sity oporu f, (wyniki dla 4,=0.296)

Rezultaty przeprowadzonych obliczen (rys. 2, 3, 5, 6) pokazujg zgodno$¢ wynikéw dla modelu
jedno- i dwu- wymiarowego, w przypadku odpowiednio dobranych wspoéiczynnikéw oporu 4 1 4.

Zatem jednowymiarowy model monety moze by¢ wykorzystywany do analizy jej dynamiki
nawet wowczas, gdy op6r powietrza ma by¢ uwzgledniony. Symulacja rzutu moneta
przeprowadzona dla jednowymiarowego modelu jest jednak ograniczona do takich przypadkéw, w

ktorych wektor predkosci katowej monety jest poziomy 1 ma staly kierunek (w = 9).

Réwnania dynamiki monety sformulowane dla katéw Eulera

W pracy [2] zostaly przedstawione réwnania dynamiki monety wyrazone poprzez parametry
Eulera. W zamieszczonych nizej réwnaniach jako wspoirzedne uzyte zostaly katy Eulera.
Antysymetryczna macierz predkosci katowej Q dla klasycznych katow Eulera ({~&-¢) ma posta¢

0 -y -gcosd Isiny —pcosysind
Q= 0 — $cosy — @sinysin |, @21
asym. 0

a wektor predkos$ci katowej ciala o, o sktadowych okreslonych w ukladzie wspélrzednych xyz, jest
réwny
@, Jcosy + ¢siny sin 3
o=\, = 95inw—¢7coswsin.9 . (22)
@, W +@cosd
Wektor predkosci katowej ciala ©g w ukladzie wspolrzgdnych énd — zwiazanych
zZ poruszajacym si¢ cialem — ma postaé
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@, y sin 9sin @ + Gcos g/)]
0, =0, |= y)sinScos¢-—95inqu. (23)
@, @+ycosd
Réwnania dynamiki monety sa przedstawione w dwdéch grupach:
~ réwnania opisujace przyspieszenie srodka masy sa podane wzorami (11),
— réwnania opisujace zmiany przestrzennej orientacji monety, wyrazone poprzez katy Eulera,
sa okreslone nastepujacymi réwnaniami (zostaly tu podane uproszczone réwnania dla

J
przypadku, gdy J, =J, =-—2§— oraz J,, =J,, =J,=0)

. . 2m
@singsiny + dcosy + @2 cos dcosy sin d + 20y cosysind — 29y siny = —, (24)
Je
gsindcosy —Isiny — @ cosSsmymmS-—2(/)l//smy/sm3—28y/cosy/=J—, (25)
¢
. . o mg’
y/+(pcos.9—(p.9$1n.9=J—. (26)
¢

Symulacja ruchu monety

Przykiadowe wyniki symulacji ruchu monety sg przedstawione na rys. 7. Sa na nich pokazane
rezultaty otrzymane w przypadku swobodnego spadku monety (z pominigciem oporu powietrza)
oraz przy uwzglednieniu oporu powietrza i przesunigciu §rodka masy poza §rodek geometryczny.

a) 2 b Z g z

IR

SR

YT Lz

y h & ) x

Rys. 6. Symulacja pionowego rzutu monety (a) i tor $rodka jej masy: b) dla monety symetrycznej bez uwzglednienia
oporu powietrza, ¢) przy uwzglednieniu oporu powietrza i braku symetrii monety

Uwzglednienie oporu powietrza powoduje, Ze tor §rodka masy monety nie jest linia prosta.
Zmienia si¢ réwniez czas ruchu (w tym przypadku czas spadania z zadanej wysokosci) oraz
konfiguracja monety w potozeniu konicowym (inny kat 9 niz przy pominieciu sit oporu).
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Podsumowanie

Poréwnanie wynikow otrzymanych dla jedno- dwu- i trdj- wymiarowego modelu monety
pozytywnie weryfikuje model trojwymiarowy. Uzycie tréjwymiarowego modelu monety pozwala
na analizowanie takich przypadkéw, dla ktorych modele jedno i dwu-wymiarowe s3
niewystarczajace.

Przyjety sposéb opisu ruchu ciala’moze by¢ uzyty do sporzadzenia map przedstawiajacych
wynik rzutu moneta ("orzel" lub "reszka") w przypadku jej przestrzennego ruchu. Tego rodzaju
prace sa obecnie wykonywane.
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