
МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ 
Ж ЕСТКОПЛАСТИЧЕСКОЙ КРИВОЛИНЕЙНОЙ ПЛАСТИНЫ 

С ПРОИЗВОЛЬНЫ М  СВОБОДНЫМ ОТВЕРСТИЕМ

Немировский Ю. В., Романова Т. П.

А rigid, perfectly-plastic model o f solids is applied to study the dynamic behavior o f simply supported or 
clamped, arbitrarily shaped plates with an internal, free, arbitrarily shaped hole. Governing equations for dynamic 
behavior are obtained. Operating conditions o f possible mechanisms o f deformation are analyzed. Analytical expres­
sions for the ultimate loads are obtained.

Изучение динамического поведения элементов конструкций под действием взрывных 
нагрузок имеет большое значение для оценки степени их повреждаемости. В работе предло­
жена общая методика, которая на основе модели жесткопластического тела позволяет рас­
считывать динамическое поведение произвольной криволинейной пластины с произвольным 
свободным внутренним отверстием. Показано, что пластина может деформироваться по трем 
схемам. Для каждой схемы получены уравнения динамического деформирования и проана­
лизированы условия их реализации в зависимости от уровня нагрузки и геометрических па­
раметров пластины. Методика может быть применена в различных инженерных расчетах.

1. Рассмотрим пластину из идеального жесткопластического материала с произволь­
ным кусочно-гладким выпуклым контуром Г], шарнирно опертым или защемленным (рис. 
1). В центральной части пластина имеет свободное отверстие с произвольным контуром Li- 
Пластина находится под действием равномерно распределенной по поверхности динамиче­
ской нагрузки высокой интенсивности P{t) . Будем рассматривать нагрузки взрывного типа, 
которые характеризуются мгновенным достижением максимального значения = Р{1^) в 
начальный момент времени /q с последующим быстрым их уменьшением. Пластина покоит­
ся на вязком основании с коэффициентом сопротивления к . Известные в литературе реше­
ния задачи изгиба пластических пластин со свободным отверстием касаются только динами­
ческого поведения кольцевых пластин [1 -  3], криволинейных пластин частного вида [4], 
предельного анализа кольцевых [5] и квадратных пластин [6, 7].
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Пусть уравнение контура пластины задано в параметрической форме х = Xj (ф), 
У = Уі(Ц>)̂  0 < ф < 2 л .  Радиус кривизны контура Ij (за исключением особых точек) равен

Р(ф) = (ф) 1{х{у1 - х1у ') , где Р(ф) = -у/х]'^(ф)-ьу]'^(ф); (Д)' = 5(С]) / 5ф. Для определенности бу­
дем рассматривать пластины, симметричные относительно оси х ; геометрические размеры 
пластины по оси у  не больше, чем по оси х , особые точки контура расположены только на
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оси X . Мы не будем здесь рассматривать случай очень большого отверстия, когда деформи­
руется не вся пластина и схема квазистатического разрушения будет аналогична локальному 
механизму, рассмотренному в работе [7] для квадратной пластины с прямоугольным отвер­
стием. Модель жесткопластического тела позволяет рассмотреть и этот случай, но это будет 
самостоятельное исследование. Поэтому, ссылаясь на работу [7], считаем, что максимальный 
размер отверстия не больше, чем минимальный размер пластины, помноженный на 0,8.

Введем криволинейную ортогональную систему координат (V|,V2), связанную с декар­
товой системой координат ( х , у )  соотношениями

^ = 1̂ (V2 ) -  (V2 ) / Z(V2) , у = (V2 ) + ViXi'(V2 ) / I(V2 ) .

Кривые V] = const находятся на расстоянии Vj от контура Ц и имеют радиус кривизны 
Pi = i?(v2) - V | . Прямые линии V2 = const перпендикулярны контуру Ц (радиус кривизны 
Р2 = 00). В этом случае уравнение контура пластины Ц имеет вид Vj = О, О < V2 < 2 л . Урав­

нение отверстия Z2 задано и имеет вид: Vj=Z)2(v2) ,  ^ i <V2 ^ ^ 2 ’ 2л -^ 2  - ' ' і  -  •
В динамике рассматриваемой пластины из жесткопластического материала в зависимо­

сти от значения P̂ iax возможно существование трех схем деформирования. При нагрузках, 
не превышающих предельные нагрузки (“низких” нагрузках), пластина остается в покое. При 
нагрузках, незначительно превышающих предельные (“средних” нагрузках), пластина вра­
щается вокруг контура Ц с углом поворота tt] и деформируется в некоторую линейчатую 
поверхность. При этом, как и в случае отсутствия отверстия [8 -  10], в пластине возможно 
образование пластической щарнирной линии / j , которая может состоять из нескольких уча­
стков (см. рис. 1). На нормальный изгибающий момент равен предельному M q . Назовем 
такую схему деформирования схемой 1. Положение линии /j не зависит от времени и опре­
деляется формой опорного контура пластины из условия равенства расстояний по нормали к 
внешнему контуру от контура Ц до линии /, [9, 10]. В силу симметрии пластины шарнир /]
расположен на оси х и в случае, если на контуре L] имеются особые точки, то шарнир /j 
проходит через них. Уравнение шарнира /| имеет вид ([8]): Vj = Z)/(v2) , О < V2 < л , где

yi(v2)Ą (V 2 ) =
^ 1 ( ^ 2 )

Z(v2); тіп(£)/(0),£>Дя)) = min

При достаточно высоких значениях , как и в случае кольцевых пластин при так на­
зываемых “высоких” нагрузках [1, 3], динамика рассматриваемой пластины может сопрово­
ждаться возникновением нестационарной пластической шарнирной замкнутой кривой линии 
І2 с нормальным изгибающим моментом равным M q . При этом внутренняя часть пластины 
между линиями /2 и движется поступательно и деформируется в линейчатую поверх­
ность. Возможны ситуации, когда шарнир /2 проходит через шарнир /j (схема 2, представ­
ленная на рис. 2), и когда линия /2 окружает шарнир либо шарнир /, не образуется (схема 
3, приведенная на рис. 3).

Рассмотрим подробно схему 1. Считаем, как и в случае отсутствия отверстия [9, 10], 
угол поворота плоскости пластины a j не зависит от параметра V2 .

Уравнение движения пластины выведем из принципа виртуальной мощности с исполь­
зованием принципа Даламбера [11]: ^

K = A - N ,   ̂ (1)
К = , А -  |J[Z’(0  - кй]й*d s , (2)
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Здесь К , A , N  -  мощности инерционных, внешних и внутренних сил соответственно; 
S -  площадь пластины; р -  поверхностная плотность материала пластины; и -  прогиб; ds -  
элемент площади; -  линии разрыва угловых скоростей; -  изгибающий момент на ;

[0*]^ -  разрыв угловой скорости на ; dl^ -  элемент линии ; к, и к 2 -  главные кривиз­
ны поверхности скоростей прогибов пластины. В выражении для N  суммирование прово­
дится по всем линиям разрыва угловой скорости, включая границу Ią пластины. Величины с 
верхним индексом -  допустимые скорости. Точки над символами обозначают производ­
ные по времени t .

Рис. 4. Скорости прогибов пластины для схем 2, 3

Скорости прогибов пластины для схемы 1 будут представлены в виде:

(vi ,V2)e5:  w(vi,V2 ,0  = a i(0 vi.

Главные кривизны поверхности скоростей прогибов пластины равны:
1д Ч

avi
=  0 , Ко =■

(4)

(5)

(6)

Pi ^ 1  ^(V2)-Vi
Выражения (2) будут равны:

К  = pótjdj jJvfiZs, А = P{t)a\ IJvji/5 -  dj М , JJv|̂ ć/5 ,
5 S S

ds = X(1 -  — ) Jvj<iv2 .
R

Мощность внутренних сил (3) вычисляем как в [12], учитывая, что на свободном конту­
ре І 2 нормальный изгибающий момент равен нулю, = M q на = - ( 1-г|)Мо
на Т] (р  = о при защемлении контура Т, и р = 1 при его шарнирном опирании). Тогда имеем

iV = d^Mo [( 2 -  p ) 'f  Ldv2 -  2 )  І(1 -  % d  V2 ]. (7)
o ą, ^

Подставляя полученные выражения (6), (7) в (1), получим уравнение движения для схе­
мы деформирования 1:

(ра, + к щ ) Jjvf = P(t) -  Mo [(2 -  р) J Ldvj  -  2 j Т(1 -  ̂ ) d  V2 ]. (8)
5 s 0 ^

Начальные условия имеют вид
d j(0) = a i ( 0) = 0 . (9)
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предельную нагрузку определим из (8) при учете (9) и a j = О . Тогда имеем

2п 2̂ П
P o ^ M o [ ( 2 - T ] ) j L d v 2 - 2 l L ( \ — f ) d v 2 ] / l j v , d s . (10)

Рассмотрим подробно схему 2 (рис 2). Обозначим область пластины между контурами 
i] и /2 через Z j, а оставшуюся часть -  через Z 2  ■ Области Zj и Z2 являются линейчатыми 
поверхностями. Поскольку шарнирная линия /2 движется поступательно, то все ее точки 
движутся с одинаковой скоростью, которую обозначим через ( t ) . Действуя как в работе 
[8], из непрерывности скоростей на получим, что нормаль к линии /2 является также нор­
малью к контуру Z-] и что расстояние D между Z, и /2 не зависит от параметра V2 . Тогда 
уравнение шарнира /2 для схемы 2 имеет вид: Vj = D , vj/j < V2 < vj/2 , 27г-у2 < V2 :<27t-vj/j 
(vj/} <^і <^2 -Уг) -  Вследствие непрерывности скоростей на линии /2 область Z] вращается 
вокруг опорного контура с одинаковой скоростью, обозначенной через а Д О , на интерва­
лах \|/, < V2 < VJ/2 , 2л : - у 2 ^  V2 < 2тг-\|/]. Как и в [9, 10], считаем, что на остальной части 
контура Z) скорость поворота области Zj вокруг Д также равна аД^). Также считаем, что 
область Z2 вращается вокруг подвижного шарнира со скоростью 0 - 2  (0 > не зависящей от 
параметра V2. Тогда скорости прогибов пластины для схемы 2 будут представлены в виде:

(vi,V2) e Z i :  M(vi,V2 ,0  = a i(0 vi,
(vi ,V2) g Z2 : M(vi,V2,0 = w^ 0  + a 2(0 (vi-T>), (И)

где области Zj и Z2 определены так:

Z ,:

Z-,:

0< V| <D /(v2) при 0< V2 Vi, V2 - '^2 ^ 2 я - ц/2, 2n-HJj < V2 < 2 к ;  
0 < V j < D  npH\|/j <V2 <Vj/2, 2л -\|/2 < V2 < 2 k - \ | /j.

D < V j < ą ( V 2 ) при \|/, <V2 <^1, ^2 ^V2 <М/2,
2tT-V|/2 <V2 <271-^2= 2 n - ^ j  < V 2  < 2 n - \ l / j l  

D < V j  <Z>2(V2) прй^і < V2 <^2> -'^2

Скорости прогибов пластины в сечении V2 -  изображены на рис. 4. Главные кривизны 
поверхности скоростей прогибов пластины в области Z] имеют вид (5) и в области Z2 равны:

Kj =0,  К2 =cx2(0/[i?(v2)-v ,].

Учитывая введенные обозначения, выражения (2) имеют вид:

К = р {аі d l j jvfds  + Jf[a2(v, - D )  + Wc][«2 (^i ~ T>) + w* =
2,

= p{d id i  |Jvi£fe + d 2[d2 + JJ(vi - -ь ( 12)
V Zj

+ w* [d 2 JJ(Vi -  D)ds + W ^fjd  ̂ ]},
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А = щ  A:di JJvf <іу] + (Х2 {P(OjJ(Vi -  D)ds-
Ẑ  Z, Zj

Z, Zj Z,

Z, Z,
Выражение (3) для мощности внутренних сил N  представим в виде

1=1
где h \ , N 2 , Щ ,  N^, -  мощности внутренних сил на контуре Ц , внутри области Z |, на
линии І2 , внутри области Z2 и нащарнире /j соответственно:

Л̂, =(1-Л)Мо[|[®*1 =«і(1-ЛЖо J^V2, Л̂2 = ^ о Я ’̂ 2̂ '̂  = аІ^оЯ^''і^^2,
ц о z, z,^

Л̂з =Mo[j[e*J^ dl2 = 2 (d; -d*2)MoL J L ( l - - ) d v 2 ,
Vi

^4 =Л/ о Я'^2 -̂У = « 2М о Я4 ^ М у2, Л^5=Мо{Гё* 
7 7 ^  ^Z.2 ^2 ‘1

Для определения вычислим Г0 | и dl^. Как и в работе [12],L J/|

dh = ------- Г7І------- ^ ''2>

dL.

P̂ l

a Гб1 = d,- |x]'| / L в области Z,- ( / = 1,2 ). Тогда
L. J/,

п  ^ D
Л^5=2а;Мо[ JT(1—^)Jv2+ l L ( l — ^) dv2]  +

О ^  ^
4, D D

*2iĄM ^[ J i( ł-^ > rfv ;+  f i ( l - ^ V v j ] ,

и полная мощность внутренних сил пластины N  определяется выражением

7V = Mo[ d ; ( 2 - p ) ' j T c / v 2 - 2 d * % ( l - ^ y v 2 ] .  (14)
о 4, ^

Из (14) видно, что величина N  не зависит от расстояния D{t) .
Подставляя полученные выражения (12) -  (14) в равенство (1) и учитывая независи­

мость функций d | , d 2, w*, получим после небольших преобразований уравнения;

2тс
(ра, -l-A:d,)Яvf̂ 5?•̂  = ^(O Я ''l^ ‘̂ “ ■^o(2 -■П) j  Ldv2,

Z, z, о
4з n

i \ l d s ) \ { \ - ^ ) L d v 2
К

pd,2 +  kd 2  = 2M |----- —----- ^

(15)

(16)
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pw^ + kw^ = P{t) -  2M,0

[ \ \ { v , - D ) d s ] ] L { \ - % d v : ,  
z .____________4, ^

Zj Zj Zj
Условие непрерывности скоростей на границе областей Z[ и Z2 дает равенство

d ,£ ) = .

(17)

(18)
В области Z] для У] и vj/2 справедливо равенство:

Z) = Ą ( v| / , ) - Ą( H/2). (19)
Система уравнений (15) -  (19) описывает поведение пластины в случае деформирова­

ния по схеме 2. Начальные условия имеют вид (9) и

«2 (0) = «2 (0) = (0) = и'ДО) = о , (20)
Z)(0) = Ą(Vi(0) ) , D(0) = D, (v|/2(0)). (21)

Начальное значение D(0) определяется в зависимости от значения , как это будет 
показано ниже.

Заметим, что из неравенства Коши-Буняковского для гильбертова пространства интег­
рируемых функций, определенных на Z2 , с интегрируемым квадратом и скалярным произ­
ведением функций f , g , определенным как \ \ fg d s , следует, что, если область Z2 не выро­

ждена, то выполняется неравенство

( Л ds) Лv\ds -  ( Л^ \ d s f  > о , (22)
Zj Zj

и тогда из (16) получим, что ро,2 +ка . 2  > 0 для рассматриваемой схемы 2. При отсутствии 
отверстия 1̂ = ^2 и из (16) при учете начальных условий (20) следует, что а 2 = 0 , а область 
Zj движется поступательно.

Из условия а , = Ó.2 определим величину нагрузки Р̂ , которая является минимальным 
значением Рщах» при котором реализуется схема 2. Значение функции D{t), соответствую­

щее нагрузке Р̂ , обозначим через D*. Из (15), (16) при условии dj = d 2 при t> 0  получим

P{t)
М,

2т1
Лvl<is' = (2 -  Г]) J Ld\2 +

2{\\w lds){ \ \ds )]{ \ -^^)Ldw2
г, г, ą, ^ (23)

о Z, о
Z2 Zj Z2

Дифференцируя (18) по времени и исключая с помощью полученного равенства функ­
ции d | , из (15), (17), учитывая начальные условия, имеем

^  Л'^І [^ (0 ) -^ i ]d s  = {2-Vi)D(0)JLdv2 -
М,о z, о

D,
2(Я ''1‘̂ ^){ Я Ь - ^ ( 0 ) ] ^ 4  l ( ^ ~ - ł ) L d v 2

Z Z2_____________^

(24)

Z2 Z2 Zj

Считая в (23), (24) Р̂ ^̂  ̂ = Д и D{0) -  D*, получим, что Д определяется из равенства
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2п

Р .= М о(2 -л ) -
( /  Я

о Z,(.D")

( Я я  я  Я
Z,(Z)*) Z,(D‘ ) Z,(D‘ ) Z (̂D’ )

где Z,-(Z)*)-области Z, ( / = 1,2) при D - D *  , ъ .  D* удовлетворяет уравнению

(25)

(2 -  л ) 7  Ldvj =F{D*) [ 2  )  (1 -  % L d  ] , 
о ^

(26)

с учетом равенств (19) и где

F ( D )  =

( Я я  я  Я
2,(Д) Z,(D) ‘ Z,(D) Z (̂D) (27)

( U d s )  j | v ^ d s - i  Я
Z,(£>) Z,{D) Z,(D)

Заметим, что поскольку Я v ^ d s t D *  Я ^  Я Я ™ ®
Zj(Z)*) Z^{D') Z,(D') Z,(D-)

(27) справедливо неравенство

( Я Я Я Я
Z,(/)*) Z,(D') Z,{D’ ) z,(D-)

Уравнение (24) позволяет определить начальное значение D(0) при а  дефор­
мировании по схеме 2.

Рассмотрим подробно схему деформирования 3 (рис. 3). В отличие от схемы 2 в этом 
случае шарнир l  ̂ может находиться только в области Z2 , поэтому схема 3 может реализо­
ваться только для пластин с гладким контуром. Как и в схеме 2, область Z] вращается вокруг 
опорного контура Ц  со скоростью « ](/), а шарнир /2 находится на расстоянии £>(/) от 
опорного контура Ц . Область Z2 движется поступательно со скоростью (/) и вращается 
вокруг шарнира /2 со скоростью (Х2(/) . Скорости прогибов в пластине представлены в виде 
(11), где области Z] и Z2 определены следующим образом:

Zj : О < Vj < £) при О < V2 < 2п; (28)
D < V i  < D j { V 2 )  при 0 <V2 <^], ^2 -  '^2 

Z 2 ' . '  2n-^j<V2<2K; (29)
£)<Vi <Z)2(V2) прй^, <V2 <^2. 2л -^2

Уравнения движения пластины получим из (1). Для схемы 3 выражения (2), (3) имеют 
вид (12) -  (14), в которых области Zj и Z2 определены в (28), (29). Таким образом, динами­
ческое поведение пластины при деформировании по схеме 3 описывается уравнениями (15) -  
(18), полученными для схемы 2, но при вычислении в них интеграгюв по областям Zj и Z2 , 
определенным в (28), (29). Начальные условия имеют вид (9), (20). Начальное значение £>(0) 
определяется в зависимости от значения из уравнения (24) при соответствующих об­
ластях Z, и Z2 . Нагрузка Р 2 , которая является минимальным значением P j^^, при котором 
реализуется схема 3, вычисляется по формуле (25), в которой Д заменено на Р 2 ,  а  области

Zj и Z2 определены в (28), (29) и D *  заменено на D * *  -  значение функции D ( t ) , соответст­

вующее нагрузке Р 2 . Величина D * *  определяется из (26) при замене D *  на D * *  и соответст- 
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вующих областях Zj и Z2 . Для схемы 3 также выполняется неравенство (22) и, следователь­
но, р0І2 +А:а,2 > О при движении по схеме 3.

Обозначим максимальное значение D для схемы 3 через . Имеем
Ą = тіп(Д(0),,£)/('л:)). Тогда при выполнении условия

min 0 2 (^ 2 ) ^  Dj (30)

в динамике пластины возможны только схемы 1 и 3 в зависимости от величины нагрузки.
Можно показать, что футкция F {D ), определенная в (27) для схемы 3 (т.е. при вычис­

лении интегралов по областям Zj и Z2, определенным в (28), (29)) является монотонно 
возрастающей при условии

min 0 2 (^ 2 ) > Dj, (31)

Обозначим ее через F-^iD). Из (27) для пластин с гладким контуром следует, если форма и 
размер отверстия таковы, что выполняются неравенства (31) и

) ( l - ^ ) L d v 2  F ^ = i2 -ц ) jL d v 2 [ 2 F ,( D 2 )] - \
^  о

тогда при разных уровнях нагрузки в пластине могут реализоваться схемы 1 и 3, а движения 
по схеме 2 не будет. Если выполняются неравенства (31) и

2̂
J (1- ^ ) I ^ V 2 <F,,

R
(32)

то пластина в зависимости от уровня нагрузки может деформироваться по всем трем схемам.
2. Проведем анализ деформирования пластины, для которой выполняется неравенство 

(31), (32), и, следовательно, ее геометрические размеры позволяют деформироваться по всем 
рассмотренным трем схемам.

“Средние” нагрузки: Pq < < Д . Деформирование происходит по схеме 1 и описыва­
ется уравнением (8), которое является обыкновенным дифференциальным уравнением вто­
рого порядка с постоянными коэффициентами и переменной правой частью. Начальные ус­
ловия имеют вид (9). Момент остановки пластины определяется из условия

схі(7 ) = 0 . (33)
Прогибы в пластине находятся из (4).

“Высокие” нагрузки: Д < Р ^^  < Д  • При 0 < /̂ < Г* (первая фаза) деформирование проис­
ходит по схеме 2 и описывается уравнениями (15) -  (19) с начальными условиями (9), (20), 
(21), (23). Из (15), (16), (24) следует, что схДг) > 0.2 (/̂ ) для схемы 2 при невырожденном от­
верстии. Поскольку рассматривается взрывная нагрузка, а из (15), (16) получим, что при 
P{t) = о будут выполняться равенства póćj + łd j  < О и рсх2 + ка.2  > 0 , следовательно, в неко­
торый момент времени выполняется равенство

dj(r*) = d 2(r*), (34)

и дальнейшее движение пластины происходит по схеме 1.
При Г* <?<  Д  (вторая фаза) поведение пластины описывается уравнением (8) при на­

чальных условиях dj(f*), а Д /,) , определенных в конце первой фазы движения. Пластина 
останавливается в момент времени Д , определяемый из зфавн^ения (33). Все прогибы вычис­
ляются из (11), (4) с >шетом обеих фаз движения.
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“Сверхвысокие” нагрузки: > ? 2  ■ При О < ? < (первая фаза) деформирование про­
исходит по схеме 3 и описывается уравнениями (15) -  (18) с начальными условиями (9), (20), 
(24) при вычислении интегралов по областям Z ^ v iZ j ,  определенным в (28), (29). Поскольку 
функция F^iD) монотонно возрастающая, а P{t) взрывная нагрузка, то функция D{t) воз­
растающая. В некоторый момент времени Ц выполняется условие £>( і̂) = Ą ,  и дальнейщее 
движение пластины происходит по схеме 2. При t =  Ц определяются значения (Х|(^]), а](/|), 

« 2(̂ 1) ’ « 2(̂ 1) ’ ^ЛЧ)-
Вторая и третья фазы движения при и происходят аналогично дви­

жению в первой и второй фазах при “высоких” нагрузках при соответствующих начальных 
условиях, определенных в конце первой и второй фаз деформирования. Все прогибы в пла­
стине вычисляются из (11), (4) с }щетом всех фаз дбижения.

Представленные аналитические зависимости для описания механизмов развития пла­
стических зон, времени остановки и остаточных прогибов позволяют построить простую 
программную процедуру для рещения рассматриваемой сложной проблемы.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований (код проекта 06-08-08035-офи).
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