
72

DOI: 10.17223/9785751124335/14

ИНВАРИАНТНОСТЬ СТАЦИОНАРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
ЗАМКНУТОЙ СЕТИ С НЕАКТИВНЫМИ ЗАЯВКАМИ

И МНОГОРЕЖИМНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ
Ю. С. Крук(1), Ю. Е. Дудовская(2)

Белорусский национальный технический университет(1),
Гомельский государственный университет

им.Франциска Скорины(2)

В настоящее время в теории сетей массового обслуживания проблема
исследования надежности обслуживающих узлов становится все более акту-
альной. Ключевыми в этой проблеме являются два подхода: обслуживающий
узел может полностью выходить из строя либо частично.
Ю. В. Малинковский ввел в рассмотрение класс сетей массового обслужива-
ния с многорежимными стратегиями обслуживания. Узлы в таких сетях мо-
гут функционировать в нескольких режимах, соответствующих различной
степени работоспособности обслуживающего устройства. Однако не только
обслуживающий узел может выходить из строя, поступающие в систему за-
явки также могут терять свои качественные характеристики. С точки зрения
надежности поступающих заявок большой интерес представляют сети массо-
вого обслуживания с неактивными заявками. Заявки в таких сетях делятся на
два класса: первые могут обслуживаться узлами, а вторые являются неактив-
ными и не обслуживаются, скапливаясь в очередях узлов. Поступающие
в сеть потоки информационных сигналов позволяют заявкам менять свое со-
стояние: из неактивного переходить в состояние, когда они могут получать
обслуживание, и наоборот. Неактивные заявки можно интерпретировать как
заявки, имеющие некоторый дефект, делающий их непригодными для об-
служивания. В большинстве случаев исследователей интересуют характери-
стики стационарного функционирования таких сетей, в частности, вид ста-
ционарного распределения вероятностей состояний.

В [1, 2] рассматривается стационарное функционирование открытых
сетей с неактивными заявками, исследуется стационарное распределение
вероятностей состояний в предположении, что длительности обслужива-
ния заявок имеют экспоненциальное распределение.

Классические сети массового обслуживания, такие как открытая сеть
Джексона и замкнутая сеть Гордона–Ньюэлла, исследуются в [3, 4]
в предположении, что длительности обслуживания заявок имеют показа-
тельное распределение, однако на практике это ограничение выполняется
редко. Действительно, на практике закон распределения длительности об-
служивания заявки чаще всего отличается от показательного. Поэтому су-
ществует актуальная проблема разработки аналитического аппарата для
исследования сетей массового обслуживания с произвольными функциями
распределения времени обслуживания.
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Первый результат по инвариантности стационарного распределения
вероятностей состояний по отношению к функциональной форме распре-
деления длительностей обслуживания принадлежит Б. А. Севастьянову,
установившему этот результат для системы M/G/m/0 [5]. BCMP-теорема
(Baskett, Chandy, Muntz, Palacios) – первый результат по инвариантности
для сетей. Работы [6–8] посвящены исследованию инвариантности стацио-
нарного распределения сетей с неактивными заявками. Установлено, что
стационарное распределение имеет мультипликативную форму и инвари-
антно относительно функционального вида распределения длительностей
обслуживания.

В. А. Ивницкий в [9] вводит в рассмотрение сети, в которых обслужи-
вание имеет не «временную», а так называемую «энергетическую» трак-
товку: каждая операция обслуживания характеризуется случайной величи-
ной работы, которую необходимо выполнить. Энергетическая интерпрета-
ция обобщает представление о процессе обслуживания и представляет
большой интерес с практической точки зрения. В работах [10, 11] для се-
тей с неактивными заявками находится стационарное распределение, уста-
навливается инвариантность стационарного распределения по отношению
к функциональной форме распределения количества работы, требующего-
ся для обслуживания.

Замкнутые сети с неактивными заявками и многорежимными страте-
гиями обслуживания рассматривались в [12, 13]: было найдено стационар-
ное распределение вероятностей состояний и установлена инвариантность
стационарного распределения по отношению к функциональной форме
распределения длительностей обслуживания.

В настоящей работе исследуется замкнутая сеть массового обслужи-
вания с неактивными заявками и многорежимными стратегиями. Времена
пребывания в режимах распределены по произвольному закону. Устанав-
ливается инвариантность стационарного распределения вероятностей со-
стояний сети по отношению к функциональной форме распределений дли-
тельностей пребывания в режимах при фиксированных первых моментах.

Рассматривается замкнутая сеть массового обслуживания, состоящая
из N узлов. В сети циркулируют M заявок. Все заявки, находящиеся в сети,
подразделяются на обыкновенные (активные), которые требуют обслужи-
вания, и неактивные, которые формируют отдельную очередь и не требуют
обслуживания. В узлы сети поступают независимые простейшие потоки
информационных сигналов с интенсивностями iν  и iϕ , Ni ,1= . Информа-
ционный сигнал, поступивший в i-й узел с интенсивностью iν , уменьшает
количество обыкновенных заявок на единицу и увеличивает на единицу
количество неактивных заявок. В случае отсутствия в i-м узле обыкновен-
ных заявок сигнал покидает сеть. Информационный сигнал, поступивший
в i-й узел с интенсивностью iϕ , уменьшает на единицу количество неак-
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тивных заявок, увеличивая на единицу число обыкновенных заявок. В слу-
чае отсутствия в i-ом узле неактивных заявок сигнал покидает сеть. Ин-
формационные сигналы не требуют обслуживания.

Состояние сети в момент времени t характеризуется вектором
( ))(),...,(),()( 21 tztztztz N= , где ( ))(''),(),()( tntntntz iiii ′=  – состояние i -го уз-

ла в момент времени t. Здесь )(tni , )(tni′  – число активных
и соответственно неактивных заявок в i -м узле в момент времени t , )('' tni

– режим функционирования i -го узла. Предполагается, что i -й узел может
находиться в одном из 1+ir  режимов работы ( )Nirn ii ,1,,0'' == . Простран-
ство состояний случайного процесса )(tz  имеет вид
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Нумерация обыкновенных заявок в очереди каждого узла осуществля-
ется от «хвоста» очереди к прибору, т.е. если в i -ом узле находится in
обыкновенных заявок, то заявка, которая обслуживается, имеет номер in , а
последняя заявка в очереди имеет номер 1. Временно неактивные заявки в
очереди i -го узла нумеруются следующим образом: заявка, последняя
ставшая неактивной, имеет номер 'in . Поступающий в узел i  сигнал iν
воздействует на обыкновенную заявку, имеющую номер 1, которая стано-
вится неактивной заявкой под номером 1'+in . Сигнал iϕ  воздействует на
неактивную заявку, имеющую номер 'in , которая становится обыкновен-
ной заявкой под номером 1.

Дисциплина обслуживания FCFS. Времена обслуживания заявок
в узлах распределены по показательному закону с параметрами .,1, Nii =μ
В каждом узле находится единственный обслуживающий прибор. Время
функционирования прибора в режиме ''in  – произвольно распределенная
случайная величина с функцией распределения ( )tnii ,''Φ , ( )( ).00,'' =Φ ii n
По окончании времени пребывания в режиме ''in  прибор переключается в
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 – в режим 1'' +in . Переключение режимов происходит со

скоростью ii ρ+σ , Niii ,1,0,σ =>ρ . Переключение возможно только в со-
седние режимы. Повышение режима будем интерпретировать как ухудше-
ние некоторых качественных характеристик обслуживания, а понижение
соответственно, как улучшение. Переключение прибора с одного режима
в другой сохраняет общее число заявок в узле.
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Заявка, получившая обслуживание в i -м узле, мгновенно
с вероятностью ijp  переходит в j -й узел ( )NipN

j ij ,1,1
1

==∑ =
.

Не ограничивая общности рассуждений, договоримся считать
Nipii ,1,0 == . Матрица маршрутизации предполагается неприводимой.

Для замкнутых сетей показано, что в случае неприводимости матрицы
маршрутизации ( )ijp  система уравнений трафика
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имеет единственное с точностью до постоянного множителя положитель-
ное решение [4].

Ранее был рассмотрен случай, когда времена функционирования
в режимах имели показательное распределение [13]. В этом случае )(tz  яв-
ляется марковским процессом, для которого получено стационарное рас-
пределение вероятностей состояний в мультипликативной форме.

В рассматриваемой модели время функционирования в режиме ''in
распределено по произвольному закону с функцией распределения

( )tnii ,''Φ  и математическим ожиданием ∞<iη .
Пусть )(ξ '', t

ini  – время, оставшееся до переключения режима,
при условии, что в момент времени t i -й прибор находился в режиме ''in ,

( ))(ξ),...,(ξ)(ξ '','',1 1
ttt

NnNn= . Тогда в общем случае процесс )(tz  не является
марковским, поэтому рассмотрим кусочно-линейный марковский процесс

( ))(ξ),()(ς ttzt = , добавляя к )(tz  непрерывную компоненту )(ξ t .
Введем обозначения:
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Функции ),( xzF  называются стационарными функциями распределения
вероятностей состояний процесса )(ς t .

Теорема. Случайный процесс z(t) эргодичен, а стационарные функции
распределения вероятностей состояний ( )xzF ,  определяются
по формулам
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iε  – решение системы уравнений трафика (1), а G(M, N) – нормирующая
константа.

Обозначим { }Zzzp ∈),(  – стационарное распределение вероятностей
состояний процесса z(t). Из предыдущей теоремы с учетом равенства

),()( ∞= zFzp  получаем следующее следствие.
Следствие. Процесс )(tz  эргодичен, а его стационарное распределе-

ние вероятностей состояний { }Zzzp ∈),(  не зависит от функционального
вида распределений Nixsi ,1),,( =Φ  и имеет мультипликативную форму:

),'',,()...'',,()'',,(
),(

1)( 22221111 NNNN nnnpnnnpnnnp
NMG

zp ′′′=

где )'',,( iiii nnnp ′  определяются по формуле (2).
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Введение
Системы и сети массового обслуживания (СМО) играют большую

роль при моделировании современных информационно-вычислительных и
телекоммуникационных систем [2, 3, 5, 7].

Отдельно можно выделить задачи проектирования информационных
систем, где информация передается порциями в виде сообщений случайно-
го объема [1, 2, 10]. В этом случае говорят о системах массового обслужи-
вания с требованиями случайного объема. Несмотря на большой перечень
прикладных задач, которые могут быть решены с использованием таких
моделей, на сегодняшний день точные аналитические результаты по ис-
следованию объема находящихся требований в системе существуют толь-
ко для случая пуассоновского входящего потока. Если на вход системы по-
ступает марковский модулированный (ММРР) или рекуррентнтый поток
требований, как правило, применяют асимптотические методы исследова-
ния [5, 8].

Постановка задачи
Рассмотрим систему массового обслуживания (СМО) с неограничен-

ным числом приборов, на вход которой поступает марковский модулиро-
ванный поток (MMPP-поток), управляемый цепью Маркова k(t), заданной
матрицей инфинитезимальных характеристик Q=||qij|| и диагональной мат-
рицей условных интенсивностей Λ [8]. Продолжительность обслуживания
заявки имеет произвольную функцию распределения, одинаковую для всех
приборов B(x). Предполагаем, что каждое требование характеризуется неко-
торым случайным объёмом ν > 0, G(y) = P{ν < y} – функция распределения
случайного процесса ν. Объемы различных требований независимы. По
окончании обслуживания заявка покидает систему и «уносит» свой объем.

Пусть i(t) – число заявок, находящихся на обслуживании в системе в
момент t; V(t) – полная сумма объемов требований, находящихся в системе
в момент времени t.


