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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящий учебно-методический комплекс по строительной механике предназначен для 
студентов строительных специальностей высших учебных заведений. Он соответствует 
учебной программе, по которой ведется подготовка инженеров-строителей специальности 
«Промышленное и гражданское строительство». Содержание предлагаемого к изучению 
материала рассчитано на курс лекционных и практических занятий примерно 180 
аудиторных часов, из них примерно 80 часов в первом семестре (часть 1) и 100 часов во 
втором семестре (часть 2).

Первая часть комплекса посвящена изложению традиционных методов расчета статически 
определимых и статически неопределимых стержневых систем. Обращается внимание на 
необходимость выполнения проверок на всех этапах выполнения расчетов с целью 
получения достоверных результатов, указываются пути автоматизации вычислений.

Курс лекций первой части комплекса сопровождается двумя видами графических 
материалов: рисунками и иллюстрациями. Каждый вид графических материалов имеет свою 
независимую нумерацию, содержащую номер темы и номер материала по порядку. На 
рисунках приводятся традиционные чертежи расчетных схем сооружений и их элементов. На 
иллюстрациях приводятся фотографии реальных сооружений, соответствующие 
рассматриваемой теме. Все приведенные в комплексе иллюстрации можно найти в 
интернете.



ТЕОРЕТИЧЕСКИМ РАЗДЕЛ

Национальная библиотека Беларуси



ТЕМА 1.
ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ И ПОНЯТИЯ СТРОИТЕЛЬНОЙ МЕХАНИКИ

1.1. Задачи и методы строительной механики

Строительная механика как наука занимается теорией создания инженерных сооружений 
и их расчетом на прочность, жесткость и устойчивость при разнообразных статических и 
динамических нагрузках и воздействиях. Расчет на прочность предусматривает определение 
внутренних сил во всех элементах сооружения. На основе найденных внутренних сил 
проверяется прочность и устойчивость каждого элемента сооружения, а также прочность и 
устойчивость всего сооружения в целом. Жесткость сооружения оценивается путем 
определения перемещений (линейных и угловых) его характерных точек, сечений, элементов 
и сопоставлением найденных значений перемещений с нормируемыми значениями.

В учебном плане подготовки инженеров-строителей строительная механика следует 
непосредственно за такой дисциплиной как сопротивление материалов. В сопротивлении 
материалов изучается работа под нагрузкой отдельных элементов: брусьев (стержней), пластин. 
В строительной механике -  работа систем, составленных из стержней, пластин, массивов, 
соединительных и опорных устройств.

Основными задачами строительной механики являются:
• изучение законов образования сооружений,
• разработка методов определения внутренних сил в элементах и частях сооружений от 

разнообразных внешних воздействий и нагрузок,
• разработка методов определения перемещений и деформаций,
• исследование условий устойчивости сооружений,
• исследование взаимодействия сооружений с окружающей средой,
• исследование изменений в напряженно-деформированном состоянии сооружений при 

длительной их эксплуатации.
В практическом отношении наиболее полно разработана так называемая прямая задача 

строительной механики: определение напряженно-деформированного состояния сооружения 
при заданных нагрузках и других воздействиях. При этом предполагается, что заданы также 
расчетная схема сооружения, свойства материалов и размеры его элементов. Такую прямую 
задачу строительной механики иногда называют поверочным расчетом сооружения.

В расчетах инженерных сооружений используются гипотеза о сплошности материалов, 
гипотеза об их однородности и изотропности, гипотеза о прямой пропорциональности между 
напряжениями и деформациями. Деформации и перемещения элементов сооружения 
предполагаются малыми, что позволяет вести расчет большинства сооружений по 
недеформированной расчетной схеме.

Для решения своих задач строительная механика разрабатывает и применяет 
теоретические и экспериментальные методы. Теоретические методы использует достижения 
теоретической механики, высшей и вычислительной математики, информатики и 
программирования. Экспериментальные методы базируются на испытаниях образцов, 
моделей и натурных сооружений.

Если на начальном этапе своего развития строительная механика базировалась в основном 
на графических методах решения своих задач, то с развитием вычислительной техники стали 
все более применяться аналитические решения. Более того, вместо многочисленных частных 
методов и приемов, позволявших избегать решения систем совместных уравнений, в 
строительной механике в настоящее время на первое место вышли общие универсальные 
методы, аналитические и численные, позволяющие рассчитывать сложнейшие сооружения 
как единые деформируемые системы. При этом решение систем совместных линейных 
алгебраических уравнений с сотнями тысяч неизвестных перестало быть камнем



преткновения. Компьютерные технологии позволили не только решать, но и 
составлять системы уравнений высоких порядков, и главное, обозревать полученные 
результаты, выводя их на экран монитора в привычном для инженера графическом виде.

Строительная механика является постоянно развивающейся прикладной наукой. 
Разрабатываются новые математические модели поведения реальных материалов при их 
деформировании. Уточняются условия нагружения сооружений и значения нагрузок. 
Учитываются тепловые и иные воздействия. Все более применяются нелинейные методы 
расчета сооружений в деформированном состоянии. Разрабатываются методы синтеза и 
оптимизации конструкций. Все теснее становится связь строительной механики с 
проектированием конструкций, с технологией их изготовления и возведения. Все это ведет к 
созданию более прочных, экономичных, надежных и долговечных зданий и сооружений.

1.2. Понятие о расчетной схеме сооружения и ее элементах

При расчете сооружений обычно имеют дело не с самим сооружением, а с его расчетной 
схемой.

Выбор расчетной схемы является весьма важным и ответственным процессом. Расчетная 
схема должна по возможности ближе отражать действительную работу сооружения и по 
возможности облегчать как сам процесс расчета, так и процесс анализа результатов расчета. 
Для этого необходимо иметь большой опыт в расчете сооружений, хорошо представлять 
работу рассчитываемого сооружения. Знать и уметь предсказать влияние на работу 
сооружения отдельных его элементов.

В зависимости от геометрических размеров различают следующие основные элементы 
сооружения: стержни, оболочки, пластинки, массивные тела, тонкостенные стержни. К 
элементам сооружения также можно отнести соединительные устройства (стыки, узлы) и 
опорные устройства (опоры).

Стержнем называют прямолинейный или криволинейный пространственный элемент, у 
которого один размер (длина) значительно превышает два других.

Пространственные элементы, один размер (толщина) которых значительно меньше двух 
других, называются оболочками, если они ограничены двумя криволинейными 
поверхностями, или пластинками, если ограничены двумя плоскостями.

На расчетных схемах сооружений стержни заменяются их осевыми линиями (прямыми, 
кривыми или ломаными), а пластинки и оболочки -  их срединными поверхностями 
(плоскими или криволинейными).

Под массивными телами (массивами) подразумеваются элементы сооружения и 
окружающей среды, у которых все три размера одного порядка (иногда и неограниченные), 
например: фундаменты, плотины, подпорные стены, грунтовые и скальные массивы.

Тонкостенными называют стержни, у которых все основные размеры имеют разные 
порядки: толщина существенно меньше размеров поперечного сечения, а размеры 
поперечного сечения существенно меньше длины.

Отдельные элементы (стержни, пластины), из которых составляется сооружение, 
объединяются в единую систему посредством узловых соединений, или просто узлов. Узлы 
также идеализируют. Обычно их подразделяют на узлы идеально шарнирные без трения и 
узлы абсолютно жесткие.

Идеальный шарнирный узел (или просто шарнир) рассматривается как устройство, 
допускающее взаимный поворот соединяемых элементов относительно центра (оси) шарнира. 
На расчетных схемах шарнир обозначается небольшой окружностью.



Иллюстрация 1.1. Стержневой каркас произодственного здания: 
колонны, стропильные фермы, подкрановые балки

При шарнирном соединении от элемента к элементу передается только сосредоточенная 
сила, разлагаемая обычно на составляющие. При шарнирном соединении двух стержней, 
лежащих на одной прямой (рисунок 1.1,а), внутренняя сила в шарнире разлагается на 
продольную N и поперечную Q составляющие. При шарнирном соединении стержней под 
углом (рисунок 1.1,б) сила взаимодействия может быть разложена на вертикальную V и 
горизонтальную H составляющие, или как-нибудь иначе. Изгибающие моменты в любом 
шарнирном соединении отсутствуют.

а)
О

Q

N Q

N

б)

о - i - ^  H  v

V *

Рисунок 1.1

Абсолютно жесткое соединение элементов (жесткий узел) полностью устраняет их 
взаимное смещение. Специальных обозначений для жесткого узла обычно не вводят 
(рисунок 1.2,а). Иногда жесткий узел обозначают в виде небольшого квадрата (рисунок
1.2,б). В жестком узле действуют три внутренние силы, например, вертикальная 
составляющая V, горизонтальная составляющая H и изгибающий момент M (рисунок 1.2,в).
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Рисунок 1.2

Иногда такое разделение узлов на идеально шарнирные и идеально жесткие не 
соответствует действительности. Тогда рассматривают узлы податливые, допускающие 
взаимное смещение соединяемых элементов допустим, поворот, пропорциональное 
действующим в узле внутренним силам. На расчетных схемах податливые узлы специально 
оговаривают, или изображают с дополнительными элементами: деформируемыми
(рисунок 1.3,а), абсолютно жесткими (рисунок 1.3,б) и иными. Внутренние силы в податливых 
узлах зависят от взаимного смещения соединяемых элементов. Например, значение 
изгибающего момента (рисунок 1.3,в) в податливом узле (рисунок 1.3) зависит от взаимного 
угла поворота соединяемых стержней.
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Сооружение прикрепляется к земле (к фундаменту) или к другому сооружению с 
помощью опор.

Различают следующие основные виды расчетных схем опор плоских стержневых систем: 
шарнирно подвижная опора, шарнирно неподвижная опора, защемляющая неподвижная 
опора и защемляющая подвижная опора.

Шарнирно подвижная опора ограничивает только одно линейное перемещение в заданном 
направлении. Конструктивно такую опору можно выполнить в виде цилиндрического 
ролика, свободно катающегося по опорной поверхности (рисунок 1.4,a). В такой опоре 
возникает единственная реактивная сила, линия действия которой проходит через точки касания 
ролика с опорными поверхностями фундамента и сооружения. Если перемещения реального 
сооружения достаточно малы, то ролик можно заменить качающимся стержнем (рисунок 
1.4,б,в). На расчетных схемах шарнирно подвижная опора изображается в виде одного 
прямолинейного опорного стержня с шарнирами по концам (рисунок 1.4,в). В такой опоре 
направление реактивной силы совпадает с направлением опорного стержня и с направлением 
устраняемого перемещения.



Если в сооружении возможны большие перемещения точки опирания, то расчетную схему 
шарнирно подвижной опоры изображают в виде подушки, шарнирно соединенной с 
сооружением и свободно скользящей по опорной поверхности (рисунок 1.5,a), или свободно 
перекатывающейся по ней на роликах (рисунок 1.5,б). Сооружение не может перемещаться по 
направлению, перпендикулярному к опорной поверхности. Со стороны шарнирно подвижной 
опоры на сооружение действует единственная реактивная сила, нормальная к опорной 
поверхности. Даже если реакцию шарнирно подвижной опоры в виде наклонного опорного 
стержня разложить на две составляющие (рисунок 1.5,в), то неизвестной будет только одна из 
них. Вторая явно выражается через первую.
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Рисунок 1.5

Шарнирно неподвижная опора (рисунок 1.6) полностью устраняет линейные смещения и 
допускает только свободный поворот относительно оси опорного шарнира. В шарнирно 
неподвижной опоре возникает реактивная сила, линия действия которой проходит через центр 
(ось) опорного шарнира. Так как направление линии действия этой реакции зависит от 
приложенной к сооружению нагрузки, то для определенности эту реакцию разлагают на две 
неизвестные составляющие, обычно, вертикальную и горизонтальную. Тогда можно считать, 
что шарнирно неподвижная опора (рисунок 1.6,а,б) эквивалентна двум опорным стержням, 
пересекающимся на оси опорного шарнира (рисунок 1.6,в,г).
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Защемляющая неподвижная опора, или полная (жесткая) заделка (рисунок 1.7,а), не 
допускает ни линейных, ни угловых перемещений. В неподвижной заделке возникают три 
реакции: две реактивные силы (две составляющие одной реактивной силы неизвестного 
направления) и реактивный момент. Полная заделка эквивалентна трем опорным стержням 
(рисунок 1.7,б).

Защемляющая подвижная опора оставляет свободу для одного линейного перемещения 
(рисунок 1.7,в,д). Естественно, составляющая реактивной силы в подвижной заделке по 
направлению свободного линейного перемещения отсутствует. Остаются реактивный 
момент и реактивная сила, перпендикулярная свободному линейному перемещению, т. е. две 
опорные реакции. Подвижная заделка эквивалентна двум опорным стержням (рисунок 
17,г,е).
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Плавающая заделка (рисунок 1.8), устраняет только угловое перемещение. В плавающей 
заделке возникает только один реактивный момент. Обозначить плавающую заделку можно 
условным устройством, показанным на рисунке 1.8,а, или просто квадратом (рисунок 1.8,б), 
оговорив его свойства.
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Рисунок 1.8

Современные методы строительной механики, современная вычислительная техника и 
современные проектно-вычислительные комплексы для расчета сооружений позволяют 
рассчитать практически любую расчетную схему.

При расчете одного и того же сооружения можно пользоваться несколькими расчетными 
схемами. Предварительный подбор сечений элементов сооружения можно выполнить на 
калькуляторе по упрощенной расчетной схеме. Окончательный расчет следует выполнять по 
более сложной и точной расчетной схеме на компьютерах с применением проектно
вычислительных комплексов.

Приведем пример выбора расчетной схемы для балочной фермы. При определенных 
условиях в качестве расчетной схемы для фермы можно принять шарнирно-стержневую 
систему с идеальными без трения узловыми соединениями (рисунок 1.9). Определение усилий 
в ее элементах легко выполняется на калькуляторе с привлечением одних только уравнений 
равновесия. Шарнирно-стержневая расчетная схема применяется в сварных фермах из 
прокатных профилей на узловых фасонках. Как показывает расчетная практика и 
эксперименты, такая расчетная схема является окончательной.

Если же ферма будет выполнена из гнутосварных прямоугольных профилей с 
бесфасоночными сварными узлами или в монолитном железобетоне, то потребуется ее 
расчет по более точной, рамной расчетной схеме с жесткими узловыми соединениями 
(рисунок 1.10).

Рамная расчетная схема фермы уже многократно статически неопределима. Ее расчет 
возможен с учетом дополнительных уравнений деформаций и сводится к решению системы



совместных линейных алгебраических уравнений достаточно высокого порядка, что требует 
привлечения компьютеров.

1.3. Классификация сооружений

Классификация сооружений может выполняться, с точки зрения их расчета, по разным 
признакам.

Сооружения плоские и пространственные
Сооружение называется плоским, или плоскостным, если:
а) геометрические оси всех элементов, входящих в состав сооружения, лежат в одной 

плоскости;
б) во всех поперечных сечениях каждого элемента одна из главных осей инерции лежит в 

той же плоскости;
в) линии действия всех нагрузок, приложенных к сооружению, также лежат в той же 

плоскости.
Если хотя бы одно из этих условий не выполняется, то сооружение является 

пространственным.

Иллюстрация 1.2. Висячая оболочка отрицательной гауссовой кривизны 
на арочном опорном кеонтуре

Все реальные сооружения являются пространственными. Но в целях упрощения расчета 
их расчленяют на ряд плоских систем. Такое расчленение не всегда возможно. Поэтому 
некоторые сооружения приходится рассматривать как пространственные. Данный комплекс 
посвящен расчету преимущественно плоских систем.

Сооружения стержневые, тонкостенные пространственные и массивные 
(твердотельные)

Стержневыми называют сооружения, состоящие из прямолинейных или криволинейных 
стержней.

Традиционно строительная механика занимается исследованием преимущественно 
стержневых систем.

Сооружения, составленные из оболочек и пластинок (плит), называются тонкостенными и 
являются, как правило, пространственными.



Под массивными сооружениями подразумевают сооружения, состоящие из массивных 
тел, например: фундаменты, плотины, подпорные стены, а также и сами грунтовые и 
скальные массивы. Массивы могут рассматриваться как в трехмерном пространстве, так и в 
двухмерном.

Сооружения с шарнирными или жесткими узловыми соединениями элементов
Стержневая система, в которой присутствуют только шарнирные соединения, причем 

каждый стержень имеет только по два шарнира и только по концам, называется шарнирно
стержневой системой, или фермой (рисунок 1.9).

Стержневая система, в которой элементы соединены, в основном, абсолютно жестко, 
называется рамой (рисунок 1.10, рисунок 1.11).

В одном и том же сооружении могут применяться как шарнирные, так и жесткие 
соединения элементов. Иногда такой способ соединения называют комбинированным. 
Примером может служить шпренгельная балка (рисунок 1.12).

Иллюстрация 1.3. Пластинчато-стержневая система с жесткими узлами, 
работающая совместно с грунтовым массивом

Одновременное применение жестких и шарнирных соединений имеет место и в расчетных 
схемах многих других типов сооружений, например: в трехшарнирной раме (рисунок 1.13), в 
двухпролетной двухъярусной раме с центральной качающейся стойкой и шарнирно опертым 
верхним ригелем (рисунок 1.14).
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Рисунок 1.11 Рисунок 1.12



Системы геометрически изменяемые и геометрически неизменяемые, мгновенно 
изменяемые и мгновенно жесткие

Если система элементов, узлов и опор, образующих расчетную схему сооружения, 
допускает изменение его формы (геометрии) за счет взаимного смещения элементов без их 
деформации, то такая система называется геометрически изменяемой (рисунок 1.15). Если 
изменение формы (геометрии) системы возможно только за счет деформаций (или 
разрушения) ее элементов, то такая система является геометрически неизменяемой (рисунок 
1.16).
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Рисунок 1.15 Рисунок 1.16

Классификация сооружений по кинематическому признаку имеет большое значение, так 
как в качестве сооружений могут применяться, как правило, системы геометрически 
неизменяемые. Исключением являются некоторые висячие системы изменяемого типа, 
выполненные из гибких элементов, тросов.

При произвольном изменении размеров элементов или изменении взаимного 
расположения узлов системы можно получить такую ее особую (вырожденную) форму, 
кинематические свойства которой будут отличаться от свойств смежных форм. Например, 
двухстержневая геометрически неизменяемая система (рисунок 1.16), при изменении длин ее 
элементов может принять особую форму, в которой оба стержня будут лежать на одной прямой 
(рисунок 1.17). В этой особом случае промежуточный шарнир получит свободу вертикального 
перемещения. Однако вертикальное перемещение промежуточного шарнира может быть только 
бесконечно малым, так как стержни предполагаются абсолютно недеформируемыми. Все 
смежные формы, в которых стержни не лежат на одной прямой, будут геометрически 
неизменяемыми. Особые формы, в которых система допускает бесконечно малые 
перемещения, называют мгновенно изменяемыми. При выводе системы из мгновенно 
изменяемой конфигурации она становится геометрически неизменяемой.

Системы, конфигурации которых являются мгновенно изменяемыми (рисунок 1.17) или 
близки к таковым (рисунок 1.18), в качестве сооружений, как правило, не применяют, так как 
он и обладают повышенной деформативностью.
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С другой стороны, в геометрически изменяемой системе, например, представленной на 
рисунке 1.19, можно подобрать длины ее элементов так, чтобы, допустим, все ее узлы 
расположились на одной прямой (рисунок 1.20). Это будет особая форма геометрически 
изменяемой системы, которую называют мгновенно жесткой. В смежных формах 
рассматриваемая геометрически изменяемая система допускает большие кинематические 
перемещения без деформаций ее элементов (рисунок 1.19). Та же система в особой форме 
(рисунок 1.20) при условии абсолютной нерастяжимости стержней допускает только бесконечно 
малые перемещения.
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Рисунок 1.20

Таким образом, как геометрически неизменяемые, так и геометрически изменяемые 
системы могут иметь особые, вырожденные формы.

В реальных условиях, когда элементы сооружений выполнятся из деформируемых 
материалов, вырожденные формы характеризуются конечными перемещениями узлов, значения 
которых на порядок выше, чем удлинения элементов. Следовательно, мгновенно изменяемые 
системы характеризуются повышенной деформативностью по сравнению с геометрически 
неизменяемыми системами, а мгновенно жесткие системы -  повышенной жесткостью по 
сравнению с геометрически изменяемыми системами.

Мгновенно жесткие системы широко применяются в предварительно напряженных 
вантовых и вантово-стержневых системах (иллюстрация 1.4 и 1.5).

Системы безраспорные и системы распорные
Безраспорными называют такие сооружения, у которых вертикальная (одного 

направления) нагрузка вызывает только вертикальные (того же направления) опорные 
реакции. Все остальные сооружения можно отнести к распорным системам. Наличие 
составляющей опорных реакций, нормальной к линии действия нагрузки, является 
отличительной характеристикой распорных систем.

Классическим примером безраспорных систем являются балки: простая балка (рисунок 
1.21), криволинейная балка (рисунок 1.22) и другие системы балочного типа (рисунок 1.9,
1.10, 1.12). Двухшарнирная арка (рисунок 1.23) и Трехшарнирная рама (рисунок 1.24), как и 
многие другие, представляют собой распорные системы.

Рисунок 1.21



Иллюстрация 1.4. Минск-Арена. Вид на покрытие снизу

Иллюстрация 1.5. Минск-Арена. Расчетная схема радиальных вантовых ферм и опорных колец



Рисунок 1.23 Рисунок 1.24

Системы статически определимые и статически неопределимые
В статически определимой системе все внутренние силы можно найти, используя только 

уравнения равновесия (уравнения статики).

Иллюстрация 1.8. Распорная система в виде статически неопределимых арок
с надарочным строениенм

Иллюстрация 1.9. Безраспорная многопролетная статически неопределимая
балка переменного сечения



Если для определения опорных реакций или хотя бы части внутренних сил необходимо 
привлекать уравнения деформаций, то такую систему называют статически неопределимой.

Статически неопределимая система имеет избыточное количество узловых и других 
соединений, чем это необходимо для ее геометрической неизменяемости. Статически 
неопределимая система допускает предварительное напряжение (начальные усилия, т. е. 
усилия без нагрузки за счет тепловых воздействий, смещения опор, неточности сборки и 
т. п.). В статически определимой системе начальные усилия без нагрузки невозможны.

Линейно деформируемые системы и системы нелинейно деформируемые
Если взаимосвязь между нагрузкой, приложенной к сооружению, и вызванными ею 

внутренними силами и перемещениями подчиняется закону прямой пропорциональности, то 
такое сооружение называют линейно деформируемым, или просто линейным. В линейно 
деформируемой системе деформации и перемещения малы. Их влиянием на распределение 
внутренних сил пренебрегают. Геометрия деформированного сооружения полагается 
совпадающей с геометрией исходного недеформированного сооружения. Уравнения 
равновесия составляют относительно исходной, недеформированной расчетной схемы. 
Напряженно-деформированное состояние линейной системы описывается линейными 
дифференциальными или линейными алгебраическими уравнениями.

Если же вызванные внешними воздействиями деформации и перемещения в сооружении 
значительны, то взаимосвязь между нагрузками и вызванными ею внутренними силами и 
перемещениями становится нелинейной. Такое сооружение называют нелинейно 
деформируемым, или нелинейным. Нелинейность, обусловленную изменением геометрии 
расчетной схемы сооружения, называют геометрической нелинейностью. С учетом 
геометрической нелинейности обычно ведут расчет большепролетных и высотных сооружений. 
Геометрически нелинейными являются все геометрически изменяемые, мгновенно изменяемые 
и мгновенно жесткие системы (висячие покрытия и висячие мосты, тросовые и вантовые сети и 
системы).

Нелинейность, связанную с отклонением закона деформирования материала сооружения 
от закона прямой пропорциональности, закона Гука, называют физической нелинейностью.

1.4. Степень свободы плоской стержневой системы

Степенью свободы какого-либо тела или системы тел называют количество независимых 
геометрических параметров, определяющих положение тела или системы тел при их 
перемещении на плоскости или в пространстве.

Положение на плоскости подвижной (свободной) материальной точки бесконечно малых 
размеров (шарнирного узла) характеризуется двумя ее координатами относительно произвольной 
неподвижной системы отсчета, расположенной в той же плоскости (рисунок 1.25). Следовательно, 
точка (шарнирный узел) обладает на плоскости двумя степенями свободы.
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Рисунок 1.25

Отдельное тело (стержень) или заведомо геометрически неизменяемую систему тел 
(стержневая система) либо ее часть, которые могут перемещаться на плоскости как единой 
целое, не изменяя своей геометрической формы, называют диском.



Положение подвижного (свободного) плоского тела (диска) на плоскости характеризуется 
тремя независимыми параметрами, например: абсциссой х и ординатой у  какой-либо точки A 
и углом наклона р  какой-нибудь прямой AB, принадлежащей диску (рисунок 1.26). Таким 
образом, диск при движении на плоскости обладает тремя степенями свободы. Жесткий узел 
на плоскости, даже достаточно малых размеров, в отличие от шарнирного узла должен 
рассматриваться как диск. Следовательно, жесткий узел на плоскости имеет три степени 
свободы.

Рисунок 1.26

В пространстве свободное твердое тело рассматривается как пространственный блок и 
обладает шестью степенями свободы: тремя координатами любой его точки и тремя углами 
поворота любой его линии по отношению к осям неподвижной системы пространственных 
координат.

В данном разделе ограничимся рассмотрением только плоских систем.

Классификация связей плоских систем
Всякое устройство, уменьшающее степень свободы тела или системы тел на единицу, 

будем называть простой связью. Если устройство уничтожает несколько степеней свободы, 
то его будем рассматривать как сложную (кратную) связь, эквивалентную нескольким 
простым.

Каждая связь имеет как кинематическую, так и статическую характеристику.
Кинематическая характеристика определяет, каким видам движения одного диска 

относительно другого препятствует связь, сколько степеней свободы она устраняет. Статическая 
характеристика определяет количество и виды реакций, возникающих в соответствующей связи.

Таким образом, всякое сооружение можно рассматривать как систему дисков, 
соединенных связями, как между собой, так и с опорной поверхностью (землей). Землю 
(опорную поверхность) также можно рассматривать как диск. Чаще всего с землей 
связывают неподвижную систему координат и по отношению к земле определяют степень 
свободы исследуемой системы.

В кинематическом анализе диски и связи полагаются недеформируемыми, абсолютно 
жесткими.

Рассмотрим расчетные схемы связей, используемых в строительной механике.
Шарнирно подвижная опора эквивалентна одной простой связи, т. е. связи первого вида. Диск, 

присоединенный к земле (опорной поверхности) шарнирно подвижной опорой, теряет одну 
степень свободы. Система из диска и опорного стержня имеет две степени свободы (рисунок 1.27).

Одиночный стержень, соединяющий два диска и шарнирно к ним прикрепленный, также 
можно рассматривать как простую связь. Система из двух дисков, шарнирно соединенных 
одним стержнем, теряет одну степень свободы (рисунок 1.28). Суммарная степень свободы 
такой системы равна пяти, в противовес шести степеням свободы для двух несвязанных 
дисков.



Рисунок 1.27 Рисунок 1.28

Одиночный шарнир (на расчетных схемах изображается кружком) эквивалентен двум простым 
связям. Соединяя два диска, шарнир уменьшает их суммарную степень свободы, равную шести, 
до четырех, так как положение двух связанных шарниром дисков характеризуется двумя 
координатами х и у  точки A и двумя углами р  и щ фиксирующими положение линий AB и BC 
(рисунок 1.29,а). Землю (опорную поверхность) можно рассматривать как неподвижный диск. 
Плоский подвижный диск, прикрепленный к земле (к неподвижной опорной поверхности) 
шарниром, теряет две степени свободы, и его положение характеризуется только одним углом 
поворота относительно оси шарнира (рисунок 1.29,б). Такое устройство можно рассматривать как 
шарнирно неподвижную опору, эквивалентную двум простым связям (рисунок 1.29,в). Шарнирно 
неподвижная опора устраняет две степени свободы.

Система из трех дисков, соединенных двумя шарнирами (рисунок 1.30,а), имеет пять степеней 
свободы. Два шарнира устранили четыре степени свободы. В данной системе 
промежуточный диск можно рассматривать и как простую связь (сравните с системой на 
рисунке 1.28).

В кинематическом анализе, напомним, любой стержень может быть рассмотрен как диск, и 
любой диск может быть заменен стержнем.

Часто два шарнира, соединяющие три диска, сближаются и сливаются, как бы в один 
шарнир на общей оси (рисунок 1.30,б). Получается сложный, кратный шарнир, 
эквивалентный, в данном случае, двум простым шарнирам, или четырем простым связям.
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В общем случае, кратность такого сложного шарнира на единицу меньше количества 
соединяемых на одной оси дисков (стержней), Другими словами справедливо соотношение:

Ш  = Д  -  1,

где Ш  -  кратность сложного шарнира, Д  -  количество дисков, соединяемых сложным 
шарниром на одной оси.

Примеры простых шарнирных соединений представлены на рисунке1.31,а. На рисунке
1.31,б показаны кратные шарнирные соединения.

Если два диска (стержня) монолитно (или с помощью сварки) объединяются в один диск, 
то такой стык называется жестким соединением, или жестким узлом.
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Рисунок 1.31
Жесткие узлы также могут быть простыми (рисунок 1.32,а) и кратными (рисунок 1.32,б). 

Кратность жестких узлов определяется по формуле:

Ж =Д  -  1,

где Ж  -  количество (кратность) простых жестких узлов, Д  -  количество дисков, монолитно 
соединяемых в одном узле. Простой жесткий стык устраняет три степени свободы. Он 
эквивалентен тр ем простым связям.
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Рисунок 1.32

Жесткая защемляющая опора, устраняющая способность диска (стержня) перемещаться 
относительно опорной поверхности, как и жесткий узел, также эквивалентна трем простым связям 
(рисунок 1.7,а,б).

Жесткие узлы позволяют в случае необходимости разбивать один стержень (диск) на 
произвольное количество составляющих стержней (дисков) (рисунок 1.33).



Если система дисков, соединенных связями, может изменять приданную ей 
геометрическую форму или перемещаться относительно опорной поверхности, то она 
представляет собой механизм, т. е. является геометрически изменяемой, и в качестве 
сооружения, за редким исключением, выступать не может.

Цель кинематического анализа как раз и состоит в том, чтобы выяснить:
• способны ли стержневые и иные системы воспринимать передаваемую на них нагрузку 

без существенного изменения приданной им геометрической формы;
• каково должно быть при этом соотношение между числом дисков и числом 

наложенных связей;
• какова трудоемкость расчета по определению реакций, внутренних сил и перемещений 

в элементах сооружения.

Формулы для вычисления степени свободы (степени изменяемости) плоских систем
На основании введенных выше понятий легко определить степень свободы W любой 

плоской системы, составленной из Д  дисков, соединенных между собой и опорной 
поверхностью Ж  простыми жесткими узлами, Ш  простыми шарнирами и Со простыми 
опорными связями.

Если бы система состояла только из свободных, несвязанных дисков, то ее степень свободы 
равнялась бы 3Д . Каждый введенный простой жесткий стык устраняет три степени свободы, 
каждый простой шарнир -  две, а каждая простая опорная связь -  одну степень свободы. 
Следовательно, общая степень свободы системы равна разности:

W = 3Д -  3Ж -  2Ш -  Со. (1.1)

Для правильного применения полученной формулы следует помнить, что под Ж, Ш  и Со 
понимается общее количество соответственно простых (однократных) жестких стыков, 
простых (однократных) шарниров и простых опорных связей. При этом необходимо следить, 
чтобы каждый диск и каждая связь (каждое устройство) были учтены только один раз. 
Другими словами, если, например, шарнирное соединение одного из дисков с землей было 
учтено как простой шарнир, то это опорное устройство уже нельзя включать в количество 
простых связей как шарнирно неподвижную опору, эквивалентную двум опорным связям.

Степень свободы плоской системы, отделенной от опор (не имеющей опорных связей), 
т. е. в монтажном или транспортном состоянии, состоит из степени свободы ее как жесткого 
целого, равной трем (на плоскости) и степени изменяемости V ее элементов относительно 
друг друга (внутренней изменяемости). Таким образом, можем записать

W = 3 + V,

откуда

V = W -  3.

Подставляя в последнюю формулу выражение W при условии, что в системе отсутствуют 
опорные стержни, получим окончательную формулу для вычисления степени изменяемости 
стержневой системы, отсоединенной от опор

V = 3Д -  3Ж -  2Ш -  3. (1.2)

Если степень свободы (или степень изменяемости) системы положительна (больше нуля)



W > 0 (или V > 0),

то система геометрически изменяема. В ее структуре для обеспечения геометрической 
неизменяемости недостает W (или V) связей.

Например, висячая система (рисунок 1.34) составлена из четырех стержней, соединенных 
тремя шарнирами, и оперта на две шарнирно неподвижные опоры. Ее степень свободы равна

W = 3Д  -  2Ш  -  С0 = 3 • 4 -  2 • 3 -  4 = 2

Рисунок 1.34

Следовательно, она геометрически изменяема. В ее структуре недостает двух связей для 
обеспечения геометрической неизменяемости.

Если степень свободы (или степень изменяемости) системы отрицательна (меньше нуля) 
W < 0 (или V < 0), то система содержит избыточное количество связей с точки зрения 
геометрической неизменяемости.

Двухпролетная двухъярусная рама (рисунок 1.35,а) состоит из восьми стержней-дисков. 
Стержни соединены двумя простыми шарнирами, тремя двукратными жесткими узлами 
(шестью однократными, простыми) и оперты на три жестких защемляющих опоры. Ее 
степень своды равна

W = 3Д  -  3Ж  -  2Ш  -  С  = 3 • 8 -  3 • 6 -  2 • 2 -  9 = - 7  .

С точки зрения геометрической неизменяемости, данная рама содержит семь лишних 
связей.

Эту же раму можно рассмотреть и как составленную только из двух дисков, соединенных 
двумя шарнирами (рисунок 1.35,б). На один из дисков наложены три жестких заделки (9 
простых опорных стержней). В результате получим тот же результат:

W = 3Д  -  3Ж  -  2Ш  -  С0 = 3 • 2 -  3 • 0 -  2 • 2 -  9 = - 7

Количество лишних связей при правильной их расстановке, равное отрицательной 
степени свободы системы, определяет степень статической неопределимости системы.



Следовательно, количество лишних связей, или степень статической неопределимости 
системы можно вычислить по формуле

Л  = -W  = 3Ж  + 2Ш  + С0 - 3 Д , (1.3)

где Л  -  количество лишних связей.
Если степень свободы системы равна нулю

W = 0,

то система имеет необходимое для геометрической неизменяемости и неподвижности 
количество связей и может быть статически определимой. Такая система представлена на 
рисунке 1.36. Она состоит из 9 стержней-дисков, жестких узлов не имеет, стержни-диски 
соединены 12 простыми шарнирами (кратность шарнирных соединений указана на рисунке), 
три опорных стержня связывают ее с опорной поверхностью. Ее степень свободы равна

W = 3Д  -  3Ж  -  2Ш -  С0 = 3 • 9 -  0 -  2-12 -  3 = 0 .

Тот же результат можно получить и по-иному, считая, что система составлена из 11 
стержней-дисков. Предполагается, что обе полубалки образованы каждая из двух стержней, 
спаянных жестко в четвертях пролета. Следовательно, появились два дополнительных жестких 
узла. Количество шарниров и опорных стержней не изменилось. Возможны и другие варианты 
подсчета степени сво боды данной системы.
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Рисунок 1.36

Если степень изменяемости системы равна нулю

V = 0,

то система имеет необходимое для внутренней геометрической неизменяемости количество 
связей и может быть внутренне статически определимой. Например, степень изменяемости 
односкатной фермы без опор (рисунок 1.37) равна нулю:

V = 3Д - 3 Ж -  2Ш - 3  = 3 4 3  -  0 -  2 4 8 - 3  = 0.

Система содержит необходимое количество связей, чтобы быть внутренне геометрически 
неизменяемой и статически определимой. Но внешне, по отношению к земле, система 
подвижна, в ней недостает, как минимум, трех опорных связей для придания ей 
неподвижности. Большее количество наложенных опорных связей превратит ее во внешне 
статически неопределимую систему.



Подсчет степени свободы или степени изменяемости для ферм и других шарнирно
стержневых систем может быть выполнен и по более удобной формуле.

В шарнирно-стержневой системе (ферме) шарнирные узлы можно рассматривать как 
материальные точки, имеющие на плоскости две степени свободы. Стержни фермы, как и 
опорные стержни, можно рассматривать как простые связи.

Если бы узлы фермы не были связаны стержнями, то система из У свободных узлов имела 
бы 2У  степеней свободы. Стержни фермы, соединяющие узлы, и опорные стержни как 
простые связи устраняет по одной степени свободы. Следовательно, степень свободы фермы, 
как и любой другой шарнирно-стержневой системы, может быть вычислена по формуле

W = 2У -  C -  CO, (1.4)

где У -  количество узлов фермы как материальных точек,
C -  количество стержней фермы,
C  -  количество опорных стержней.

Соответственно степень изменяемости фермы, отсоединенной от опор, будет равна

V = 2 У - C - 3  . (1.5)

Так для фермы без опор (рисунок 1.37) имеем

V = 2 • 8 -1 3  -  3 = 0.

Таким образом, применение полученных выше формул для подсчета степени свободы или 
степени изменяемости плоских стержневых систем дает необходимые аналитические 
критерии геометрической неизменяемости или изменяемости, статической определимости 
или неопределимости.

К сожалению, эти аналитические критерии являются только необходимыми, но не 
достаточными.

1.5. Принципы образования геометрически неизменяемых систем

Полученные выше формулы для вычисления степени свободы (степени изменяемости) 
стержневых систем дают только формальную оценку кинематических свойств исследуемых 
систем, что не всегда соответствует действительности. Для окончательного заключения о 
геометрической неизменяемости и статической определимости стержневой системы 
необходим анализ ее структуры, анализ принципов, по которым она составлена. Только 
системы правильной структуры будут действительно геометрически неизменяемыми.

Например, система частично статически неопределимая, а частично геометрически 
изменяемая (рисунок 1.38) относится к системам неправильной структуры, хотя ее 
суммарная степень свободы равна нулю. Система, изображенная на рисунке 1.39, также 
имеет нулевую степень свободы, а на самом деле является мгновенно изменяемой, так как



обладает бесконечно малой подвижностью. Структура ее также неправильная. Мгновенно 
жесткая система (рисунок 1.40) формально имеет одну степень свободы, но на самом деле 
степеней свободы у нее две. К тому же она может иметь начальные усилия (например, от 
охлаждения ее элементов), как статически неопределимая система.

Рисунок 1.38 Рисунок 1.39 Рисунок 1.40

Для систем неправильной структуры понятия степени свободы или степени изменяемости, 
вычисляемые по выведенным выше формулам, становятся неопределенными, не имеющими 
смысла.

Рассмотрим основные способы образования заведомо геометрически неизменяемых 
стержневых систем.

1. Способ диады. Степень свободы системы (диска) не изменится, если к системе 
присоединить (отсоединить) шарнирный узел с помощью двух стержней, не лежащих на одной 
прямой (рисунок 1.41). В качестве таких стержней могут выступать диски и любые другие 
подсистемы, заведомо статически определимые и геометрически неизменяемые (рисунок 1.42).

Рисунок 1.41

2. Способ треугольников. Три диска 1, 2 и 3, соединенные тремя шарнирами А, В и С, не 
лежащими на одной прямой (рисунок 1.43), образуют новую внутренне геометрически 
неизменяемую систему (диск). Общее количество лишних связей, если они есть в исходных 
дисках, не изменяется. Общая степень свободы трех дисков уменьшается на шесть единиц.

3. Способ шарнира и простой связи, эквивалентный способу треугольников. Два диска 1 и 
2, соединенные общим шарниром С и одним стержнем АВ, при условии, что прямая АВ (или ее 
продолжение) не проходит через шарнир С, образуют новый единый диск (рисунок 1.44). При 
этом общее количество лишних связей в исходных дисках не изменяется, а их общая степень 
свободы снижается на три единицы.

г

>В



4. Способ трех связей. Два диска, соединенные тремя стержнями (рисунок 1.45), 
лежащими на прямых, не пересекающихся в одной точке и не параллельных все три сразу 
между собой, образуют единую систему (новый диск). В новой системе суммарное 
количество избыточных связей, если они были в исходных дисках, не изменяется, а 
суммарная степень свободы снижается на три единицы.

Рисунок 1.45

Рассмотренные способы образования единой системы из нескольких составных частей, 
вообще говоря, применимы к любым системам как с избыточными связями (статически 
неопределимым дискам), так и к системам с недостающими связями (механизмам).

Чтобы образованная по рассмотренным законам единая система была геометрически 
неизменяемой и статически определимой, необходимо и достаточно, чтобы и ее составные 
части, каждая в отдельности, были геометрически неизменяемыми и статически 
определимыми. При этом каждый диск можно рассматривать как стержень и каждый 
стержень можно рассматривать как диск. Тогда рассмотренные способы образования 
заведомо геометрически неизменяемых и статически определимых систем можно свести к 
двум основным способам.

1. Способ треугольников: три диска (стержня), соединенные тремя шарнирами, не 
лежащими на одной прямой, образуют заведомо геометрически неизменяемую (внутренне) и 
статически определимую систему (новый диск) (рисунок 1.43, 1.44).

2. Способ трех связей: два диска, шарнирно соединенные тремя стержнями, оси которых 
не пересекаются в одной точке (три параллельных стержня можно считать пересекающимися 
в бесконечности), образуют новый диск (рисунок 1.45).

Разумеется, рассмотренные способы образования, сборки (или демонтажа, разборки) 
заведомо геометрически неизменяемых и статически определимых систем могут 
применяться не только по отдельности, но и в произвольной их комбинации, порой один 
замещая другого.

Так, трехшарнирную арку с затяжкой (рисунок 1.46) можно рассматривать как 
образованную:

• По способу диад. С помощью двух опорных стержней к земле неподвижно 
присоединяется опорный шарнир A . Затем с помощью третьего опорного стержня и балки AB 
опорный шарнир B. Наконец, посредством двух полуарок делается неподвижным шарнир C.

• По способу треугольников. Опорные стержни опоры А вместе с землей образуют 
первый треугольник и первый единый диск. Полученный диск, балка AB и опорный стержень 
опоры B образуют новый единый диск. И наконец, диск AB и полуарки AС и ЕС образуют 
итоговый диск-треугольник АЕС.



• Комбинация способа трех связей и способа диад (или треугольников). Балка AB 
соединяется с землей тремя простыми связями (опорными стержнями). К полученной системе 
присоединяется способом диады шарнирный узел С (или образуется треугольник АЕС).

Кинематический анализ уже созданной системы можно проводить и в обратном порядке, 
т. е. методом демонтажа. Если в результате отбрасывания узлов и стержней (дисков), 
присоединенных по рассмотренным выше правилам, останется заведомо геометрически 
неизменяемая и статически определимая подсистема, или только одна опорная поверхность, 
то и исходная система геометрически неизменяемая и статически определимая.

С помощью анализа структуры (анализа очередности образования) системы легко 
установить, в какой части системы имеются лишние связи, а в какой части связей недостает. 
Таким образом, выявляются системы неправильной структуры и системы с вырожденными 
конфигурациями.

Любую систему в вырожденной конфигурации, мгновенно изменяемую или мгновенно 
жесткую, можно считать одновременно и статически неопределимой и геометрически 
изменяемой. В структуре таких систем недостает связей по одним направлениям и 
одновременно есть лишние связи по другим направлениям.

Именно наличие лишних связей придает вырожденной системе свойства статически 
неопределимой системы, а именно: возможность иметь начальные усилия при отсутствии 
нагрузки. А это свойство приводит к статическому критерию мгновенной изменяемости или 
мгновенной жесткости.

1. Если в системе с нулевой степенью свободы (W = 0), т.е. в системе формально 
геометрически неизменяемой и статически определимой, могут быть начальные усилия (усилия 
предварительного напряжения), то такая система мгновенно изменяема или частично статически 
неопределима, а частично геометрически изменяема. В последнем случае необходимо провести 
кинематический анализ системы по фрагментам.

2. Если в системе с положительной степенью свободы (W > 0), т.е. в системе формально 
геометрически изменяемой, могут быть начальные усилия (усилия предварительного 
напряжения), то такая система мгновенно жесткая или в ее составе есть статически 
неопределимые фрагменты.

Связи в таких системах, с точки зрения геометрической неизменяемости, расставлены 
неправильно.

Например, в мгновенно изменяемой системе (рисунок 1.47) узел C закреплен от 
горизонтального смещения стержнем AC. Стержень BC также устраняет горизонтальное 
смещение узла C и является лишним. В то же время в системе нет никакой связи, которая бы 
устранила смещение узла С по вертикали. Однако такое смещение может быть только 
бесконечно малым: как только узел C сместится с линии AB, стержни диады AC-BC уже не будут 
лежать на одной прямой, и дальнейшее смещение узла C станет невозможным без деформации 
стержней AC и BC. Со статической точки зрения, в этой системе возможны начальные усилия 
без нагрузки, допустим, за счет охлаждения или раздвижки опор.

Рисунок 1.47

В вантовой ферме (рисунок 1.40) явно недостает двух диагональных стержней в средних 
панелях, чтобы она была образована по способу треугольников (есть две степени свободы). В 
тоже время у нее есть четыре опорные связи, одна из которых (горизонтальная) является лишней 
(суммарная степень свободы W=1). Но именно из-за наличия этой лишней связи в данной 
геометрически изменяемой системе возможны только бесконечно малые перемещения. Со 
статической точки зрения, данная система при W>0 допускает и предварительное натяжение. 
Значит, данная система мгновенно жесткая.



Диск, подсоединенный к опорной поверхности тремя опорными стержнями формально должен 
иметь нулевую степень свободы. Но если три опорных стержня сходятся в одном опорном 
шарнире (рисунок 148), система остается геометрически изменяемой (свобода поворота 
относительно оси опорного шарнира), в то время как шарнирная неподвижная опора имеет 
лишний (для плоского случая) опорный стержень.

Рисунок 1.48

Шарнирно-стержневой диск DFB (рисунок 1.49), образованный по способу 
треугольников, соединен с неподвижными точками A и С Г-образными стержнями AD и CF и 
оперт на вертикальный опорный стержень шарнирно подвижной опоры В, т. е. соединен с 
опорной поверхностью тремя стержнями-дисками ( W = 0). Но линии, на которых лежат 
концы этих трех стержней, пересекаются в одной точке О, центре мгновенного вращения. В 
системе возможны и начальные усилия за счет поддомкрачивания центральной опоры. 
Следовательно, данная система мгновенно изменяемая.

Примеры некоторых других систем неправильной структуры приведены на рисунке 1.50 
(система геометрически изменяема, хотя W = —2) и на рисунке 1.51 (система со статически 
неопределимым фрагментом мгновенно изменяема при W = —3 ).
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Рисунок 1.50 Рисунок 1.51

1.6. Матрицы в задачах строительной механики

При проведении расчетов, ориентированных на компьютерные технологии, в 
строительной механике применяют дискретные расчетные схемы и методы матричного 
исчисления. Действующие на сооружение нагрузки представляют в виде вектора нагрузок 
(матрицы-столбца), компонентами которого являются значения заданных нагрузок, 
занумерованных в определенном порядке. Результатами расчета будут служить не эпюры 
усилий или эпюры перемещений, а векторы усилий и векторы перемещений, в которых в 
заданном порядке будут перечислены значения конкретных усилий в конкретных сечениях и 
значения перемещений конкретных точек сооружения в заданных конкретных направлениях.

Так нагрузки, приложенные к простой балке (рисунок 1.52), можно представить вектором

F  третьего порядка

F  = [?i F  M 3 ] г ,



а нагрузки, приложенные к балочной ферме (рисунок 1.56), вектором F , пятого порядка

F  =[f , f 2 ... F 5 ] т .

,F>
ГТТТТТТП r+M

к %  4

Рисунок 1.52

Чтобы найти изгибающие моменты в пяти характерных сечениях балки (рисунок 1.52) и 
внутренние силы в тринадцати стержнях фермы (рисунок 1.53) от заданных нагрузок
достаточно построить соответственно матрицу влияния изгибающих моментов Lм  для 
балки и матрицу влияния продольных сил LN для фермы, стержни которой предварительно 
необходимо пронумеровать. Затем воспользоваться матричными формулами

м  =  LM F1; N  =  l n F2 j

где

" м 1 ' "m 11 m 12 m 13 "

м 2
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m 21 m 2 2 m 2 3

1
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~ N1 ~ " n 11 n 11 ••• n 15 "

N = N2
; l n  =

n 21 n 2 2  ••• n 2 5

1

_____
l n 13,1 n 13,2 • ' n 13,5 _

Элемент mik матрицы влияния изгибающих моментов представляет собой изгибающий 
момент в характерном сечении номер i балки, вызванный единичным значением нагрузки номер 
к. Элемент n^  матрицы влияния продольных сил представляет собой усилие в стержне номер

i фермы от единичного значения внешней силы Fk = 1.
С помощью соответствующим образом построенной матрицы влияния перемещений D

можно найти вектор А перемещений заданных точек по заданным направлениям от 
внешних сил, заданных вектором F ,

А = D F ,

где
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Символ AnF обозначает перемещение точки (сечения) номер n по направлению 

приложенной в этой точке силы Fn = 1, вызванное заданной нагрузкой. Элемент 8nk 
матрицы влияния перемещений D равен перемещению точки (сечения) номер n по 
направлению силы Fn = 1, вызванному силой Fk = 1, и называется единичным 
перемещением.

Таким образом, применение матриц влияния основано на принципе независимости действия 
сил, принципе суперпозиции. Согласно этому принципу, суммарный эффект действия 
нескольких сил равен сумме эффектов действия каждой силы в отдельности. На первом этапе 
расчет сводится к вычислению внутренних сил и перемещений от единичных внешних сил и 
построению матриц влияния. На втором этапе по матричным формулам с помощью компьютера 
вычисляются усилия и перемещения от любой комбинации нагрузок.

Матрицу влияния перемещений D еще называют матрицей податливости. Матрица 
податливости позволяет выразить перемещения через внешние силы. Квадратную матрицу 
податливости можно обратить и получить новую матрицу R, называемую матрицей жесткости:

R = D~l .

Матрица жесткости позволяет выразить внешние силы через перемещения точек, к 
которым эти силы приложены

F = R A .

Не вникая более в детали, отметим, что матрицы податливости и матрицы жесткости 
широко используются при расчете статически неопределимых систем, а также в динамике и 
устойчивости сооружений. На основе матричного исчисления созданы современные 
проектно-вычислительные комплексы для расчета сооружений с помощью компьютеров.

ТЕМА 2.
ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМЫХ СИСТЕМ.

МЕТОДЫ ИХ РАСЧЕТА ПРИ НЕПОДВИЖНОЙ
НАГРУЗКЕ

2.1. Понятие о статически определимых системах.
Их основные свойства

Одной из основных задач строительной механики является определение внутренних сил в 
элементах сооружения. Методы их определения зависят от тех предпосылок, которые 
принимаются в расчете. От этих же предпосылок зависит и деление систем на статически 
определимые и статически неопределимые. При одних предпосылках одна и та же расчетная 
схема сооружения рассматривается как статически определимая, а при других -  как статически 
неопределимая.



При строгой постановке задачи расчета, внутренние силы необходимо определять по 
деформированному состоянию сооружения. В этом случае, как правило, все системы 
относятся к статически неопределимым.

В линейно деформируемой системе деформации и перемещения малы. Их влиянием на 
распределение внутренних сил пренебрегают. Расчет ведут по так называемой 
недеформированной расчетной схеме. Геометрия деформированного сооружения полагается 
совпадающей с геометрией исходного недеформированного сооружения.

Статически определимые системы -  это такие системы, у которых все внутренние силы 
могут быть определены только из уравнений равновесия.

Перечислим основные свойства статически определимых систем.
1. Статически определимая система не имеет лишних связей, т.е. W = 0 . При удалении 

хотя бы одной связи статически определимая система обращается в геометрически 
изменяемую систему.

2. Усилия в статически определимых системах не зависят от упругих свойств материала и 
размеров сечений элементов.

3. Изменение температуры, осадка опор, незначительные отклонения в длинах элементов 
не вызывают в статически определимой системе дополнительных усилий.

4. Заданной нагрузке в статически определимой системе соответствует одна единственно 
возможная картина распределения усилий.

5. Самоуравновешенная нагрузка, приложенная к локальной части системы, вызывает 
усилия в элементах только этой части. В остальных элементах системы усилия будут равны 
нулю (рис. 2 .1).

Рис. 2.1

2.2. Метод сечений

Изгибающий момент (М ), продольная (N  ) и поперечная (Q) силы, 
внутренними силами в сечении элемента плоской системы, как известно, 
выражаются через нормальные (<г) и касательные (г) напряжения (рис. 2 .2):

являющиеся
интегрально

Знак изгибающего момента М зависит от знака кривизны изогнутого стержня и 
выбранного направления осей внешней неподвижной системы координат (рис. 2.3). Если ось 
у  направить в обратную сторону, то знак кривизны, а следовательно, и момента изменится 
на обратный.



Рис. 2.2

X

При построении эпюр изгибающих моментов положительная ордината момента 
откладывается в сторону выпуклости изогнутой оси, т.е. эпюра моментов строится на 
растянутых волокнах элемента.

Поперечную силу Q считают положительной, если она стремится вращать отсеченную часть 
стержня по ходу часовой стрелки (рис. 2.4,а). Отделяемые сечением части стержня на рис. 2.4 
раздвинуты.

Продольную силу N считают положительной, если она вызывает растяжение отсеченной 
части стержня (рис. 2.4,б).

а) сечение

D ;  С
0  > 0

сечен]

D i C
Q  '<  о

б) сечение

N  ' >  0
сечениесн-о

N  <  0

Рис. 2.4

Для определения усилий M , Q и N применяются уравнения равновесия, которые 
записываются в трех формах:

1. Сумма проекций всех сил на каждую из двух координатных осей и сумма их моментов 
относительно любой точки Q , лежащей в плоскости действия сил, должны быть равны 
нулю:

X  X = 0 , х г = 0 , X  M Cx = 0 .



2. Суммы моментов всех сил относительно каких-нибудь двух центров Q  и C2 и сумма

их проекций на любую ось X , не перпендикулярную к прямой C1 с 2 , должны быть равны 
нулю:

х X  -  о , X M ct -  0 , X M c2 -  0 .

3. Суммы моментов всех сил относительно любых трех центров C i , C2 и C3 , не лежащих на 
одной прямой, должны быть равны нулю:

X  M Ci -  0 , X  M c2 -  0 , X M c3 = 0.

Способы использования этих уравнений для определения внутренних сил зависят от 
структуры заданной системы.

При использовании способа простых сечений вначале исследуемая система разделяется по 
сечению, в котором определяются усилия, на две независимые части, а затем действие одной 
части на другую заменяется искомыми внутренними силами. Для определения их 
составляются (в любой, из перечисленных ранее, форм) и решаются уравнения равновесия, 
при этом опорные реакции рассматриваемой системы вычисляются заранее по правилам, 
известным из курса сопротивления материалов. Например, определяя усилия в сечении k 
рамы (рис. 2.5, а), можно рассмотреть равновесие правой отсеченной части рамы (рис. 2.5, б) 
и составить уравнения вида:

X X [п р а в)
F  -  N  = 0 ;

X  г  [прав)-  VB -  F2 + Qk -  0 ;

а)

\ va
к -

XM k -  VBb -  F2 b  + F3 h2 -  M k -  0 .

б) MkjQkV  \ F *

1 1 k I1 1 1 F3 h2

1 1 1 —* •—

1 1 1
hi

1 1 j w

1 1 1 tv
a i I a Ь1 \  Ь2 \

4 ------b-

NkK\k F, h2

I I tv
I ч  Ь2 \
\ — Ь— ;

q

hi

a

Рис. 2.5

Решив их, определим усилия N k , Qk и M k . Положительный знак найденного усилия 
показывает, что заданное направление усилия является действительным.

При выборе формы записи уравнений равновесия необходимо стремиться к тому, чтобы 
поставленная задача решалась наиболее просто: каждое уравнение, по возможности, должно 
содержать только одно неизвестное усилие.



Используя способы образования геометрически неизменяемых систем (см. гл. 1), 
соединение левой и правой частей рамы в сечении к (рис. 2.5, а) можно представить при 
помощи простых связей. При определенном расположении связей в сечении усилие в какой- 
то одной связи (реакция связи) будет равно соответствующей внутренней силе, т.е. N , Qk 

или M k .
На рис. 2.6, а,...в показаны возможные варианты расположения связей в сечении к и 

обозначены усилия в тех из них, с помощью которых находятся внутренние силы.
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Рис. 2.6

Замену жесткой связи (спайки), соединяющей две части конструкции, простыми связями 
можно рассматривать как стержневую аппроксимацию одномерного элемента в сечении к . Она 
используется при определении усилий статическим и кинематическим методами, при 
построении линий влияния усилий и в других задачах.

Разновидностью статического метода определения усилий является и способ членения 
исследуемой системы на множество отдельных фрагментов. Составляя для каждого из них 
уравнения равновесия с учетом, естественно, внутренних сил (они являются неизвестными) 
в сечениях, разделяющих фрагменты, получим для статически определимой системы полную 
систему уравнений, решение которой дает значения неизвестных.

Разобьем, например, раму (рис. 2.7, а) на три фрагмента, показанные на рис. 2.7, б. Общее 
число неизвестных равно девяти: четыре опорные реакции, три неизвестные в сечении D и 
две в сечении C . Для каждого из трех фрагментов (дисков) можно составить три 
независимых уравнения в любой из ранее перечисленных форм. Решение совместной 
системы линейных уравнений 9-го порядка позволит найти все неизвестные.
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Дальнейшее расширение этого способа вычисления усилий связано с членением заданной 
системы на отдельные элементы и узлы. Об этом читайте в учебнике (раздел 15).

2.3. Метод замены связей

Рассмотрим применение этого метода к расчету фермы, показанной на рис. 2.8, а. Ферма 
является статически определимой. Ее структура может быть представленной в виде трех 
дисков (треугольники 3-5-6 , 4 -6 -7  и стержень 1-2), попарно соединенных двумя связями. 
Поскольку точки пересечения стержней 1-3 и 2-5, 2-4 и 1-7 и узел 6 (полюсы взаимного 
вращения дисков) не лежат на одной прямой, то ферма не является мгновенно изменяемой.

Ферму невозможно рассчитать способом вырезания узлов без решения системы 
уравнений равновесия всех узлов. Невозможно также применить и способ простых сечений, 
так как не найдется сечение, разделяющие систему на две части, при котором бы число 
неизвестных усилий было не более трех.
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Суть метода замены связей состоит в том, что одна из связей заданной системы удаляется, а ее 
действие заменяется неизвестной силой X . Чтобы система оставалась геометрически 
неизменяемой в нее вводится другая связь. При удачном расположении этой связи новая система 
(ее называют заменяющей) получается более простой для расчета. Статическая эквивалентность 
заданной и заменяющей систем будет наблюдаться тогда, когда X станет равным истинному 
усилию в выбранном стержне.
В этом случае во введенной дополнительной связи реакция окажется равной нулю. Равенство нулю 
усилия в дополнительной связи является условием для записи уравнения, из которого определяется 
усилие X .

Обратимся к примеру. В заданной ферме (рис. 2.8, а) выбросим стержень 1-2, а его 
действие на узлы 1 и 2 заменим силами X ^ . Дополнительную связь (опорную) введем в 
шестой узел. Полученная такими преобразованиями заменяющая система приведена на рис.
2.8, б. Усилия в ее стержнях легко определяются по способу вырезания узлов.

Выполняя ее расчет, воспользуемся принципом независимости действия сил. Найдем вначале 
усилия в стержнях при нагружении системы заданной внешней нагрузкой (рис. 2.8, в). Будем их
обозначать Nt _k f . Усилие в дополнительной опорной связи -  R\p  (индекс 1 означает номер 
дополнительной связи, индекс F -  указывает на причину, вызвавшую усилие). Для принятых на 
рис. 2 .11,а размеров получим R\f  = 0 ,4023F.



Рассчитаем заменяющую систему на действие X  j = 1 (рис. 2.8,г). Усилия в стержнях будем 

обозначать Nt_k i . Усилие в дополнительной связи -  Гц (первый индекс, как и ранее, -  
номер дополнительной связи; второй -  указывает на причину, вызвавшую усилие). В 
рассматриваемом случае Гц = 0,1380.

Так как реакция дополнительной опоры равна нулю, то можно записать уравнение

r11X1 + R1F = 0 > (2.1)

R
из которого найдем X 1 = _ R1F = _2,915F .

Г11
Если бы оказалось, что Гц = 0 , то это было бы признаком того, что заданная ферма 

является мгновенно изменяемой.
Последующий расчет фермы можно выполнить способом вырезания узлов, или, если 

известны все Nг-_к f , N _к 1, усилия в стержнях заданной фермы можно вычислить по
формуле

Ni _к = Ni _k, F + Ni _k ,1X 1 ■

Рассмотрим еще один пример. Многопролетная балка (рис. 2.9, а) легко рассчитывается по 
способу простых сечений. Однако, чтобы лучше понять суть метода замены связей, покажем 
ее расчет и этим методом.

Удалим в заданной балке опорные связи в точках B и D . Действие их на балку заменим 
силами X 1 и X 2 . Введем дополнительные связи в точках A и С , т.е. закроем шарниры. 
Полученная этими преобразованиями заменяющая система показана на рис. 2., б или, в более 
привычной форме изображения, на рис. 2.9, в.

Построим эпюры изгибающих моментов в заменяющей балке от нагружения ее заданной
нагрузкой (рис. 2.9, г), единичной силой X 1 (рис. 2.9, д) и единичной силой X 2 (рис. 2.9, е). 
Значения моментов в дополнительных связях от этих нагрузок показаны на рисунках.
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Рис. 2.9
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Продолжение рис. 2.9

Из условий статической эквивалентности заданной и заменяющей балок следует, что усилия 
(моменты) в первой и второй дополнительных связях должны быть равны нулю. Определяя их по 
принципу независимости действия сил, получим следующую систему уравнений:

ги Х х + r i2 Х 2 +  R 1F = 0 ; ] (2 2)
Г21Х  1 +  r22Х  2 +  R2F = °-J

Запишем уравнения в численном виде:

4Х 1 +  9Х 2 -  80 = 0;1
4X 2 -1 0  = 0. J

Решая их, найдем Х 1 = 2,5 кН, X 2 = 2,5 кН.
Эпюру моментов для заданной балки построим по выражению

M  = M f + M 1Х 1 + M 2 Х  2.

Она показана на рис. 2.9, ж.
Понятно, что в общем случае, число удаляемых и дополнительных связей может быть 

большим.
Запишем систему уравнений (2.2) в матричной форме:

= 0 или ьХ  + Rf = 0. (2.3)

Решение системы (2.3), записываемое в виде
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Х  = - l~xRf , (2.4)



возможно лишь в том случае, когда определитель матрицы L не равен нулю:

Det L ф 0 .

Значит, равенство нулю определителя,

Det l  = 0 ,

служит признаком мгновенной изменяемости заданной системы.

2.4. Кинематический метод

Кинематический метод основан на использовании принципа возможных перемещений, 
который позволяет получить необходимые условия равновесия системы.

Возможными перемещениями системы называют любую совокупность бесконечно малых 
перемещений точек системы, допускаемых ее связями. Возможные перемещения, в отличие 
от действительных, не зависят от заданных внешних воздействий. Они определяются только 
типом самой системы и видом наложенных на систему связей, это чисто геометрические 
понятия.

Будем считать, что при переходе системы из действительного состояния в новое, 
вызванное возможными перемещениями, внешние и внутренние силы не меняются.

Работа внешних и внутренних сил на возможных перемещениях носит название возможной 
работы. С учетом введенных замечаний эта работа определяется как работа неизменных сил на 
возможных перемещениях.

Принцип возможных перемещений устанавливает общее условие равновесия деформируемой 
системы. Формулируется он так: если система находится в равновесии под действием 
приложенных к ней внешних сил, то при всяком возможном бесконечно малом перемещении 
точек этой системы сумма работ ее внешних и внутренних сил равна нулю. Представим 
формальную запись этого принципа в виде:

W + А & т  = 0 , (2.5)

где W(в0злЛ -  возможная работа внешних сил,
ЛвоэМ гАвнутр -  возможная работа внутренних сил.

Вводя понятие степени свободы стержневой системы (п. 1.4) мы предполагали, что ее 
стержни являются абсолютно твердыми, недеформируемыми. Учитывая это, а также 
определение понятия о возможных перемещениях, надо отметить, что в исходном состоянии 
статически определимой системы (W = 0) нельзя задавать возможные перемещения. Как же 
тогда применять принцип возможных перемещений к расчету таких систем?

Для использования этого принципа в задачах расчета статически определимых систем 
применяется основная аксиома механики несвободных материальных тел -  принцип 
освобождаемости. Удалим какую-либо связь (опорную, или из числа тех, которые показаны на 
рис. 2 .6) и приложим к системе, кроме заданных внешних сил, усилие S, которое могло бы 
возникнуть в удаленной связи. Такая система будет представлять собою механизм с одной 
степенью свободы (W = 1) и, значит, допускает возможное новое положение, определяемое 
одним параметром. Ее равновесное состояние возможно только в том случае, если неизвестное 
усилие S в удаленной связи будет равно истинному значению.

Полученному механизму зададим возможное перемещение. Работа внутренних сил по всей 
длине недеформируемых элементов равна нулю. Рассматривая усилие в удаленной связи как 
внешнюю силу, уравнение возможных работ всех сил запишем в виде:

W(e03M> = S, S ,+-£ Fk  Д k  = 0 , (2 .6 )



где Sj -  искомое усилие в связи i , St -  перемещение по его направлению;

Fk -  к-я обобщенная сила, Aк -  перемещение по направлению силы Fk .
Если направления силы и соответствующего ей перемещения совпадают, то работа 

положительна.
Так как расчет ведется по недеформированной схеме, то в системе с одной степенью 

свободы все перемещения 8t и Aк выражаются через один параметр. Сократив каждое 

слагаемое уравнения (2.5) на этот параметр решим его относительно S j.

Например, определяя реакцию Vg в опоре B двухпролетной статически определимой 
балки (рис. 2.10, а), удалим опорную связь в точке B и приложим в этой точке неизвестную 
силу Vg . Положение механизма с одной степенью свободы определяется одним параметром. 
В качестве этого параметра примем угол поворота балки AB (рис. 2.10, б). Так как р , по 

определению, является бесконечно малым углом, то Aj= 2 /р , Ag = 4 /р , A2 = 5/р, Аз= 5 р .

а) F =20  к н ,f 2= 10 к н F
i _____  1 i

"5B J F

\Vb

.1 21 I  М  М  1 [

4 к H

Рис. 2.10
Уравнение работ (2.5) запишется в виде:

W(возМ = VB 4/р -  F1 2/р -  F2 5/р + F3 5/р  = 0.

Решение его дает Vg = 17,5 кН.
При определении усилия в стержне 1-2 шпренгельной балки (рис. 2.11, а) 

последовательность действий остается такой же, как и в предыдущем примере. После удаления в 
заданной балке стержня 1-2 получим механизм. Возможные перемещения механизму зададим 
следующим образом. Удерживая точку С неподвижной, переместим опору В по вертикали до 
поворота стержня СВ на бесконечно малый угол р (рис. 2.11, б). Рассматривая известную

опорную реакцию VB как внешнюю силу, составим уравнение возможных работ



Из уравнения возможных работ

-  Nx_ 22р + VB 4 ф - q ^ 2  2^ 0

найдем N j_2 = 35 кН.

2.5. Общие сведения о многопролетных статически 
определимых балках и составных рамах

Многопролетные статически определимые балки представляют собой совокупность 
простых балок, соединенных между собой по концам шарнирами, как правило, не 
совпадающими с опорами.

Прежде чем начинать расчет многопролетной балки, необходимо убедиться в ее 
геометрической неизменяемости.

Кинематический анализ многопролетных балок выполняется по правилам, 
изложенным в теме 1. После проверки степени свободы по формуле (1.1) следует 
проанализировать схему взаимодействия простых балок в составе многопролетной 
(употребляется термин: выполнить анализ структуры системы). Для этого мысленно 
рассекаем многопролетную балку (рисунок 2 .12, а) по шарнирам и анализируем каждую 
простую балку на подвижность. Балка АВ оказалась закрепленной тремя правильно 
расположенными связями, она является неподвижной. Ее называют главной или основной. 
Затем рассматривается состояние примыкающей к ней справа балки CD, которая имеет 
собственную опорную связь вертикального направления в точке D. Шарнир, соединяющий 
балки в точке C, заменяем двумя связями и изображаем (рисунок 2.12, б) положение балки 
CD выше главной (силы тяжести передаются с верхней балки на нижнюю). Балку CD 
называют вспомогательной или второстепенной. Аналогично рассуждая, покажем 
положение верхней вспомогательной балки EF. Расчетная схема, показанная на рисунке 2.12, 
б, называется этажной.



Этажные схемы для многопролетных балок могут быть разнообразными. В качестве 
примера на рисунке 2 .12, г показана этажная схема для многопролетной балки на рисунке
2.12, в. На ней имеются две главные балки AB и DE, балки BC и FG — вспомогательные.

С помощью этажных схем устанавливается последовательность расчета 
многопролетной балки: вначале рассчитываются самые верхние вспомогательные балки, 
затем, с учетом сил взаимодействия (на нижние балки передается давление от верхних), 
нижерасположенные.

Пример. Выполним кинематический анализ и покажем последовательность 
построения эпюр изгибающих моментов и поперечных сил в трехпролетной статически 
определимой балке (рисунок 2.13, а). Положение расчетных сечений на балке показано.



Рисунок 2.13

Степень свободы балки: W = 3D -  2Ш  -  С0П = 3 х 4 -  2 х 3 -  6 = 0.
Выполнив разбиение балки по сечениям 7, 10 и 12, замечаем, что в составе рассматриваемой 
балки имеются две главные: двухопорная балка АВ (ее длина от сечения 1 до сечения 7 равна
14.6 метра) и консольная балка длиной 5 метров от сечения 12 до защемления в точке Е. 
Консольная балка является неподвижной, на правом конце балки имеются три связи. 
Неподвижность балки АВ по горизонтали объясняется ее привязкой (с помощью 
недеформируемых балок на участке 7-12) к защемлению. Учитывая, что балка (ее можно 
назвать вставкой) на участке 10-12 не имеет собственной опоры, этажную схему формируем 
в соответствии с рисунком 2.13, б.



О п р е д е л и в  о п о р н ы е  р е а к ц и и  и  н е о б х о д и м ы е  у с и л и я  в  с а м о й  в е р х н е й  ( н а  э т а ж н о й  

с х е м е )  б а л к е ,  с л е д у е т ,  у ч и т ы в а я  с и л ы  в з а и м о д е й с т в и я ,  п е р е д а т ь  д а в л е н и я  н а  

н и ж е р а с п о л о ж е н н ы е  б а л к и  и  п р о д о л ж и т ь  и х  р а с ч е т .  И л л ю с т р а ц и е й  к  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  

р а с ч е т а  о т д е л ь н ы х  б а л о к  я в л я е т с я  р и с у н о к  2 . 1 3 ,  в.

Э п ю р ы  у с и л и й  д л я  о т д е л ь н ы х  б а л о к ,  б у д у ч и  р а с п о л о ж е н н ы м и  н а  г о р и з о н т а л и  в  

с о о т в е т с т в и и  с  п о л о ж е н и е м  б а л о к  н а  з а д а н н о й  с х е м е ,  о б р а з у ю т  э п ю р ы  у с и л и й  д л я  

м н о г о п р о л е т н о й  б а л к и  ( р и с у н о к  2 . 1 3 ,  г, д).

П р и м е р .  Д л я  с т а т и ч е с к и  о п р е д е л и м о й  с о с т а в н о й  р а м ы  ( р и с у н о к  2 . 1 4 ,  а )  т р е б у е т с я  

в ы п о л н и т ь  к и н е м а т и ч е с к и й  а н а л и з  и  п о с т р о и т ь  э п ю р ы  у с и л и й .

В ы п о л н и м  к и н е м а т и ч е с к и й  а н а л и з  р а м ы .

С т е п е н ь  с в о б о д ы :  W =  3D -  2 Ш  -  СоП =  3  х  3  -  2  х  2  -  5  =  0.

П р о в е р и м  п р а в и л ь н о с т ь  с т р у к т у р ы  р а м ы  и  н а й д е м  г л а в н у ю  и  в с п о м о г а т е л ь н у ю  ч а с т и  

с о с т а в н о й  р а м ы .  Р а с с е к а е м  р а с ч е т н у ю  с х е м у  ( р и с у н о к  2 . 1 4 ,  а )  п о  ш а р н и р а м ,  с о е д и н я ю щ и м  

д и с к и ,  и  а н а л и з и р у е м  н а  п о д в и ж н о с т ь  к а ж д о й  е е  ч а с т и .  В ы п о л н и в  с е ч е н и е  п о  ш а р н и р у  К ,  

з а м е ч а е м ,  ч т о  к а ж д а я  ч а с т ь  р а м ы  ( и  л е в а я  и  п р а в а я )  я в л я е т с я  г е о м е т р и ч е с к и  и з м е н я е м о й  

с х е м о й .  Е с л и  ж е  в ы п о л н и т ь  с е ч е н и е  п о  ш а р н и р у  F ,  т о  л е в а я  ч а с т ь  р а м ы  о к а ж е т с я  

г е о м е т р и ч е с к и  н е и з м е н я е м о й ,  н е п о д в и ж н о й :  о н а  я в л я е т с я  т р е х ш а р н и р н о й  р а м о й  с  п р а в и л ь н о  

р а с п о л о ж е н н ы м и  о п о р н ы м и  с в я з я м и .  Е е  н а з ы в а ю т  г л а в н о й  и л и  о с н о в н о й .  П р и м ы к а ю щ а я  к  

н е й  с п р а в а  р а м а  ( е е  н а з ы в а ю т  в с п о м о г а т е л ь н о й  и л и  в т о р о с т е п е н н о й )  т а к  ж е  о к а з ы в а е т с я  

н е п о д в и ж н о й ,  т а к  к а к  и м е е т  с о б с т в е н н у ю  о п о р н у ю  с в я з ь  в  т о ч к е  С ,  а  в  т о ч к е  F  с  п о м о щ ь ю  

ш а р н и р а  с о е д и н я е т с я  с  н е п о д в и ж н о й  р а м о й .

Д а л е е  с о б л ю д а е т с я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  р а с ч е т а ,  х а р а к т е р н а я  д л я  м н о г о п р о л е т н ы х  

с т а т и ч е с к и  о п р е д е л и м ы х  б а л о к .

О п р е д е л е н и е  о п о р н ы х  р е а к ц и й  д л я  в с п о м о г а т е л ь н о й  р а м ы :

£ M F =  И с  х  7 . 6  - 1 8  х  7 . 6  х  3 . 8  =  0; И с  =  6 8 . 4 kH .

£ 7  =  V F  - 1 0 0  =  0; V F  =  1 0 0 kH .

О п р е д е л е н и е  о п о р н ы х  р е а к ц и й  д л я  о с н о в н о й  р а м ы :

£ М п£ ав =  H B х 5 . 0 4  +  VB х 3 . 1  -  6 8 . 4  х 1 . 2 4  - 1 0 0  х  6 . 3  =  0;

£ M A =  VB х  6 . 2  - H B х  3 . 8 -  4 6 х  3 . 1  х  1 . 5 5  - 1 0 0 х  9 . 4  +  6 8 . 4 х  7 . 6  =  0;

И 5  =  5 6 . 8 0 k H ; VB =  1 3 8 . 2 3 kH .

=  И А х  8 . 8 4 -  VA х  3 . 1  - 4 6  х  3 . 1  х  1 . 5 5  =  0;

£ M B =  И А х  3 . 8 -  VA х  6 . 2  +  4 6 х  3 . 1  х  4 . 6 5  - 1 0 0 х  3 . 2  +  6 8 . 4 х  3 . 8  =  0;

И А =  1 1 . 6 0 k H ; VA =  1 0 4 . 3 7 kH .

П р о в е р к а  п р а в и л ь н о с т и  о п р е д е л е н и я  о п о р н ы х  р е а к ц и й  д л я  о с н о в н о й  р а м ы :

£ X  =  И ^  +  H s  -  6 8 . 4  =  1 1 . 6 0  +  5 6 . 8 0  -  6 8 . 4  =  0;

^ 7  =  VA +  VB -  4 6 х  3 . 1  - 1 0 0  =  1 0 4 . 3 7  + 1 3 8 . 2 3  - 4 6 х  3 . 1  - 1 0 0  =  0.



*7=4 бкН /м F= 100 kH
WOkH

Ht=68, 4kH----->

q-18KH/M
*7= 18k H / mV,= 100kH

Hc= 6 8 A k H -------

F=100kHq=ibKH/M

< ------- 6 8 A kH  \

^  H.=56.80kH  \

Ha=11,60kH

w C M  Ve=138,23kH

V„=10i.37kH

Рисунок 2.14



Рисунок 2.15

На рисунке 2.15 показаны эпюры изгибающих моментов (M ), поперечных ( Q ) и 
продольных ( N ) сил.

Проверка равновесия жестких узлов.
На рисунке 2.15, ж показаны усилия в стержнях в сечениях, примыкающих к узлу. 
Составим уравнения равновесия всех сил (в данном случае только внутренних), 

действующих на узел.



Z X  = 0; 11.60 -  49.53 х cos а  + 92.60 х sinа  = 0; cos а  = 0.9285; sinа  = 0.3719;

Z  Y = 0; 104.37 -  49.53 х sin а -  92.60 х cos а  = 0;

Z M = 0; 88.13 -  88.13 = 0.
Запишем уравнения равновесия сил, показанных на рисунке 2.15, з.

Z  X  = 0; 56.80 -  68.40 -  31.19 х sin а  + 24.97 х cos а  = 0;

Z Y  = 0; 1 3 8 . 2 3  - 1 0 0  -  3 1 . 1 9  х c o s  а -  2 4 . 9 7  х s i n  а  = 0;

Z M „ y m  = 0; 1 0 4 . 1 4  + 2 1 5 . 8 6  -  3 2 0  = 0.

Чтобы проверить равновесие рамы в целом необходимо найти опорные реакции и 
составить необходимые уравнения равновесия. Практические действия сводятся к 
следующему: стержни рамы отсекаются от опорных закреплений; в сечениях стержней 
показываются усилия, численные значения которых берутся из построенных эпюр; 
записываются уравнения равновесия в любой из ранее перечисленных форм.

В рассматриваемом примере, после отсечения рамы от опорных закреплений (рисунок 
не демонстрируется), ограничимся двумя уравнениями:

Z X  = 0; - 1 8  х 7 . 6  + 1 1 . 6 0  + 6 8 . 4 0  + 5 6 . 8 0  = 0;

Z Y  = 0; - 4 . 6 х 3.1 -1 0 0  +104.37 +138.23 = 0.

ТЕМА 3
ОПРЕДЕЛЕНИЕ УСИЛИЙ 

ОТ ПОДВИЖНЫХ НАГРУЗОК

3.1. Понятие о подвижной нагрузке.
Понятие о линиях влияния

В данной теме рассматриваются методы расчетов балочных систем на действие 
подвижных нагрузок.

Подвижными называют нагрузки, которые могут передвигаться по сооружению, не 
меняя направления действия. Подвижная нагрузка — это нагрузка от автомобильного и 
железнодорожного транспорта, нагрузка от мостовых кранов и др. Существует большое 
разнообразие таких нагрузок. Давление от таких нагрузок на балку (или другую 
конструкцию) может передаваться в виде сосредоточенных сил или может быть 
распределенным на какой - то площади (или длине, в случае плоских систем).

Разработать общую теорию расчета на все виды подвижных нагрузок — задача 
сложная. Силу тяжести, соответствующую подвижной нагрузке, также следует 
рассматривать как подвижную. Простейшей подвижной нагрузкой является единичная 
сосредоточенная сила F = 1. На основе знаний о влиянии этой силы на какой-либо фактор 
можно, используя принцип независимости действия сил, получить решение для любого 
числа сосредоточенных сил и распределенных по любому закону нагрузок.



При передвижении силы F = 1 по балке (рисунок 3.1) наблюдается перемещение всех ее 
точек. Если, например, сила будет расположена в точке х=1.5 м, то перемещения 
характерных точек балки (их координаты записаны в левом столбце таблицы 3.1) будут 
равны значениям, указанным в таблице для х=1.5 м. По этим значениям можно построить 
эпюру вертикальных перемещений точек балки. Она показана на рисунке 3.2. Эпюры 
перемещений балки при других положениях силы можно построить по соответствующим 
значениям перемещений характерных точек, используя данные таблицы 3.1.

Таблица 3.1
Координата

точки
балки

Положение силы F = 1 на балке
х=1.5 м х=3.0 м х=4.5 м х=7.5 м

х=0.0 м 0 0 0 0
х=1.5 м -2.53 -3.09 -1.97 2.11
х=3.0 м -3.09 -4.50 -3.09 3.38
х=4.5 м -1.97 -3.09 -2.53 2.95
х=6.0 м 0 0 0 0
х=7.5 м 2.11 3.38 2.95 -5.63

Замечание: 1. Для всех перемещений применить общий множитель 1/EI

Рисунок 3.2. Эпюра вертикальных 
перемещений точек балки от F=1, 

приложенной в точке x=1.5 м.

Рисунок 3.3. Линия влияния вертикального 
перемещения точки балки с координатой 
x=7.5 м.

Используя значения перемещений в последней строке таблицы, построим график 
перемещений точки на конце балки (х=7.5 м) при всех возможных положениях силы F=1 
(рисунок 3.3). Такой график называют линией влияния перемещения точки с координатой 
х=7.5 м. Выполняя аналогичные рассуждения, можно построить линии влияния усилий (M, 
Q, N), напряжений в каких - то сечениях балки и др.



Определение. Линия влияния (инфлюэнта) — график зависимости какой-либо 
величины (усилия, перемещения и т. п.) в заданном сечении элемента конструкции от 
точки приложения подвижной единичной силы постоянного направления.

Отметим различия в понятиях «линия влияния усилия» и «эпюра усилий».
Эпюра усилий — это график усилий во всех сечениях конструкции от приложенной к ней 
неподвижной нагрузки. Линия влияния усилия показывает усилие только в одном, 
фиксированном сечении конструкции от подвижной единичной силы.

3.2. Статический метод построения 
линий влияния усилий

Изложенный ранее способ построения линии влияния требует большого числа 
расчетов балки. Более практичным является способ, при котором исследуемая величина (в 
предыдущем примере — перемещение) записывается в виде функции от положения 
единичной силы . Эту зависимость можно получить из уравнений равновесия твердого 
тела (уравнений статики). Соответствующий способ построения линий влияния называют 
статическим.

3.2.1. Линии влияния опорных реакций в простой балке

Покажем построение линий влияния усилий в однопролетной балке (рисунок 3.4, а). 
Примем начало координатных осей в точке А. Ось X направим вдоль оси балки, ось Y — 
вверх. Положение силы F=1 определяется координатой х. По оси Y будем откладывать 
значение исследуемого фактора.

Записав уравнение моментов всех сил относительно точки В, получим выражение, 
устанавливающее зависимость опорной реакции от положения силы:

Ъ Mb = 0; VaI -  F(l -  х) = 0;
,  _ F  (l -  x )

A =  l
(3.1)



Рисунок 3.4



Изобразив эту зависимость графически, получим линию влияния опорной реакции УА 
(рисунок 3.4, б).

Выражение (1.1) суть уравнение прямой линии. Для построения прямой на плоскости 
достаточно знать положение двух точек, через которые она проходит. Найдем их, принимая 
F=1.

При х = 0 (сила расположена над опорой А) из формулы (3.1) следует УА = 1;

при х = l (сила расположена над опорой В) получим Уа = 0 .
Прямая линия, проведенная через эти две точки, представляет искомую линию 

влияния опорной реакции Уа (рисунок 3.4, б).
В этом примере и во всех последующих положительные ординаты линии влияния 

откладываются вверх (в направлении оси Y).
Определимся с размерностью ординат линии влияния опорной реакции. Если в 

выражении (1.1) принять F=1, то правая часть уравнения запишется так:
(l -  х)

l
(3.2)

Переход от записи правой части уравнения (3.1) к записи правой части в виде (3.2) 
означает деление левой и правой частей уравнения (3.1) на F. В таком случае уравнение (3.1) 
преобразуется к виду

УА l -  х
F ~ l

(3.3)

Запись слева от знака равенства указывает на размерность ординат линии влияния 
опорной реакции как производную от размерностей силовых факторов. Размерность опорной 
реакции Уа и силы F — kH. Следовательно, ординаты линии влияния опорной реакции не 
имеют размерности, безразмерные.

Анализируя приведенные рассуждения относительно размерности ординат, получаем:
г , [размерность искомой величины]
[размерность ординат линий влияния усилия] = —--------f------------------------ =.-------- i .

[размерность силы]
Единичная ордината в точке А — масштаб построения графика (отрезок любой длины 

принимается равным единице).

Записав уравнение моментов всех сил относительно точки А, получим выражение для 
определения опорной реакции Ув .

2  М а = 0; Ув1 -  Fx = 0;

Ув = F  (3.4)

Для построения прямой найдем положение двух точек, через которые она проходит. 
Принимая F=1, получим:

При х = 0 (сила расположена над опорой А) из формулы (3.1) следует Ув = 0 ; 

при х = l (сила расположена над опорой В) получим Ув = 1.

Линия влияния опорной реакции Ув показана на рисунке 3.4, в

3.2.2. Линии влияния усилий в сечениях между опорами балки

Расчетная схема балки показана на рисунке 3.4, а. Сечение k на балке зафиксировано. 
При передвижении по балке силы F=1 усилия в сечении k будут меняться. Аналитические 
зависимости усилий в этом сечении зависят от положения силы, справа от сечения k она
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располагается или слева. Поэтому определяя усилие в сечении, необходимо знать, где 
располагается сила. Уравнения равновесия получаются более простыми, если при 
составлении их рассматривать ту часть балки, на которой нет силы.
Построим сначала линию влияния изгибающего момента в сечении к.

1. Сила F=1 располагается справа от сечения k (а < х < l + C2 ).
Из уравнений равновесия левой части балки (рисунок 3.4, г) следует:

2 M -е  = 0, УЛа -  Mk = 0; M„ = К ^ ; Уа = l— X; Mk = l— X a.

Линия влияния M k на правой части балки имеет вид прямой. Зададим для х значения
из интервала (а < х < l ):

, , l -  a abх = а , M . = ------а = — ;
k l l

х = l , M k = 0 .

Построенная по этим точкам прямая продляется на консоль, длина которой равна c2 . 

(рисунок 3.4, е). Штриховка (вертикальная) выполняется на участке (а < x < l + c2).
2. Сила F=1 располагается левее сечения k (-с1 < х < а).

Из уравнений равновесия правой части балки (рисунок 3.4, д) следует:

2  М Г  = 0; Ув Ь -  M k = 0; M k = Ув Ь; Ув  = х ; M k = j b .

Построим прямую линию.
х = 0, М к = 0;

^  ab
х = a  M k = — ;

Построенная по этим точкам прямая продляется на консоль, длина которой равна c1 . 

(рисунок 3.4, е). Штриховка (вертикальная) выполняется на участке (-Ci < x  <a).

[размерность ординат л. вл. изгибающего момента] = = м .

Замечание 1. Формулу Mk = ¥Aa можно читать так: л. вл. Mk = (л. вл. Уа)  a .
2. Анализ формы л. вл. Mk показывает, что на вертикалях, проходящих через 

опорные точки, наклонные прямые отсекают отрезки равные расстояниям от 
опор до сечения k .

3. Вершина линии влияния располагается под сечением k.

Построим линию влияния поперечной силы в сечении к.
1. Сила F=1 располагается справа от сечения k (а < х < l).

Из уравнений равновесия левой части балки (рисунок 3.4, г) следует:

2 Г “  = 0; УА - Qt = 0; Qt = УА; Qt = ^

Линию влияния Qk на участке положения силы можно строить, используя л. вл. Уа , 
или по положению точек, через которые проходит прямая.

2. Сила F=1 располагается левее сечения k (0 < х < а).
Из уравнений равновесия правой части балки (рисунок 3.4, д) следует:

2 г р“  = 0 ; Ув + Qk = 0 ; Qk = -Ув; Qk = - у .



Линия влияния Qk показана на рисунке 3.4, ж. 

[размерность ординат л. вл. поперечной силы] = [кН]
[кН]

ординаты безразмерные.

3.2.3. Линии влияния усилий в сечениях консольной балки

Расчетная схема балки показана на рисунке 3.5, а.
Построим линии влияния изгибающего момента и поперечной силы в сечении к. 
Начало координат разместим в сечении к .



Рисунок 3.5

1. Сила F=1 располагается справа от сечения k (0 < х < b).
Из уравнений равновесия правой части балки (рисунок 3.4, г) следует:

2  М Г  = 0; Mk + Fx = 0; Mk = - f t ; Mk = -х . 

2 Г ' ’"  = 0; Qk - F  = 0; Qk = F; Qt  = 1.



При х = 0 (сила расположена в сечении к) M k = 0, Qk = 1;

при х = b (сила расположена на конце консоли) Mk = —l, Qk = 1.

2. Сила F=1 располагается левее сечения k (-a < х < 0).
Правая часть балки (рисунок 3.5, в) не нагружена, поэтому Mk = 0, Qk = 0.

Линии влияния усилий показаны на рисунках 3.5, г, д.

Еще раз обратим внимание на взаимосвязь понятий «линия влияния усилия» и «эпюра 
усилий». На рисунке 3.5, е показана эпюра изгибающих моментов от силы F=1, приложенной 
на конце консоли. Ордината на эпюре в сечении k равна ординате линии влияния Mk на 
конце консоли (рисунок 3.5, е).

3.3. Кинематический метод построения линий влияния усилий

Кинематический метод построения линий влияния основан на использовании 
принципа возможных перемещений (раздел 2.4), в соответствии с которым для системы, 
находящейся в равновесии под действием приложенных к ней внешних сил, сумма работ ее 
внешних и внутренних сил на любых возможных бесконечно малых перемещениях равна 
нулю.

Рассмотрим расчетную схему простой балки (рисунок 3.6, а).

Рисунок 3.6



Построим линию влияния опорной реакции Ув .
Отбросим правую опору, заменив ее действие реакцией Ув (рисунок 3.6, б). 

Полученная система превратилась в механизм. За возможные перемещения примем 
перемещения, вызванные поворотом балки вокруг точки А, на угол ф (рисунок 3.6, б). 
Запишем сумму работ сил, действующих на систему, на рассматриваемых бесконечно малых 
перемещениях:

Из уравнения получим:

— F5( х) + Ув5в = 0.
F5( х)

У  =
5,

(3.5)

При изменении положения силы F=1 будет изменяться и соответствующее ей 
перемещение 5( х ) . В таком случае все возможные значения 5( х) по длине балки показывают 
эпюру вертикальных перемещений точек балки. Знаменатель в формуле (3.5) — константа. 
5в — масштабный коэффициент. Приняв 5в равным единице, получим:

Ув  = 5 (х ). (3.6)
Следовательно, очертание линии влияния Ув совпадает с эпюрой вертикальны х 

перемещений точек балки (рисунок 3.6, в).

Из соотношений ординат на рисунок 3.6, б получаем 5 х)
5 r

— , что при F=1

соответствует выражению (3.4), полученному статическим методом.
Построим линию влияния изгибающего момента в сечении к.
Расчетная схема балки показана на рисунке 3.7, а. Отбросим в сечении к связь, через 

которую передается момент (введем шарнир), заменив ее действие моментом M K (рисунок
3.7, б). На рисунке показаны силы взаимодействия левой и правой частей балки. 
Полученному механизму зададим возможные перемещения по направлению действия
моментов M K , приняв угол взаимного поворота торцевых сечений равным единице. 
Ординаты между начальным положением балки и новым (ломаным) образуют эпюру 
перемещений балки (рисунок 3.7, б).



Возможная работа внешних и внутренних сил на принятых перемещениях балки 
равна нулю:

— F5( х) + M K1 = 0.

При F=1 получим M k = 5 (х ) , что соответствует ранее приведенному заключению:

линии влияния M K (рисунок 3.7, г) совпадает с эпюрой вертикальных перемещений
точек балки.

Используя обозначения, приведенные на рисунке 3.7, в, покажем, что она в точности 
совпадает с линией влияния M k , построенной ранее статическим методом (рисунок3.4, е).

Возможные перемещения, по сути, являются бесконечно малыми. Поэтому при 
анализе соотношений на рисунке 3.7, в можно использовать упрощения вида:

^Ф1-Ф1; %Ф2 -Ф2.



Из данных на рисунке 3.7, в, при условии а  = ф1 + §2  = 1, получаем:

1фi = Ъф2 + Ъфъ I ф! = Ъ; ф! = Ъ ; Ак = афх = .

a ab
1ф2 = а ф1+ а ф2; 1 ф2 = а; ф2 = ; Ak = Ъф2 = ■

Ордината линии влияния в сечении к равна ординате, полученной статическим 
методом (рисунок 3.4, е).

Рисунок 3.8

Построим линию влияния поперечной силы в сечении к (рисунок 3.8, а).
Удалим в этом сечении связь, в которой может возникать поперечная сила.

Соединение левой и правой частей балки после этого осуществляется посредством двух 
горизонтально расположенных связей, через которые могут передаваться продольные силы и 
изгибающие моменты. На вновь образованной расчетной схеме покажем в сечении 
положительные направления поперечных сил для обеих частей балки (рисунок 3.8, б). Задав 
взаимное смещение концов балки по направлениям поперечных сил равным единице, 
получим эпюру перемещений балки (рисунок 3.8, в), очертание которой полностью 
соответствует линии влияния поперечной силы (рисунок 3.8, г).

3.4. Определение усилий от неподвижной нагрузки по линиям влияния

По определению, каждая из ординат л. вл. S представляет собой значение усилия S 
при положении силы F=1 на балке над этой ординатой. Если над ординатой будет



расположена не единичная сила, а сила, значение которой равно F, то усилие от ее действия 
будет в F раз больше, т. е. усилие S будет равно произведению силы F на ординату линии 
влияния усилия под этой силой: S = Fy .

Если на балку, будет действовать n сосредоточенных вертикальных сил (рисунок 
3.9), то на основании принципа суперпозиции усилие S следует вычислять по формуле:

i = П
S = F1У1 + F2 У2 + ■■■ + Fnyn = Z  Fiy i (3.7)

i=1
В этом выражении значение силы, направленной вниз, принимается со знаком 

«плюс», направленной вверх — «минус».

Рассмотрим нагружение балки распределенной по произвольному закону нагрузкой 
q(x) , (рисунок 3.10, а). Выделим на этой балке участок бесконечно малой длины d x . 
Сосредоточенная сила, заменяющая на этом участке распределенную нагрузку, равна 
dF = q(x)dx. (рисунок 3.10, а). Элементарное усилие dS  от действия силы dF равно:

dS = dFy = q( x) y( x)dx.

Проинтегрировав это выражение по длине участка нагружения, найдем:



b

S = |  q( x) y( x)dx (3.8)
a

Если на балку действует равномерно распределенная нагрузка q(x) = q (рисунок
3.10, б), то

b b

S = |  qy(x)dx = qI y(x)dx = qo . (3.9)
a a

Здесь o  — площадь линии влияния S на участке действия равномерно распределенной 
нагрузки. На рисунке 3.10, б площадь о  выделена штриховкой. Следует иметь в виду, что 
ординаты линий влияния, расположенные выше оси балки, положительные, ниже -  
отрицательные. Площадь ниже оси отрицательная.

Рассмотрим действие на балку сосредоточенного момента M  (рисунок 3.11). 
Заменим
момент парой сил F с плечом Ax : F = M . По формуле (3.7) найдем:

S = lim М  М . . .-  y + (y  + Ay) = М  lim У + Ay _ y
Ax->0 Ax Ax Ax—>0 Ax Ax

M  lim АУ = М* У
Ax->o Ax dx (3.10)

Рисунок 3.11

Момент, направленный по ходу часовой стрелки, считается положительным. Значение 
производной от функции, описывающей очертание линии влияния, вычисляется в точке 
приложения сосредоточенного момента.

На прямолинейном участке линии влияния вычисление усилия S окажется более 
простым действием, если сосредоточенный момент заменить парой сил на любой длине 
этого участка.

При одновременном действии на балку всех рассмотренных силовых факторов 
(сосредоточенных сил, распределенной нагрузки, сосредоточенного момента) усилие S , на 
основании принципа суперпозиции, вычисляется посредством суммирования результатов от 
каждого фактора в отдельности.



Пример 3.1. С помощью линий влияния определить изгибающие моменты и 
поперечную силу в сечениях £ ,  £2 и къ балки (рисунок 3.12,а) при следующих данных: 

F  = 4кИ ; F2 = 10£И; qx = 2кИ/ м; q2 = 5£H/ м; М  = ЪкИм. Сечение £2 расположено
бесконечно близко к опоре А справа, сечение къ — бесконечно близко к опоре А слева.



Линии влияния усилий показаны на рисунках 3.12, 6...3.12, е. 
Находим усилия:

Ы к = 4 х (-1) + 4 х ( -4 /3 )  +10 х1 +10 х 2 + 2 х ( -1 /2  х1х 3) + 2 х ( -1 /2  х 2 х 4 /3) 

+ 5 х1 /2  х 2 х 9 - 1 /2  х 0 + 1 /2  х 2 = 61кНм;

M ki = M h = 4 х (-3) + 2 х ( -1 /2  х 3х 3) = -21кНм;

Q™e = 4 х1/3 + 4 х ( -2 /9 )  +10 х (-1 /3 ) +10 х1/3 + 2 х (1/2 х1/3х 3) + 2 х ( -1 /2  х 2 /9  х 2) + 

5 х ( -1 /2  х 2 /3  х 6 + 1 /2  х1/3 х 3) - 1 /2  х 0 + 1 /2  х (-2 /3 ) = -6.833 кН;

Qw* = 4 х1/3 + 4 х ( -2 /9 )  +10 х (-1 /3 ) +10 х (-2 /3 ) + 2 х (1/2 х1/3х 3) + 2 х ( -1 /2  х 2 /9  х 2) + 

5 х (-1 /2  х 2 /3  х 6 + 1 /2  х1/3 х 3) - 1 /2  х 0 + 1 /2  х ( -2 /3 )  = -16.833 кН;

Qh = 4 х1/3 + 4 х ( -2 /9 )  +10 х 2 /3  +10 х1/3 + 2 х (1/2 х1/3 х 3) + 2 х ( -1 /2  х 2 /9  х 2)

+ 5 х (1/2 х 1 х 9 )-1 /3  х 1 +1/3 х 0 = 33.167кН;

Q^ = -4  х1 + 2(-1х  3) = -1 0  кН.

Замечание. По аналогии с определением усилий по известным линиям влияния можно 
определять и другие факторы, если для них построены соответствующие линии влияния.

Обратимся к рисунку 3.3, на котором изображена линия влияния вертикального 
перемещения точки балки с координатой x = 7.5 м .

По приведенным в таблице 3.1 перемещениям для характерных точек найдем 
аппроксимирующий полином, описывающий очертание линии влияния, и первую производную 
от него:

p(x) = [1.59222x -  0.130259x2 + 0.0190617x3 -  0.0115391x4 + 0.000768176x5]— .
E I

dp( x)  = [1.59222 -  0.260519x + 0.0571852x2 -  0.0461564x3 + 0.00384088x4]—  
dx E I

Рассмотрим нагружение балки равномерно распределенной нагрузкой и
сосредоточенным моментом в точке x = 7.5 м (рисунок 3.13).

JOkH / m

м = 2 к н  * м

J b r ............................. X
7 ^

6 м
H i e ,

Рисунок 3.13

Найдем перемещение, зная очертание линии влияния и первую производную:

гвх% т5 = qQ + M dy = q Jp(x)dx  + M dPx)Z
dx



7.5

J p(x)dx = 9. 5625-
EI0

9 5625 4 46444Z ер7т5 = 10 х 9 5 6 2 5  -  2 х 4 46444

d p (x ) = -4 .4644 ^ 1
dx x=7.5 EI

EI EI
86.6961

EI '

l

3.5. Линии влияния усилий при узловой передаче нагрузки

Рассмотрим расчетную схему конструкции, показанной на рисунке 3.14, а. Основной 
несущий элемент этой конструкции — балка АВ, ее называют главной балкой. Поперечные 
6алки опираются на главную, на расчетной схеме они представлены в виде опорных 
стержней для расположенных в верхнем уровне коротких продольных балочек. Короткие 
балочки, по сути, являются настилом, в простейшем случае, из досок. Нагрузка (на расчетной 
схеме показана сила F=1), приложенная к верхним коротким балочкам, передается на 
главную балку в определенных точках, которые называют узлами. Отсюда следует и 
название: узловая передача нагрузки.

Рисунок 3.14



Узловая передача нагрузки в сооружениях применяется часто. Это имеет место в 
арках с надарочным строением, при передаче нагрузки на узлы ферм через ребристые плиты 
покрытия (и перекрытия) и в других случаях.

Покажем особенности построения линий влияния при узловой передаче нагрузки.
Построим вначале линию влияния изгибающего момента в сечении k1 в предположении, что
надстройка над главной балкой отсутствует и сила передвигается непосредственно по 
главной балке (рисунке 3.14, в).

От силы F=1, расположенной на балочке bc (рисунке 3.14, б), возникают реакции 

VA = ~ ~ x и VB = у . Рассматривая их как силы взаимодействия между балочкой bc и

балкой АВ, получаем нагружение балки АВ. По формуле 3.7 найдем момент в сечении к :

M k
1

l -  x x 
------m  + — m

l B. l C
Получено уравнение прямой, проходящей через точки:

x = 0 m ^ = m ; x = i m ^ = m .
Следовательно, при положении силы F=1 на балочке bc на построенной ранее линии 

влияния M k следует показать прямую (ее называют передаточной), проходящую через 
вершины ее ординат при x = 0 и x = l . Аналогичный результат получим при движении силы 
по другим балочкам верхнего строения: на участке каждой балочки линия влияния усилия 
будет прямолинейной.

Итак, чтобы построить линию влияния усилия S при узловой передаче нагрузки 
необходимо:

- построить линию влияния усилия S при условии движения подвижной единичной 
силы непосредственно по главной балке;

- спроектировать узлы на построенную линию влияния и выделить на ней ординаты;
- вершины ординат соединить прямыми линиями.
На рисунках 3.14, в, г показаны линии влияния M к и Qк .

3.6. Построение линий влияния усилий в многопролетных балках

При известной этажной схеме многопролетной балки построение линии влияния 
усилия S начинается с той балки, к которой относится исследуемый фактор. Построение 
выполняется статическим или кинематическим методом. Получив линию влияния на этой 
балке, следует продолжить построение на смежной вышерасположенной балке, то есть 
следует рассмотреть положение силы F=1 на ней. Ордината линии влияния в шарнире, 
соединяющем нижнюю и верхнюю балки одинаковая. Вторая ордината на верхней балке, 
нулевая, расположена над опорой этой балки, так как при положении силы над опорой 
усилие S  = 0 . Имея две известные ординаты, показываем положение прямой на всей длине 
балки. Процесс построения повторяется для всех вышерасположенных балок.

На рисунке 3.15 показаны линии влияния усилий в многопролетной балке.



3.7. Определение наиболее невыгодного положения 
подвижных нагрузок по линиям  влияния

Н а и б о л е е  н е в ы г о д н ы м  п о л о ж е н и е м  п о д в и ж н о й  н а г р у з к и  н а  с о о р у ж е н и и  н а з ы в а ю т  

т а к о е  п о л о ж е н и е ,  п р и  к о т о р о м  р а с с м а т р и в а е м о е  у с и л и е  д о с т и г а е т  н а и б о л ь ш е г о  

( э к с т р е м а л ь н о г о )  з н а ч е н и я .

3.7.1. Действие сосредоточенной силы



Рассмотрим случай, когда на балке находится одна единственная сосредоточенная 
сила F (рисунок 3.16). Линия влияния усилия S построена. При любом положении силы на
балке усилие S будет вычисляться по формуле (3.7): S = F у . Усилие будет максимальным, 

если сила F = const расположится над максимальной ординатой линии влияния: Smax = Fymax 

. Ш татам  что Sm|n = Fy min .

Рисунок 3.16

3.7.2. Действие системы связанных сосредоточенных сил

Показанная на рисунке 3.17,а система сил моделирует давление колес поезда или 
другого транспорта. Расстояние между силами при движении поезда не меняется. Все силы 
расположены на некотором участке треугольной линии влияния (рисунок 3.17, б). Сила F  
расположена слева, на очень малом расстоянии от вершины линии влияния.

Усилие S от показанной нагрузки вычисляется по формуле (3.7):



S = F\y \+ F2 У2 +•••+Ftyt + •••+КУп-
При движении поезда все ординаты y  = y(x) переменны. Следовательно, переменно и 

усилие S = S(х ) . Ищем экстремум функции S(х) .
Первая производная от S имеет вид:

dS ^ dy y +Fndy 2 , , Z7 dy  , , Z7 dyn
dx

= F -
dx

где
dyy,_ _dy_ = tg a ,

dx
dyn

+ ••• + F —  + ••• + F„dx n dx

= tg  ( я - Р )  = 4 g  p.

= (Клев + Ft FgU -  Rnpaetg Р ,

dx dx dx dx
Ялев — равнодействующая сил, расположенных левее силы Ft (на линии влияния 

длиной a),
Кправ — равнодействующая сил, расположенных правее вершины линии влияния. 

Функция S (x) не является гладкой, при переходе силы F t на участок правой ветви

dytлинии влияния первая производная —̂  меняет знак с «плюс» на «минус» скачком. Поэтому
dx

dS а енельзя использовать равенство —  = 0 для вычисления экстремального значения S .
dx

Замечание о перемене знака первой производной dyt
dx

означает, что экстремальное

значение S будет наблюдаться тогда, когда одна из сосредоточенных сил будет 
расположена над вершиной линии влияния. Предположим, что это случится, когда над 
вершиной линии влияния будет располагаться сила Ft . Тогда эту силу называют 
критической и обозначают ее так: FKp = Ft •

Условие для определения критической силы записывается в виде двух неравенств:

( R e  +  F KP F g a  >  R npaetg p ; 

^ g a  <  ( R npae +  F KP ) t g

(3.11)

Если оба неравенства выполняются одновременно, то Ft является критической силой,
а соответствующее положение нагрузки называют невыгодным (расчетным). Если 
неравенства не выполняются одновременно, то надо предположить, что критической будет 
другая сила и проверить выполнение критерия (3.11).

Неравенствам (3.11) можно дать графическую интерпретацию. Учитывая, что 
c _ ctga = —, tgp = —, неравенства показывают соотношения эквивалентных равномерно 
a b

распределенных нагрузок на левом и правом участках линии влияния (рисунок 3.17, г).
Действие двух связанных сил (рисунок 3.18) можно рассматривать как частный 

случай рассмотренного варианта нагрузок. Во всех рассмотренных в примере загружениях 
принято движение нагрузки справа налево.

Для первого загружения (рисунок 3.18, б) S |m)ax= F1 yj + F2y2; для второго (рисунок 

3.18, в) s  max= Fiy3 + F2 y j .

Из найденных значений усилий выбираем большее Smax = max{ Sm(jax, Smn2.)x} и получаем 
сведения о том, какое положение нагрузки является невыгодным, и какая сила является 
критической.



Для третьего загружения (рисунок 3.18, г) S m)n= F1 y4 + F2y 5; для четвертого, если

возможно положение силы F2 за пределами балки, (рисунок 3.18, д) S П|)п= F1y5.

Далее из найденных значений усилий выбираем меньшее Smin = m in^m ii, Sm^}. 
Положение нагрузки, при котором усилие будет минимальным, является невыгодным

3.8. Понятие о матрицах влияния усилий

Определим усилия S в расчетных сечениях балки (рисунок 3.19) от приложенных к

ней сосредоточенных сил F , (t = 1, п) . В сечениях балки от вертикальной нагрузки могут 
возникать изгибающие моменты и поперечные силы. Для линейно деформируемой системы

усилие в сечении к, (к = 1,т) определяется по выражению:

S k = Sk1F1 + Sk2F2 + ••• + SknFn, (3.12)
где Skt — усилие в сечении к от силы Ft = 1.

Представим выражение (3.12) в развернутой форме для к = 1,т .

S 1= S11F1 + s12 F2 + ••• + S1nFn;



S 2= S21F1 + s22F2 + ••• + S2nFn;

S m= SmlFl + Sm2F2 + ••• + SmnFn;
В матричной форме записи система уравнений (3.13) имеет следующий вид:

( 3 . 1 3 )

S  =  L sF  . (3.14)

Здесь S — вектор усилий; F — вектор нагрузки; Ls — матрица влияния усилий S :

11_____

1Е
С

1_____ s 1 1 S 1 2  •• a* __
__
_1

S  =
S 2 и F 2 и S 2 1 S22 • • S 2 n

______1 1 з 
J 

1__
__
__

_S m 1 Sm2 • s•• mn _

(3.15)

Матрица влияния Ls — линейный оператор, переводящий вектор нагрузки в вектор 
усилий.

Если определяются изгибающие моменты, то матрица Ls обозначается Lm и 
называется матрицей влияния изгибающих моментов. В этом случае уравнения (3.14) 
записываются в виде:

М  = Lm f  (3 Л6)

где М  — вектор изгибающих моментов в расчетных сечениях, а матрица Lm записывается 
так:

m ii m 1 2  •• m 1n

11 m 2 1 m 2 2  • • m 2n
( 3 . 1 7 )

m m 1 m m2 ••• m mn _

В общем случае эта матрица прямоугольная, ее порядок — (m х n) . В случае, когда 

сосредоточенные силы приложены в расчетных сечениях, матрица Lm получается 
квадратной порядка (n х n) .

Так как mki — изгибающий момент в сечении к от силы Fi = 1, то, выполняя анализ

матрицы Lm , замечаем, что в каждой ее строке записываются значения ординат 
соответствующих линий влияния изгибающих моментов. Например, во второй строке 
матрицы Lm записываются значения ординат линии влияния М 2 .

Во втором столбце матрицы Lm записываются значения ординат в расчетных

сечениях из эпю ры моментов М  2, построенной от безразмерной силы F2 = 1
Следовательно, матрицу влияния можно сформировать двумя способами: 1) по 

столбцам — с помощью единичных эпюр усилий; 2) по строкам — с помощью линий 
влияния усилий.

При вычислении поперечных и продольных сил уравнения имеют вид:

Q = LqF  (3.18)

N  = LnF  (3.19)

В уравнениях (3.18) и (3.19) Lq и Ln — матрицы влияния, соответственно, 
поперечных и продольных сил.



З а м е т и м ,  п р и  ф о р м и р о в а н и и  м а т р и ц ы  в л и я н и я  п о п е р е ч н ы х  с и л  LQ р а с ч е т н ы е  с е ч е н и я

н е о б х о д и м о  п р и н и м а т ь  с л е в а  и  с п р а в а  о т  к а ж д о й  с о с р е д о т о ч е н н о й  с и л ы .

В  о б щ е м  с л у ч а е  б а л к а  и л и  д р у г а я  к о н с т р у к ц и я  м о ж е т  б ы т ь  н а г р у ж е н а  н е  т о л ь к о  

с о с р е д о т о ч е н н ы м и  с и л а м и ,  н о  и  р а с п р е д е л е н н ы м и  н а г р у з к а м и  и л и  с о с р е д о т о ч е н н ы м и  

м о м е н т а м и .  М о ж н о  п о с т р о и т ь  м а т р и ц у  в л и я н и я ,  у ч и т ы в а ю щ у ю  и  э т и  в и д ы  н а г р у ж е н и й .  

О д н а к о  в ы ч и с л и т е л ь н ы й  п р о ц е с с  в  э т о м  с л у ч а е  у с л о ж н и т с я ,  п о т е р я е т с я  у н и в е р с а л ь н о с т ь  

в ы ч и с л и т е л ь н о г о  а л г о р и т м а .  П о э т о м у  р е к о м е н д у е т с я  п р о в о д и т ь  п р е о б р а з о в а н и е  т а к и х  

н а г р у з о к  п о с р е д с т в о м  п р и в е д е н и я  и х  к  э к в и в а л е н т н ы м  с о с р е д о т о ч е н н ы м  с и л а м  п о  о б щ и м  

п р а в и л а м  м е х а н и к и .  П р и  и с п о л ь з о в а н и и  д л я  э т о й  ц е л и  с п о с о б а  у з л о в о й  п е р е д а ч и  н а г р у з к и  

п о л о ж е н и е  у з л о в  н а з н а ч а е т с я  в  з а в и с и м о с т и  о т  о с о б е н н о с т е й  з а д а н н о й  н а г р у з к и .  Ш а г  

р а с п о л о ж е н и я  у з л о в  м о ж е т  б ы т ь  р а в н о м е р н ы м  и л и  н е р а в н о м е р н ы м .  П р и  м а л о й  д л и н е  ш а г а  

у в е л и ч и в а е т с я  т о ч н о с т ь  р а с ч е т а ,  н о  в о з р а с т а е т  р а з м е р н о с т ь  з а д а ч и .  К р о м е  у з л о в  в  п р о л е т а х  

б а л о к ,  с л е д у е т  п р е д у с м а т р и в а т ь  п о л о ж е н и е  и х  н а д  ш а р н и р а м и  и  о п о р а м и .

П р и м е р  3.2. Д л я  б а л к и ,  п о к а з а н н о й  н а  р и с у н к е  3 . 2 0 ,  а, с о с т а в и м  м а т р и ц у  в л и я н и я  

и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в ,  в ы ч и с л и м  и з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  в  р а с ч е т н ы х  с е ч е н и я х ,  п о с т р о и м  

э п ю р ы  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  о т  з а д а н н о й  н а г р у з к и  и  э к в и в а л е н т н о й  с о с р е д о т о ч е н н о й ,  

с р а в н и м  и х .

П о л о ж е н и я  р а с ч е т н ы х  с е ч е н и й  п о к а з а н ы  н а  с х е м е  б а л к и .  П р и  ф о р м а л ь н о м  п о д х о д е  к  

р а с ч е т у  п о л о ж е н и е  р а с ч е т н ы х  с е ч е н и й  с л е д у е т  н а з н а ч а т ь  н е  т о л ь к о  в  п р о л е т а х  б а л к и ,  н о  и  

т а м ,  г д е  з а в е д о м о  и з в е с т н о ,  ч т о  и з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  б у д у т  р а в н ы  н у л ю  ( в  р а с с м а т р и в а е м о м  

п р и м е р е  —  с е ч е н и я  1, 5, 9). Н а г р у з к а ,  п р е о б р а з о в а н н а я  к  с о с р е д о т о ч е н н ы м  с и л а м ,  

и з о б р а ж е н а  н а  р и с у н к е  3 . 2 0 ,  б. М а т р и ц а  в л и я н и я  м о м е н т о в  б у д е т  и м е т ь  п о р я д о к  ( 9 х 9 ) :

Lm =

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 4 / 3 2 / 3 0 - 1 / 2 - 1 / 3 - 1 / 6 0 2 / 9

0 2 / 3 4 / 3 0 - 1 -  2 / 3 - 1 / 3 0 4 / 9

0 0 0 0 -  3 / 2 - 1 - 1 / 2 0 2 / 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 1 / 2 0 -  2 / 3

0 0 0 0 0 1 / 2 1 0 -  4 / 3

0 0 0 0 0 0 0 0 - 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Пояснения к формированию матрицы: значения ординат эпюры М 9 (рисунок 3.20, г)

записаны в девятом столбце матрицы, значения ординат линии влияния М г (рисунок 
3.20, д) записаны во второй строке.

В ы п о л н и в  п р е о б р а з о в а н и е  н а г р у з к и ,  п о л у ч и м  в е к т о р  с о с р е д о т о ч е н н ы х  с и л  в  в и д е :

F = F  F , ; F3; F4 ; F5 ; F6 ; F7 ; F8 ; F9]7 [0; 4 5 ;  4 5 ;  1 7  5; 1 5 ;  3 5 ;  3 5 ;  1 7  5; 1 0 f  kH•

И м е я  п р е д в а р и т е л ь н ы е  с в е д е н и я  о  т о м ,  ч т о  в  с е ч е н и я х  1, 5  и  9  и з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  

р а в н ы  н у л ю ,  м о ж н о  с о о т в е т с т в у ю щ и е  с т р о к и  м а т р и ц ы  Lm  в ы ч е р к н у т ь .  Т а к  к а к  

с о с р е д о т о ч е н н ы е  с и л ы  н а д  о п о р а м и  н е  в л и я ю т  н а  о ч е р т а н и е  э п ю р ы  м о м е н т о в ,  т о  м о ж н о  в  

м а т р и ц е  у д а л и т ь  с т о л б ц ы  1, 4  и  8. В  р е з у л ь т а т е  п о л у ч и м  м а т р и ц у  Lm  р а з м е р о м  ( 6 х 6 ) :



Р и с у н о к  3 . 2 0

"4 / 3 2 / 3 - 1 / 2 - 1 / 3 - 1 / 6 2 / 9

2 / 3 4 / 3 - 1 -  2 / 3 - 1 / 3 4 / 9

0 0 -  3 / 2 - 1 - 1 / 2 2 / 3
Lm  =

0 0 0 1 1 / 2 -  2 / 3

0 0 0 1 / 2 1 -  4 / 3

0 0 0 0 0 - 2

С о о т в е т с т в у ю щ и й  в е к т о р  н а г р у з к и  и м е е т  в и д :

F  =  [F2; F 3 ; F 5 ; F6; F 7 ; F J [ 4 5 ,  4 5 , 1 5 , 3 5 , 3 5 , 1 0 ] T  kH^



В е к т о р  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  в  р а с ч е т н ы х  с е ч е н и я х  в ы ч и с л я е т с я  п о  ф о р м у л е  ( 3 . 1 6 ) :

М  = [ М 2; М 3 ; М 4 ; М 6 ; М 7 ; М 8 ]? [ 6 7 . 2 2 ;  4 4 . 4 4 ;  -  6 8 . 3 3 ;  4 5 . 8 3 ;  3 9 . 1 7 ;  2 0 . 0 0 ] r k H w .

Н а  р и с у н к а х  3 . 2 1 ,  а, б  п о к а з а н ы  э п ю р ы  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  в  б а л к е  с  з а д а н н о й  

н а г р у з к о й  и  в  б а л к е  с  п р е о б р а з о в а н н о й  н а г р у з к о й .  З н а ч е н и я  о р д и н а т  в  р а с ч е т н ы х  с е ч е н и я х  

о д и н а к о в ы .

Р и с у н о к  3 . 2 1

Тема 4. Расчет трехшарнирных арок и рам

4.1. Общие сведения и принципы образования



Т р е х ш а р н и р н о й  н а з ы в а е т с я  с и с т е м а ,  с о с т о я щ а я  и з  д в у х  д и с к о в ,  с о е д и н е н н ы х  м е ж д у  

с о б о й  ш а р н и р о м  и  о п и р а ю щ и х с я  н а  з е м л ю  с  п о м о щ ь ю  ш а р н и р н о  н е п о д в и ж н ы х  о п о р  

( р и с у н о к  4.1).

Т р е х ш а р н и р н ы е  с и с т е м ы ,  у  к о т о р ы х  д и с к и  п р е д с т а в л е н ы  л о м а н ы м и  с т е р ж н я м и ,  

н а з ы в а ю т с я  т р е х ш а р н и р н ы м и  р а м а м и  ( р и с у н о к  4.2).

Рисунок 4.1 Рисунок 4.2

Т р е х ш а р н и р н ы е  с и с т е м ы ,  у  к о т о р ы х  д и с к и  п р е д с т а в л е н ы  к р и в о л и н е й н ы м и  с т е р ж н я м и ,  

н а з ы в а ю т  т р е х ш а р н и р н ы м и  а р к а м и  ( р и с у н о к  4.3). П о  с в о е м у  о ч е р т а н и ю  а р к и  п о д р а з д е л я ю т с я  

н а  а р к и  к р у г о в ы е ,  п а р а б о л и ч е с к и е ,  с и н у с о и д а л ь н ы е ,  с т р е л ь ч а т ы е  и  т. п.

Т р е х ш а р н и р н ы е  с и с т е м ы  о б р а з о в а н ы  п о  с п о с о б у  т р е у г о л ь н и к о в .  С л е д о в а т е л ь н о ,  о н и  

г е о м е т р и ч е с к и  н е и з м е н я е м ы  и  с т а т и ч е с к и  о п р е д е л и м ы .  В с е  т р е х ш а р н и р н ы е  с и с т е м ы  

о т н о с я т с я  к  к л а с с у  р а с п о р н ы х  с и с т е м  ( р и с у н о к  1 . 2 4 ,  и л л ю с т р а ц и я  4.1).

Иллюстрация 4.1. Строительство ангара из деревянных трехшарнирных арок

Д л я  у с т р а н е н и я  д е й с т в и я  р а с п о р а  н а  н и ж е л е ж а щ и е  к о н с т р у к ц и и  о п о р н ы е  ш а р н и р ы  

т р е х ш а р н и р н ы х  с и с т е м  с о е д и н я ю т  г о р и з о н т а л ь н ы м и  с т е р ж н я м и  -  з а т я ж к а м и .  В  т а к и х  

с л у ч а я х  о д н а  и з  о п о р  д о л ж н а  б ы т ь  ш а р н и р н о  п о д в и ж н о й .  В  р е з у л ь т а т е  п о л у ч и м ,  н а п р и м е р ,  

т р е х ш а р н и р н у ю  а р к у  с  з а т я ж к о й  ( р и с у н о к  4.4). С  ц е л ь ю  р а ц и о н а л ь н о г о  и с п о л ь з о в а н и я  

п о д а р о ч н о г о  п р о с т р а н с т в а  п р и м е н я ю т  а р к и  с  п о в ы ш е н н о й  и л и  л о м а н о й  з а т я ж к о й  ( р и с у н о к  

4.5).



Рисунок 4.3 Рисунок 4.4

4.2. Определение опорных реакций и усилий в трехш арнирных арках

Рассмотрим симметричную трехшарнирную арку с опорами в одном уровне, 
нагруженную вертикальной силой (рисунок 4.6,а).

Составим уравнение равновесия в виде суммы проекций всех внешних сил на 
горизонтальную ось:

EX = H A -  H B = 0.

Из этого уравнения равновесия следует, что

H a = H b = H  .

То есть горизонтальные реакции трехшарнирной арки при вертикальной нагрузке 
противоположны по направлению, одинаковы по значению и равны пока неизвестной 
величине H. Эту величину H  и сами горизонтальные реакции называют распором 
трехшарнирной арки.

Три опорные реакции арки: VA, HA и HB пересекаются в опорной точке A.
Следовательно из суммы моментов всех внешних сил относительно этой точки А можно 
определить вертикальную опорную реакцию VB.



Fa
E M a  = F a - V Bl  = 0, о т к у д а  VB =  —  =  V B0 .

П о л у ч е н н о е  в ы р а ж е н и е  д л я  о п р е д е л е н и я  о п о р н о й  р е а к ц и и  VB а р к и  ( р и с у н о к  4 . 6 , а )  

п о л н о с т ь ю  э к в и в а л е н т н о  в ы р а ж е н и ю ,  к о т о р о е  м о ж н о  п о л у ч и т ь  д л я  о п р е д е л е н и я  о п о р н о й  

р е а к ц и и  VB п р о с т о й  о д н о п р о л е т н о й  ш а р н и р н о  о п е р т о й  б а л к и  ( р и с у н о к  4 . 6 , б ) .  Т а к у ю  б а л к у  

н а з ы в а ю т  э к в и в а л е н т н о й .  Э к в и в а л е н т н а я  б а л к а  и м е е т  т а к о й  ж е  п р о л е т  и  т а к у ю  ж е  

в е р т и к а л ь н у ю  н а г р у з к у ,  к а к  и  а р к а .

С о о т в е т с т в е н н о  и з  с у м м ы  м о м е н т о в  в с е х  в н е ш н и х  с и л  о т н о с и т е л ь н о  о п о р н о й  т о ч к и  B 
н а х о д и м  в е р т и к а л ь н у ю  р е а к ц и ю  Va о п о р ы  А :

E M b  =  V a I -  F (l -  a) =  0 ,  о т к у д а  V a  =  =  V°A .

С л е д о в а т е л ь н о ,  в е р т и к а л ь н ы е  о п о р н ы е  р е а к ц и и  т р е х ш а р н и р н о й  а р к и  п р и  в е р т и к а л ь н о й  

н а г р у з к е  р а в н ы  в е р т и к а л ь н ы м  о п о р н ы м  р е а к ц и я м  э к в и в а л е н т н о й  б а л к и .  П о э т о м у  

в е р т и к а л ь н ы е  р е а к ц и и  а р к и  ч а с т о  н а з ы в а ю т  б а л о ч н ы м и  о п о р н ы м и  р е а к ц и я м и .  И  э т о  

с п р а в е д л и в о  п р и  п р о и з в о л ь н о й  в е р т и к а л ь н о й  н а г р у з к е .

Д л я  о п р е д е л е н и я  о п о р н ы х  р е а к ц и й  а р к и  у ж е  и с п о л ь з о в а н ы  т р и  н е з а в и с и м ы х  у р а в н е н и я  

р а в н о в е с и я .  У р а в н е н и е  р а в н о в е с и я  в  в и д е  с у м м ы  п р о е к ц и й  в с е х  в н е ш н и х  с и л  н а  

в е р т и к а л ь н у ю  о с ь  о б ы ч н о  п р и м е н я е т с я  д л я  п р о в е р к и  п р а в и л ь н о с т и  в ы ч и с л е н и я  

в е р т и к а л ь н ы х  о п о р н ы х  р е а к ц и й .

E Y  =  VA +  VB -  F  =  0 .

О с т а л о с ь  н а й т и  з н а ч е н и е  Н  р а с п о р а  а р к и .  Д л я  о п р е д е л е н и я  р а с п о р а  а р к и  в о с п о л ь з у е м с я  

о т л и ч и т е л ь н ы м  с в о й с т в о м  а р к и  п о  с р а в н е н и ю  с  э к в и в а л е н т н о й  б а л к о й .  В  п р о м е ж у т о ч н о м  

ш а р н и р е  С  а р к и  ( р и с у н о к  4 . 6 , а )  о т с у т с т в у е т  и з г и б а ю щ и й  м о м е н т .  В  э к в и в а л е н т н о й  б а л к е  в  

с о о т в е т с т в у ю щ е м  п о п е р е ч н о м  с е ч е н и и  н е т  ш а р н и р а ,  и  и з г и б а ю щ и й  м о м е н т  в  э т о м  с е ч е н и и  

( р и с у н о к  4 . 6 , б ) ,  в  о б щ е м  с л у ч а е ,  н е  р а в е н  н у л ю .

С л е д о в а т е л ь н о ,  о п р е д е л я я  и з г и б а ю щ и й  м о м е н т  в  ш а р н и р е  С  а р к и  к а к  с у м м у  м о м е н т о в  

о т н о с и т е л ь н о  э т о г о  с е ч е н и я  в с е х  в н е ш н и х  с и л ,  д о п у с т и м ,  р а с п о л о ж е н н ы х  с л е в а  о т  н е г о ,  

п р и р а в н я е м  п о л у ч е н н о е  в ы р а ж е н и е  н у л ю .

М с =  Ш ™  =  V a -  -  F ( -  -  a) -  H f  =  0 .

У ч и т ы в а я ,  ч т о

V a  -  -  F ( -  -  a) =  MC ,

г д е  М с0 - и з г и б а ю щ и й  м о м е н т  в  с е ч е н и и  С  э к в и в а л е н т н о й  б а л к и ,  о к о н ч а т е л ь н о  н а й д е м

h =ML.
f

Т а к и м  о б р а з о м ,  р а с п о р  а р к и  п р я м о  п р о п о р ц и о н а л е н  б а л о ч н о м у  и з г и б а ю щ е м у  м о м е н т у  в  

с е ч е н и и  С  э к в и в а л е н т н о й  б а л к и  и  о б р а т н о  п р о п о р ц и о н а л е н  в ы с о т е  а р к и  в  п р о м е ж у т о ч н о м  

ш а р н и р е .

Д л я  п р о в е р к и  в ы ч и с л е н н о г о  з н а ч е н и я  р а с п о р а  о б ы ч н о  в ы п о л н я ю т  в ы ч и с л е н и е  

б а л о ч н о г о  и з г и б а ю щ е г о  м о м е н т а  в  с е ч е н и и  С  ч е р е з  с у м м у  м о м е н т о в  в н е ш н и х  с и л ,  

п р и л о ж е н н ы х  к  б а л к е  с п р а в а  о т  э т о г о  с е ч е н и я .  Д л я  н а ш е г о  п р и м е р а  п о л у ч и м



П о с л е  в ы ч и с л е н и я  о п о р н ы х  р е а к ц и й  о п р е д е л е н и е  в н у т р е н н и х  с и л  в  с е ч е н и я х  

т р е х ш а р н и р н ы х  а р о к  о б ы ч н о  п р о в о д я т  м е т о д о м  с е ч е н и й ,  к а к  в  л ю б ы х  д р у г и х  с т е р ж н е в ы х  

с и с т е м а х .

Р а с с м о т р и м  о с о б е н н о с т и  п р и м е н е н и я  м е т о д а  с е ч е н и й  к  т р е х ш а р н и р н о й  а р к е  с  о п о р а м и  в  

о д н о м  у р о в н е  ( р и с у н о к  4.6,а). Д л я  э т о г о  р а с с е ч е м  а р к у  н е к о т о р ы м  с е ч е н и е м  х - х  и  р а с с м о т р и м  

р а в н о в е с и е  л е в о й  ч а с т и  ( р и с у н о к  4.7). Д е й с т в и е  о т б р о ш е н н о й  п р а в о й  ч а с т и  з а м е н и м  т р е м я  

в н у т р е н н и м и  с и л а м и :  и з г и б а ю щ и м  м о м е н т о м  М х , п о п е р е ч н о й  с и л о й  Qx и  п р о д о л ь н о й  с и л о й  N x

И з г и б а ю щ и й  м о м е н т  М х в  с е ч е н и и  х - х  а р к и  в ы ч и с л и м  к а к  с у м м у  м о м е н т о в  т о л ь к о  в н е ш н и х  

с и л ,  д е й с т в у ю щ и х  н а  л е в у ю  ч а с т ь  а р к и ,  о т н о с и т е л ь н о  ц е н т р а  т я ж е с т и  с е ч е н и я  х-х  а р к и :

М х = Х М Т  =  ГА х -  F  (х -  aFl) - H y

У ч и т ы в а я ,  ч т о

VAх -  F ( х  -  a) =  М 0 ,

г д е  М 0  - и з г и б а ю щ и й  м о м е н т  в  с е ч е н и и  х  э к в и в а л е н т н о й  б а л к и  ( р и с у н о к  4 . 6 , б ) ,  

о к о н ч а т е л ь н о  п о л у ч и м

Мх =  М 0  -  H y .

И з  п о л у ч е н н о г о  в ы р а ж е н и я  в и д н о ,  ч т о  и з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  в  а р к е  м е н ь ш е ,  ч е м  

и з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  в  э к в и в а л е н т н о й  б а л к е .  М о ж н о  с к а з а т ь ,  ч т о  и з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  в  а р к е

М х п о л у ч е н ы  п у т е м  а л г е б р а и ч е с к о г о  с у м м и р о в а н и я  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  М 0 в

э к в и в а л е н т н о й  б а л к е  и  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  в  а р к е ,  в ы з в а н н ы х  д е й с т в и е м  т о л ь к о  р а с п о р а  Н  
к а к  д в у х  в з а и м н о  у р а в н о в е ш е н н ы х  с и л ,  п р и л о ж е н н ы х  к  к р и в о л и н е й н о м у  с т е р ж н ю .  Э п ю р а  

и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  о т  р а с п о р а  п о в т о р я е т  о ч е р т а н и е  о с и  а р к и ,  п р и  э т о м  р а с п о р  с л у ж и т  

к о э ф ф и ц и е н т о м  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и .

Б а л о ч н ы е  и з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  п р и  в е р т и к а л ь н о  в н и з  н а п р а в л е н н о й  н а г р у з к е  в с е г д а  

п о л о ж и т е л ь н ы .  И з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  о т  р а с п о р а ,  н а п р а в л е н н о г о  в н у т р ь  п р о л е т а ,  в с е г д а  

о т р и ц а т е л ь н ы .  П о э т о м у  р а с п о р  о к а з ы в а е т  р а з г р у ж а ю щ е е  в л и я н и е  н а  а р к у .



Поперечную силу в сечении х-х арки найдем из суммы проекций всех сил, приложенных к 
левой части арки (рисунок 4.7), на нормаль к оси арки в рассматриваемом сечении. Разрешая 
полученное уравнение относительно Qx, получим

или

Q  = v a cos^ - F  соэ̂ хх - H sin<& = 
= (VA - F ) cosPx - H sinPx ,

Q  =  Q 0cos9x - H ™Фх .

Таким образом, поперечная сила в сечениях арки выражается через проекцию балочной 
поперечной силы Q0 в соответствующем сечении эквивалентной балки и проекцию распора 
Н  на нормаль к арке в рассматриваемом сечении.

Аналогично из суммы проекций всех сил на ось, касательную к оси арки в сечении х-х, 
найдем продольную силу в этом сечении арки.

или

N х =  -Va sin срх +  F  sin <рх -  H  ̂ фх =  

=  - ( VA -  F )  sin Рх -  H  c o s  Рх ,

К  = -Qх0sin Рх -  H cos Рх .

Продольная сила в поперечном сечении арки также выражается через проекцию балочной 
поперечной силы Q0 в соответствующем сечении эквивалентной балки и проекцию распора 
Н  на касательную к оси арки в этом сечении.

По сравнению с простой балкой в трехшарнирной арке поперечные силы, как и 
изгибающие моменты, значительно меньше. Но в отличие от балки в сечениях арки 
возникают продольных сжимающие силы, которых в простой горизонтальной балке при 
вертикальных нагрузках нет.

Итоговые эпюры внутренних сил в арке по всей ее длине криволинейны. Построить 
криволинейные эпюры можно, как и любые графики, вычислив значения соответствующих 
усилий в ряде заранее назначенных (характерных) сечений арки (чем больше сечений, тем 
точнее график).

Проиллюстрируем определение реакций и внутренних на примере круговой 
трехшарнирной арки пролетом I = 36м со стрелой подъема f  = 8м (рисунок 4.8). Арка 
загружена сосредоточенной силой F  = 24 кН и равномерно распределенной нагрузкой q = 2 
кН/м.



Р и с у н о к  4 . 8

У р а в н е н и е  о с и  а р к и ,  т. е . у р а в н е н и е  д у г и  о к р у ж н о с т и ,  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  т р и  т о ч к и  А ,  С  и  

В ,  о п и с ы в а е т с я  в ы р а ж е н и е м

y(x) = f  - R  + R2 -  ( |  -  х)2

Р а д и у с  о к р у ж н о с т и  R  и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и  у г л а  н а к л о н а  к а с а т е л ь н о й  к  о с и  

а р к и  в ы ч и с л я ю т с я  п о  ф о р м у л а м :

R  = 4  f  2 + l 2
8 f

s i n p ^ )
l —  2 х  

2 R
cos р (  х) R — f  + y

R

В ы ч и с л я е м  в е р т и к а л ь н ы е  о п о р н ы е  р е а к ц и и  а р к и :

Va =  V a0 

V B  =  V 0

2 4  x 2 4  +  2  x 1 8  x 9 

3 6
2 4  x 1 2  +  2  x 1 8  x 2 7

3 6

=  2 5 к Н ,  

=  3 5 к Н .

В ы п о л н я е м  п р о в е р к у :

Y J  =  2 5 + 3 5 — 2 4  —  2  x 1 8  =  6 0  —  6 0  =  0.

В ы ч и с л я е м  и  п р о в е р я е м  б а л о ч н ы й  и з г и б а ю щ и й  м о м е н т  в  с е ч е н и и  С :

m C =  Y M c e =  2 5  x  1 8  —  2 4  x  6  =  3 0 6 к Н ,

MC = —Y M Cpae =  3 5  x 1 8  —  2  x 1 8  x  9  =  3 0 6 к Н .

В ы ч и с л я е м  р а с п о р  а р к и :

=  M j  

f

3 0 6

8
=  3 8 . 2 5 к Н



Н а з н а ч а е м  х а р а к т е р н ы е  с е ч е н и я  а р к и .  В о - п е р в ы х ,  э т о  о п о р н ы е  т о ч к и  и  п р о м е ж у т о ч н ы й  

ш а р н и р .  В о - в т о р ы х ,  э т о  т о ч к а  п р и л о ж е н и я  с о с р е д о т о ч е н н о й  с и л ы ,  н а ч а л о  и  к о н е ц  у ч а с т к а  

п р и л о ж е н и я  р а с п р е д е л е н н о й  н а г р у з к и .  В - т р е т ь и х ,  э т о  д о п о л н и т е л ь н ы е  п р о м е ж у т о ч н ы е  

с е ч е н и я ,  н е о б х о д и м ы е  д л я  п о с т р о е н и я  к р и в о л и н е й н ы х  у ч а с т к о в  э п ю р  с  д о с т а т о ч н о й  

т о ч н о с т ь ю .  В  д а н н о м  п р и м е р е  т а к и х  х а р а к т е р н ы х  т о ч е к ,  к а к  м и н и м у м ,  н а с ч и т ы в а е т с я  с е м ь .  

О н и  р а с п о л а г а ю т с я  п о  д л и н е  п р о л е т а  а р к и  с  ш а г о м  6 м .  Д л я  п о с т р о е н и я  э п ю р  п о п е р е ч н ы х  и  

п р о д о л ь н ы х  с и л  в  т о ч к е  п р и л о ж е н и я  с о с р е д о т о ч е н н о й  с и л ы  н е о б х о д и м о  р а с с м о т р е т ь  д в а  

б е с к о н е ч н о  б л и з к и х  с е ч е н и я :  о д н о  с л е в а  о т  т о ч к и  п р и л о ж е н и я  с и л ы ,  в т о р о е  с п р а в а  о т  т о ч к и  

п р и л о ж е н и я  с и л ы .  В  э т о й  т о ч к е  н а  у к а з а н н ы х  э п ю р а х  б у д е т  с к а ч о к ,  а  н а  э п ю р е  м о м е н т о в  - 

п е р е л о м .  П р и  п о с т р о е н и и  э п ю р  в н у т р е н н и х  с и л  н е о б х о д и м о  с л е д и т ь  з а  с о о т в е т с т в и е м  и х  

м е ж д у  с о б о й  и  н а г р у з к о й ,  т. е. з а  в ы п о л н е н и е м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  з а в и с и м о с т е й  м е ж д у  

и з г и б а ю щ и м и  м о м е н т а м и ,  п о п е р е ч н ы м и  с и л а м и  и  н а г р у з к о й .

Д л я  о п р е д е л е н и я  г е о м е т р и ч е с к и х  х а р а к т е р и с т и к  а р к и  в ы ч и с л я е м  з н а ч е н и е  р а д и у с а  о с и  

а р к и

R =
4  х 8 2 + 3 6 2 

8  х  8
2 4 . 2 5 м .

В с е  д а л ь н е й ш и е  в ы ч и с л е н и я  с в о д и м  в  н и ж е с л е д у ю щ и е  т а б л и ц ы .  В ы ч и с л е н и я  в  т а б л и ц а х  

м о ж н о  в ы п о л н я т ь  н а  к а л ь к у л я т о р е ,  э п ю р ы  с т р о и т ь  в р у ч н у ю ,  с  п о м о щ ь ю  л е к а л .  А  м о ж н о  

п р и м е н я т ь  к о м п ь ю т е р ы :  у н и в е р с а л ь н ы е  м а т е м а т и ч е с к и е  п а к е т ы  и  я з ы к и  п р о г р а м м и р о в а н и я ,  

т а б л и ч н ы е  и  г р а ф и ч е с к и е  р е д а к т о р ы  и  д р у г и е  с о в р е м е н н ы е  п р о г р а м м н ы е  с р е д с т в а ,  

а в т о м а т и з и р у ю щ и е  п р о ц е с с  в ы ч и с л е н и й  и  п о с т р о е н и я  г р а ф и ч е с к и х  о б ъ е к т о в ,  в  т о м  ч и с л е ,  и  

« O n L i n e »

Т а б л и ц а  4 . 1

В ы ч и с л е н и е  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  в  т р е х ш а р н и р н о й  а р к е

№ с е ч x Y M l -H y M x
A 0 0 0 0 0

1 6 4 . 8 2 3 1 5 0 -18 4 . 4 7 -34.47

2 12 7 . 2 4 6 3 0 0 -27 7 . 1 6 2 2 . 8 4

C 18 8 . 0 0 0 3 0 6 -30 6 . 0 0 0

3 2 4 7 . 4 2 6 2 7 6 -27 7 . 1 6 -1.16

4 3 0 4 . 8 2 3 1 7 4 -18 4 . 4 7 -10.47

B 3 6 0 0 0

Т а к  д л я  п о с т р о е н и я  п р и в е д е н н ы х  н и ж е  э п ю р  в н у т р е н н и х  с и л  в  а р к е  п р и м е н я л и с ь  

с о в р е м е н н ы е  п р о г р а м м н ы е  с р е д с т в а ,  а в т о м а т и з и р у ю щ и е  п р о ц е с с  в ы п о л н е н и я  в ы ч и с л е н и й  и  

п о с т р о е н и я  г р а ф и к о в :  т а б л и ч н ы й  р е д а к т о р  « E X E L »  и  я з ы к  п р о г р а м м и р о в а н и я  « F o r t r a n » .  

С а м и  э п ю р ы :  э п ю р а  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  ( р и с у н о к  4.9), э п ю р а  п о п е р е ч н ы х  с и л  ( р и с у н о к  

4 . 1 0 )  и  э п ю р а  п р о д о л ь н ы х  с и л  ( р и с у н о к  4 . 1 1 ) ,  - п о с т р о е н ы  н а  г о р и з о н т а л ь н о й  п р о е к ц и и  о с и  

а р к и  с  п р и м е н е н и е м  г р а ф и ч е с к и х  р е д а к т о р о в  « P a i n t »  и  « A r r a y  V i e w e r  o n l i n e » .  Р а з у м е е т с я ,  

к о л и ч е с т в о  х а р а к т е р н ы х  с е ч е н и й  п о  д л и н е  п р о л е т а  п р и ш л о с ь  з н а ч и т е л ь н о  у в е л и ч и т ь .

К а к  с л е д у е т  и з  т а б л и ц ы  4 . 1 ,  и з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  в  т р е х ш а р н и р н о й  к р у г о в о й  а р к е  п р и  

з а д а н н о й  н а г р у з к е  н а  п о р я д о к  м е н ь ш е ,  ч е м  и з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  в  э к в и в а л е н т н о й  б а л к е .  В  

о п о р н ы х  ш а р н и р а х  и  в  п р о м е ж у т о ч н о м  ш а р н и р е  и з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  в  а р к е  р а в н ы  н у л ю .  В  

т о ч к е  п р и л о ж е н и я  с о с р е д о т о ч е н н о й  с и л ы  н а  э п ю р е  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  в  а р к е  

н а б л ю д а е т с я  п е р е л о м  т и п а  « к л ю в » .  Н а  э п ю р а х  п о п е р е ч н ы х  и  п р о д о л ь н ы х  с и л  с к а ч к и  

( р а з р ы в ы  п е р в о г о  р о д а ) :  н а  э п ю р е  Q  с к а ч о к  з н а ч е н и е м  F c o s ^ 2 , а  н а  э п ю р е  N  с к а ч о к  

з н а ч е н и е м  F s i n ^ 2 . В  т о ч к а х ,  г д е  э п ю р а  Q  п р о х о д и т  ч е р е з  н у л ь ,  н а  э п ю р е  M  э к с т р е м у м ы .  В  

т о ч к е ,  г д е  н а ч и н а е т с я  у ч а с т о к  р а с п р е д е л е н н о й  н а г р у з к и ,  н а  э п ю р е  п о п е р е ч н ы х  с и л  п е р е л о м .



Н а  у ч а с т к а х ,  г д е  э п ю р а  Q  в о с х о д я щ а я ,  э п ю р а  M  в ы п у к л а  в в е р х .  Н а  у ч а с т к а х ,  г д е  э п ю р а  Q  

н и с х о д я щ а я ,  э п ю р а  M  в ы п у к л а  в н и з .  Т а к и е  в ы в о д ы  с л е д у ю т  и з  и з в е с т н ы х  и з  с о п р о т и в л е н и я  

м а т е р и а л о в  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  з а в и с и м о с т е й ,  с о г л а с н о  к о т о р ы м  п о п е р е ч н а я  с и л а  в  с е ч е н и я х  

а р к и  е с т ь  п е р в а я  п р о и з в о д н а я  п о  д л и н е  д у г и  а р к и  о т  ф у н к ц и и  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в .  А  

н а г р у з к а  -  п е р в а я  п р о и з в о д н а я  о т  ф у н к ц и и  п о п е р е ч н о й  с и л ы .

П а р а м е т р ы  а р к и ,  н е о б х о д и м ы е  д л я  в ы ч и с л е н и я  

п о п е р е ч н ы х  и  п р о д о л ь н ы х  с и л  в  а р к е

Т а б л и ц а  4 . 2

№  сеч x sin  фх c o s  фх Q x0
A 0 0 . 7 4 2 3 0 . 6 7 0 1 2 5

1 6 0 . 4 9 4 8 0 . 8 6 9 0 2 5
2̂лев 12 0 . 2 4 7 4 0 . 9 6 8 9 2 5
2̂прав 12 0 . 2 4 7 4 0 . 9 6 8 9 1

С 18 0 1 1

4 2 4 -0. 2 4 7 4 0 . 9 6 8 9 -11

5 3 0 -0. 4 9 4 8 0 . 8 6 9 0 -23

B 3 6 -0.7423 0 . 6 7 0 1 -35

В ы ч и с л е н и е  п о п е р е ч н ы х  и  п р о д о л ь н ы х  с и л  а  а р к е

Т а б л и ц а  4 . 3

№
сеч QX COS Фх - H  sin фх Qx -  Q x°sinA -  H cos^ : Nx

A 16.753 -28.39 -11 . 6 3 9 -18 , 5 5 7 -25.63 -44.19

1 2 1 . 7 2 -18 . 9 2 8 2 . 7 9 7 -12.371 -33.24 -45.61
2̂лев 2 4 . 2 2 -9.464 1 4 . 7 5 6 -6.185 -37.06 -43.25
2̂пра 0 . 9 6 8 9 -9.464 -8.495 -0. 2 4 7 4 -37.06 -37.31

С 1 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 1 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 -38.25 -38.25

4 -10 . 6 5 8 9 . 4 6 4 -1.194 -2.722 -37.06 -39.78

5 -19 . 9 8 7 1 8 . 9 2 8 -1.059 -11.381 -33.24 -44.62

B -23.45 2 8 . 3 9 4.94 -25.98 -25.63 -51.61

Р и с у н о к  4.9. Э п ю р а  М



Рисунок 4.10. Эпюра Q

Рисунок 4.10. Эпюра N

4.3. Расчет трехшарнирной арки с затяжкой.

Трехшарнирная арка с затяжкой (рисунок 4.11) является внешне безраспорной системой. 
Вертикальная нагрузка вызывает в такой арке только вертикальные опорные реакции. Внутренне 
трехшарнирная арка с затяжкой -  система распорная. Распор -  это внутренняя сила в затяжке.

Определение вертикальных опорных реакций производится как в простой балке.. Для 
определения усилия в затяжке проведем сечение I-I через ключевой шарнир С арки (рисунок 
4.11). Рассмотрим равновесие левой части арки и составим сумму моментов сил относительно 
ключевого шарнира С:

Z М с в = 0 ;  Ra 1-  -  F 1-  -  a ) - H 3amf  = 0 .

Рисунок 4.11
Два первых слагаемых в полученном уравнении представляют собой балочный 

изгибающий момент в сечении С эквивалентной балки

ra 2  -  f  ( 2 -  a  ) = M C•



поэтому для определения усилия в затяжке получаем выражение:

Hзат
M l 
f  '

Выведенные выше формулы для вычисления внутренних сил в арках без затяжек будут 
справедливы и для арки с затяжкой, если вместо Н  подставить Нзат.

4.4. Линии влияния усилий в трехш арнирных арках

Рассмотрим арку, нагруженную единичной вертикальной силой, положение которой 
определяется абсциссой xF (рисунок 4.12,а). Для определения вертикальных опорных 
реакций составим уравнения равновесия в виде сумм моментов всех сил, действующих на 
арку, относительно левой и правой опор:

I MA = 0; 1 xf - Rb- = 0;

l M B = 0 ; -1  (- -  Xf )+ Ra- = 0 .

Из этих уравнений найдем функции изменения вертикальных опорных реакций в 
зависимости от положения единичной силы

R _ XF.  г, _ l -  xF
Rb =Т  • Ra = ~ г  ■

Полученные зависимости изменения значений опорных реакций полностью совпадают с 
соответствующими зависимостями для опорных реакций простой двухопорной балки. 
Следовательно, в арке линии влияния вертикальных опорных реакций (рисунок 4.12,в,г) 
совпадают с линиями влияния опорных реакций в соответствующей эквивалентной балке 
(рисунок 4.12,б).

Распор арки при действии вертикальных нагрузок определяется выражением:

Значит

H =M l
f

л. в. Н = (л. в. МС )/f .

Таким образом, линия влияния распора в арке выражается через линию влияния изгибающего 
момента в сечении С эквивалентной балки (рисунок 4.12,б,д), все ординаты которой разделены 
на значение стрелы подъема арки f  (рисунок 4.12,е).

Линии влияния внутренних сил в сечениях арок будем строить с применением 
полученных ранее зависимостей, выражающих усилия в арках через соответствующие 
усилия в эквивалентной балке и распор арки.

Так изгибающий момент в сечении К  арки (рисунок 4.12,а) определяется выражением

MK = M°K -  HyK.

У ч и т ы в а я ,  ч т о  о р д и н а т а  Ук д л я  с е ч е н и я  К  а р к и  я в л я е т с я  к о н с т а н т о й ,  д л я  л и н и и  в л и я н и я  

Мк  п о л у ч и м

л. в. М г = ( л. в. Ы \ ) - ( л. в. H ) ук .
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Р и с у н о к  4.12

В соответствии с этим выражением отдельно строим линию влияния изгибающего момента в 
сечении К  соответствующей двухопорной балки (рисунок 4.12,ж) и линию влияния распора Н,
увеличенную в Ук раз (рисунок 4.12,з). Вычитая из ординат первой линии влияния ординаты 
второй, получим линию влияния изгибающего момента в сечении К  арки (рисунок 4.12,и). 

Поперечная сила в сечении К  арки определяется зависимостью

Qk  = QK ̂ o s  Фк  -  H  s i n ^ K ,

Следовательно, линия влияния поперечной силы в этом сечении арки может быть 
представлена так:

л. в. Qk  = (л . в . QK ) c o s ^ k  - ( л . в . h ) I Sin <pK

Строим линию влияния распора Н  (рисунок 4.13,б), и линию влияния поперечной силы в 
сечении К  эквивалентной балки (рисунок 4.13,в). Затем строим промежуточные линии



в л и я н и я ,  у м н о ж а я  в с е  о р д и н а т ы  л. в ^ ° к  н а  cos ф к  ( р и с у н о к  4. 1 3 , г ) ,  а  о р д и н а т ы  л. в. H  н а  

sin ф к  ( р и с у н о к  4 . 1 3 , д ) .  В ы ч и т а я  и з  о р д и н а т  п е р в о й  л и н и и  в л и я н и я  о р д и н а т ы  в т о р о й ,  

п о л у ч и м  и с к о м у ю  л и н и ю  в л и я н и я  п о п е р е ч н о й  с и л ы  в  с е ч е н и и  К  а р к и  ( р и с у н о к  4 . 1 3 , е ) .  

П р о д о л ь н а я  с и л а  в  с е ч е н и и  К  а р к и  о п р е д е л я е т с я  з а в и с и м о с т ь ю

N k  = -Q k sin Ф к  -  H  cos фк .

С о о т в е т с т в е н н о  д л я  п о с т р о е н и я  л и н и и  в л и я н и я  э т о г о  у с и л и я  и с п о л ь з у е т с я  в ы р а ж е н и е

л. в. N K = -(л. в. QK) sin фк  -  (л. в. H ) c o s  фк  .

П о с т р о и в  п р о м е ж у т о ч н ы е  л и н и и  в л и я н и я  (л. в. Q UK) s i n  фк

( р и с у н о к  4 . 1 3 , ж )  и  (л. в. H ) c o s  ф к  ( р и с у н о к  4 . 1 3 , з ) ,  с л о ж и м  и х .  И з м е н и в  з н а к  р е з у л ь т а т а  н а  

о б р а т н ы й ,  п о л у ч и м  и с к о м у ю  л и н и ю  в л и я н и я  п р о д о л ь н о й  с и л ы  в  с е ч е н и и  К  а р к и  ( р и с у н о к

4 . 1 3 , и).

т f - i \

12 12
b'4f

л.в. Н

LJ.5

ТМП^ТТТПтггггтт^ л .в .О

I n,5«is фк
0 0 5 ®

v T O r T T f n T T T T T x ^ ^ '
№с)СО SOL

cos®, ' .* | 15Ш®Л,5Ш®
-ini Фк

cos фк -  s m  да2f Л. R. В4/

хк sm®. ,|Л
COS ®

0.5SLLI ®sm®
П М Г ^ Г П Т Т Т т т ^ ^

CGiJ sm®

V -i- s m ®
I Joosffi

* *  C O Sfflt

- ~ ^ т т Г Г Т Т 1^ ^ COS (fig-

cos go, , Л.В AT+ -fsm^
COS QZ, 5 Ш Ш

s i n  <pK ——=-cosgk

Рисунок 4.13



4.5. Рациональная ось арки

Р а ц и о н а л ь н о й  н а з ы в а ю т  т а к у ю  о с ь  а р к и ,  п р и  к о т о р о й  и з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  в  с е ч е н и я х  

а р к и  р а в н ы  н у л ю  и л и  б л и з к и  к  н у л ю .

У с л о в и е  р а в е н с т в а  н у л ю  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  в о  в с е х  с е ч е н и я х  а р к и

M x = М 0 -  Hy (x) =  О

дает возможность найти уравнение рациональной оси арки:

y (x)
m  О

H

О т к у д а  с л е д у е т ,  ч т о  о р д и н а т ы  р а ц и о н а л ь н о й  о с и  а р к и  п р и  д е й с т в и и  в е р т и к а л ь н ы х  

н а г р у з о к  п р о п о р ц и о н а л ь н ы  и з г и б а ю щ и м  м о м е н т а м  в  э к в и в а л е н т н о й  б а л к е ,  и м е ю щ е й  т о т  ж е  

п р о л е т  и  т у  ж е  н а г р у з к у ,  ч т о  и  а р к а .  В е л и ч и н а ,  о б р а т н а я  р а с п о р у  Н , я в л я е т с я  п р и  э т о м  

к о э ф ф и ц и е н т о м  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и .

О п р е д е л и м  р а ц и о н а л ь н у ю  о с ь  т р е х ш а р н и р н о й  а р к и  п р и  д е й с т в и и  н а  а р к у  в е р т и к а л ь н о й  

р а в н о м е р н о  р а с п р е д е л е н н о й  н а г р у з к и  ( р и с у н о к  4 . 14,а).

О п о р н ы е  р е а к ц и и  в  а р к е  в  э т о м  с л у ч а е  р а в н ы :

Ra = R b = R  = q 1 ; H  = q— .
A B 2  8  f

И з г и б а ю щ и й  м о м е н т  в  п р о и з в о л ь н о м  с е ч е н и и  x  э к в и в а л е н т н о й  б а л к и  о п р е д е л и м  к а к  

с у м м у  м о м е н т о в  в н е ш н и х  с и л ,  п р и л о ж е н н ы х  к  б а л к е  с л е в а  о т  с е ч е н и я  x :

M 0 = 1 М Г  =  - ( q x ) x  = q x (, - x ) .

П о д е л и в  п о л у ч е н н о е  в ы р а ж е н и е  н а  р а с п о р ,  п о л у ч и м  у р а в н е н и е  р а ц и о н а л ь н о й  о с и  

т р е х ш а р н и р н о й  а р к и  п р и  р а в н о м е р н о й  п о  п р о л е т у  н а г р у з к е :

И л и  о к о н ч а т е л ь н о

y ( x) = M l
H

qx(l -  x) 8  f
2  q 2 '

y ( x ) = (lx -  x 2 ) . 
l

П о л у ч е н н о е  у р а в н е н и е  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  у р а в н е н и е  к в а д р а т н о й  п а р а б о л ы .  

П а р а б о л и ч е с к а я  а р к а  п р и  р а в н о м е р н о  р а с п р е д е л е н н о й  п о  п р о л е т у  н а г р у з к е  я в л я е т с я  

б е з м о м е н т н о й .  В  е ё  с е ч е н и я х  в о з н и к а ю т  т о л ь к о  п р о д о л ь н ы е  с и л ы .
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Рисунок 4.14

В  к л ю ч е  ( в  с е р е д и н е  п р о л е т а )  а р к и  п р о д о л ь н а я  с и л а  р а в н а

Nc = -H = -
q l2

" f

В  п я т а х  ( о п о р н ы х  с е ч е н и я х )  п р о д о л ь н ы е  с и л ы  р а в н ы

N a = NB = yl R 2 + H 2
ql
2

'1 + l 2

1 6 f  2

Е с л и  а р к а  о ч е р ч е н а  п о  д у г е  о к р у ж н о с т и ,  т о  и з  у с л о в и й  р а в н о в е с и я  б е с к о н е ч н о  м а л о г о  

э л е м е н т а  а р к и  д л и н о й  d s  м о ж н о  д о к а з а т ь ,  ч т о  к р у г о в а я  о с ь  а р к и  б у д е т  р а ц и о н а л ь н о й  п р и  

н а г р у ж е н и и  а р к и  р а в н о м е р н о  р а с п р е д е л е н н о й  р а д и а л ь н о й  н а г р у з к о й  ( р и с у н о к  4 . 1 4 , б ) .  П р и  

р а в н о м е р н о й  р а д и а л ь н о й  н а г р у з к е  в  к р у г о в о й  а р к е  и з г и б а ю щ и е  м о м е н т ы  о т с у т с т в у ю т ,  а  

п р о д о л ь н ы е  с и л ы  б у д у т  п о с т о я н н ы  п о  д л и н е  а р к и  и  р а в н ы

N = -qr

П р е д л а г а е м  ч и т а т е л ю  в ы п о л н и т ь  с о о т в е т с т в у ю щ и е  д о к а з а т е л ь с т в а  с а м о с т о я т е л ь н о .

4.6. Определение опорных реакций и усилий в трехш арнирных рамах

Р а с с м о т р и м  п р о ц е с с  о п р е д е л е н и я  о п о р н ы х  р е а к ц и й  в  т р е х ш а р н и р н о й  р а м е  с  о п о р а м и  в  

р а з н о м  у р о в н е  ( р и с у н о к  4.15).

Р а м а  з а г р у ж е н а  г о р и з о н т а л ь н о й  р а в н о м е р н о  р а с п р е д е л е н н о й  н а г р у з к о й  и н т е н с и в н о с т ь ю  q  =  4  

к Н / м  и  в е р т и к а л ь н о й  с о с р е д о т о ч е н н о й  с и л о й  F  =  1 2  к Н .  Н а  р и с у н к е  4 . 1 5  п о к а з а н ы  

п р е д п о л а г а е м ы е  н а п р а в л е н и я  о п о р н ы х  р е а к ц и й .

С о с т а в и м  с у м м у  м о м е н т о в  в с е х  в н е ш н и х  с и л  о т н о с и т е л ь н о  о п о р ы  В :

£  М в = - 4  о 6  °1 + 1 2  о 2  -  Va 8 + H A 4  =  О.



Так как в уравнении содержатся две неизвестных величины Va и Ha, составим второе 
уравнение в виде суммы моментов только левых сил относительно шарнира С:

£ М£ее = -4  о 6 о 5 -  Va 4 + H a 8 = 0,
В полученное уравнение вошли те же две неизвестные величины Va и Ha. Решая систему 

двух совместных уравнений, найдем значения опорных реакций правой опоры А:

Va = 1 0 к Н ;  H a = 2 0 к Н .

1
4 м  4 м  2 м

Р и с у н о к  4.15

1м

6 м

4 м

Соответственно, реакции опоры В найдем из суммы моментов всех внешних сил 
относительно опоры А и суммы моментов только правых сил относительно промежуточного 
шарнира С:

£ M a = 4 о 6 о 3  + 1 2  о10 -  Vb 8  -  H b 4 = 0,

£ М псрш> = 12 о 6 -V b 4 + H b 4 = 0.

Решая полученную систему двух уравнений, найдем

Vb = 22кН; H b = 4 к Н .

Вычисленные значения всех опорных реакций положительны. Следовательно, их 
направления, указанные на рисунке 4.15, действительны.

Выполним проверку полученных результатов. Составим сумму проекций всех сил на оси X  и 
Y, а также сумму моментов всех внешних сил относительно, допустим, точки D  в середине левой 
стойки (момент от распределенной нагрузки и момент от реакции Va в этой точке равны нулю, 
что уменьшает объем вычислений):

£  X  =  4  о 6  -  2 0  -  4  =  2 4  -  2 4  =  0,

£  Y =  - 1 0  +  2 2  - 1 2  =  - 2 2  +  2 2  =  0,

£  M d  =  2 0  о 3 + 1 2  о 1 0  -  2 2  о 8  -  4  о1 =  1 8 0 - 1 8 0  =  0.

Все три проверочных уравнения равновесия удовлетворяются тождественно.
Подводя итоги, можно рекомендовать следующие правила вычисления опорных реакций в 

произвольных трехшарнирных арках и других трехшарнирных системах при произвольных 
внешних нагрузках.



Обычно для вычисления четырех опорных реакций составляют четыре уравнения, а для 
проверки результатов еще три проверочных уравнения.

Опорные реакции левой опоры (Va, и Ha) вычисляют из двух уравнений.
Первое -  это сумма моментов всех внешних сил относительно правой опоры В:

YMb = 0 .

Второе -  это сумма моментов относительно промежуточного шарнира С только 
внешних сил, расположенных слева от шарнира С :

Ш св = 0 .

Опорные реакции правой опоры (Vb, и НВ) вычисляют из следующих двух уравнений. 
Третье -  это сумма моментов всех внешних сил относительно правой опоры А:

YMa = 0 .

Четвертое -  это сумма моментов относительно промежуточного шарнира С только 
внешних сил, расположенных справа от шарнира С :

Ш прае = 0 .

Для проверки результатов применяют суммы проекций всех внешних сил на 
координатные оси и сумму моментов всех внешних сил относительно любой точки, не 
используемой как моментная точка ранее.

После определения опорных реакций эпюры внутренних сил в стержнях трехшарнирной 
рамы строятся, как в любых других стержневых системах. Вычисленные опорные реакции 
рассматриваются как известные внешние силы. Внутренние силы вычисляются по общим 
правилам в назначенных характерных сечениях. Для рассматриваемой рамы характерных 
сечений с ненулевыми изгибающими моментами выбрано шесть (рисунок 4.16): это начало и 
конец каждого стержня, середина участка приложения распределенной нагрузки.

5

Р и с у н о к  4.16

Вычисляем в указанных сечениях изгибающие моменты:

лее
М х = £  М™жн = 2 0  X  3  -  4  X  3  х 1 . 5  =  4 2 .



М 2 = ^ М Н ижн = 2 0  X  6  -  4  X  6  X  3  =  4 8 .

М 3 = Х М 3лее =  2 0  x 6  -  4  x 6  x 3  =  4 8 .

М 4 = Х М Л ее =  2 0  х 1 0  -  4  X  6  X  7  - 1 0  х  8 =  - 4 8 .  

М 5 =  - £ М срае =  - ( 1 2  X  2) =  - 2 4 .

нижн

М 6 = £  М Лееых = 4  х 6  = 2 4

Э п ю р а  и з г и б а ю щ и х  м о м е н т о в  п о с т р о е н а  н а  р и с у н к е  4 . 1 7 .

Рисунок 4.17

В ы ч и с л е н и е  п о п е р е ч н ы х  и  п р о д о л ь н ы х  с и л  н а ч н е м  с  о п о р н о г о  с е ч е н и я  А :

Qa =  H a =  2 0  N a =  Va =  1 0 .

Н а  у ч а с т к е  А - 1 ,  г д е  п р и л о ж е н а  р а в н о м е р н о  р а с п р е д е л е н н а я  н а г р у з к а ,  п о п е р е ч н ы е  с и л ы  

л и н е й н о  у б ы в а ю т ,  а  п р о д о л ь н ы е  с и л ы  п о с т о я н н ы .  П о э т о м у  в ы ч и с л я е м :

Q 2 =  2 0  -  4  х  6  =  -4, N 2 =  N a =  1 0 .

Н а  н а к л о н н о м  у ч а с т к е  3 - 4  п о п е р е ч н ы е  и  п р о д о л ь н ы е  с и л ы  п о с т о я н н ы .  Т а н г е н с  у г л а  а  

н а к л о н а  к  г о р и з о н т у  с т е р ж н я  н а  э т о м  у ч а с т к е  р а в е н  t g a  =  4/8 =  0.5 . С л е д о в а т е л ь н о  sin а  =  0.4472 
, и  c o s  а  =  0 . 8 9 4 4 .  Д а л е е  в ы ч и с л я е м

Q 3 =  Q 4 =  - 1 0  х  0 . 8 9 4 4  +  ( 2 0  -  4  х  6) х  0 . 4 4 7 2  =  - 1 0 . 7 3

N 3 =  N 4 =  1 0  х  0 . 4 4 7 2  +  ( 2 0  -  4  х  6) х  0 . 8 9 4 4  =  0 . 8 9 4 4

Н а  у ч а с т к е  н а к л о н н о й  к о н с о л и  п о п е р е ч н ы е  и  п р о д о л ь н ы е  с и л ы  т а к ж е  п о с т о я н н ы .  

Д о с т а т о ч н о  и х  в ы ч и с л и т ь  в  с е ч е н и и  5  ч е р е з  п р а в ы е  в н е ш н и е  с и л ы :

Q 5 =  1 2  х  0 . 8 9 4 4  =  10.73, N 5 = - 1 2  х  0 . 4 4 7 2  =  - 5 . 3 6 6

Н а  п р а в о й  с т о й к е  п о п е р е ч н ы е  и  п р о д о л ь н ы е  с и л ы  т а к ж е  п о с т о я н н ы .  В ы ч и с л я е м

Q 6  =  Qb =  4, N 6  =  N b = - 2 2 .



Э п ю р ы  п о п е р е ч н ы х  и  п р о д о л ь н ы х  с и л  п о с т р о е н ы  н а  р и с у н к а х  4 . 1 8  и  4 . 1 9 .

5.366

П р о в е р и м  р а в н о в е с и е  л е в о г о  и  п р а в о г о  у з л о в  р а м ы  ( р и с у н о к  4 . 2 0 ) .

48

.10 .73 

\  0.8944

110

Д л я  л е в о г о  у з л а  и м е е м

Рисунок 4.20

£  М  =  4 8  -  4 8  =  0 .

£  X  =  4  - 1 0 . 7 3  х  0 . 4 4 7 2  +  0 . 8 9 4 4  х  0 . 8 9 4 4  =  4 . 8 0 0  -  4 . 7 9 8  =  0.002,

„  0 . 0 0 2  х 1 0 0 %  ппллпо.
П о г р е ш н о с т ь  е  = ---------------- =  0 . 0 4 1 7 %  <  3 % .

F  4 . 8 0 0

£  Y  =  - 1 0  + 1 0 . 7 3  х  0 . 8 9 4 4  +  0 . 8 9 4 4  х  0 . 4 4 7 2  =  9 . 9 9 7  - 1 0  =  -0.003,

„  | - 0 . 0 0 3 1 х 1 0 0 %  „ п/
П о г р е ш н о с т ь  е = -------- — -------- =  0 . 0 3 %  <  3 % .

Д л я  п р а в о г о  у з л а :

£  М  =  - 4 8  + 1 2  + 1 2  =  0.

£  X  =  (10.73 + 1 0 . 7 3 )  х  0 . 4 4 7 2  -  ( 0 . 8 9 4 4  +  5.367) х  0 . 8 9 4 4  -  4  =  

=  9 . 5 9 7  -  9 . 6 0 0  =  -0.003,

П о г р е ш н о с т ь  е | - 0 . 0 0 3 1 х 1 0 0 %  

9 . 600
=  0 . 0 3 1 2 %  <  3 %

£  Y  =  ( - 1 0 . 7 3  - 1 0 . 7 3 )  х  0 . 8 9 4 4  -  ( 0 . 8 9 4 4  +  5.36 7 )  х  0 . 4 4 7 2  +  2 2  =  =  - 2 1 . 9 9 3  +  2 2  =  - 0 . 0 0 7

т-т | - 0 . 0 0 7 1 х1 0 0 %  „„„
П о г р е ш н о с т ь  е =  ---------!-------- = 0 . 0 3 1 8 %  < 3 %  .

2 2



Тема 5. Расчет плоских статически определимых ферм

5.1. Понятие о фермах, их классификация, анализ структуры

Ф е р м о й  п р и н я т о  н а з ы в а т ь  г е о м е т р и ч е с к и  н е и з м е н я е м у ю  с т е р ж н е в у ю  с и с т е м у ,  

с о с т а в л е н н у ю ,  к а к  п р а в и л о ,  и з  п р я м о л и н е й н ы х  с т е р ж н е й ,  с о е д и н е н н ы х  п о  с в о и м  к о н ц а м  

и д е а л ь н ы м и ,  б е з  т р е н и я  ш а р н и р а м и .

Д р у г и м и  с л о в а м и ,  р а с ч е т н о й  с х е м о й  ф е р м ы  я в л я е т с я  г е о м е т р и ч е с к и  н е и з м е н я е м а я  

ш а р н и р н о - с т е р ж н е в а я  с и с т е м а  ( р и с у н к и  5 . 1 - 5 . 3 ) .

Ф е р м о й  ч а с т о  н а з ы в а ю т  и  р е а л ь н о е  с о о р у ж е н и е  с  ж е с т к и м и  у з л а м и  ( с в а р н ы м и  и л и  

м о н о л и т н ы м и ) ,  к о т о р о е  о с т а е т с я  г е о м е т р и ч е с к и  н е и з м е н я е м ы м  п о с л е  у с л о в н о й  з а м е н ы  в с е х  

ж е с т к и х  у з л о в  ш а р н и р н ы м и  ( р и с у н о к  5.4).

С т е р ж н и ,  р а с п о л о ж е н н ы е  п о  в е р х н е м у  и  н и ж н е м у  к о н т у р а м  ф е р м ы ,  о б р а з у ю т  е е  п о я с а .  

С т е р ж н и ,  с о е д и н я ю щ и е  п о я с а ,  о б р а з у ю т  р е ш е т к у  ф е р м ы .  Н а к л о н н ы е  с т е р ж н и  р е ш е т к и  

н а з ы в а ю т с я  р а с к о с а м и .  В е р т и к а л ь н ы е  с т е р ж н и  р е ш е т к и  н а з ы в а ю т с я  с т о й к а м и  ( и л и  

п о д в е с к а м и ,  е с л и  о н и  р а с т я н у т ы ;  и л и  р а с п о р к а м и ,  е с л и  ф е р м а  б а ш е н н о г о  т и п а ) .

Рисунок 5.1. Двухскатная ферма с треугольной решеткой 
и дополнительными стойками

К л а с с и ф и к а ц и я  р а с ч е т н ы х  с х е м  ф е р м ,  к а к  ш а р н и р н о - с т е р ж н е в ы х  с и с т е м  м о ж е т  б ы т ь  

п р о в е д е н а  п о  м н о г и м  п р и з н а к а м .

Ф е р м ы ,  к а к  и  д р у г и е  с о о р у ж е н и я ,  п о д р а з д е л я ю т  н а  п л о с к и е  ( р и с у н о к  5 . 1  - 5 . 3 )  и  

п р о с т р а н с т в е н н ы е  ( р и с у н о к  5.4).

Рисунок 5.2. Ферма с параллельными поясами и раскосной решеткой

Ф е р м ы  м о ж н о  п о д р а з д е л я т ь  п о  у с л о в и я м  о т и р а н и я  н а  б е з р а с п о р н ы е ,  и л и  б а л о ч н ы е  

( р и с у н о к  5.1, 5.2, 5.5); и  р а с п о р н ы е ,  и л и  а р о ч н ы е  ( р и с у н о к  5.3).

П о  о ч е р т а н и ю  п о я с о в  ф е р м ы  п о д р а з д е л я ю т с я  н а  ф е р м ы  с  п а р а л л е л ь н ы м и  п о я с а м и  

( р и с у н о к  5 . 2  и  5 . 5 , а )  и  п о л и г о н а л ь н ы м и  п о я с а м и  ( р и с у н о к  5.5,б), ф е р м ы  т р е у г о л ь н ы е ,  

т р а п е ц и е в и д н ы е  ( р и с у н о к  5.1), п а р а б о л и ч е с к и е ,  к р у г о в ы е  ( р и с у н о к  5 . 3 )  и  т. д.

П о  т и п у  р е ш е т к и  ф е р м ы  д е л я т с я  н а  ф е р м ы  с  т р е у г о л ь н о й  р е ш е т к о й  ( р и с у н о к  5.1; 5.3), ф е р м ы  с  

р а с к о с н о й  р е ш е т к о й  ( р и с у н о к  5.2;), ф е р м ы  с  к р е с т о в о й  р е ш е т к о й  ( р и с у н о к  5.5,а), ф е р м ы  с о  

с м е ш а н н о й  р е ш е т к о й  ( р и с у н о к  5.5,б).



Рисунок 5.3. Сквозная арка.

а)

б)

Рисунок 5.5: а) балочная ферма с крестовой решеткой, 
б)консольно-балочная ферма со смешанной решеткой

П р и в е д е н н а я  з д е с ь  к л а с с и ф и к а ц и я  я в л я е т с я  д а л е к о  н е  п о л н о й .  В  р е а л ь н ы х  с о о р у ж е н и я х  

м о г у т  п р и м е н я т ь с я  ф е р м ы  с а м ы х  р а з н ы х  в и д о в .

Иллюстрация 5.1. Балочные фермы однопролетного моста



5.2. Степень свободы и степень изменяемости плоских ферм

Необходимое условие геометрической неизменяемости и статической определимости 
фермы как шарнирно-стержневой системы состоит в равенстве нулю ее степени свободы (W 
= 0) или, если ферма отделена от ее опор, в равенстве нулю ее степени изменяемости (V = 0).

Будем полагать, что ферма в общем случае состоит из У узлов, соединенных между собой 
С стержнями фермы и присоединена к опорам Со опорными стержнями. Тогда для плоской 
фермы ее степень свободы W относительно системы отсчета, связанной с опорной 
поверхностью, равна

W  = 2 У -  С  -  Со ,

где 2 У -  степень свободы У свободных узлов как материальных точек; С -  число простых 
связей, налагаемых на систему путем соединения узлов стержнями фермы, устраняющих С 
степеней свободы; Со -  число простых опорных связей, также устраняющих Со степеней свободы 
системы.

Степень свободы плоской системы, отделенной от опор (не имеющей опорных связей), 
состоит из степени свободы ее как жесткого целого (диска), равной трем (на плоскости), и 
степени изменяемости V ее элементов относительно друг друга (внутренней изменяемости). 
Таким образом, можем записать

W  =  3 + V,

откуда

V =  W -  3.

Подставив в последнюю формулу выражение для W при условии Со = 0, получим 
окончательную формулу для вычисления степени изменяемости фермы (шарнирно
стержневой системы), отсоединенной от опор,

V =  2 У  -  С  -  3.

Если степень свободы (степень изменяемости) фермы положительна (больше нуля)

W  >  0 (V  >  0),

то ферма геометрически изменяема. В ее структуре недостает W связей (стержней).
Если степень свободы (степень изменяемости) фермы отрицательна (меньше нуля)

W  <  0 (V  <  0),

то ферма формально содержит избыточное количество связей и является, опять-таки 
формально, статически неопределимой.

Если степень свободы (степень изменяемости) фермы равна нулю

W  =  0 (V  =  0),

то ферма формально имеет необходимое для геометрической неизменяемости количество 
стержней (связей) и может, опять-таки формально, быть статически определимой.

Так балочная ферма (рисунок 5.1) имеет 22 узла, по 10 стержней в верхнем и нижнем 
поясах, 10 раскосов и 11 стоек. Опирается ферма на три опорных стержня. Её степень 
свободы



Значит, ферма имеет необходимое количество стержней и опорных связей для 
геометрической неизменяемости и статической определимости.

Ферма с параллельными поясами и крестовой решеткой состоит из 18 узлов, связанных 41 
стержнем, и опирается, как простая балка, на три опорных стержня. Её степень свободы

W  =  2  x  1 8  -  4 1  -  3  =  3 6  -  4 4  =  - 8 .

Следовательно, данная ферма имеет 8 избыточных связей и является статически 
неопределимой.

5.3. Способы образования плоских ферм

Как отмечалось в подразделе 1.1.5, для окончательного заключения о геометрической 
неизменяемости и о статической определимости фермы, как и любой стержневой системы, 
необходим анализ ее структуры, анализ законов, по которым она составлена. Фермы только 
правильной структуры могут быть действительно геометрически неизменяемыми (W < 0) и 
статически определимыми (W = 0).

К фермам (системам) неправильной структуры относятся системы частично статически 
неопределимые и частично геометрически изменяемые, а также системы мгновенно 
изменяемые. Для таких систем понятие степени свободы или степени изменяемости 
становится неопределенным, не имеющим смысла.

Способы, правила образования ферм заведомо правильной структуры, остаются такими 
же, как и для любых других стержневых систем. Напомним основные из них.

1. Степень свободы фермы не изменится, если к ней присоединить (отсоединить) узел с 
помощью двух стержней, не лежащих на одной прямой (способ диады). В качестве стержней 
могут выступать заведомо геометрически неизменяемые и статически определимые фермы.

2. Три стержня (три диска), соединенные тремя шарнирами, не лежащими на одной 
прямой, образуют внутренне геометрически неизменяемую систему (единый диск) без 
лишних связей.

3. Две фермы (два диска), соединенные тремя стержнями, лежащими на прямых, не 
пересекающихся в одной точке и не параллельных все три сразу между собой, образуют 
единую систему (диск). В такой системе суммарное количество избыточных связей не 
изменяется, а суммарная степень свободы снижается на три единицы.

4. Две фермы (два диска), соединенные общим шарниром и стержнем, не проходящим через 
общий шарнир, образуют единую ферму (единый диск), при этом общее количество избыточных 
связей не увеличивается, а общая степень свободы снижается на три единицы.

По своей структуре фермы (рисунок 5.1, 5.2 и 5.5,б) составлены из стержневых 
треугольников, представляют собой диски без лишних связей. Диски опираются на балочные 
опоры (в сумме три опорных стержня, не параллельных, не пересекающихся в одной точке). 
Следовательно, все данные фермы геометрически неизменяемы и статически определимы.

Арочная ферма (рисунок 5.3) также составлена из стержневых треугольников, образующих 
круговой диск. Но этот один диск опирается на две шарнирно неподвижные опоры (в сумме 
четыре опорных связи). Следовательно, одна из опорных связей (горизонтальная) лишняя. 
Данная сквозная арка статически неопределима.

Ферма с крестовой решеткой (рисунок 5.5,а) по своей структуре отличается от геометрически 
неизменяемой и статически определимой фермы с раскосной решеткой (рисунок 5.2) наличием 
дополнительных раскосов. Следовательно, дополнительные раскосы представляют собой 
лишние связи. Такая ферма геометрически неизменяемая, но статически неопределимая.



5.4. Определение усилий в стержнях ферм от неподвижных нагрузок

О п р е д е л е н и е  у с и л и й  в  с т е р ж н я х  п л о с к и х  ф е р м ,  к а к  и  в  д р у г и х  с и с т е м а х  ( б а л к а х ,  р а м а х ,  

а р к а х ) ,  в ы п о л н я е т с я  м е т о д о м  с е ч е н и й .  С у т ь  м е т о д а  с е ч е н и й  д л я  ф е р м  з а к л ю ч а е т с я  в  

с л е д у ю щ е м .  Ф е р м а  р а з р е з а е т с я  ( р а з д е л я е т с я )  н а  д в е  ( р и с у н о к  5 . 6 , а )  и л и  н е с к о л ь к о  ч а с т е й  т а к ,  

ч т о б ы  б ы л  р а с с е ч е н  с т е р ж е н ь ,  в  к о т о р о м  и щ е т с я  у с и л и е .  Д л я  ф е р м ы ,  н а х о д я щ е й с я  в  

р а в н о в е с и и ,  л ю б а я  е е  ч а с т ь  т а к ж е  д о л ж н а  б ы т ь  у р а в н о в е ш е н а .  В  у р а в н е н и я  р а в н о в е с и я ,  

с о с т а в л е н н ы е  д л я  в ы б р а н н о й  ч а с т и  ф е р м ы ,  н а р я д у  с  в н е ш н и м и  у з л о в ы м и  н а г р у з к а м и  в х о д я т  

и  у с и л и я  в  р а з р е з а н н ы х  с т е р ж н я х .  У с и л и я  ( п р о д о л ь н ы е  с и л ы )  в  р а з р е з а н н ы х  с т е р ж н я х  

о б ы ч н о  н а п р а в л я ю т  о т  у з л а  к  р а з р е з у ,  ч т о  с о о т в е т с т в у е т  р а с т я ж е н и ю  с т е р ж н е й  ( р и с у н о к

5.6,б). У р а в н е н и я  р а в н о в е с и я  с о с т а в л я ю т  в  т а к о й  ф о р м е  и  о ч е р е д н о с т и ,  ч т о б ы  в  к а ж д о е  и з  

н и х ,  п о  в о з м о ж н о с т и ,  в х о д и л о  т о л ь к о  о д н о  н е и з в е с т н о е  у с и л и е .  З н а к и  н а й д е н н ы х  у с и л и й  

с о х р а н я ю т .  Э т о  п о з в о л я е т  п о  з н а к у  у с и л и я  о п р е д е л и т ь  в и д  н а п р я ж е н н о г о  с о с т о я н и я  с т е р ж н я :  

р а с т я ж е н и е  и л и  с ж а т и е .  З н а к  п л ю с  с о о т в е т с т в у е т  р а с т я ж е н и ю  в  с т е р ж н е ,  З н а к  м и н у с  -  

с ж а т и ю  в  с т е р ж н е .

Рисунок 5.6

Р а с с м о т р и м  п р о ц е с с  п р и м е н е н и я  м е т о д а  с е ч е н и й  н а  п р и м е р е  с т р о п и л ь н о й  

т р а п е ц и е в и д н о й  ф е р м ы  с  т р е у г о л ь н о й  р е ш е т к о й  и  д о п о л н и т е л ь н ы м и  с т о й к а м и ,  

п р и м ы к а ю щ и м и  к  в е р х н е м у  п о я с у .  Д л и н а  п р о л е т а  ф е р м ы  р а в н а  2 4  м .  В ы с о т а  ф е р м ы  н а д  

о п о р а м и  2  м .  В ы с о т а  ф е р м ы  в  с е р е д и н е  п р о л е т а  5  м .  З а г р у ж е н а  ф е р м а  ш е с т ь ю  

в е р т и к а л ь н ы м и  у з л о в ы м и  с и л а м и  п о  2 4  к Н  ( р и с у н о к  5.7).

П р е д в а р и т е л ь н о  н а й д е м  о п о р н ы е  р е а к ц и и .  Р е а к ц и ю  л е в о й  о п о р ы  н а й д е м  и з  с у м м ы  

м о м е н т о в  в с е х  с и л  о т н о с и т е л ь н о  п р а в о й  о п о р н о й  т о ч к и :

VA =  74 X  (22 +  20 +  *  + 16 + 14 + 12) =  102(кН).

С о о т в е т с т в е н н о  р е а к ц и ю  п р а в о й  о п о р ы  н а й д е м  и з  с у м м ы  м о м е н т о в  в с е х  с и л  о т н о с и т е л ь н о  

л е в о й  о п о р н о й  т о ч к и :

Vb =
'24 x (2 + 4 + 6 + 8 +10 +12) 

24
42(кН).

В ы п о л н и м  п р о в е р к у  в  в и д е  с у м м ы  п р о е к ц и й  а к т и в н ы х  и  р е а к т и в н ы х  с и л  н а  в е р т и к а л ь н у ю  

о с ь :

Y J  =  1 0 2  +  4 2  -  6  x  2 4  =  1 4 4 - 1 4 4  =  0.

У с и л и я  в  с т е р ж н я х  ф е р м ы  м о ж н о  о п р е д е л я т ь  в  п р о и з в о л ь н о м  п о р я д к е .  П р о в е д е м ,  

н а п р и м е р ,  р а з р е з  ч е р е з  п я т у ю  п а н е л ь  в е р х н е г о  п о я с а  и  т р е т ь ю  п а н е л ь  н и ж н е г о  п о я с а ,  к а к  

п о к а з а н о  н а  р и с у н к е  5.7. Р а с с м а т р и в а т ь  б у д е м  р а в н о в е с и е  л е в о й  ч а с т и .  У с и л и е  N1 в  

р а з р е з а н н о м  с т е р ж н е  т р е т ь е й  п а н е л и  н и ж н е г о  п о я с а  н а й д е м  и з  с у м м ы  м о м е н т о в  в с е х  л е в ы х  

с и л  о т н о с и т е л ь н о  м о м е н т н о й  т о ч к и ,  г д е  п е р е с е к а ю т с я  р а з р е з а н н ы й  р а с к о с  и  р а з р е з а н н ы й



с т е р ж е н ь  в е р х н е г о  п о я с а .  В ы с о т а  ф е р м ы  в  э т о й  т о ч к е  н а  р а с с т о я н и и  1 0  м  о т  л е в о й  о п о р ы  

р а в н а  4 . 5  м .  Э т о  б у д е т  п л е ч о  у с и л и я  N1 в  р а з р е з а н н о м  с т е р ж н е  н и ж н е г о  п о я с а .  Р а з р е ш а я  

у р а в н е н и е  р а в н о в е с и я  о т н о с и т е л ь н о  N1 , н а й д е м

ЛГ 1 0 2 x 1 0 - 2 4 x 8 - 2 4 х 6 x - 2 4 х 4 - 2 4 х 2  TTN
N 1 = ---------------------- — ------------------------ =  1 2 0 ( к Н )  .

У с и л и е  N  2 в  р а з р е з а н н о м  с т е р ж н е  в е р х н е г о  п о я с а  н а й д е м  и з  с у м м ы  м о м е н т о в  л е в ы х  с и л  

о т н о с и т е л ь н о  у з л а  п е р е с е ч е н и я  р а з р е з а н н о г о  р а с к о с а  и  р а з р е з а н н о г о  с т е р ж н я  н и ж н е г о  п о я с а ,  

р а с п о л о ж е н н о г о  н а  р а с с т о я н и и  8  м  о т  л е в о й  о п о р ы .  В ы с о т а  ф е р м ы  в  э т о м  у з л е  р а в н а  4  м .  

П л е ч о  у с и л и я  N 2 в  в е р х н е м  п о я с е  о т н о с и т е л ь н о  э т о й  м о м е н т н о й  т о ч к и ,  р а с п о л о ж е н н о й  н а  

н и ж н е м  п о я с е ,  р а в н о  п р о е к ц и и  в ы с о т ы  ф е р м ы  в  э т о й  т о ч к е  н а  н о р м а л ь  к  в е р х н е м у  п о я с у .  

В ы ч и с л я е м  т а н г е н с  у г л а  в н а к л о н а  в е р х н е г о  п о я с а  к  г о р и з о н т у ,  а  ч е р е з  н е г о  с и н у с  и  к о с и н у с  

э т о г о  у г л а :

5 -  2
tg e  = ------=  0.25, sin в  =  0.2425, c o s e  =  0.9 7 0 1 .

1 2

В ы ч и с л я е м  п л е ч о  р 2 у с и л и я  N 2 о т н о с и т е л ь н о  м о м е н т н о й  т о ч к и

р 2 = 4  х 0 . 9 7 0 1  = 3 . 8 8 0 .

И т а к ,  и з  с у м м ы  м о м е н т о в  л е в ы х  с и л  о т н о с и т е л ь н о  м о м е н т н о й  т о ч к и  н а х о д и м  у с и л и е  в  

р а з р е з а н н о м  с т е р ж н е  в е р х н е г о  п о я с а

N2 =
1 0 2  х 8  -  2 4  х 6  -  2 4  х 4  -  2 4  х 2  

3 . 8 8 0
1 3 6 . 0 8 ( к Н ) .

О т р и ц а т е л ь н о е  з н а ч е н и е  н а й д е н н о г о  у с и л и я  о з н а ч а е т ,  ч т о  с т е р ж е н ь  в е р х н е г о  п о я с а  ф е р м ы  

с ж а т .

Ч т о б ы  н а й т и  у с и л и е  N 3 в  р а з р е з а н н о м  р а с к о с е ,  в ы ч и с л и м  с и н у с  у г л а  а  н а к л о н а  э т о г о  

с т е р ж н я  к  г о р и з о н т у ,  а  з а т е м  и  к о с и н у с  у г л а  а  :

4.5
s m g = ^  =  0.9138, c o s a  =  0 . 4 0 6 2 .

V 4 . 5 2 +  2 2

С п р о е к т и р у е м  н а  в е р т и к а л ь н у ю  о с ь  в с е  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  л е в у ю  ч а с т ь :

=  1 0 2  - 4 х  2 4  +  ( - 1 3 6 . 0 8 х  0 . 2 4 2 5 )  +  N 3 х  0 . 9 1 3 8  =  0.



О т к у д а  н а й д е м

N 3 = -
1 0 2  -  9 6  -  3 3 . 0 0  

0 . 9 1 3 8
2 9 . 5 5 ( к Н ) .

В ы п о л н и м  п р о в е р к у  в ы ч и с л е н и й ,  с п р о е к т и р о в а в  в с е  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  л е в у ю  ч а с т ь ,  

н а  г о р и з о н т а л ь н у ю  о с ь :

^ X  =  N  +  N 2 cos в  +  N 3 cos а  =

=  1 2 0  - 1 3 6 . 0 8  х 0 . 9 7 0 1  +  2 9 . 5 5  х 0 . 4 0 6 2  =  

=  1 2 0  - 1 3 2 . 0 1  + 1 2 . 0 0  =  -0.01.

П р о в е р к а  п о к а з а л а ,  ч т о  в ы ч и с л е н и я  в ы п о л н е н ы  п р а к т и ч е с к и  т о ч н о .  П о г р е ш н о с т ь  

с о с т а в л я е т  в с е г о  л и ш ь  е д и н и ц у  п я т о й  з н а ч а щ е й  ц и ф р ы  о д н о г о  и з  с л а г а е м ы х .

П о д о б н ы м  о б р а з о м  м о ж н о  н а й т и  у с и л и я  и  в  о с т а л ь н ы х  с т е р ж н я х  ф е р м ы .  П р е д л а г а е м  

ч и т а т е л ю  в ы п о л н и т ь  н е о б х о д и м ы е  д е й с т в и я  с а м о с т о я т е л ь н о .

В  р я д е  с л у ч а е м  р а з р е з ы  ( с е ч е н и я )  п р и х о д и т с я  п р о в о д и т ь  т а к ,  ч т о  о т  ф е р м ы  о т с е к а е т с я  

т о л ь к о  о д и н  у з е л .  Н а п р и м е р ,  т р е т и й  с л е в а  у з е л  в е р х н е г о  п о я с а  ф е р м ы  ( р и с у н о к  5.7). 

В ы р е з а н н ы й  у з е л  п о к а з а н  н а  р и с у н к е  5.8. В ы п о л н е н н ы й  р а з р е з  д е м о н с т р и р у е т  ч а с т н ы й  

с л у ч а й  м е т о д а  с е ч е н и й ,  н а з ы в а е м ы й  м е т о д о м  в ы р е з а н и я  у з л о в .  В с е  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  

в ы р е з а н н ы й  о д и н о ч н ы й  у з е л ,  с х о д я т с я  в  о д н о й  т о ч к е ,  в  с а м о м  в ы р е з а н н о м  у з л е .  Д л я  т а к о й  

с и с т е м ы  с и л ,  п р о х о д я щ и х  ч е р е з  о д н у  т о ч к у ,  м о ж н о  с о с т а в и т ь  т о л ь к о  д в а  н е з а в и с и м ы х  

у р а в н е н и я  р а в н о в е с и я .  С л е д о в а т е л ь н о ,  у з л ы  с л е д у е т  в ы р е з а т ь  в  т а к о й  о ч е р е д н о с т и ,  ч т о б ы  в  

к а ж д о м  в ы р е з а н н о м  у з л е  б ы л о  н е  б о л е е  д в у х  н е и з в е с т н ы х  с и л .

„ N 6

Р и с у н о к  5.8

Д л я  р а с с м а т р и в а е м о г о  в ы р е з а н н о г о  у з л а  и з  с у м м ы  п р о е к ц и й  н а  г о р и з о н т а л ь н у ю  о с ь  

( р и с у н о к  5 . 8 )

^ X  =  - N 4 cos в  +  N 5 cos в  =  0

с л е д у е т  т о л ь к о  р а в е н с т в о  у с и л и й  в  с т е р ж н я х  с м е ж н ы х  п а н е л я х  в е р х н е г о  п о я с а

N 4 =  N 5.

З н а ч е н и я  ж е  э т и х  у с и л и й  о с т а ю т с я  н е и з в е с т н ы м и .  И х  п р и д е т с я  н а й т и  и з  д р у г и х  у р а в н е н и й  

р а в н о в е с и я ,  н а п р и м е р ,  т а к ,  к а к  э т о  б ы л о  п о к а з а н о  в ы ш е .

З а т о  и з  с у м м ы  п р о е к ц и й  н а  в е р т и к а л ь н у ю  о с ь

U  = - F  -  N 6  =  0

л е г к о  н а х о д и м



N 6 = - F  =  - 2 4 ( к Н ) .

С л е д о в а т е л ь н о ,  в т о р а я  с л е в а  с т о й к а  ф е р м ы  с ж а т а  с и л о й  2 4  к Н .

О ч е н ь  ч а с т о  м е т о д  в ы р е з а н и я  у з л о в  п о з в о л я е т  в и з у а л ь н о ,  б е з  в ы ч и с л е н и й  у с т а н о в и т ь  

с т е р ж н и  с  н у л е в ы м и  у с и л и я м и ,  с т е р ж н и  с  о д и н а к о в ы м и  у с и л и я м и ,  с т е р ж н и  с  н а п е р е д  

и з в е с т н ы м и  у с и л и я м и .  Р а с с м о т р и м  т а к и е  н а и б о л е е  ч а с т о  в с т р е ч а ю щ и е с я  ч а с т н ы е  с л у ч а и  

р а в н о в е с и я  у з л о в :

1. Д в у х с т е р ж н е в о й  н е н а г р у ж е н н ы й  у з е л  ( р и с у н о к  5.9,а). У с и л и я  в  о б о и х  с т е р ж н я х  

р а в н ы  н у л ю .

2. Д в у х с т е р ж н е в о й  у з е л  с  н а г р у з к о й  в д о л ь  о д н о г о  и з  с т е р ж н е й  ( р и с у н о к  5.9,б). У с и л и е  в  

с т е р ж н е ,  л е ж а щ е м  н а  о д н о й  п р я м о й  с  в н е ш н е й  с и л о й ,  р а в н о  э т о й  с и л е .  У с и л и е  в  о д и н о ч н о м  

с т е р ж н е  н у л е в о е .

3. Т р е х с т е р ж н е в о й  н е н а г р у ж е н н ы й  у з е л  ( р и с у н о к  5.9,в). У с и л и я  в  с т е р ж н я х ,  л е ж а щ и х  н а  

о д н о й  п р я м о й ,  р а в н ы .  У с и л и е  в  о д и н о ч н о м  с т е р ж н е  н у л е в о е .

4. Т р е х с т е р ж н е в о й  у з е л  с  н а г р у з к о й  в д о л ь  о д и н о ч н о г о  с т е р ж н я  ( р и с у н о к  5.9,г). У с и л и я  в  

с т е р ж н я х ,  л е ж а щ и х  н а  о д н о й  п р я м о й ,  р а в н ы .  У с и л и е  в  о д и н о ч н о м  с т е р ж н е  р а в н о  в н е ш н е й  

с и л е .

5. Ч е т ы р е х с т е р ж н е в о й  н е н а г р у ж е н н ы й  у з е л  с о  с т е р ж н я м и ,  п о п а р н о  л е ж а щ и м и  н а  о д н о й  

п р я м о й  ( р и с у н о к  5 .9,д). У с и л и я  в  п о п а р н о  л е ж а щ и х  н а  о д н о й  п р я м о й  с т е р ж н я х  о д и н а к о в ы .

6. Ч е т ы р е х с т е р ж н е в о й  н е н а г р у ж е н н ы й  у з е л  с  д в у м я  с т е р ж н я м и ,  л е ж а щ и м и  н а  о д н о й

п р я м о й ,  и  д в у м я  д р у г и м и ,  р а в н о н а к л о н н ы м и  к  п е р в ы м  д в у м  ( р и с у н о к  5.9,е). У с и л и я  в

р а в н о н а к л о н н ы х  с т е р ж н я х  р а н ы  п о  з н а ч е н и ю  и  п р о т и в о п о л о ж н ы  п о  з н а к у .

а)

N,=0

в )

N

Ni=Nj
Nk=0

X
Nk=0

N

\N k

б )

г)

N,

ч
Ч -

N,=0

\ чNk=-F

ч N

N=Nj
Nk=-F

К
\ N ,

д )
N /

е)

N

N /  ч

Nj

Nk = - Nm
N, и Nj не определеныNk = Nj

Р и с у н о к  5.9. Ч а с т н ы е  с л у ч а и  р а в н о в е с и я  у з л о в

Т а к ,  о с н о в ы в а я с ь  н а  р а с с м о т р е н н ы х  ч а с т н ы х  с л у ч а я х  р а в н о в е с и я  у з л о в ,  м о ж н о  в  

р а с с м а т р и в а е м о й  ф е р м е  ( р и с у н о к  5 . 7 )  с р а з у  у с т а н о в и т ь ,  ч т о  о п о р н ы е  с т о й к и  и  к р а й н и е  

с т е р ж н и  в е р х н е г о  п о я с а  н е  р а б о т а ю т  ( с л у ч а й  1). Т а к ж е  н е  р а б о т а ю т  д в е  с т о й к и  п р а в о г о  

п о л у п р о л е т а  ф е р м ы  ( с л у ч а й  3). В т о р а я  и  т р е т ь я  с т о й к и  л е в о г о  п о л у п р о л е т а  с ж а т ы  с и л о й  2 4

101
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к Н  ( с л у ч а й  4). У с и л и я  в  с т е р ж н я х  в е р х н е г о  п о я с а ,  п р и м ы к а ю щ и е  к  п р о м е ж у т о ч н ы м  с т о й к а м ,  

п о п а р н о  р а в н ы  ( с л у ч а й  4  и  3).

П р е д л а г а е м  ч и т а т е л ю  у с т а н о в и т ь  н е р а б о т а ю щ и е  с т е р ж н и  в  ф е р м е ,  и з о б р а ж е н н о й  н а  

р и с у н к е  5.6,а.

Н е  в с е г д а  в  с т е р ж н я х  ф е р м ы  у д а е т с я  в ы ч и с л и т ь  у с и л и я  с р а з у ,  и з  о д н о г о  у р а в н е н и я .  

И н о г д а  п р и х о д и т с я  в ы п о л н я т ь  н е с к о л ь к о  с е ч е н и й  и  с о с т а в л я т ь  с о о т в е т с т в у ю щ е е  к о л и ч е с т в о  

у р а в н е н и й .  П р и м е р о м  т а к о г о  с т е р ж н я  м о ж е т  с л у ж и т ь  ц е н т р а л ь н а я  с т о й к а  д в у х с к а т н о й  

ф е р м ы  ( р и с у н о к  5.7).

Ч т о б ы  н а й т и  у с и л и е  в  э т о й  с т о й к е ,  н е о б х о д и м о  с н а ч а л а  н а й т и  м е т о д о м  м о м е н т н о й  т о ч к и  

у с и л и е  в  о д н о м  и з  п р и м ы к а ю щ и х  с т е р ж н е й  в е р х н е г о  п о я с а  ( п е р в о е  с е ч е н и е  и  п е р в о е  

у р а в н е н и е ) .  П р е д л а г а е м  п р о д е л а т ь  э т о  с а м о с т о я т е л ь н о .  З а т е м  в ы р е з а т ь  ( в т о р о е  с е ч е н и е )  

ц е н т р а л ь н ы й  у з е л  в е р х н е г о  п о я с а  ( р и с у н о к  5 . 1 0 )  и  с о с т а в и т ь  е щ е  д в а  у р а в н е н и я .

1 F

Рисунок 5.10
В т о р о е  у р а в н е н и е :

Y X  = - N l cos в  + N r cos в  = 0.

О т к у д а  с л е д у е т

N l =  N r =  N .

г д е  з н а ч е н и е  N с о  с в о и м  з н а к о м  у ж е  н а й д е н о  и з  п е р в о г о  у р а в н е н и я .  

Т р е т ь е  у р а в н е н и е :

Y J  = -2 N  s i n e -  F  -  N V = 0.

О т к у д а  с л е д у е т

N V = - F  -  2N  s i n e .

Т а к и м  о б р а з о м ,  у с и л и е  в  ц е н т р а л ь н о й  с т о й к е  м е т о д о м  д в у х  с е ч е н и й  в ы р а ж а е т с я  ч е р е з  

у з л о в у ю  с и л у  и  у с и л и я  в  п р и м ы к а ю щ и х  с т е р ж н я х  в е р х н е г о  п о я с а .

5.5. Построение линий влияния усилий в стержнях ферм

Л и н и и  в л и я н и я  у с и л и й  в  с т е р ж н я х  б а л о ч н ы х  ф е р м  ( р и с у н о к  5 . 1 1 , а )  с т р о я т ,  к а к  п р а в и л о ,  

м е т о д о м  с е ч е н и й .

П о с т р о и м  с н а ч а л а  л и н и и  в л и я н и я  о п о р н ы х  р е а к ц и й .  К а к  и  в  п р о с т о й  б а л к е  д л я  

о п р е д е л е н и я  о п о р н ы х  р е а к ц и й  б а л о ч н о й  ф е р м ы  с о с т а в и м  у р а в н е н и я  р а в н о в е с и я :

Y  Мв = 0 ; - 1 х в  +  RA5d = 0 ; Ra = Х в  .
5d



YMa = 0 ; -R b 5d +  1 X a  =  0 ;  Rb = X a .

П о л у ч е н н ы е  в ы р а ж е н и я  д л я  RA и  RB п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  ф у н к ц и и  н е з а в и с и м ы х  

п е р е м е н н ы х  с о о т в е т с т в е н н о  хв и  хА . И х  г р а ф и к и  п р и в е д е н ы  н а  р и с у н к а х  5 . 1 1 , б  и  5 . 1 1 , в .

Т а к и м  о б р а з о м ,  л и н и и  в л и я н и я  о п о р н ы х  р е а к ц и й  в  б а л о ч н о й  ф е р м е  с т р о я т с я  т о ч н о  т а к  ж е ,  

к а к  в  с о о т в е т с т в у ю щ е й  п р о с т о й  б а л к е .  П р и ч е м  л и н и и  в л и я н и я  о п о р н ы х  р е а к ц и й  н е  з а в и с я т  

о т  т о г о ,  п о  к а к о м у  п о я с у  д в и ж е т с я  н а г р у з к а :  н и ж н е м у  и л и  в е р х н е м у .  У с и л и я  ж е  в  с т е р ж н я х  

ф е р м ы ,  к а к  б у д е т  п о к а з а н о  н и ж е ,  з а в и с я т  о т  т о г о ,  к а к о й  п о я с  ф е р м ы  я в л я е т с я  г р у з о в ы м :  

в е р х н и й  и л и  н и ж н и й .

П р е д п о л а г а я  д л я  о п р е д е л е н н о с т и  д в и ж е н и е  е д и н и ч н о й  с и л ы  п о  н и ж н е м у  п о я с у ,  п о с т р о и м  

л и н и ю  в л и я н и я  у с и л и я  N1 в  р а с к о с е  ч е т в е р т о й  п а н е л и  ( о ч е р е д н о с т ь  р а с с м о т р е н и я  с т е р ж н е й  и  

п о с т р о е н и я  д л я  н и х  л и н и й  в л и я н и я  у с и л и й  м о ж е т  б ы т ь  п р о и з в о л ь н о й ) .

Д л я  о п р е д е л е н и я  у с и л и я  Ny п р о в е д е м  с е ч е н и е  I - I  и  в о с п о л ь з у е м с я  у р а в н е н и е м  

р а в н о в е с и я  в  в и д е  с у м м ы  п р о е к ц и й  н а  в е р т и к а л ь н у ю  о с ь .  Э т о  п о з в о л и т  и с к л ю ч и т ь  и з  

у р а в н е н и я  р а в н о в е с и я  н е и з в е с т н ы е  у с и л и я  в  р а з р е з а н н ы х  г о р и з о н т а л ь н ы х  с т е р ж н я х  н и ж н е г о  

и  в е р х н е г о  п о я с о в .  В  у р а в н е н и е  п р о е к ц и й  н а  в е р т и к а л ь н у ю  о с ь  б у д у т  в х о д и т ь  т о л ь к о  

в е р т и к а л ь н ы е  и  н а к л о н н ы е  с и л ы :  е д и н и ч н а я  с и л а ,  о п о р н ы е  р е а к ц и и  и  у с и л и е  в  р а с к о с е .  П р и  

э т о м  п о д в и ж н а я  е д и н и ч н а я  с и л а  м о ж е т  н а х о д и т ь с я  к а к  н а  л е в о й  ч а с т и  ф е р м ы ,  т а к  и  н а  

п р а в о й .  Р а с с м о т р и м  в о з м о ж н ы е  в а р и а н т ы .

П р е д п о л а г а я  д в и ж е н и е  е д и н и ч н о й  с и л ы  т о л ь к о  с л е в а  о т  р а с с е ч е н н о й  п а н е л и  (р. п.), 

р а с с м о т р и м  р а в н о в е с и е  п р а в о й  ч а с т и  ф е р м ы .

П р о е к т и р у я  н а  в е р т и к а л ь н у ю  о с ь  в с е  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  н а  п р а в у ю  ч а с т ь  ф е р м ы ,  

п о л у ч и м :

Y Y прав = -N1cosa + RB = 0;

R
N1 = —— ; л. в. N1 =(л. в. RB )/ cos а .

cos а

То есть линия влияния усилия N1 на участке А-10 будет иметь такой же вид, как линия 
влияния опорной реакции RB, все ординаты которой разделены на cos а  (угол а  находится 
из геометрии системы).

При движении единичной силы только справа от рассеченной панели (на участке 11-12) 
рассмотрим равновесие левой части фермы:

Y Y J,ee = +Nl cos а  + RA = 0;

R
Nj = ----— ; л.в. N1 =-(л.в. RA)/cosа.

cos а

Получаем, что линия влияния усилия N1 на участке 11-12 будет иметь вид опорной 
реакции RA , все ординаты которой необходимо разделить на cos а  .

При движении единичной силы на участке рассеченной панели (на участке 10-11) усилия 
в стержнях фермы в соответствии с принципом узловой передачи нагрузки будут изменяться 
по линейному закону. Поэтому для ее построения на этом участке рассматриваемой линии 
влияния достаточно соединить прямой линией ординаты линии влияния слева и справа от 
рассеченной панели. Этот прямолинейный отрезок называют переходной прямой.

Окончательный вид линия влияния усилия N1 представлен на рисунке 5.11,г.



Д л я  о п р е д е л е н и я  у с и л и я  N 2 в  с т е р ж н е  н и ж н е г о  п о я с а  1 0 - 1 1  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  т о  ж е  

с е ч е н и е  I - I  ( р и с у н о к  5 . 1 1 , а )  и  с п о с о б  м о м е н т н о й  т о ч к и .  М о м е н т н у ю  т о ч к у  в ы б е р е м  в  у з л е  5, 

в  к о т о р о м  п е р е с е к а ю т с я  р а з р е з а н н ы е  с т е р ж н и  4 - 5  и  1 0 - 5 .

П р е д п о л а г а я ,  ч т о  е д и н и ч н а я  с и л а  р а с п о л а г а е т с я  с л е в а  о т  р а с с е ч е н н о й  п а н е л и  1 0 - 1 1 ,  

р а с с м а т р и в а е м  р а в н о в е с и е  п р а в о й  ч а с т и  ф е р м ы :

YM5npae = 0 ;  N 2 h - R Bd  = 0 ;

N 2 =  RBd ; л .в. N 2 =  (л.в. r b ) d ;
h h

П р и  р а с п о л о ж е н и и  е д и н и ч н о й  с и л ы  с п р а в а  о т  р а с с е ч е н н о й  п а н е л и  1 0 - 1 1  р а с с м а т р и в а е м  

р а в н о в е с и е  л е в о й  ч а с т и  ф е р м ы :

Y  M Jee = 0 ; - N 2 h + RA 4 d  =  0 ;



N 2 =  Ra2
4d 
~h ’

л. в. N2 =(л.в. RA) 4d 
~h ’

Н а  у ч а с т к е  р а с с е ч е н н о й  п а н е л и  1 0 - 1 1  п р о в о д и м  п е р е х о д н у ю  п р я м у ю .

Л и н и я  в л и я н и я  у с и л и я  N2 п о к а з а н а  н а  р и с у н к е  5 . 1 1 ,  д.

А н а л и з  э т о й  л и н и и  в л и я н и я  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  е е  л е в а я  и  п р а в а я  п р я м ы е  п е р е с е к а ю т с я  п о д  

м о м е н т н о й  т о ч к о й .  Э т а  з а к о н о м е р н о с т ь  б у д е т  в ы п о л н я т ь с я  п р и  и с п о л ь з о в а н и и  с п о с о б а  

м о м е н т н о й  т о ч к и  и  в  д р у г и х  с л у ч а я х .

Д л я  о п р е д е л е н и я  у с и л и я  N3 в  с т е р ж н е  3 - 9  п р о в е д е м  с е ч е н и е  II-II ( р и с у н о к  5 . 1 1 , а )  и  

в о с п о л ь з у е м с я  т а к ж е  с п о с о б о м  м о м е н т н о й  т о ч к и ,  в  к а ч е с т в е  к о т о р о й  п р и м е м  т о ч к у  К  
п е р е с е ч е н и я  о с е й  р а з р е з а н н ы х  с т е р ж н е й  2 - 3  и  9 - 1 0 .  Р а с с е ч е н н ы е  с е ч е н и е м  II-II п а н е л и  

н и ж н е г о  и  в е р х н е г о  п о я с о в  р а с п о л а г а ю т с я  н а  р а з н ы х  в е р т и к а л я х .  В  т а к и х  с л у ч а я х  п о л о ж е н и е  

п о д в и ж н о й  с и л ы  с л е д у е т  о п р е д е л я т ь  о т н о с и т е л ь н о  р а с с е ч е н н ы х  п а н е л е й  г р у з о в о г о  п о я с а ,  т о  

е с т ь  п о я с а ,  п о  к о т о р о м у  д в и ж е т с я  е д и н и ч н а я  с и л а .  В  д а н н о м  с л у ч а е  п р и  д в и ж е н и и  с и л ы  

п о н и з у  р а с с е ч е н н а я  п а н е л ь  г р у з о в о г о  ( н и ж н е г о )  п о я с а  н а х о д и т с я  м е ж д у  у з л а м и  9  и  10. Е с л и  

ж е  е д и н и ч н а я  с и л а  б у д е т  д в и г а т ь с я  п о в е р х у ,  т о  г р у з о в ы м  б у д е т  в е р х н и й  п о я с ,  а  р а с с е ч е н н а я  

п а н е л ь  -  м е ж д у  у з л а м и  2  и  3.

Р а с с м о т р и м  д в и ж е н и е  е д и н и ч н о й  с и л ы  п о н и з у .

Е с л и  е д и н и ч н а я  с и л а  д в и ж е т с я  с л е в а  о т  р а с с е ч е н н о й  п а н е л и  ( н а  у ч а с т к е  А - 9 ) ,  т о ,  к а к  и  

р а н е е ,  р а с с м а т р и в а е м  р а в н о в е с и е  п р а в о й  ч а с т и  ф е р м ы :

К о г д а  е д и н и ч н а я  с и л а  д в и ж е т с я  с п р а в а  о т  р а с с е ч е н н о й  п а н е л и  г р у з о в о г о  п о я с а  ( н а  у ч а с т к е  

м е ж д у  у з л а м и  1 0  и  1 2), р а с с м о т р и м  р а в н о в е с и е  л е в о й  ч а с т и  ф е р м ы :

Н а  у ч а с т к е  р а с с е ч е н н о й  п а н е л и  г р у з о в о г о  п о я с а  ( 9 - 1 0 )  п р о в о д и м  п е р е х о д н у ю  п р я м у ю .  

Л и н и я  в л и я н и я  у с и л и я  N3 п о к а з а н а  н а  р и с у н к е  5 . 1 1,е. Е е  л е в а я  и  п р а в а я  в е т в и  п е р е с е к а ю т с я  п о д  

м о м е н т н о й  т о ч к о й  К .

П р и  п о с т р о е н и и  л и н и и  в л и я н и я  у с и л и я  n 4 в  с т е р ж н е  2 - 8  у с и л и е  N4 о п р е д е л и м  п у т е м  

в ы р е з а н и я  у з л а  8  ( р и с у н о к  5 . 1 1 , а ) .  У з е л  8  н а х о д и т с я  н а  н и ж н е м  п о я с е  ф е р м ы ,  п о  к о т о р о м у  

д в и ж е т с я  е д и н и ч н а я  с и л а .  В о з м о ж н ы  т р и  в а р и а н т а  р а с п о л о ж е н и я  е д и н и ч н о й  с и л ы  п о  

о т н о ш е н и и  к  у з л у  8.

1. С и л а  р а с п о л а г а е т с я  п р я м о  в  в ы р е з а н н о м  у з л е  8. И м е е т  м е с т о  ч а с т н ы й  с л у ч а й  ( р и с у н о к  

5.12). Р а с с м а т р и в а е м ы й  с т е р ж е н ь  р а с т я н у т  е д и н и ч н о й  с и л о й ,  и  у с и л и е  в  н е м  N4 =  1. Н а  л и н и и  

в л и я н и я  п о д  у з л о м  о т к л а д ы в а е м  е д и н и ц у  с о  з н а к о м  « п л ю с » .

2. П р и  р а с п о л о ж е н и и  е д и н и ч н о й  с и л ы  в н е  в ы р е з а н н о г о  у з л а ,  с л е в а  и л и  с п р а в а  о т  

р а з р е з а н н ы х  п а н е л е й  н и ж н е г о  п о я с а ,  и л и  в  л ю б о м  и з  у з л о в  в е р х н е г о  п о я с а  т а к ж е  и м е е м  

ч а с т н ы й  с л у ч а й  р а в н о в е с и я  у з л а  8  ( р и с у н о к  5 . 1 3 ) ,  и  у с и л и е  N4 =  0 .  Н а  с о о т в е т с т в у ю щ и х  

у ч а с т к а х  о р д и н а т ы  л и н и и  в л и я н и я  н у л е в ы е .

3. П р и  д в и ж е н и и  е д и н и ч н о й  с и л ы  в  п р е д е л а х  р а с с е ч е н н ы х  п а н е л е й  н и ж н е г о ,  г р у з о в о г о  

п о я с а  и м е е т  м е с т о  у з л о в а я  п е р е д а ч а  н а г р у з к и ,  и  н а  с о о т в е т с т в у ю щ и х  у ч а с т к а х  л и н и и  

в л и я н и я  ( А - 8  и  8 - 9 )  н е о б х о д и м о  п р о в е с т и  п е р е х о д н ы е  п р я м ы е

YMnpae = 0; N33d-RB 6d = 0;

л. в. N3 = (л. в. RB)• 2 ;

YM jee = 0; -N3 3d -  RA d  = 0;

N3 = - 0,333RA; л. в. N3 = (л. в. RA)• (- 0,333);
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Рисунок 5.12 Рисунок 5.13

Окончательная линия влияния усилия N4 имеет вид, представленный на рисунок 5.11,ж.
Усилие N5 в стержне 4-10 проще всего определить, вырезав узел 4. Снова имеем частный 

случай равновесия узла 4. При любом положении единичной силы на грузовом, нижнем поясе 
фермы усилие N 5 = 0 . Соответственно линия влияния N 5 на всей длине фермы будет нулевой 
(рисунок 5.11 ,з), но при условии движения силы только по нижнему поясу, т. е. понизу. 
Предлагаем читателю самостоятельно построить линию влияния усилия N 5 при движении 
единичной силы по верхнему поясу.

Рассмотрим процесс построения линии влияния усилия в опорной стойке 6 -  В. Усилие 
N6 в этом стержне также легко определить методом вырезания опорного узла В, равновесие 
которого также представляет собой частный случай. Усилие N 6 в опорной стойке 

уравновешивает опорную реакцию R g , но при условии, что в этом узле нет подвижной 
единичной силы.

Когда единичная сила находится в вырезанном опорном узле В (рисунок 5.14), из суммы 
проекций сил на вертикальную ось

Y Y =N6 + Rb - 1  =  0

следует

N 6  =  1 -  Rb .

Таким образом, усилие в опорной стойке равно минус опорной реакции, если в опорном 
узле нет подвижной силы. Если подвижная сила находится в опорном узле, то усилие в 
опорной стойке равно нулю. Нагрузка воспринята опорой, и вся ферма не работает.

У ‘

М F  = 1

TR„

Рисуно5 5.14

Линия влияния усилия N6 повторяет со знаком «минус» линию влияния опорной реакции 
RB, когда единичная сила находится во всех узлах фермы, кроме опорного узла В. Когда же 
сила находится в узле В, ордината линии влияния усилия N6 рана нулю. На участках двух 
разрезанных панелей нижнего пояса находятся переходные прямые линии.

Итоговая линия влияния усилия N6, представлена на рисунке 5.11,и.



ТЕМА 6
РАСЧЕТ РАСПОРНЫХ ФЕРМ 

И КОМБИНИРОВАННЫХ СИСТЕМ

6.1. Расчет распорных ферм

В  р а с п о р н ы х  ф е р м а х  п р и  д е й с т в и и  т о л ь к о  в е р т и к а л ь н ы х  н а г р у з о к  в о з н и к а ю т  н е  т о л ь к о  

в е р т и к а л ь н ы е ,  н о  и  г о р и з о н т а л ь н ы е  с о с т а в л я ю щ и е  о п о р н ы х  р е а к ц и й .  П о с л е д н и е  и  н а з ы в а ю т  

р а с п о р о м .  П р и м е р а м и  р а с п о р н ы х  ф е р м  я в л я ю т с я  ф е р м ы ,  п о к а з а н н ы е  н а  р и с у н к а х  6 . 1  и  6.2,а.

Рисунок 6.1

Ф е р м ы ,  п р е д с т а в л е н н ы е  н а  р и с у н к а х  6 . 1 , а  и  6.2,а, н а з ы в а ю т  а р о ч н ы м и  ф е р м а м и ,  т а к  к а к  

с п о с о б  и х  о б р а з о в а н и я  п о д о б е н  с п о с о б у  о б р а з о в а н и я  т р е х ш а р н и р н ы х  а р о к .

О п о р н ы е  р е а к ц и и  а р о ч н ы х  ф е р м  о п р е д е л я ю т  т а к  ж е ,  к а к  в  т р е х ш а р н и р н ы х  а р к а х  и  р а м а х .  

П о с л е  о п р е д е л е н и я  о п о р н ы х  р е а к ц и й  у с и л и я  в  с т е р ж н я х  р а с п о р н ы х  ф е р м  о т  д е й с т в и я  

н е п о д в и ж н о й  н а г р у з к и  о п р е д е л я ю т  т е м и  ж е  м е т о д а м и  ч т о  и  в  б а л о ч н ы х  ф е р м а х .

И л л ю с т р а ц и я  6.1. А р о ч н ы е  ф е р м ы  м о с т а  с  е з д о й  п о с е р е д и н е  

Р а с с м о т р и м  о с о б е н н о с т и  п о с т р о е н и я  л и н и й  в л и я н и я  у с и л и й  в  с т е р ж н я х  р а с п о р н ы х  ф е р м .



Построим, например, линию влияния усилия N  в стержне верхнего пояса фермы, 
показанной на рисунке 6.2,а. До этого необходимо построить линии влияния опорных 
реакций.

Вертикальную составляющую реакции шарнирно неподвижной опоры А определим из 
уравнения моментов всех сил, действующих на ферму, относительно точки В:

Y

Y  M b = 0; R.t l -1  (l -  Xf )= 0 ; Ra = 1 -  - f .

Полученная зависимость совпадает с соответствующей зависимостью для простой балки, 
поэтому линия влияния опорной реакции R  строится как в простой балке (рисунок 6 .2 ,б). 

Аналогично получается зависимость для вертикальной составляющей реакции опоры В :

R b
X F

l

Линия влияния реакции R  показана на рисунке 6 .2 ,в.
Горизонтальную составляющую опорных реакций, т.е. 

трехшарнирной арке, по формуле:

H = К
f

распор, определим, как в

Следовательно, линия влияния распора есть линия влияния балочного изгибающего 
момента в сечении балки, расположенном под промежуточным шарниром арочной фермы, 
взятая с коэффициентом 1/ f  (рисунок 6 .2 ,г).

Усилие N  будем искать с помощью сечения I-I и моментной точки 1 (рисунок 6.2,а).



Рисунок 6.2



Если единичная сила располагается слева от сечения, то, рассматривая равновесие правой 
части фермы, получим:

I  М ^ 6 = 0 ; -  Rb 8 d  + H  4a -  N\ a = 0; Ni = 4 H
8 d

RB •a

Это означает, что

л. в. N  = (л. в. Н )4  -  (л. в. R  )•
8 d

a

При движении единичной силы справа от рассеченной панели из уравнения равновесия 
левых сил найдем:

I M f *  = 0; Ra 2d  - H 4a + Ni a = 0; Ni = 4H -  — Ra .
a

Значит,
2d

л. в. N  = (л. в. Н )4  -  (л. в. R  )• .
a

На участке рассеченной панели проводим переходную прямую.

Линия влияния усилия N j представлена на рисунке 6.2, д.

6.2. Расчет комбинированных систем

Комбинированными называют системы, часть элементов которых работает на изгиб, сдвиг 
и растяжение-сжатие, а другая часть -  только на растяжение-сжатие. К таким системам, 
например, относятся: балка с гибкой аркой (рисунок 6.3,а), трехшарнирная арка с затяжкой 
(рисунок 6.3,б), трехшарнирная рама с затяжкой (рисунок 6.3,в), трехшарнирная рама со 
шпренгелем(рисунок 6.3,г), шпренгельная балка (рисунок 6.4,а), цепь с балкой жесткости 
(рисунок 6.5).



6.1. Расчет ш пренгельной балки

Особенности расчета комбинированных систем рассмотрим на примере расчета 
шпренгельной балки (рисунок 6.4,а), в которой горизонтальные стержни АС и СВ, 
соединенные шарниром, усилены шарнирно-стержневой системой в виде полигонального 
пояса (шарнирной цепи) и вертикальных стоек. Усиляющую группу стержней называют 
шпренгелем.

Вертикальные опорные реакции, вызванные заданной нагрузкой, найдем из уравнений
равновесия всей системы:

I  м л = 0 , -  RB 5 d  + q 2d d  = 0; Rb =  0 ,4  q d ;

I  M b = 0 ; R  5d - q 2 d 4 d  = 0 ; R  = 1,6q d .
Горизонтальная реакция опоры А равна нулю.
Расчет внутренних сил начинаем с определения усилия H в стержне 4-6 шарнирной цепи. 

Для этого проводим сечение I-I через названный стержень и шарнир С. Рассматривая 
равновесие правой части, получим:

1МПрав = 0 ; -  R  2 ,5 d  + H h  =  0 ; H = Rb 2 5̂d  = .
1  C B B h h

Затем определяем усилия в стержнях шпренгеля, как в стержнях фермы (рисунок 6.4,б).
После определения усилий в элементах шпренгеля выполняется расчет горизонтальных 

стержней, как простой балки, на действие заданной нагрузки и сил, передаваемых 
шпренгелем (рисунок 6.4,г). Рекомендуем читателю соответствующие вычисления 
выполнить самостоятельно.

Эпюры внутренних сил показаны на рисунке 6.4,д,е,ж.

6.2. Расчет висячей системы

Особенности построения линий влияния усилий в элементах комбинированных систем 
рассмотрим на примере висячей системы типа цепь с балкой жесткости (рисунок 6.5,а).

Предварительно покажем порядок определения усилий в элементах данной системы.
Найдем опорные реакции от действия нагрузки, приложенной к балке жесткости. 

Разрежем шарнирную цепь в точках A  и B ' , расположенных по вертикали над опорами А и 
В (рисунок 6.5,а). Разложим продольные силы в разрезанных стержнях на горизонтальные и 
вертикальные составляющие V A, H'A и V'B, H'B . Составив уравнения равновесия нижней

части системы в виде сумм моментов относительно точек A  и B ' , найдем суммы 
вертикальных составляющих Ra = VA + V 'A и Rb = VB + VB .

X
I M A = 0 ; 1 x -  Rb I = 0; Rb = j ; (6.1)

I M B' = 0 ; -1  ( /- x)+R a I = 0; Ra = l - X . (6 .2)

Из уравнений равновесия узлов шарнирной цепи в местах примыкания вертикальных 
подвесок (рисунок 6 .6 ,б,в,г) или фрагмента (рисунок 6 .6 ,а) следует, что горизонтальная 
составляющая продольных сил в элементах цепи есть величина постоянная и равна распору 
системы Н.

Чтобы найти усилие Н, проведем сечение II -  II, проходящее через шарнир С и 
горизонтальный стержень цепи (рисунок 6.5,а). Составив сумму моментов сил относительно 
шарнира С для одной из частей системы, например, для левой, получим:



X M  = 0; l
2

1 ^  l  -  x j  +  H h  -  H  (h +  f )  =  0  .



R , = \.b q d
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\
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rJ ~  -1  
A 2 l  -  x )  = M 0C 3

получим формулу для определения усилия Н

H = MC
f

(6.3)

(6.4)

Из условий разложения продольной силы в элементе цепи в точке А (рисунок 6 .6 ,а),
f

найдем вертикальную составляющую V а  :

V'A = H  tg« 3 .

f

Аналогично определяется составляющая Vb .

После этого находим опорные реакции V а и Vв :

Va = Ra -  v 'a ; Vb = Rb -  Vb . (6.5)

При известной горизонтальной составляющей Н  полные усилия в элементах цепи будут 
равны

cos аг
Усилия в подвесках определяются из уравнений равновесия узлов (рисунок 6 .6 ,б,в,г)
Для определения внутренних сил в сечении К  проведем через К  строго вертикальное 

сечение и рассмотрим равновесие левой части (рисунок 6.7).
Продольную силу в разрезанном элементе цепи разложим на вертикальную и 

горизонтальную составляющие H  и V\ . Изгибающий момент и поперечная сила в сечении К  
будут равны:

м к = V a + V'A) xK -  F  (xK -  x ) - H  (h + f )  + H  (h + f  -  yK ) =

=  R a  XK -  1 (xK -  x ) -  H y K = M K -  H y K ; (6 6)

Q k  =  (V a  +  V'A ) - P - H t g a 1 =  R a  - 1  - H t g a 1 =  Q K  - H t g a 1, (6 7)

где m K и Qk -  изгибающий момент и поперечная сила в соответствующем сечении 
простой двухопорной балки, имеющей тот же пролет и ту же нагрузку, что и 
рассматриваемая система.

На основе полученных зависимостей для определения опорных реакций и усилий можно 
строить необходимые линии влияния.

Так, используя формулы (6 .1) и (6 .2) строим линии влияния R  =  VA +  V4 (рисунок 6.5,б) 

и Rb = VB + V 'B (рисунок 6.5,в). Как для простой балки строится линия влияния балочного 
изгибающего момента (рисунок 6.5,г). По формуле (6.4) строится линия влияния усилия Н  
(рисунок 6.5,д), а на основании (6.5) -  линия влияния реакции V а (рисунок 6.5,е).

По формулам (6 .6) и (6.7) строятся линии влияния изгибающего момента М к  (рисунок

6.5,ж) и поперечной силы Qk  (рисунок 6.5,з).





ТЕМА 7

ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ СТРОИТЕЛЬНОЙ МЕХАНИКИ 
И ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

7.1. Общие сведения о перемещениях стержневых систем

П р и  д е й с т в и и  н а  с о о р у ж е н и е  н а г р у з к и  ( б у д е м  д а л е е  о б о з н а ч а т ь  э т о т  ф а к т о р  ч е р е з  F ), 

и з м е н е н и и  т е м п е р а т у р ы  ( t ) и л и  с м е щ е н и и  о п о р  ( c ) п о я в л я ю т с я  л и н е й н ы е  о т к л о н е н и я  е г о  

т о ч е к  и  у г л ы  п о в о р о т а  с е ч е н и й .



На рисунке 7.1 сплошной линией показано начальное (до приложения внешней нагрузки) 
положение стержней рамы, штриховой -  положение после нагружения (деформированное). 
Сечение К  переместилось в положение Ку. Угол ф характеризует поворот сечения, отрезок ККу 
(на схеме не показан) -  линейное перемещение сечения К .

А2 F

Рисунок 7.1

Линейное перемещение сечения К  по направлению, не совпадающему с истинным, можно 
установить найдя проекцию отрезка ККу на это направление. В инженерных расчетах 
наиболее часто определяются перемещения сечения по вертикальному и горизонтальному 
направлениям.

Определение перемещений производится при проверке жесткости сооружений, расчете их 
на устойчивость и колебания, а также при расчете статически неопределимых систем.

Перемещение какого-либо сечения принято обозначать буквой А (дэльта) с двумя 
индексами, первый из которых указывает направление перемещения, а второй -  причину, 
вызвавшую перемещение. Так, А ^  обозначает перемещение сечения по 1-му направлению, 

вызванное внешней нагрузкой. Смысл обозначений А2р  и Аз^ раскрывается с помощью 
рисунка 7.1. В дальнейшем необходимо будет определять перемещения по направлению 
действия некоторых сосредоточенных сил F  , F 2 ,•••,Fn . Тогда обозначение АiF следует 

читать так: это перемещение точки приложения силы Fi по ее направлению, вызванное 
нагрузкой F .

Перемещение по i -му направлению, вызванное температурным воздействием, 
обозначается А it, смещением опор -  Аic .

Определение перемещений в линейно деформируемых системах основывается на общих 
теоремах об упругих системах.

7.2. Работа внешних статически приложенных сил

Приложение нагрузки к любому сооружению вызывает перемещение (движение) его из 
исходного состояния в новое, деформированное. Будем рассматривать такую нагрузку, 
которая прикладывается к сооружению настолько медленно, плавно, что возникающими при 
этом ускорениями его элементов, следовательно, и силами инерции их масс можно 
пренебречь. Такой процесс нагружения называют статическим, а соответствующую ему 
нагрузку -  статической.

Пусть стержень, выполненный из нелинейно-упругого материала, испытывает растяжение 
силой F (рис. 7.2).

Диаграмма “напряжение-деформация” этого материала показана на рисунке 7.3.



F

- W ~ A 1 = Аl

Рисунок 7.2
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Площадь диаграммы о , как известно из курса сопротивления материалов, равна удельной 
потенциальной энергии (иначе, плотности энергии -  энергии, отнесенной к единице 
первоначального объема элемента) при линейном напряженном состоянии.

Если изменить масштаб ординат графика o  — s ,  введя зависимости N = o  A и Al = s  l , то 
можно получить часто используемую в практике расчетов зависимость “нагрузка- 
перемещение” (рисунок 7.4).

Рисунок 7.4

Через z обозначено некоторое промежуточное абсолютное удлинение стержня, 
вызываемое силой F (z) , а через А -  перемещение, соответствующее конечному 
(максимальному) значению силы F .

При бесконечно малом увеличении перемещения на dz совершаемая силой работа 
определится по выражению dW = F (z) d z . Суммируя элементарные работы на всем 
интервале изменения перемещений, получаем формулу для определения работы, 
совершаемой статически приложенной внешней силой F :

А
W = j  F  (z ) d z .

о

Для линейно-упругого стержня зависимость между силой и перемещением линейная 
(рисунок 7.5). Поэтому F(z) = k z , где k -  коэффициент жесткости стержня.

I

F  

F  z )

4—z— Jf4rdz
Рисунок 7.5



Конечному значению силы соответствует перемещение А . Работа статически 
приложенной силы вычисляется по выражению:

А А
W = J F (z) dz = J k zdz

о 0

kzl
А

2 о
k А

2

F F  АТак как k = tga = — , то W = ----- .
А 2

Работа внешней статически приложенной силы равна половине произведения 
значения этой силы на значение вызванного ею перемещения (теорема Клапейрона (1799 
-  1864)). Работу статически приложенной силы на перемещении, вызванном этой же силой. 
принято называть действительной работой.

В общем случае под силой надо понимать не только сосредоточенную силу, но и момент, и 
распределенную нагрузку. Соответствующими им перемещениями будут линейное 
перемещение по направлению силы, угловое по направлению момента и площадь эпюры 
перемещений на участке действия распределенной нагрузки.

При совместном действии на систему нескольких статически приложенных сил их работа 
вычисляется полусуммой произведений каждой силы на соответствующее ей суммарное 
перемещение.

W ( 7 . 1 )

Например, при статическом действии на балку, показанную 
на рисунке 7.6, сосредоточенных сил F j, F 2 и сосредоточенного момента M  действительная 
работа внешних сил равна

W _ F\ А1 , F2 А 2 МФ 
2 2 2

Fi

А 1

О м  Г2

3 V
1  ф

ш1

Рисунок 7.6

Знак минус перед последним слагаемым выражения принят потому, что направление угла 
поворота ф поперечного сечения балки и направление момента M  являются 
противоположными

7.3. Работа внутренних сил 

плоской линейно-упругой стержневой системы

При статическом действии внешних сил на деформируемую систему в ее сечениях 
развиваются внутренние силы. Для определения работы этих сил выделим из системы 
(рисунок 7.7,а) двумя бесконечно близко расположенными сечениями элемент длины dx 
(рисунок 7.7,б).



а) а) б)

N

”---------ч-------■

dxт 1-----—----*
----------- F

Рисунок 7.7

По отношению к этому элементу силы N , M  и Q , заменяющие действие отброшенных
частей системы на выделенный элемент, являются внешними. Внутренние же силы им
равны, но противоположны по направлению и сопротивляются деформациям элемента.
Поэтому работа внутренних сил всегда отрицательна.

тт „ . . N  dx .Действие на элемент продольных сил N вызывает растяжение его на Adx = ------- (рисунок
EA

7.8,а). На этом перемещении статически возрастающая внешняя сила N  совершит

элементарную действительную работу: dWN = 1 N  Adx = N  ^ . Работа же dAN внутренних
2 2EA

продольных сил будет ей равна, но отрицательна (направления внутренних сил и
N 2 dxсоответствующих им деформаций противоположны). Следовательно, dAN = -dWN = —
2EA

На угловом перемещении сечений d p ,  вызванном действием изгибающего момента

(рисунок 7.8,б), его работа будет равна - 1  M d p .

Используя формулу для определения кривизны оси стержня
Р

d 1 y  _ М  
' dx2 = EJ

величину

2
1 dx М dx М  dx

угла взаимного поворота сечений получим в виде dp  = —  = ------- . Тогда йАм = —

а) б)

р  EJ

б) Л
Г К -d p

2EJ

. dx
dx+Adx

Рисунок 7.8

Касательные напряжения в сечении, определяемые по формуле Журавского

Q S°mc
т =

Jy b(z) ’

вызывают взаимный сдвиг сечений на A % = у dx = — dx (рисунок 7.9).
G

1



т

Рисунок 7.9

Для определения их работы, выделим на торцевых сечениях элемента dx 
соответствующие полоски площадью dA . Учитывая статический характер нагрузки, найдем, 
что

dAQ = - 1 f TdA) ЛZ f T dA  =
2 A 2 G A

Q2 dx 
2 G

(  gome У

Av J y b(z)
dA L Q2 dx 

2 G A  ’

где ju = A f
SO

J y b(z)
dA -  безразмерный коэффициент, зависящий от формы площади

поперечного сечения. Для прямоугольного сечения ц = 1,2; для круглого -  l = 1,18; для 
прокатных двутавров приближенно l  равно отношению площади двутавра к площади его 
стенки.

Полную действительную работу внутренних сил плоской стержневой системы получим 

интегрируя выражения для элементарных работ по длине каждого участка стержня и 

производя суммирование по всем участкам системы. Суммарная действительная работа

внутренних сил равна

2

Aв н у т р = -Sf
N  2dx 
2EA

л л
„  M  dx „  I* liQ dx-Ef - ^ т  -Zf-2EJ 2GA

(7.2)

Поскольку в формулу (7.2) величины N , M  и Q входят в квадрате, то работа внутренних 
сил всегда отрицательна.

Замечание. В приведенных в п. 7.3 формулах использованы обозначения:
A -  площадь сечения стержня;
J  -  осевой момент инерции сечения; обозначение момента инерции Jy в формуле Журавского

связано с принятым обозначением осей на рисунке 7.9;
EA -  жесткость стержня на растяжение-сжатие;



EJ  -  ж е с т к о с т ь  с т е р ж н я  н а  и з г и б ;
G A  -  ж е с т к о с т ь  с т е р ж н я  н а  с д в и г .

В  л и н е й н о  д е ф о р м и р у е м ы х  с и с т е м а х  з а в и с и м о с т ь  м е ж д у  н а г р у з к о й  и  п е р е м е щ е н и я м и  

( у с и л и я м и )  л и н е й н а я .  З а в и с и м о с т ь  ж е  м е ж д у  н а г р у з к о й  и  р а б о т о й ,  к а к  с л е д у е т  и з  ф о р м у л ы  

(7.2), н е л и н е й н а я .  Д е й с т в и т е л ь н а я  р а б о т а  г р у п п ы  о д н о в р е м е н н о  д е й с т в у ю щ и х  в н е ш н и х  с и л ,  

н е  р а в н а  с у м м е  д е й с т в и т е л ь н ы х  р а б о т ,  в ы з в а н н ы х  к а ж д о й  и з  с и л  в  о т д е л ь н о с т и .  П р и н ц и п  

н е з а в и с и м о с т и  д е й с т в и я  с и л  п р и  в ы ч и с л е н и и  д е й с т в и т е л ь н о й  р а б о т ы  н е  п р и м е н и м .

7.4. Применение принципа возможных перемещений 
к  упругим системам

Р а с ш и р и м  п о н я т и я ,  и з л о ж е н н ы е  в  п. 2.4.

У п р у г а я  с и с т е м а ,  и с п ы т ы в а ю щ а я  з а д а н н о е  в н е ш н е е  в о з д е й с т в и е ,  з а н и м а е т  о п р е д е л е н н о е  

д е ф о р м и р о в а н н о е  п о л о ж е н и е .  П е р е м е щ е н и я  т о ч е к  с и с т е м ы ,  о т с ч и т а н н ы е  о т  н а ч а л ь н о г о  

( н е д е ф о р м и р о в а н н о г о )  с о с т о я н и я  с и с т е м ы  д о  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  п о л о ж е н и я  и х  в  

д е ф о р м и р о в а н н о м  с о с т о я н и и  -  э т о  д е й с т в и т е л ь н ы е  п е р е м е щ е н и я .

З а д а д и м  р а с с м а т р и в а е м о й  с и с т е м е  в о з м о ж н ы е  п е р е м е щ е н и я .  Т а к  к а к  п о л о ж е н и е  у п р у г о й  

с и с т е м ы  в  д е ф о р м и р о в а н н о м  с о с т о я н и и  х а р а к т е р и з у е т с я  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш и м  ч и с л о м  

п а р а м е т р о в ,  т о  т а к а я  с и с т е м а  я в л я е т с я  с и с т е м о й  с  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш и м  ч и с л о м  с т е п е н е й  с в о б о д ы .  

Ч и с л о  в о з м о ж н ы х  п е р е м е щ е н и й  д л я  н е е  т о ж е  б у д е т  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш и м .

К а к  о т м е ч е н о  в  п. 2 . 4 ,  п р и  “ п е р е х о д е ”  с и с т е м ы  и з  д е ф о р м и р о в а н н о г о  с о с т о я н и я  в  н о в о е ,  в  

к о т о р о м  у ч и т ы в а ю т с я  в о з м о ж н ы е  п е р е м е щ е н и я ,  в н е ш н е е  в о з д е й с т в и е  и  в н у т р е н н и е  с и л ы  н е  

м е н я ю т с я .  П о э т о м у ,  р а б о т у  в н е ш н и х  и  в н у т р е н н и х  с и л  н а  в о з м о ж н ы х  п е р е м е щ е н и я х  

н е о б х о д и м о  о п р е д е л я т ь  п о  в ы р а ж е н и я м :

W (возМ = X  F  Л,-,

где F, -  обобщенные силы, Л , -  соответствующие обобщенные перемещения;

Лвозм) 
^внутр X  S,e,

где S -  обобщенные внутренние силы, e -  соответствующие обобщенные деформации. Работа 
внутренних сил всегда отрицательна.

Формальная запись принципа возможных перемещений остается такой же как и в п. 2.4:

W(возм) + А(возл) = о
- в н у т р

Предполагается, что в упругой системе связи являются идеальными и на возможных 
перемещениях никаких затрат работы на преодоление трения или на образование и 
выделение тепла и т. п. не происходит; в неупругих системах это учитывается.

В практических приложениях за возможные перемещения принимаются конечно малые 
перемещения, которые могут быть вызваны силовыми или другими воздействиями. 
Например, для состояния балки, показанного на рисунке 7.10 (состояние “ , ”), в качестве 
возможных перемещений можно принять перемещения этой же балки, нагруженной другой 
группой сил (состояние “ k”). Тогда возможная работа внешних сил состояния “ , ” на этих 
перемещениях запишется в виде

w <возМ =  f  Л и  +  f 2 л 2k .

В о з м о ж н а я  р а б о т а  в н у т р е н н и х  с и л  с о с т о я н и я  “  ”  н а  д е ф о р м а ц и я х  б а л к и  в  с о с т о я н и и  “  k ”  
б у д е т  р а в н а
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Рисунок 7.10

Принцип возможных перемещений является одним из основных принципов механики. Он 
позволяет найти условия равновесия, что очень важно, без определения неизвестных реакций 
связей.

Если за возможные перемещения принять действительные, то возможная работа внешних 
и внутренних сил будет определяться по выражениям:

i
W(возМ) = X F.Л ,,

л(возм) _  Г N  d x  j"M d x  г
А внут р =  X J  г ’Л X J  J7T X J

M 2 d x

EA EJ
• p,Q2 dx 

GA
(7.3)

где W (возм) -  возможная работа внешних сил,
л (возм) г"AK J -  возможная работа внутренних сил.

Отметим, что понятие возможного перемещения (обозначается символом 5 ) было 
введено Лагранжем. В классическом трактате “Аналитическая механика” (1788; рус. пер., т. 
1-2, 2 изд., 1950) он в основу всей статики положил “общую формулу”, являющуюся 
принципом возможных перемещений, а в основу всей динамики -  “общую формулу”, 
являющуюся сочетанием принципа возможных перемещений с принципом Д'Аламбера.

7.5. Теоремы о взаимности работ и взаимности перемещений

Предположим, что линейно деформируемая система (рисунок 7.11,а) последовательно 
нагружается вначале силой F , а затем силой -  Fk .

а)
а)

б)
б)

При “переходе” балки из положения 1 в положение 2 силой F  на перемещении Л, , 

совершается действительная работа, равная W ,, = 1 F ^  ,,.



При “переходе” балки из положения 2 в положение 3 сила Fk совершает действительную

работу Wk = 1  Fk Лkk' а сила F  • оставаясь в это время неизменной- совершает на перемещении
Лk  возможную работу W,k = F, Л,k . Суммарная работа двух сил будет равна

W = W!!+ Wkk + W,k.

Если осуществить нагружение балки в обратной последовательности -  вначале силой Fk , а затем 

силой F  (рисунок 7.11,б), то получим

W2 = Wkk+ Wll+ Wkl.

Так как значение работы внешних сил равно потенциальной энергии системы и, 
поскольку независимо от последовательности нагружения, в обоих случаях совпадают 
начальные и конечные положения балки, то Wj = W2 . Значит, имеет место равенство

W,k = Wk,, (7.4)

или в развернутой форме записи

Fi Л, k Fk ЛЫ .

Получена формальная запись теоремы о взаимности работ (теоремы Бетти (1823-1892)): 
работа сил состояния i на перемещениях состояния k равна работе сил состояния k на 
перемещениях состояния i .

Заметим, что в приведенной формулировке термин “сила” следует понимать как 
“обобщенная сила”, которой может быть и группа сил, а термин “перемещение” -  как 
“обобщенное перемещение”.

Аналогичная зависимость о взаимности имеется и для возможных работ внутренних сил 
на соответствующих деформациях. Тогда формулировка теоремы о взаимности работ может 
быть дана в такой форме: возможная работа внешних (внутренних) сил состояния i на 
перемещениях (деформациях) состояния k равна работе внешних (внутренних) сил 
состояния k на перемещениях (деформациях) состояния i .

П р и м е р .  Балка (рисунок 7.12) постоянного сечения в состоянии 1 нагружена равномерно 
распределенной нагрузкой интенсивностью q , а в состоянии 2 -  сосредоточенным моментом M , 
приложенным в концевом сечении. Показать справедливость теоремы о взаимности работ.

Состояние 1 Состояние 2

Va = f t  
±- 

y I

У2 = У2 №
l

x

f
l

x



Обобщенной силой в состоянии 1 является нагрузка q . Ее возможную работу определим 
как сумму элементарных работ сил qdx  на перемещениях у  состояния 2 .

l l
WJ2 = J qdx У2  = qJ У2  dx = q о ,

0 0

где о  -  площадь эпюры вертикальных перемещений балки. Для определения о  найдем 
уравнение изогнутой оси балки. Дифференциальное уравнение изогнутой оси запишется в 
виде:

EJ У2 (x) = -  M x .

Последовательное интегрирование дает:

J7T ' с \ M  2 .EJ У2(x) = - —  x + ci ,

EJ У2 (х) = - —  x + cl x +С2 .
6l

Используя граничные условия x = 0 У2 = 0 и x = l У 2 = 0 , найдем

EJ У2 (x) M
6

Г x 3 ,------- h lx
V l

л

J

Тогда

l
o  = J У2 (x)dx 

0

M
~66Ej

U  3 "  x3------- h lx
0V

l
dx =

J

M l 3 

24 EJ '

Возможная работа

W12 =
qM l3 

24 EJ '

Возможная работа сосредоточенного момента равна W2j = M  (рв  .
Прогибы и углы поворота балки в состоянии 1 определяются из уравнений:

У1( x) EJ

,3 1 4q l q l  3 q x
1— x - — x 3 + A----
24 12 24

У1(x) = T 7EJ

3 3
q l q l v2 , q xx h
24 4 6

При x = l у1 (x) = фв q l 3 

24 EJ '



W 21=
M q l 3 

24 EJ '

Следовательно, W2 = W 21.
Если обобщенные силы в состояниях “ i ” и “ к ” будут равны единице (перемещения от 

единичных сил обозначаются буквой 5, рисунок 7.13), то из теоремы (7.4) следует, что

IIчг* (7.5)

Состояние 1 Состояние 2

Fi = 1

1 . . _______

II 1—̂

1 1 1 1 1 t 1 1 1 V 1 1 1 / !
Sik

Рисунок 7.13

Равенство (7.5) выражает одно из общих свойств линейно деформируемых систем и 
является формальной записью теоремы о взаимности перемещений (теоремы Максвелла 
(1831-1879)): перемещение по i -му направлению  от к -ой единичной силы равно 
перемещению по к -му направлению  от i -ой единичной силы.

Замечание о размерности перемещений Sik. Обобщенное перемещение А ^ , вызываемое 

обобщенной силой Fk , определяется как А ^ = Sik Fk. Поэтому размерность перемещения Sik 
получается в виде

„ размерность А к
размерность Si к = ------------------------ .

размерность Fk

Например, при нагружениях балок, показанных на рисунке 7.14,

Ао
S21 = —21, размерность S21 — р ад / к Н — к Н -1;

F

А,
S12 = 2 , размерность S12 — м /(к Н  м ) — к Н -1.

F,

F

7
'А 21 2У

А 12

Рисунок 7.14

Перемещения S12 и S21 имеют одинаковую размерность.

7.6. Общая формула для определения перемещений



плоской стержневой системы

Предположим, что стержневая система (рисунок 7.15,а) под влиянием заданных 
воздействий деформировалась, и требуется определить перемещение какой-либо ее точки i 
по заранее установленному направлению, не обязательно совпадающему с истинным 
направлением перемещения этой точки. Рассматриваемое состояние системы будем 
обозначать как “состояние a ”, а внутренние силы в сечениях элементов -  через Na , M a , Qa . 
Бесконечно малый элемент этой системы в деформированном состоянии испытывает, в 
общем случае, деформации удлинения A dx = s  dx , изгиба dp  = к  dx и сдвига Az = у  dx . 

Здесь через dx обозначена длина элемента, через s -  относительное удлинение

(укорочение) его, через к =  — -  кривизна изогнутой оси, через у  -  относительный сдвиг
Р

(угол сдвига) граней элемента.
Для определения искомого перемещения Aia наряду с состоянием a , которое является 

действительным состоянием системы, рассмотрим вспомогательное (фиктивное). Во 
вспомогательном состоянии к той же системе по направлению обобщенного перемещения Aia
приложим единичную обобщенную силу Fi = 1 (рисунок 7.15,б).

а) состояние а б) состояние i

&

Внутренние силы в этом состоянии (состоянии i ) системы обозначим через Ni, M i, Qt . Так как 
это состояние является состоянием равновесия, то к нему применим принцип возможных 
перемещений. За возможные перемещения примем перемещения, вызываемые заданным 
воздействием. Суммарная работа внешних и внутренних сил состояния i на перемещениях 
состояния a  должна быть равна нулю (7.3), т.е.

W + A % :f = 1 A,a -  £  J  N  s dx -  X J  M i Kdx -  X  J  Q  y dx = 0

Интегрирование ведется по длине каждого стержня или участка стержня, на протяжении 
которого подынтегральное выражение представляется непрерывной функцией 
определенного вида.

Следовательно,

Aia = X J Ni sdx  + X J M i Kdx + X J Qi y dx . (7 6)

Полученная формула позволяет найти требуемое перемещение через деформации 
элементов системы в состоянии a , причем сама система может быть как линейной, так и 
физически нелинейной. Несущественно так же и то, чем вызваны деформации элементов: 
силовым воздействием, изменением температуры окружающей среды, ползучестью 
материала или другими причинами. Поэтому формулу (7.6) можно рассматривать как общую 
формулу для определения перемещений стержневых систем.



Состояние системы под действием заданной нагрузки принято называть грузовым 
(состоянием F ). Из курса сопротивления материалов известно, что деформации элементов 
линейно деформируемой системы в этом состоянии определяются через внутренние силы так:

s dx
NFdx 

EA ’
к dx

M Fdx 
EJ ’

у dx
)iQ F dx 

GA

где EA , E J , GA -  жесткости элемента соответственно на растяжение (сжатие), изгиб и 
сдвиг.

Подставляя эти выражения в (7.6), получим формулу для определения перемещений плоской 
стержневой системы в следующем виде:

A ,f  = Z J
N, N f dx (M ,M f dx

EA
■ + ZJ- EJ

■ + X J
И Q i q f  dx 

GA
(7.7)

Ее называют формулой Максвелла-Мора для определения перемещений упругих систем 
от заданной нагрузки.

Относительный вклад каждого из трех слагаемых формулы (7.7) 
в конечный результат зависит от вида стержневой системы и характера нагружения. В 
частности, оказывается, что перемещения в балках зависят, в основном, только от второго 
слагаемого (изгибающих моментов); доля слагаемого, учитывающего влияние поперечных сил, 
составляет ничтожно малую часть от окончательного значения A,f . Поэтому, с достаточной 
для практических целей точностью, перемещения систем, работающих преимущественно на 
изгиб, можно вычислять по формуле

A f  = Z J
m , m f

EJT

dx

По той же причине в расчетах (особенно “вручную”) рамных и арочных систем пренебрегают 
влиянием на перемещения продольных и поперечных сил. В то же время автоматизированный 
расчет этих систем с помощью компьютерных программ производится, как правило, с учетом 
влияния на перемещения изгибающих моментов и продольных сил.

В элементах шарнирно-стержневых систем, в том числе ферм, от узловой нагрузки 
возникают только продольные силы. Поэтому определение перемещений узлов производится 
по формуле

l
A iF  =  Z J

0

N,N f dx 
EA

Так как при узловой нагрузке на ферму продольная сила по длине стержня не изменяется, 
то, при условии постоянной жесткости каждого стержня, формула переписывается в виде

A iF =
n
Z

k =1

N kiN kF lk

E A k
(7.8)

где lk -  длина k -го стержня, 
n -  число стержней фермы.



В таком виде (7.8) впервые в 1864 г. Дж. Максвеллом была получена формула для 
определения перемещений ферм. Спустя 10 лет О. Мором (1835-1918) метод определения 
перемещений был развит на случай произвольных деформаций системы (см. формулу (7.7)).

Поясним особенности выбора вспомогательного состояния. Единичная обобщенная сила 
должна прикладываться к системе по
направлению соответствующего обобщенного перемещения.
Произведение их, как известно, дает работу силы F  = 1 на искомом перемещении. Если, например, 
для рамы в состоянии F (рисунок 7.16,а) необходимо определить угол поворота р  какого-либо 
сечения элемента, например, сечения D , то во вспомогательном состоянии в этом сечении 
необходимо приложить единичный сосредоточенный момент M  = 1 (рисунок 17.16,б) и тогда 
возможная работа внешней силы состояния i на перемещении AiF состояния F будет равна

M  р  = 1 A ip . В дальнейшем номер единичной силы во вспомогательном состоянии будет 
определять и номер этого состояния.

а) состояние F
.................. ^

D c1 c2
A

B

в) состояние 2 г) со стояние 3
F 2 = 1 - 1 ^  оГ/Ч  -1

б) состояние 1

Рисунок 7.16

Если требуется определить изменение расстояния между точками k1 и k2, то во 
вспомогательном состоянии (состояние 2) по направлению прямой, соединяющей эти точки, 
следует приложить две направленные в противоположные стороны единичные силы (рисунок 
7.16,в); при необходимости найти угол взаимного поворота сечений с1 и с2 -  во вспомогательном 
состоянии (состояние 3) в этих сечениях прикладываются разнонаправленные единичные 
моменты (рисунок 7.16,г).

Задаваемые во вспомогательных состояниях направления единичных сил соответствуют 
положительным направлениям перемещений AiF . Если в результате вычисления окажется 

Aip < 0 , то это будет означать, что искомое перемещение направлено в сторону, 

противоположную направлению силы p  = 1.

7.7. Способы вы числения интегралов М ора

Задача о вычислении перемещений по формуле Мора сводится к вычислению интегралов 
b(M iM F dx

вида J— F-----, которые принято называть интегралами Мора. Для относительно
a EJ

несложных задач подынтегральная функция f (x) = —-— F  может быть такой, что
EJ



неопределенный интеграл F  (x) можно выразить при помощи конечного числа элементарных
b

функций. Тогда определенный интеграл вычисляется по формуле J f  (x)dx = F (b) -  F (a) .
a

Покажем, например, определение вертикального перемещения сечения 1 и угла поворота 
сечения 2 консольной балки (рисунок 7.17), нагруженной равномерно распределенной 
нагрузкой, с учетом влияния на прогиб только изгибающих моментов.

Состояние F Состояние 2

Я
^ I $

M 2=1

^ 4 l/2 l  /2

Состояние 1 Состояние 3

F1=1

X

' < |  ^ 

i - X - i

^ -1
f l  $ I""

Рисунок 7.17
Для определения прогиба используем вспомогательное состояние 1. В дальнейшем 

обозначения усилий от безразмерных сил будут сопровождаться верхней чертой. Тогда

M F = -0,5qx2, M j = -1 x .

Принимая жесткость балки EJ неизменной по ее длине, получим

А(верт)
A1

\ M 1M F  d x  К 1 , q x 2A lf =  J — 1 F---- = J —  ( - x)  ( - —J  E J  J  E J  2
) dx

q l4 
8EJ

Для определения угла поворота сечения посередине балки используем вспомогательное 
состояние 2. Тогда

M p  = - q x2
M  2 = 0 если 0 < x < l_

2
M 2 = 1,

если
1- <  x < l .
2

r M  jM  F dx 2 1
PP =A2F = ! l  - 2 J h —  = JEJ

l 0 EJ
q x3

+ J ^ 1 ( -  qxl) d x  =
J E^ 2 2EJ 3 l

0 ( -  qx2) dx + 
2

_ -  7ql3 
= 48EJ '

l

l

22

Для этого же примера при вычислении площади эпюры прогибов с помощью 
вспомогательного состояния 3 (балка нагружена единичной равномерно распределенной 
нагрузкой) получим



2 2 Л/Г qx п  xM  р  = ------- , M  3 = ------ .
2 3 2

f
с  = A 3F = J t 77EJ

qx.2  Л x
dx=■ q x5

4EJ 5

l

2 20 0

ql5
20EJ '

Указанный способ вычисления интегралов Мора может привести к существенным 
затруднениям, так как для неопределенного интеграла F (x) может получиться или очень 
сложная формула, или вовсе ее невозможно получить.

На практике интегралы типа J f 1(x) f 2(x) 
f 3( x)

dx вычисляют графо-аналитическим способом или
a

с помощью численного интегрирования.
Для случая, когда на участке интегрирования стержень имеет постоянную жесткость, т.е. 

EJ = f3 (x) = const, а одна из функций f  i(x ) или f  2 (x) является линейной, одним из 
наиболее распространенных является способ, предложенный А. Верещагиным. Поясним его 
сущность.

Построим на участке интегрирования графики функций f1(x) и f2(x) , т.е. эпюры 

изгибающих моментов M t (x) и M p  (x) (рисунок 7.18).

а)

б)

а) ■‘У M F (x
г ' ̂/

'i
j

ц.т.

* x №dxJf-------- ^ ------- ,e.
X

X

Пусть, например, эпюра M t является прямолинейной (рисунок 7.18,б). Точку пересечения 
оси x , на которой расположен стержень, с наклонной прямой примем за начало координат. 
Тогда M t (x) = x tg a ,
а интеграл Мора преобразуется к виду

KMiM F dx 1 b tga  b
I-------------------= ------  I x tga  • M F dx = ------- I x M w dx .
J E J E J J F EJ J F

b
Интеграл J x M p dx , по определению, представляет собой статический момент площади

a
эпюры M p  (рисунок 7.18,а) относительно оси у . Он, как известно, равен произведению 
площади со этой эпюры на расстояние от ее центра тяжести до оси у , т.е.



b
J xM F dx = o  x0 .
a

Учитывая соотношение Xo = y 0/ tg a , получим

b(M iM p dx
EJa

0  У0 
EJ

(7.9)

Таким образом, интеграл Мора вычисляется посредством произведения площади 
криволинейной эпюры на ординату прямолинейной эпюры, взятую под центром тяжести 
криволинейной.

Операцию вычисления интегралов по способу Верещагина называют иногда 
“перемножением” эпюр. Положительный знак произведения coy0 принимается тогда, когда 
эпюра M , площадь которой обозначена через о ,  и ордината у  имеют одинаковые знаки, 
т.е. когда они расположены с одной стороны стержня. На практике часто руководствуются 
более простым правилом: если обе эпюры усилий на некотором участке стержня 
расположены по одну сторону от его оси, то результат “перемножения” их принимается 
положительным, если по разные -  отрицательным.

При использовании правила Верещагина сложные по очертанию эпюры усилий следует 
представлять в виде суммы простых, для каждой из которых известны формулы для 
вычисления площади и положения ее центра тяжести. Примерами таких простых эпюр 
являются эпюры изгибающих моментов для консольных или однопролетных балок, 
нагруженных сосредоточенной силой или равномерно распределенной нагрузкой (рисунок 
7.19).
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Рисунок 7.19

Для получения простых эпюр следует иногда использовать принцип независимости 
действия сил.

П р и м е р .  Определить вертикальное перемещение точки D и угол поворота сечения C 
балки постоянной жесткости (рисунок 7.20,а).

Эпюра изгибающих моментов для балки от заданной нагрузки показана на рисунке 7.20,б.



Рисунок 7.20

Для определения вертикального перемещения точки D нагрузим балку силой p  = 1 
(рисунок 7.20,в) и построим соответствующую ей эпюру изгибающих моментов (рисунок 
720,г).

Используя принцип независимости действия сил, представим эпюру M p  в виде двух 
простых (рисунок 7.21) и определим перемещение по правилу Верещагина.
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Рисунок 7.21
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Вспомогательное состояние к определению угла поворота сечения С показано на рисунке 
7.20,д, а соответствующая ему эпюра изгибающих моментов -  на рисунке 7.20,е.
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П р и м е р .  Найти горизонтальное перемещение точки A рамы, показанной на рисунке 
7.22,а.

Вспомогательное состояние (состояние 1) показано на рисунке 7.22,б. Соответствующие 
состояниям рамы эпюры изгибающих моментов показаны на рисунке 7.22,в,г.
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Рисунок 7.22

В этом примере искомое перемещение вычислено в виде суммы интегралов по трем стержням. 
На каждом из них функции M ^ x ) и M f (x) имеют вполне определенные аналитические 
выражения. Если по длине одного стержня эпюры моментов описываются различными 
функциональными зависимостями, то стержень необходимо разбить на соответствующие 
участки, вычислить интегралы отдельно для каждого участка и результаты вычислений 
суммировать.

Еще раз отметим, что способ Верещагина нельзя применять в случае, когда обе эпюры 
усилий являются нелинейными. Так, например, его нельзя применить к вычислению 
площади эпюры прогибов балки, нагруженной равномерно распределенной нагрузкой.

Такое же правило вычисления интегралов применимо и к двум другим слагаемым в 
формуле Мора для определения перемещений.

Величину определённого интеграла, как известно, можно вычислить с помощью формул 
численного интегрирования, основанных на замене интеграла конечной суммой

j  f (x) d x  «  £  c k f  (x k ),
a k=0



где Xk -  точки отрезка [a, bj,

Ck -  числовые коэффициенты.
Записанное равенство, в общем случае приближенное, называют квадратурной формулой, 

точки xk -  узлами квадратурной формулы, а числа ck -коэффициентами квадратурной 
формулы. Погрешность квадратурной формулы

b n
w  =  \ f  (x )  d x  -  £  c k f  ix k )

a k =0

зависит как от расположения узлов, так и от выбора коэффициентов. Наиболее часто в 
практических приложениях к задачам строительной механики используется равномерная 
сетка узлов, при этом исходный интеграл представляется в виде суммы интегралов по 
частичным отрезкам, на каждом из которых применяется квадратурная формула.

Простейшими квадратурными формулами для одного интервала являются формула 
прямоугольников

b
j f  (x ) d x  * (b  -  a )  •f
a

и формула трапеций

b  + a  |

~ T ~  J

b
J f  (x ) d x  «  (b  -  a )
a

f  ( a )  +  f  (b ) 
2

Естественно, что даже в случае функций f (x) близких к линейным, использование этих 
формул приведет к погрешности в вычислениях перемещений.

При действии на систему, составленную из прямолинейных элементов, сосредоточенных 
сил или равномерно распределённой нагрузки эпюра изгибающих моментов на отдельных 
участках стержня ограничивается прямой линией или параболой. Если для этой системы 
необходимо определить линейное или угловое перемещение какой-нибудь точки, то во
вспомогательном состоянии от действия силы F  = 1 очертание эпюры “M  ” будет 
определяться линейными зависимостями M (x) . В таком случае при (x) = const функция

f  (x) = f\(x )  f2(x) будет представлена кривой второй или третьей степени. Тогда на участках 
стержней с постоянной жесткостью интеграл Мора можно вычислить точно с помощью 
формулы Т. Симпсона (формула парабол):

b -
J f  (x)dx = -  ( y  + 4 y  2 + y 3 ) , 

6
(7.10)

где У1, У2 , У3 -  значения функции в концевых точках отрезка [a, bj и посередине его (рисунок 
7.23).



Рисунок 7.23

Формула Симпсона является точной для любого многочлена не выше третьей степени. 
Определим с помощью формулы Симпсона вертикальное перемещение сечения D  и угол 

поворота сечения C для балки, показанной на рисунке 7.20.
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Полученные значения перемещений совпадают с найденными по правилу Верещагина. 
Пример. Определить горизонтальное перемещения конца консоли ломаного стержня 

(рис. 7.24,а).
Эпюра изгибающих моментов от заданной нагрузки показана 

на рисунке 7.24,б, от единичной силы F = 1 - на рисунке 7.24,в.
а) состояние F в) состояние 1

Рисунок 7.24

“Перемножение” эпюр M f  и Mj на вертикальном стержне выполним по правилу 
Верещагина, на наклонном (его длина равна V10 м) - по Симпсону.
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Если функция f  (x) на некотором участке стержня будет представляться более сложным 
выражением, чем многочлен третьей степени, что возможно для стержней криволинейного 
очертания, или при изменении жесткости вдоль оси стержня, или при действии на него 
неравномерно распределенной нагрузки, то результат вычисления по формуле Симпсона 
будет приближенным.

На частичном отрезке погрешность оценивается так:

и < 2880
M ,

где

M sup
хе[< з, b \

f IV (x ) -,

т.е. на этом отрезке формула Симпсона имеет точность o (h 5 ), на всем отрезке -  o(h4 ), в то 
время как формула трапеций, так же как и формула прямоугольников, имеет второй порядок 
точности.

П р и м е р .  Определить с помощью формулы Симпсона площадь эпюры прогибов 
консольной балки постоянного поперечного сечения, нагруженной равномерно 
распределенной нагрузкой.

Эпюры M р  и M 1 показаны на рисунке 7.25.
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Здесь
Рисунок 7.25

f  (x) = M F (x) M 1( x)
4qx

Для варианта с одним участком длиною l  получим:

лат. supremus -  высший



A1F = 6EJ
f 4 q l l  i l + q l 2 12Л
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Точное решение получено ранее непосредственным интегрированием. Площадь равна

,5
A1F =

ql 5
20 EJ

q /5 /5
Если принять —  = 1, то погрешность вычисления /  = ----------- = = 2,083 -10 3 l 5 , что
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соответствует указанной ранее оценке ------ M  = ------- 6 = 2,083 • 10 3 l , где принято
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Для варианта с двумя участками длиной — получим

A1F =
l

2 • 6EJ
( л q l2 l 2 q l2 l 2Л
4 - --------+ - ---------

v 32 32 8 8 j
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+ -
l

2 • 6EJ
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15 15
Погрешность равна /  =  ̂̂  ^  -  —  = 1,253 •Ю 4 l 5 . На всем отрезке интегрирования 

погрешность оценивается так:

I I h 4(b -  a)1/1 < — ^ ^  M  .
I I  2880

1 15
В данном случае h = —, b -  a  = l и, значит, /  < ----------- 6 = = 1,302 • 10-4 l5 .

2 16•2880
Формула Симпсона построена на трех равноотстоящих узлах.

В некоторых случаях применяются квадратурные формулы и с большим числом 

равноотстоящих узлов. В частности, такой формулой, построенной на четырех узлах, 

является следующая:

l



b
j  f  ( x)dx
a

b -  a 
8

f
f  (a) + 3 f a +

V

b - a
3

A
+ 3 f a  +

V

2(b -  a) 
3 + f  (b) .

Ее иногда удобно использовать для перемножения линейных эпюр усилий. Результат 
вычисления получается точным. Например, если перемножаемые эпюры имеют вид, 
показанный на рисунке 7.26, то интеграл Мора на этом участке будет равен

1 l l
—  j f 1(x) f 2(x)dx = —  ( - a c  - b d ) .

a

/2 (x )
!r l / 4 l / 3 lr l / 3 !r

Рисунок 7.26

В общем случае, формулы с большим числом равноотстоящих узлов применяются 
относительно редко.

c

7.8. Определение перемещений от тепловых воздействий

Пусть для системы в состоянии а  (п. 7.6) внешним воздействием является тепловое, т.е. 
температура ее элементов изменилась по отношению к некоторому начальному состоянию. 
Примем для бесконечно малого элемента (рис. 7.27) этой системы температуру нижнего
волокна равной /1, верхнего -  12 и распределение температуры по высоте сечения по 
линейному закону.

Рисунок 7.27
Температура на оси, проходящей через центр тяжести

t = 12 + t 1- t 2
h

h2 . При h1=h2 получим t t1+t2
2

сечения, будет равной

Переход элемента под воздействием температуры в новое положение (показано 
штриховой линией) представим как результат удлинения всех волокон на dst = £  dx = a t  dx 
и затем поворота каждой боковой грани относительно оси, проходящей через центр тяжести

dmt
сечения, на угол —— .



Удлинение нижнего волокна равно a t 1 dx , а верхнего -  a t 2 dx , ( a  -  коэффициент 
линейного расширения). Тогда, вследствие малости деформаций, получим:

dp t = к dx a t 1 d x - a t 2 dx
h

a k z i A  dx
h

a t  'dx
h

где t ' =t1—12 -  перепад температур.

Так как температурные деформации не вызывают сдвига сечений, то, подставляя dst и 

dq>t в общую формулу (7.6) для определения перемещений и заменяя в обозначении Aia 
индекс a на t (указывает от чего возникает перемещение), получим

!
— — a t

Ait = Z j N i a td x  + ^ j M j — dx (7 11)
l l h

Заметим, что каждый из интегралов в этом выражении определяет работу внутренних сил 
вспомогательного состояния системы на перемещениях, вызываемых изменением 
температуры. Поэтому на участке интегрирования значения интегралов принимаются 
положительными в том случае, когда совпадают соответствующие направления деформаций 
стержня, вызываемые усилиями i -го (вспомогательного) состояния и тепловым 
воздействием.

Если на отдельных участках стержней a ,  t, t ' и h остаются неизменными, то выражение 
(7.11) преобразуется к виду:

a  t '
Ait = X a  t Q N + X  j QM > (7.12)h

где Q n = j  Nj dx , Qm  = j M i dx -  площади эпюр продольных сил и изгибающих моментов 
l l

на участках стержней с указанными особенностями.
Пример. Определить горизонтальное перемещение точки B рамы (рис. 7.28,а) от 

указанного на схеме теплового воздействия. Неизменные по длине каждого из стержней
поперечные сечения принять симметричными. Высота сечения вертикального стержня равна , 

горизонтального - Й2 .

а) состояние t б) состояние 1
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Рисунок 7.28

Температура по оси каждого стержня равна
20 +10

t = ---------
2

150 перепад температур

t' = 2 0 -1 0  = 100 .
На рисунке 7.28,б показано вспомогательное состояние рамы, а на рисунке 7.28,в,г -  

эпюры усилий N 1 и M 1.
Вычисляем искомое перемещение.
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7.9. Определение перемещений, 
вы зы ваемы х перемещениями опор

Предположим, что опорные связи заданной статически определимой системы (рис. 7.29,а) 
под влияниями каких-то воздействий переместились в положение, показанные на рисунке
7.29,а: защемление повернулось по часовой стрелке на угол С , а шарнирно-подвижная опора 

сместилась вверх на С2 . Обозначим это состояние системы как состояние С. Для определения 
перемещения какой-нибудь точки, например горизонтального перемещения узла D , во 
вспомогательном состоянии по направлению искомого перемещения приложим силу Fi = 1 
(рис. 7.29,б).

а) состояние с б) состояние i

Рисунок 7.29



Определим работу сил i -го состояния системы на перемещениях ее в состоянии c . В 
состоянии c внутренние силы отсутствуют: перемещения опор статически определимой 
системы не вызывают усилий в ее элементах. Поэтому на перемещениях состояния c 
совершат работу только внешние силы, к которым относятся и опорные реакции. В 
соответствии с принципом возможных перемещений получим

1 -Aic + X  R ki c k = 0 ,

где Rfa -  реакция в связи с номером к от Fi = 1, 

ck -  заданное смещение связи к .
Отсюда следует, что

A ic =  “ X  R ki c k . (7.13)

Знак произведения Rki ck принимается положительным, если направление Rki и ck 
совпадают.

Для рассматриваемого примера получим

A D =  A ic =  “ X  R ki c k =  -

f h h
—  c  —  c9 I = h

V 2 1 l 2 J
d + c x

2  l

В заключение отметим, что если заданная линейно деформируемая система испытывает 
одновременно несколько воздействий (внешняя нагрузка, изменение температуры, смещение 
опорных или других связей), то искомое перемещение определяется суммированием 
составляющих от каждого воздействия в отдельности.

Особенности определения перемещений в статически неопределимых системах будут 
изложены в дальнейшем.

7.10. М атричная форма определения перемещений

Рассмотрим вначале этот вопрос применительно к плоским фермам. В практических задачах 
расчета их на заданные воздействия важно уметь определять перемещения каждого узла по 
горизонтальному
и вертикальному направлениям. Общее число неизвестных перемещений при таком подходе 
будет равно числу степеней свободы узлов m = 2 У -  С0 (перемещения закрепленных узлов 
по направлениям опорных связей отсутствуют). На рисунке 7.30,а неизвестные перемещения 
узлов показаны стрелками.

а)

Для определения перемещения Ai примем вспомогательное состояние таким, как показано на 

рисунке7.30,б: по направлению искомого перемещения приложена сила Fi = 1. На этом рисунке



около каждого стержня фермы показано обозначение возникающего в нем усилия N ki, где индекс 
к соответствует номеру стержня. Индекс n соответствует номеру последнего стержня фермы.

__ l n  
Из формулы (7.6) следует, что At = XN i jsd x  = XNki Alk ,

0 к=1

где N^ -  усилие в к -м стержне от Fi = 1,

Alk -  абсолютная деформация к -го стержня фермы.
Развернутая запись последнего выражения применительно ко всем вычисляемым 

перемещениям представится так:

A 1 =  N 11 A 1 +  N 2 1  A l 2  +  ••• +  N n1 A ln >

A 2  =  N 12 A l 1 +  N 2 2  A l 2  +  ••• +  N n2 A ln j

A m =  N 1m A l 1 +  N 2m A 2  +  ••• +  N nm A n

или в матричной форме записи

" A " N 1 1 N 21

A  =
A  2 = N 12 N 22

A m _ _ N 1m N 2m

Nm
Nn2

Al1

AI2
LNAl,

N„ Al

(7.14)

где A -  вектор узловых перемещений;
Ln  -  матрица, транспонированная по отношению к матрице влияния LN ;

Al -  вектор абсолютных деформаций стержней.
Для статически определимой фермы m = 2 У — Со = C , т.е. m = n и в этом случае матрица 

LN будет квадратной.
Итак, для того чтобы найти перемещения узлов фермы необходимо знать деформации 

стержней A l, определяемые в соответствии с заданным на систему воздействием.
При изменении температуры

Alk = a t k lk ,

где а  -  коэффициент линейного температурного расширения, 
tk -  изменение температуры к -го стержня.

Если находятся перемещения, вызванные неточностью изготовления стержней, то Alk 
определяются как разности между реальными и проектными значениями длин стержней.

При расчете физически нелинейной системы на действие нагрузки F можно, пользуясь 
нелинейной диаграммой растяжения (сжатия), по известному усилию Nkp определить 

соответствующее ему удлинение (укорочение) Alk .
Если материал стержней при заданной нагрузке F работает в линейно-упругой стадии, то

Alk = = d k N k F ,
E A k



где EA- -  жесткость стержня на растяжение (сжатие),

dfr = —к-----коэффициент податливости к  -го стержня.
EAk

Тогда для вектора деформаций, вызываемых заданной нагрузкой F , существует зависимость

1<1__
...

<

А l = =

1

<
___

1

dx
do

N 1 F  

N2F
D N f ■

d NnF

(7.15)

где D -  матрица внутренней податливости стержней фермы,
NF -  вектор усилий в стержнях фермы от нагрузки F .

Подставляя выражение (7.15) в формулу (7.14), получим матричную запись формулы для 
определения узловых перемещений фермы от нагрузки F :

А = LTn D N f . (7.16)

Для определения перемещений изгибаемых систем от нагрузки F воспользуемся формулой 
Симпсона. На к -м участке стержня с переменной изгибной жесткостью интеграл Мора 
запишется в виде:

-M iM Fdx
i Ej

1к ( M HMi
6 EJH

h

+ 4
M CM C M KM K л

EJ C ■ + -
EJ K

F F

V У

где верхние индексы H , C и K  указывают на значения M i , M f , . . . и EJ в начале, середине 
и конце участка интегрирования.

Представим это выражение в матричной форме записи:

-M M W dx 
i EJ

= M H m c m k
i i i

T
= Lki Dк M -F ,

к

6EJH
4lк

6EJC

lk
6EJK

M

M

M

H
F
C
F
K
F

где D-  -  диагональная матрица податливости к -го участка. 

Для варианта линейных эпюр M j , M f  , . . .  получим

i

M H + M Ki i
2

m C =
MH  + m K 

2

и тогда при EJ = const вычисления на участке сведутся к следующему:



} M M F dx
J- ! "EJ
0

6EJ

6EJ

6EJ

m hp

MK

Суммируя результаты вычислений по всем участкам, получим

д  ip - SJ
M iM p dx 

EJ S  tfd DkM kp ■
k

(7.17)

Используя последовательную стыковку векторов изгибающих моментов на всех n 
участках системы и введя в расчет матрицу податливости D всей системы, вычисление 
перемещений можно представить и так:

д  - \тт L  L  \ДiP \Еи L2i ' • ' Lni JX

Di

X D2
M 1P

M  2 P LTiD M p .
(7.18)

Dn M nP

Если необходимо определить перемещения нескольких точек системы, то следует вектор- 

строку LT заменить на матрицу L  ,в каждой строке которой будут записаны значения
изгибающих моментов, вызываемых i -м вспомогательным состоянием.

Если ставится задача определения перемещений, вызываемых различными загружениями,
то необходимо вектор M p заменить на матрицу, в каждом столбце которой записываются 
значения усилий, соответствующие определенному загружению.

С учетом этих замечаний выражение для определения перемещений изгибаемой системы в 
общем случае может быть записано в виде:

Li L2i ..
L 2 L22 .

LTLni
Ln2

'Д11 Д12 •• ди

д - Д21 д22 .•• Д2t

_Дт1 Дт2

D
D

D„

M f - i f

M2P M2P

M!P MHP

Mif 
m  2P

M

-  L d m  .

тLnm

(7.19)

В этом выражении индекс m соответствует числу определяемых перемещений для одного 
загружения, индекс t -  числу независимых загружений.

Если M  — L , то матрица Д будет представлять собой матрицу внешней податливости A 
изгибаемой стержневой системы

A — L - D L m  ■ (7.20)

Это же замечание относится и к формуле (7.16). Заменив вектор Np на матрицу N  — LN , 
получим в результате вычислений матрицу податливости фермы



7.11. Линии влияния перемещений

Теорема о взаимности перемещений используется при решении различных задач механики. В 
частности с ее помощью относительно легко получаются линии влияния перемещений. Пусть, 
например, необходимо построить линию влияния угла поворота (Рк (рис. 7.31,а). Каждому 
новому положению единичной силы (рис. 7.31,б) соответствует определенное значение угла 
поворота (Я ^ Я 2,. . ) . В то же время на основании теоремы о взаимности эти перемещения 

можно определить каждый раз от загружения балки неподвижной обобщенной силой Mk — 1 
(рис. 7.31,в). Следовательно, очертание линий влияния Pk совпадает с эпюрой вертикальных 

перемещений оси балки, которые возникают от силы Mk — 1 . Соответствующее этому 
загружению уравнение изогнутой оси балки записано в п. 7.5.

а)

F — 11

* * Рк

б)

1F —1
Я

f2 —Ц Я,к 2

в)
М1и — 1

Я1к М  — 1

Я2к Мк — 1

У (X)
л.вл. р к

Рисунок 7.31

к

Анализ результатов последнего примера (рис. 7.31) показывает, что практическая задача 
построения линий влияния перемещений линейно деформируемой системы может быть 
связана или с расчетом ее на множество единичных загружений в характерных сечениях и 
последующим определением для каждого из них искомого перемещения или с расчетом 
заданной системы на одно загружение и определением соответствующих перемещений в тех 
сечениях, в которых по известным перемещениям можно представить правильный вид линии 
влияния. Второй вариант решения является, как правило, более предпочтительным. 
Проиллюстрируем сказанное еще раз на примере многопролетной статически определимой 
балки (рис. 7.32), для которой построим линию влияния Я3 . Из расчета балки на загружение

силой р  — 1 можно найти только одну ординату линии влияния Я3 -  Я31 (рис. 7.32,б), из 

расчета на действие P2 — 1 -  Я32 и т. д. Более простой является техника построения линии 

влияния Я3 как эпюры вертикальных перемещений оси балки от действия F 3 — 1 (рис. 7.32,в). 

На рисунке 7.32,г показан вид л. вл. Я3 с учетом общепринятых правил построения: 

положительные ординаты л. вл. Я3 располагаются выше оси балки, отрицательные -  ниже.



а)
| F  =1 
V  4I1 n2 I3 4n

7.12. М атрица влияния перемещений

Вертикальное перемещение сечения i , для которого построена линия влияния 
перемещения, от действия на балку заданной нагрузки можно вычислить по формуле

AiF = 8  F  +Sn F  + • • •+8,и FД111 i 2 1 2

где F i, F2 , . . . , Fn -  сосредоточенные вертикальные силы, приложенные в характерных 

сечениях. При значении индекса i = 3 получим выражение для определения A 3F с помощью 

линии влияния 83 (рис. 7.32,г).

Применяя выражение для A;f  к каждому характерному сечению и используя матричную 

форму записи преобразований, получим значение вектора перемещений Af .

>
1 II

A 1 F  

A  2  F =

8 11 8 12 8 13 • 

8 2 1  8 2 2  8 2 3  •

. 
^ a 

a
__
__
__
__
__
__
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1

••
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^
 

Ач
__
__
__
__
__
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1

1

> a 1__
__
__

_ 8 n1 8 n2 8 n3 ' 8 nn _ 1

______
1

A F ,

" 8 1 1 8 1 2 8 13 • • 8 1 n

где A = 8 2 1 8 22 8 2 3  • • 8 2n

_8 n 1 8 n2 8 n3 '
0

8 nn

матрица влияния перемещений. Компонентами i -го

столбца являются значения ординат эпюр перемещений, построенных от F' = 1, что 

соответствует общему определению матриц влияния. В силу выполнения условия 8^ = 8^ 
матрица A является симметрической матрицей и, значит, по элементам i -го столбца или i -й 
строки можно построить линии влияния 8i .

В случае систем произвольного очертания, не обязательно балочных, перемещения 8^  
могут иметь различную ориентацию в пространстве. Они определяют податливость системы 
в некоторой точке i по направлению единичной силы Fi = 1 от единичной силы Fk = 1,



приложенной в точке к. Поэтому матрицу A называют матрицей податливости системы. Для 
ее вычисления можно использовать формулы (7.20) и (7.21).

П р и м е р .  Вычислить матрицу внешней податливости A рамы по заданным 
направлениям (рисунок 7.33).

Эпюры изгибающих моментов от действия единичных сил по заданным направлениям 
показаны на рисунке 7.34.

Рисунок 7.34

При составлении матрицы влияния LM будем считать ординаты эпюр M , расположенные 
внутри контура рамы, положительными.

Вычисляем матрицу податливости A .

A =
811 

821
8 31

8 12

8 22

8 32

8 13

8 23

8 33
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M D L M  =
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0 0 0 0 0 0 0 2 4
0 0 0 - 1 -  0,5 0 0 0 0
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ТЕМА 8

МЕТОД СИЛ И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ 
К РАСЧЕТУ ПЛОСКИХ РАМ

8.1. Статически неопределимые системы и их свойства

Статически неопределимыми системами называют такие системы, у которых не все 
внутренние силы могут быть найдены из уравнений равновесия твердого тела или системы 
твердых тел.

В статически неопределимых системах число неизвестных усилий превышает число 
возможных (независимых) уравнений равновесия. Например, для определения четырех 
опорных реакций балки (рисунок 8.1,а), возникающих от действия на нее любой нагрузки, 
можно составить только три независимых уравнений равновесия.

Следовательно, во всех сечениях балки на участке A C  усилия определить невозможно. 
Если в этой балке удалить опорный стержень в точке B или ввести в некотором сечении 
шарнир на участке B C , то получим расчетные схемы статически определимых балок, 
показанные на рисунке 8.1,а,б. Связи, которые можно удалить в балке 
(а в общем случае, в любой системе), не нарушая ее свойства геометрической 
неизменяемости и неподвижности, называют лишними. Количество лишних связей, 
устранение которых обращает систему в статически определимую, называют степенью 
статической неопределимости системы. Балка, изображенная на рисунке 8.1,а, является один 
раз статически неопределимой.



а)
A в C D

б)

с) о

Рисунок 8.1

То же можно сказать и о расчётной схеме фермы (рисунок 8.2). От нагрузки, приложенной к 
ее узлам, можно с помощью уравнений равновесия найти опорные реакции и усилия в 
стержнях 3-5 и 4-5, но усилия в остальных стержнях останутся неизвестными. Среди этих 
стержней имеется один лишний, поэтому ферма является один раз статически 
неопределимой.

Еще раз отметим, что термин ”лишняя связь“ нужно понимать с точки зрения 
геометрической неизменяемости и неподвижности системы. По условиям же работы 
конструкции эти связи необходимы, при их отсутствии прочность и жесткость конструкции 
могут оказаться недостаточными.

В качестве лишней может быть принята любая связь, устранение которой не повлияет на 
неизменяемость и неподвижность системы. Так, для схемы (рисунок 8.1) за лишнюю связь 
можно принять любой вертикальный опорный стержень или, в любом сечении на участке A C , 
связь, через которую передается изгибающий момент с одного участка балки на другой.

Степень статической неопределимости сооружения является важной характеристикой 
сооружения.

Статически неопределимые системы обладают следующими свойствами.
1. Тепловое воздействие на систему, смещение опор или неточность изготовления ее 

элементов с последующим натяжением их во время сборки вызывают, в общем случае, в 
статически неопределимой системе дополнительные усилия. В статически определимой 
системе эти факторы вызывают только перемещения сечений, усилий же при этом не 
возникает.

Приведем некоторые примеры.
Пусть температура нижних волокон балки (рисунок 8.3,а) будет равна tx, а верхних -  *2 , 

причем ^ > г2 . Если бы в точке B опорная связь отсутствовала, то консольный стержень при 
указанном воздействии занял бы положение AB' (показано штриховой линией). Чтобы 
вернуть его из этого положения в начальное (недеформированное) необходимо в точке B' 
приложить силу X , равную реакции, возникающей в опоре B от изменения температуры.

2 4

Рисунок 8.2



Смещение опорной точки C в положение C' сопровождается изгибом балки AC  
(рисунок 8.3,б), что свидетельствует о появлении в сечениях балки изгибающих моментов и 
поперечных сил.

а)

,Д
ti

B

i*1

Ai t

б)
Д B C

C'
A

Рисунок 8.3

Если предположить, что в ферме, расчётная схема которой показана на рисунке 8.2, длина 
заготовки стержня 1-4 оказалась меньше требуемого по проекту размера, то для того, чтобы 
концы его присоединить к узлам стержень придется натянуть. Значит, вся группа стержней этой 
панели фермы будет еще до приложения заданной нагрузки испытывать дополнительные 
усилия, в частности, стержни 1-4 и 2-3 будут растянутыми, а четыре других стержня -  
сжатыми (возникает начальное напряжённое состояние).

2. Усилия в статически неопределимых системах, возникающие от внешней нагрузки, 
зависят от соотношения жёсткостей элементов этой системы.

Сравните, например, распределение изгибающих моментов в раме (рисунок 8.4,а,б) с 
различными соотношениями изгибных жёсткостей стержней.

Усилия в этих системах, возникающие от теплового воздействия и осадки опор, зависят от 
значений жёсткостей стержней.

а)
10 к H / м

б)
10 к H / м

B

Рисунок 8.4

3. Система с n лишними связями сохраняет геометрическую неизменяемость и после 
потери этих связей, в то время как статически определимая система после устранения хотя 
бы одной связи превращается в изменяемую.

4. Перемещения статически неопределимых систем, как правило, меньше соответствующих 
перемещений тех статически определимых систем, из которых они образуются. Например, как 
следует из анализа работы под нагрузкой балок, показанных на рисунке 8.5, A2 > А1.

а)
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Рисунок 8.5



Другие особенности распределения усилий и перемещений в статически неопределимых 
системах будут поясняться в последующих параграфах главы.

8.2. Степень статической неопределимости. М етоды расчета 
статически неопределимых систием

По определению, степень статической неопределимости равна количеству лишних связей. 
Из формулы (1.1), устанавливающей количественные соотношения между числом степеней 
свободы
дисков и числом связей, наложенных на них, следует, что число лишних связей ( Л ) будет 
равно Л  = -W , т.е. вычисляется по формуле

Л  = С0 + 2 Ш + 3Ж  -  3 Д , (8 .1)

а если диски соединяются между собой только связями первого (одиночная связь) и второго 
(шарнир) видов, то по формуле

Л  = С0 + 2Ш - 3 Д . (8 .2)

Как и при определении W , обе формулы можно использовать в том случае, когда ни один 
из дисков системы не представляется в виде замкнутого контура.

Если контур рамы замкнутый, то при использовании формулы (8.1) его нужно разбить на 
несколько незамкнутых.

Замкнутый бесшарнирный контур является трижды статически неопределимым. 
Действительно, чтобы раму в виде замкнутого контура (рисунок 8 .6 ,а) превратить в 
статически определимую, например, показанную на рисунке 8 .6 ,б, необходимо удалить три 
связи в сечении к (через эти связи осуществляется передача внутренних сил с одного конца 
стержня на другой).

а) б) б) в) в)

Рисунок 8.6

Если в сечении к удалить связь, через которую передается изгибающий момент с одной 
части стержня на другую, т.е. поставить шарнир, то получим дважды статически 
неопределимую раму (рисунок 8 .6,в).

Таким образом, степень статической неопределимости рамы может быть определена по 
формуле

Л  = 3K -  Ш , (8.3)

где K -  число замкнутых контуров в раме,
Ш  -  число простых шарниров.

Заметим, что и рама, показанная на рисунке 8.7, также представляет собой замкнутый 
бесшарнирный контур. Основание, к которому рама прикрепляется в точках A и B , в этом 
случае рассматривается как диск, соединяющий эти точки.

Приведем некоторые примеры. Определим степень статической неопределимости для 
рамы, изображенной на рисунке 8 .8 .



По формуле (8.2) получим:

По формуле (8.3):

Л  = С0 + 2Ш  -  3 Д  = 9 + 2 • 2 -  3-3 = 4.

Л  = 3K -  Ш  = 3- 2 -  2 = 4.

Замкнутые контуры показаны на рисунке волнистой линией.

Рисунок 8.7

При использовании формулы (8.1) для рамы, изображенной на рисунке 8.9, учтем, что 
жестко соединяются между собой диски 1 и 2, а также 2 и 3.

A

Рисунок 8.9
Очертания дисков выделены волнистыми линиями. Шарнир в точке С является 

двукратным.

Л  = С0 + 2Ш  + 3 Ж  -  3 Д  = 7 + 2 • 4 + 3 • 2 -  3 • 5 = 6 . 

По формуле (8.3) получим

Л  = 3K -  Ш  = 3 • 4 -  6 = 6 .

Разбиение рамы (рисунок 8.10) на отдельные диски примем таким, как показано на 
рисунке.

Рисунок 8.10

Тогда получим: Д  = 6 , Ш = 2 , число жестких соединений Ж  = 4. 
По формуле (8.1):



Л  =  С 0 +  2 Ш  +  3  Ж  -  3  Д  =  9  +  2  • 2  +  3  • 4  -  3  • 6  =  7 .

По формуле (8.3)

Л  = 3K -  Ш  = 3 • 4 -  5 = 7 .

В предыдущем выражении принято Ш  = 2 , т.к. на схеме имеются два простых шарнира 
(каждый из них соединяет только два диска).

В последнем выражении Ш = 5, т.к. дополнительно к двум шарнирам в верхнем контуре 
учитываются два шарнира в нижнем левом контуре и один шарнир в нижнем правом 
контуре.

Степень статической неопределимости определяет число дополнительных уравнений, 
которые нужно составить для определения неизвестных усилий. Последовательность 
операций по раскрытию статической неопределимости заданной системы зависит от того, 
что в статически неопределимой системе определяется в первую очередь.

Если в статически неопределимой системе сначала определяются усилия в лишних связях, 
затем усилия в остальных элементах и только потом перемещения заданных узлов или 
сечений, то такой порядок действий называют методом сил.

Если в статически неопределимой системе сначала определяются перемещения узлов 
заданной системы, затем усилия во всех элементах и только потом перемещения в 
дополнительных сечениях, то такой порядок расчета называют методом перемещений.

Если в первую очередь одновременно вычисляют усилия в части лишних связей и 
перемещения части узлов заданной статически неопределимой системы, по такой подход 
называют смешанным методом.

В настоящее время для расчета, как стержневых, так и любых других систем применяют 
компьютерные технологии, позволяющие автоматизировать как процесс подготовки 
исходной информации, так и процесс вычислений, а также и обзор полученных резульатов. 
При автоматизированном подходе в основу расчета закладывается алгоритмичность 
применяемых методов, а не объем вычислений.

В первой части данного учебно-методического комплекса будет рассмотрен только метод 
сил.

8.3. Основная система и основные неизвестные метода сил

Расчет статически неопределимых стержневых систем методом сил сводится к 
следующему.

В заданной статически неопределимой системе удаляются лишние связи, а вместо них 
прикладываются неизвестные силы. Полученную таким образом систему называют основной 
системой метода сил, а неизвестные силы -  основными неизвестными этого метода. Их 
обозначают буквами X t , где i = 1, 2,—, n ( n < Л  ).



Иллюстрация 8.1. Поперечные рамы цеха

С целью уменьшения числа неизвестных опытные специалисты применяют иногда и 
статически неопределимые основные системы. Число неизвестных ( n ) в этом случае будет 
меньше числа лишних связей ( Л ). Такой способ расчёта требует дополнительных 
вычислений для включённых в основную систему статически неопределимых фрагментов.

В дальнейшем, сопоставляя перемещения заданной и основной систем, получают уравнения 
для определения основных неизвестных.

Поясним некоторые особенности выбора основной системы. Прежде всего отметим, что 
основная система должна быть геометрически неизменяемой и неподвижной. Для любой 
статически неопределимой рамы можно выбрать несколько основных систем. Рассмотрим 
следующий пример. Степень статической неопределимости рамы, изображенной на рисунке
8.11,а, равна трем. Возможные варианты основных систем показаны на рисунке 8.11,б-в. Так 
за основные неизвестные могут быть приняты усилия в опорных связях заданной рамы 
(рисунок8.11,в). Как вариант, за основные неизвестные можно выбрать реакции в опорных 
связях Х х и X 3 , а также силы взаимодействия Х 2 между примыкающими к введенному 
шарниру стержнями. Системы, показанные на рисунках 8.11,г,д, не могут быть выбраны в 
качестве основных, так как являются мгновенно-изменяемыми.
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Все последующие вычисления в методе сил связаны с основной системой. Поэтому от 
удачного выбора варианта основной системы будет существенно зависеть трудоемкость 
расчета. Способы выбора рациональных основных систем изложены в разделе 8 .8 .

8.4. Канонические уравнения метода сил

Деформации заданной и основной систем будут одинаковыми только в том случае, если 
перемещения точек приложения основных неизвестных по их направлениям в основной системе 
будут такими же, как и в заданной системе, т.е. равными нулю. Действительно, например, 
перемещение по направлению силы Х х или X 3 (рисунок 8.11 ,в) равно нулю, так же равен нулю 
в заданной системе и угол взаимного поворота сечений по направлению неизвестной X 
(рисунок 8 .11,в).

Перемещения в основной системе по направлениям основных неизвестных зависят от 
действующей на систему внешней нагрузки и основных неизвестных, поэтому можно 
записать, что

Ai(Xi, X 2,—, Х п, F )= 0;'

A2(X 1, X 2,—, X n, F ) = 0;  ̂ (8 .4)

A n (Xi, X 2,—, Xn, F )= 0.̂

Здесь Ai (i = i ,—,n) -  полное перемещение по направлению неизвестной X i , т.е. 

перемещение, вызванное неизвестными Xx, X2, —, X n и внешней нагрузкой F .
Число ( n ) таких уравнений, естественно, соответствует числу основных неизвестных. 

Если воспользоваться принципом независимости действия сил, то i -е уравнение из системы 
(8.4) можно записать в форме, позволяющей видеть вклад каждого силового фактора в 
конечный результат:

Ai = Aii + Ai2 + — + Ain + AiF > (85)

где Aii, Ai2 , —, Ain -  перемещения точки приложения i -й основной неизвестной по ее 

направлению, вызванные силами X i, X 2, —, X n;

AiF -  перемещение той же точки по тому же направлению, вызванное внешней 
нагрузкой.

Перемещение по направлению i -й неизвестной, вызываемое силой X к , может быть 
представлено как

Aik = Sik X k > (8.6)

где Stk -  перемещение по тому же направлению, вызываемое силой Xk = i .
Учитывая выражения (8.5) и (8 .6), систему уравнений (8.4) запишем следующим образом:

S iiX i +  S i2X 2 +  S i3X 3 +  —  +  S inX n  + A i F  -  0; 

S 2iX i +  S22X  2 +  S 23X  3 + + S2nX n + A  2 F  =  0; >

SniX i + Sn2X 2 +  Sn3X 3 +  —  +  SnnX n + A nF = °. ^

(8.7)



Эти уравнения называют каноническими уравнениями метода сил для расчета системы на 
действие внешней нагрузки. Суть i -го уравнения сводится к тому, что перемещение точки 
приложения неизвестной Xi по ее направлению, вызываемое всеми неизвестными и 
внешней нагрузкой, равно нулю.

В матрично-векторной форме записи система (8.7) имеет вид:

a X + В = о , (8.8)

где

8 1 1 8 1 2 8 13 ' " 8 1 n

A = 8 2 1 8 2 2 8 2 3  '" 82n (8.9)

A l 8n 2 8n3 " ' 8nn_

-  матрица коэффициентов при неизвестных в канонических уравнениях (матрица 
податливости основной системы);

X T = [х , X 2 X з - Х „ ]  (8. 10 )

-  вектор неизвестных;

В т =  [A1F & 2 F  " A n F ] (8 1 1 )

-  вектор свободных членов канонических уравнений (вектор грузовых перемещ ений). 
Коэффициенты типа 8 и , т.е. расположенные на главной диагонали, называют главными

(главные перемещения), а коэффициенты 8 к , если i  ф  к  -  побочны ми (побочные 

перемещ ения). Согласно теорем е о взаимности перемещ ений 8 к  = 8 ^ ,  т.е. матрица A  

является симметричной.

П ри расчете статически неопределимой системы на тепловое воздействие вектор В в 
уравнении (8.8) имеет вид:

В  = [ A 1t A 2 t  " A n t ] , (8.12)

где A it -  перемещ ение точки прилож ения i  -й неизвестной по ее направлению , вы званное 

изменением  тем пературы  стержней.
П ри расчете системы на смещ ение связей

В т = К  A2c " Anc] , (8.13)

где Aic -  перемещение i  -й неизвестной, вызванное смещением связей.

8.5. Определение коэффициентов и свободных членов 
канонических уравнений



Коэффициенты и свободные члены уравнений вычисляются по правилам определения 
перемещений, изложенным в гл. 7. Для рамных систем, испытывающих преимущественно 
изгибные деформации, при неавтоматизированных вычислениях (“ручной” счет) 
ограничиваются учетом влияния на перемещения только изгибающих моментов. Поэтому 8к 

и A iF вычисляются по формулам:

8к = П
М М к dx 

EJ

A iF = E J
M M f dx

E

где M t , Мк -  изгибающие моменты, вызываемые безразмерными силами соответственно

X i = 1 и X k = 1 ;
М  -  изгибающий момент, вызываемый внешней нагрузкой.

Так, например, если для рамы (рисунок 8.12,а) принять основную систему по варианту 
рисунка 8.12,б, то при определении перемещения 821 необходимо состояние рамы под 
действием X 1 = 1 (рисунок 8.12,в) рассматривать как грузовое, а второе, соответствующее 
действию X 2 = 1 (рисунок 8.12,г), -  как вспомогательное. Тогда, после построения эпюр 
изгибающих моментов (рисунок 8.12,е,ж), можно воспользоваться известными способами 
вычисления интеграла Мора вида

8 21 =

М 2М 1 dx 
EJ

Перемещение Ali7 (рисунок 8.12,д) вычисляется с помощью эпюр M f  (рисунок 8.12,з) и 

М 1 (рисунок 8.12,е).

A 1F
M M f dx 

EJ
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Рисунок 8.12
Матричная форма определения перемещений изложена в разделе°7.10.
Естественно, что значения коэффициентов и свободных членов уравнений получаются 

более точными, если при их определении учитываются, кроме изгибающих моментов, 
продольные и поперечные силы в элементах рамы.

После определения коэффициентов и свободных членов система канонических уравнений 
может быть записана в численном виде.

8.6. Построение окончательных эпюр усилий

Решение системы канонических уравнений позволяет найти значения основных неизвестных. 
Окончательные усилия S е { М , Q, N } в к -м сечении заданной системы, на основании 
принципа независимости действия сил, вычисляются по выражению

Sk = SkF + Sk1 X 1 + Sk 2 X 2 + 1 ’ ^  Skn X n (8.14)

где SkF -  усилие в k -м сечении от действия внешней нагрузки;

Ski -  усилие в k -м сечении от X i = 1, i = 1,2, • • •, n .
В соответствии с выражением (8.14) строятся окончательные эпюры изгибающих 

моментов, поперечных и продольных сил:

М  = M f + М 1 X 1 + М 2 X 2 + "  + M n X n, (8.15)

Q = QF + Q1 X 1 + Q2 X  2 + • "  + Qn X n >

N  = n f  + N1 x 1 + N 2 x 2 + - + Nn X n .



Построение эпюр Q и N по приведенным выше формулам не всегда удобно. Более 
простой способ построения эпюры Q основан на использовании дифференциальной
зависимости

Q
dM
dx

Чтобы воспользоваться этой зависимостью получим аналитическое выражение для 
определения изгибающего момента в сечении стержня рамы. Рассмотрим такой стержень как 
балку на двух опорах. Предположим, что пролет балки загружен так, как показано на 
рисунке 8.13,а. Оба опорных момента (левый ( л ) и правый ( п )) -  положительные.

а) а)

Рисунок 8.13

Построив для этого пролета эпюры моментов от нагружения его пролетной нагрузкой (рисунок
8.13,б) и опорными моментами (рисунок 8.13,в,г), определим, на основании принципа 
независимости действия сил, окончательную ординату в сечении k на эпюре М как сумму 
составляющих ее:

— M f ^
l -  x X 
~ ! ~ М л + y  М п (8.16)

Взяв первую производную от выражения (8.16), получим формулу для определения 
поперечной силы в том же сечении:

Q = q f +
М„ -  М л

l
(8.17)

8.7. Алгоритм расчёта. П роверки расчёта

Процесс расчета статически неопределимых рам методом сил включает следующие 
операции.



1. Определение степени статической неопределимости системы.
2. Выбор основной системы.
3. Запись в общем виде системы канонических уравнений.
4. Построение эпюр усилий в основной системе от внешней нагрузки и единичных 

значений основных неизвестных.
5. Вычисление коэффициентов при неизвестных и свободных членов канонических 

уравнений.
6. Запись системы канонических уравнений в численном виде и решение ее.
7. Построение окончательной эпюры изгибающих моментов.
8. Построение эпюр Q и N .
Чтобы не ошибиться в ходе расчета, вычисления на каждом этапе алгоритма следует 

проверять. Для этого, разумеется, необходимо глубоко понимать суть выполняемых 
операций и правильно использовать знания, накопленные в ходе изучения курса 
строительной механики.

Поясним особенности контроля правильности расчета на отдельных этапах алгоритма.
Прежде всего, сделаем замечание к вопросу о выборе основной системы. Для всех 

возможных вариантов основной системы следует выполнить кинематический анализ их в той 
последовательности, которая рекомендована в гл. 1. Особое внимание надо уделить анализу 
структуры системы и проверке ее на мгновенную изменяемость.

На этапе построения эпюр усилий в основной системе применяется, как правило, 
статический метод. Для проверки эпюр наиболее часто используются условия равновесия 
фрагментов расчетной схемы, в частности, узлов рамы.

Проверка правильности вычисления коэффициентов при неизвестных и свободных членов 
канонических уравнений производится с помощью суммарной единичной эпюры моментов 
М  s , строящейся по правилу

s— i 2 + • • • + n . (8.18)

Если “перемножить” единичную эпюру М ( и эпюру М  s , то получим 

g  = ^  j М  М  s d x  ^ М,(М1+М2+---+Мя)й?х
E J

М М  d x  ^  /• М М 2 d xММ 1 ax + ̂ j
■ n

-<>il + ̂ 2 + " '  + ̂ ш

MMndx
E J E J

(8.19)

т.е. сумма коэффициентов при неизвестных в i -м (i = 1,2,—,п) уравнении должна быть 
равна Sis. Такая проверка называется построчной.

Вместо “перемножения” каждой единичной эпюры моментов на суммарную эпюру моментов 
M s на практике производится “перемножение” М s на М s . Используя (8.19), несложно
показать, что

М  М  d x  п п
§ ss = Z J М М  d x  =  Е  £ S ik

E J  i=1 к =1
(8.20)

т.е. Sss равно сумме всех коэффициентов канонических уравнений. Эту проверку называют 
универсальной.

Аналогично выполняется проверка правильности вычисления свободных членов



A sF = Х{
M sM f dx 

EJ = X AiF 
i=1

n
(8.21)

Сумма всех свободных членов уравнений равна A sf .
Необходимо отметить, что выполнение упомянутых здесь проверок коэффициентов и 

свободных членов не всегда является гарантией правильных вычислений. В ходе определения 8к ,

A iF и 8ss , A sf на некоторой операции может быть допущена одна и та же ошибка и, как
следствие, она окажется незамеченной. Поэтому, еще раз напомним, основой правильных 
расчетов на этом этапе является знание и умение правильно применять способы вычисления 
интегралов Мора.

Для проверки окончательной эпюры моментов используются статическая и 
кинематическая проверки. Статическая проверка эпюры “ М ” сводится к проверке равновесия 
узлов рамы. С ее помощью выявляются только ошибки, которые могут быть допущены при 
операции построения эпюры моментов с помощью формулы (8.15).

Основной проверкой является кинематическая (другие ее названия: деформационная 
проверка, проверка перемещений). Перемещение точки приложения i -й основной 
неизвестной по ее направлению в заданной системе должно быть равно нулю. Поэтому, 
пользуясь общим правилом определения перемещений, получим

M tM  dx
EJ

о . (8.22)

В таком случае понятно, что и сумма перемещений по направлениям всех основных 
неизвестных то же равна нулю. Следовательно,

M sM  dx 
EJ = 0, (8.23)

т.е. результат “перемножения” суммарной единичной эпюры М s на окончательную эпюру 
моментов должен быть равен нулю.

Статическая проверка эпюр Q и N заключается в проверке равновесия отсеченной от 
опорных закреплений части рамы.

Пример. Построить эпюры М , Q и N для рамы, изображенной на рисунке 8.14,а.
Заданная рама является дважды статически неопределимой. Основная система и основные 

неизвестные показанына рисунке 8.14,б. Система канонических уравнений имеет вид:
8 11X 1 +  8 12X 2 +  A 1F =  0 ; |

8 21X 1 +  8 22X 2 +  A  2F  =  °-J

Эпюры изгибающих моментов в основной системе от действия X  = 1, Х 2 = 1 и внешней 
нагрузки показаны на рисунке 8.14,в,г,е.

Определяем коэффициенты при неизвестных и свободные члены в канонических 
уравнениях.

~ 1 ( К  Л2 Л 1 2_  ̂  1 _ , _ 1 ^  _ 2 .  203
11 2EJ {2 3 2 3 ) EJ EJ 2 3 3EJ

8 22 =

1 г л г 1 1 r г 2 г 144----- 6 • 4 • 6 + ------- 6 • 6 - 6  = -----
2EJ EJ 2 3 EJ

8 12 = 821 = _
1 ^  , 1 ^  „ 66----- 6 • 4 ̂ 1------- 3 • 6 • 3 = ------ ;

2EJ EJ EJ



A1F = —1— 320 • 4 4  + —  (320 • 3 + 4 125 • 3 + 20 • 3) = 3160;
2EJ 6EJ EJ

1 /С '7 Л /'А

A 2F = --------320 • 4 • 6 + ------(-  320 • 6 -  4 125 • 3) = ---------.
2EJ 6EJy ’ EJ

Для проверки коэффициентов и свободных членов построена суммарная единичная эпюра 
моментов М s . Используя формулу (8.20), получим

8
4

6 • 2EJ
(2 • 3 • 3 + 2 • 7 • 7 + 3 • 7 • 2) +

+
6

6EJ
1 1  2

(3 • 3 + 0  • 3 ) + ------- 3 • 3 - 3
EJ 2 3

239 
3EJ ’

Действительно,

811 +812 +821 +822 = 203
3 J

По формуле (8.21) имеем

66 66 144
E J  ~  E  + Е

239
3 E J '

A sF =  1— 320 • 4 • 5 + - Е  ( -  320 • 3 + 20 • 3)
sF 2EJ 6EJ

4100
E T  ’

Л л 3160 7260 4100что равно A1f + A 2F = — ---—  =

Записываем систему уравнений в численном виде:

203
3EJ

66

-  EJ

Х 1 - ~JJ Х 2 +

Х 1 +

66

EJ
144
E

3160

X 2 -

EJ
7260
EJ

0;
>

= 0 .

Решив эту систему уравнений, найдем:

Х 1 = 4,477 кН; Х 2 = 52,468 кН.

Для построения окончательной эпюры моментов используем формулу (8.15). Эпюры 
М^Х  ̂ и М 2Х 2 показаны на рисунке 8.14,ж,з, а окончательная эпюра М  -  на рисунке 8.14,и. 
Статическая проверка ее выполняется (советуем читателю провести ее самостоятельно). 
Выполним кинематическую проверку.

. М М  dx 4 / \
У -------= --------- (-  2 • 3 • 18,62 -  2 • 7 • 0,71 -  3 • 0,71 -  7 • 18,62) +

J EJ 6 • 2EJv '

+ —  (-  3 • 18,62 + 3 • 33,43) + — 1 3 • 3 2 13,43 =
6EJ EJ 2 3

_ 140,57 140,55 0,02
= EJ EJ ~ EJ '

Относительная погрешность вычислений составляет

£ =
- 0,02

140,55
•100 « 0,01%,
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Окончание рисунка 8.14

Эпюра Q (рисунок 8.14,к) строится по эпюре M . Еще раз отметим, что более простой
_ „ dM ,

способ ее построения основывается на зависимости Q = . Воспользуемся формулой
dx



Рассматривая стержень 2-3 как простую балку, нагруженную равномерно распределенной 
нагрузкой, построим эпюру поперечных сил (балочную эпюру поперечных сил). Она показана 
на на рисунке 8.14, л.

Учитывая распределение моментов на этом стержне (рисунок 8.14,и) с помощью формулы (8.17) 
найдем, что в сечении, примыкающем к узлу 2,

q 2 = 30 + ~ 33-4 3 - (-18-62> = 27,53 кН,
6

а в сечении, примыкающем к узлу 3,

Q3 = -3 0  + ~ 33-4 3 - (-1 8 '62> = -32,47 кН.
6

Эпюра Q на консоли 3-4 строится как для статически определимого фрагмента рамы. 
Впрочем, и в этом случае можно воспользоваться формулой (8.17), если рассмотреть участок 
3-4 как балку на двух опорах (рисунок 8.14,м).

Тогда в сечении, примыкающем к узлу 3,

Q  = 10 + 0 - ( -  2°) = 20 кН ,

а в сечении, примыкающем к узлу 4,

Q4 = - 10+0 - Ш =0 .
Для стержня 1-2 получим:

Q = 0 + -18-62-(-0'71) = -4,48 кН,

Q2
= 0 + -1 8 ,6 2 -  ( -  0,71) 

4
4,48 кН.

Напомним, что -----= tg a . Эпюра изгибающих моментов строится на растянутых
dx

волокнах стержня. Для балочных схем положительные ординаты эпюры расположены ниже 
оси балки. Поэтому знак поперечной силы в заданном сечении k стержня можно определять 
следующим образом. Проведя касательную к линии, ограничивающей эпюру M , в точке 
соответствующей положению сечения k (рисунок 8.14,н), необходимо найти точку 
пересечения касательной и оси стержня (точка O  ).

Если ось стержня необходимо поворачивать вокруг точки O до совмещения с касательной 
кратчайшим путем по ходу часовой стрелки, то поперечная сила в сечении k будет 
положительной Q  > 0). При движении оси стержня против хода часовой стрелки Q < 0.

На линейных участках эпюры изгибающих моментов положение касательной совпадает с 
линией, ограничивающей эпюру M . Поперечная сила на всей длине этого участка будет

постоянной. Для стержня 3-5 Q 13,43
3

4,48 кН, а для стержня 1-2 Q 18,62 -  0,71 
4

4,48 кН.

При известных значениях поперечных сил в стержнях из уравнений равновесия узлов 
определяются продольные силы N . Вычисления N начинают с узла, в котором стыкуются 
стержни не более чем с двумя неизвестными усилиями, и далее, последовательно вырезая



узлы, определяют усилия во всех остальных стержнях. Уравнения равновесия записывают в 
виде суммы проекций всех усилий (и приложенных к узлу внешних сил, если они имеются) 
на вертикальную и горизонтальную оси, или, при наличии наклонных стержней, если 
вычисления упрощаются, на оси, перпендикулярные направлениям стержней.

Составив для узла 2 (рисунок 8.14,о) уравнения ^ X  = 0 , ^ Y = 0 найдем N 2-3 = -4 ,48  
кН, N 1-2 = -27,53 кН.

Из уравнения ^  Y = 0 для узла 3 (рисунок 8.14,п) получим N 3^  =-52,47 кН.
Уравнение ^ X  = 0 для узла 3 является проверочным. Эпюра N показана рисунке 8.14,р.
Для проведения статической проверки эпюр Q и N отсекаем раму от опорных закреплений, 

нагружаем ее заданной нагрузкой и поперечными и продольными силами в сечениях, отделяющих 
стержни от опорных закреплений (рисунок 8.14,с). Составляя уравнения ^ X  = 0 , ^ Y  = 0 
и ^  М  = 0 , убеждаемся в том, что рама находится в равновесии.

8.8. Понятие о рациональной основной системе 
и способы ее выбора

Рациональной основной системой называют такую систему, для которой в канонических 
уравнениях возможно большее число побочных коэффициентов обращается в нуль. При этом 
очень важно установить нулевые коэффициенты лишь на основе визуального анализа 
очертания эпюр усилий, не затрачивая время на их определение. Обращение в нуль 
побочных коэффициентов приводит к значительным упрощениям в расчете.

Если некоторый коэффициент 8iK равен нулю, то соответствующие эпюры M t и M K 
принято называть взаимно ортогональными (аналогия со скалярным произведением взаимно 
ортогональных векторов).

К наиболее часто используемым способам получения рациональных основных систем 
относятся: использование симметрии системы, группировки неизвестных, преобразование 
нагрузки, расчленение многопролетных рам.

1. Использование симметрии системы. Основную систему для рамы, имеющей 
симметричное распределение линейных размеров и жесткостей стержней, следует принимать 
симметричной. Если основные неизвестные можно расположить на оси симметрии, то часть 
из них будет относиться к симметричным, а другая -  к обратносимметричным (иначе, 
кососимметричным). От действия на раму симметричной нагрузки распределение усилий в 
ее элементах окажется симметричным, и наоборот: обратносимметричная нагрузка вызывает 
обратносимметричные усилия. Поэтому эпюры изгибающих моментов в основной системе 
будут либо симметричными, либо обратносимметричными. Симметричные и 
обратносимметричные эпюры являются взаимно ортогональными.

Например, приняв для рамы, показанной на рисунке 8.15,а, основную систему,
изображенную на рисунке 8.15,б, получим симметричные эпюры M 1, M 2 , M 4 (рисунок 
8.15,в,г,е) и обратносимметричную M 3 (рисунок 8.15,д). Следовательно, коэффициенты 813, 

831, 823, 832 , 834, 843 равны нулю.
Вычеркнув в системе уравнений (читатель должен записать их) слагаемые, включающие 

перечисленные коэффициенты, увидим, что она распалась на подсистему, содержащую 
только симметричные неизвестные и уравнение с обратносимметричной неизвестной.
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Несложно, очевидно, распространить приведенные рассуждения на примеры рам с 
большим количеством неизвестных.

2. Группировки неизвестных. Во многих случаях основные неизвестные невозможно 
расположить на оси симметрии. Так для рамы, изображенной на рисунке 8.16,а, число 
лишних связей равно шести. Симметричная основная система может быть принята по 
варианту, показанному на рисунке 8.16,б. Однако в этом случае при загружении ее силами 
Xi = 1 ни одна из эпюр изгибающих моментов не получится симметричной или 

обратносимметричной, а, значит, все побочные коэффициенты 8iK будут отличными от нуля.
Чтобы получить симметричные и обратносимметричные эпюры усилий необходимо 

вместо традиционных неизвестных X t ввести новые (будем обозначать их Zi ),
представляющие собой группы сил. Переход от старых неизвестных к новым, и наоборот, 
должен быть однозначным.

На рисунке 8.16,в показана та же основная система с новыми неизвестными. Сопоставляя 
расположение неизвестных на рисунке 8.16,б,в находим правила преобразования их: каждой 
паре симметрично расположенных неизвестных X i соответствует операция сложения или 

вычитания симметричных и обратносимметричных групповых неизвестных Zi .

В частности, X 1 = Z1 + Z2 , X 4 = Z1 -  Z2 , откуда следуют и выражения для Z :

Z = X 1 + X 4 Z = X! -  X 4
1 2 ’ 2 2 .

Эпюры усилий от групповых неизвестных показаны на рисунке 8.16,г-и. Вследствие взаимной 
ортогональности симметричных и обратносимметричных эпюр система канонических уравнений
распадается на две независимые: в одну из них войдут только симметричные неизвестные Zj, Z3 , 

Z5 , а в другую -  обратносимметричные ( Z2 , Z4 , Z6 ).
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3. Преобразование нагрузки. Дальнейшие упрощения в расчете симметричных систем 
(рисунок 8.17,а) связаны с разложением нагрузки на симметричную и обратносимметричную 
составляющие.
а) а) б) б) в) в)

Рисунок 8.17
Используя свойство взаимной ортогональности эпюр, несложно показать, что при 

действии на систему симметричной нагрузки обратносимметричные неизвестные 
обращаются в нуль, а при действии обратносимметричной нагрузки оказываются равными 
нулю симметричные неизвестные. Применительно к расчетной схеме рамы, показанной на
рисунке 8.17,б, это означает, что расчет ее надо выполнять как системы с неизвестными X 1 ,



X 2 , X 4 (основная система изображена на рисунке 8.15,б), а расчет рамы на действие 
обратносимметричной нагрузки (рисунок 8.17,в) -  как системы с одной неизвестной ( X  3 ).

4. Расчленение многопролетных рам. Этот способ применяется как для симметричных, 
так и для несимметричных рам. Меньшая вычислительная работа по определению 8 iK будет
в том случае, если эпюры усилий в основной системе будут распространяться на небольшие 
фрагменты рамы, т.е. будут “локализованы” в окрестности действия нагрузки.

Для рамы (рисунок 8.18,а) с четырьмя неизвестными на рисунке 8.18,б,в представлены два 
варианта основной системы. Анализируя распределение моментов от Xi = 1 в раме, 

показанной на рисунке 8.18,б, убедимся в том, что ни один из коэффициентов SiK не равен 
нулю.
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б)

а) г>0

б) >
О

Хи X,. X ,

в) в) X X
X3 X3 X4  X4X2̂ X2

К

9 9 V 9

Рисунок 8.18

В системе же, показанной на рисунке 8.18,в, эпюры изгибающих моментов имеют место 
только на стойках, непосредственно воспринимающих действие Xi = 1. Поэтому

S13 = 8Ъ1 = 0 , ^14 =£41  = 0 , 824 = 842 = 0 , следовательно, основная система является
рациональной.

8.9. Определение перемещений 
в статически неопределимых системах

Для определения перемещений с помощью формулы Мора необходимо, следуя 
изложенному в разделе 7.6, построить эпюры изгибающих моментов для заданного 
нагружения системы (рисунок 8.19,а) и для вспомогательного (рисунок 8.19,б). Тогда 
искомое перемещение будет вычисляться по формуле

A  kF =
M k M  d x

E J
(8.24)
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Рисунок 8.19

Однако такой способ вычисления не совсем удобен, так как потребуется дважды 
рассчитать статически неопределимую систему.

Более простой способ вычисления можно получить из следующих рассуждений. Если 
загрузить основную систему заданной нагрузкой и основными неизвестными, которые 
определены из канонических уравнений, то эпюра моментов в этой статически определимой 
системе (рисунок 8.19,в) будет полностью совпадать с окончательной эпюрой моментов 
(рисунок 8.19,а). Следовательно, рассматривая состояние рамы на рисунке 8.19,в как исходное, 
можно для определения перемещения точки k во вспомогательном состоянии принимать 
статически определимую систему (рисунок 8.19,г). В этом случае

A kF = Ц
M0 M  dx 

EJ
(8.25)

где M k  -  изгибающие моменты в статически определимой системе, возникающие от Fk = 1.
Для вычисления перемещения можно применить и другой способ: эпюру моментов от 

заданной нагрузки можно строить в основной системе, а эпюру от Fk =1 -  в заданной
статически неопределимой системе. Покажем это.

Применяя к состояниям рамы, изображенным на рисунке 8.19,а,б, теорему о взаимности 
работ, получим:

Fk A kF = F  A Fk, (8 26)

где Fk = 1; F -  силы, действующие в состоянии а  (на рисунке 8.19,а этой силой является 

равномерно распределенная нагрузка интенсивностью q); A Fk -  перемещение по 

направлению силы F , возникающее от Fk =1 (в этом примере -  площадь эпюры 
вертикальных перемещений горизонтального стержня).

Так как эпюры моментов в состояниях а (рисунок 8.19,а) и в (рисунок 8.19,в) полностью 
совпадают, то выражение (8.26) применимо к состояниям рамы б (рисунок 8.19,б) и в . В этом 
случае под F на рисунке 8.19,в надо понимать распределенную нагрузку и основные



неизвестные X  ! и X  2. Но работа основных неизвестных на перемещениях рамы в состоянии 
б равна нулю. Поэтому

A kF = X F A Fk > (8.27)

т.е. в правой части выражения (8.27) записана работа внешних сил, приложенных к основной 
системе, на перемещениях статически неопределимой системы в состоянии k.

Заметим, что в приведенных пояснениях на выбор основной системы никаких 
ограничений не накладывалось.

Записывая выражение (8.27) через работу изгибающих моментов, получим

A kF = XI
M kMF dx 

EJ
(8.28)

где M°F -  изгибающие моменты в основной системе (рисунок 8.19,д).
Таким образом, при определении перемещений в статически неопределимых системах 

можно одну из “перемножаемых” эпюр строить в заданной статически неопределимой 
системе, а вторую -  в любой статически определимой, полученной из заданной системы.

Обратимся к вычислениям. На рисунке 8.20,а показана эпюра изгибающих моментов в 
статически неопределимой раме от заданной нагрузки, а на рисунке 8.20,б -  эпюра моментов в 
той же раме от Fk = 1 . По формуле (8.24) получим:

l
24EJ

A kF = X I
Mk M  dx 

EJ

_ 15l ql2 _ 13l ql2 15l ql2 13l ql2
2 ---- - -------2 ----- - —  + ----- - —  + -----—

176 22 176 44 176 44 176 22

l
H---------

24EJ
„ 3l ql2
2 -----—

176 11
„ 13l ql2
2 -----—

176 44
137 3l ql2
176 11 176 44

+

l 3l ql1 3l 7 l2
H------- --------------- 4 ---------- ql

6EJ 176 11 352 88
ql4 1

----------- м.
1408 EJ

На рисунке 8.20,в показана эпюра моментов в статически определимой раме (основной 
системе) от Fk = 1, а на рисунке 8.20,г -  эпюра моментов в основной системе от заданной 
нагрузки. По формуле (8.25) получим:

л _ ^ r M £ M d x _ l
A kF = Х 1 ~ Ё Т ~  = 2 4 E J

2 L q ! l + L q l!
4 22 4 44

ql4 1
----------- м.
1408 EJ



а)

в)

а)
ql2

б) б)

В

По формуле (8.28):

4 „  tM kM F dx 1 2  ql2 , 1 3l
A kF = X I — — F-----= ---------- —  l ---------1 EJ EJ 3 8 2 176

q l4 1
1408 EJ

м.

Понятно, что вычисления перемещений по формулам (8.25) или (8.28) оказываются более 
простыми, чем по формуле (8.24).

8.10. Расчет рам на действие температуры и смещение опор

При расчете рам на тепловое воздействие канонические уравнения метода сил 
записываются в виде:

8 ц х  1 +  8 ц X  2 + ^ 1 3 X  3 +  ••• +  ^1„X „ + A 1t =  0;

8 ц х  1 +  8 ц X  2 + ^ 2 3 X  3 +  ••• +  ^ 2 „ X „ + A 2t =  0;
>

*n1X 1 +  ^ n 2  X  2 +  $ п 3 X  3 +  •  +  8 n n X n + A  n t  =  °-,
Для вычисления свободных членов уравнений применяется формула (7.12).
В статически определимых системах от действия температуры усилий не возникает. 

Поэтому окончательная эпюра изгибающих моментов в заданной раме строится посредством 
суммирования единичных эпюр моментов, умноженных на найденные из уравнений 
соответствующие значения неизвестных:

M  = M 1X 1 + M 2X 2 + •••+M nX n . (8.29)

Кинематическая проверка ее сводится к проверке перемещений рамы по направлениям 
отброшенных связей, т. е. состоит в проверке выполнения условия

X I
MM s dx 

EJ

n

+ X A  i t  =  ° .
i=1

(8.30)

При расчете рам на смещение опор канонические уравнения записываются в виде:



S 1 1 X j + S U X 2  + 8 1 3 X 3 +  ••• +  S l n X n + A lc -  0;

S 21X  1 + S 2 2 X 2  + S 23X 3 +  "■ +  S 2nX n + A 2 c -  0; >

S n 1 X 1 +  S n 2 X 2  +  S n 3 X 3 +  • • • +  S n n X n + A n c -

Свободные члены уравнений вычисляются, в общем случае, по формуле (7.13).
П р и м е р  . Построить эпюры M , Q и N в раме от теплового воздействия (рисунок 8.21,а).

Высота сечения стержней AC  и BD hj — 0,3 м, стержня CD -  ^  -  0,4 м. Коэффициент

теплового линейного расширения материала a  —1,2 -10 5 °C-1, EJ — 60 МН м .

Основная система в исходном и деформированном состояниях изображена на рисунке
8.21,б. При определении коэффициентов канонических уравнений будем учитывать влияние
только изгибающих моментов. Используя эпюры M 1 и M 2 (рисунок 8.21,д,ж), получим:

S11 —
272
3EJ ’ S 22 —

180
EJ ' S 12 — -

84
EJ '

Для удобства вычислений свободных членов А^ и A2t (соответствующие отрезки 
показаны на рисунке 8.21,б) по формуле (7.12) значения используемых расчетных 
параметров запишем в табл. 8 .1.

Таблица 8.1

№ стержня h, м t ,
град

t',
град

2
°M 1 ,м (On, , м

2
Om 2 , м ®n2 ,м

1 2 3 4 5 6 7 8
AC 0,3 -5 50 8 0 0 4
CD 0,4 -5 50 24 6 18 0
BD 0,3 -5 50 8 0 24 4

Напомним , что при вычислениях по формуле (7.12) каждое слагаемое в ней принимается 
положительным в том случае, когда соответствующие направления деформации стержней, 
вызываемые единичными силами и тепловым воздействием, совпадают.

A 1t — I a  t Q n
а  t '

+  Z  Qh M1

— a  - 5 - 6
a  - 50 
-------8

0,3
a  - 50

" 0 4 -
24

а-  50 
------- 8

0,3
5636,67 a.

A

— a-  5 - 4 -

a  t '
2t — Z a  t ^ N 2 + Z  ^ M 2

- a - 5 - 4 + O A 18 + 0 J 0 24
0,4 0,3

6250 a.
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Рисунок 8.21
Следуя алгоритму расчета (раздел 8.7), запиш ем  систему уравнений в численном виде:

272
—  X 1 -  
3 E J  1

-  —  X  +
E J

84

E J

180

~ E J

X 2  -  5636,67 a  

X 2 + 6250,0 a  -

= 0;
>

0.

Решив ее, найдем X 1 — 52,8498 a  EJ кН, X 2 — -10,0590 a  EJ кН.
Статическая неопределим ость рамы раскрыта. Так как грузовая эпю ра моментов в 

основной системе (статически определимой) при расчете на действие тем пературы  
отсутствует, то  окончательную  эпю ру моментов строим по вы ражению

M  — M 1X 1 +  M 2 X  2 .



Она показана на рисунке 8.21,з. Изгибающие моменты в раме зависят от значений жесткостей 
стержней, т.е. подтверждается одно из общих свойств статически неопределимых систем (раздел 
8.1). В скобках указаны значения ординат для принятых в примере исходных данных.

Выполняем кинематическую проверку. Суммарная единичная эпюра моментов M s 
изображена на рисунке 8.21,ж.

и
M M S

EJ +  Z  A  i t —
i— 1

aE J
EJ

1 211,399 - 4 -2  - 4 +
2 3

+ —  (2 - 211,399 - 4 -  2 - 271,753 - 2 +271,753 - 4 -  211,399 - 2 ) -  
6 - 2

-  4 (2 - 271,753 - 2 + 2 - 60,354 - 6 + 60,354- 2 + 271,753 - 6 ) -  
6

-  5636,67a + 6250 ,0a]— 0.

Условие (8.30) выполняется. Эпюры Q и N изображены на 
рис. 8.21,и,к.

П р и м ер  . Построить эпюры M , Q  и N в раме от указанного на рисунке 8.22,а 
смещения опорных связей, приняв жесткости стержней равными EJ — 60 МН м , а смещения 
связей q  — c2 — c — 0,01 м.

Заданная рама дважды статически неопределима. Выбрав основную систему (рисунок
8.22,б), запишем канонические уравнения метода сил для расчета рамы на смещение опор в 
виде:

S 11X 1 +  S 1 2 X 2  +  A 1c —  0; |

S 2 1 X 1 +  S 2 2 X 2  +  A  2 c  —  0 J

Построим единичные эпюры моментов (рисунок 8.23,в,г) и вычислим коэффициенты при 
неизвестных:

S11 —
225 
3EJ ’ S 22 —

16
3EJ ’ S 12 —

20
3EJ '

Учитывая распределение реакций в опорных связях от X 1 — 1 (рисунок 8.23,в) и X 2 — 1 
(рисунок 8.23,г), по формуле (7.13) получим:

A 1c —  - Z  R k1ck — - ( - 1 c 1 -  2 , 5  c 2  ) —  c 1 +  2 , 5  c 2  —  3 , 5  c ;

A 2 c  —  - Z R k2ck —  - ( -  0 , 5  c 2  ) —  0 , 5  c 2  —  0 , 5  c -

Канонические уравнения, после несложных преобразований, получают следующую форму 
записи:

225 20  r
-----Xi +-----X 9 + 3,5 cEJ -

3 1 3 2
20  16
—  Xi + —  X 9 + 0,5 cEJ
3 1 3 2

0 ;

Решив их, найдем:



X 1 — -0,043125 cEJ ; X 2 — -0,039844 cEJ .
Так как смещение опор не вызывает усилий в статически определимой системе, то 

окончательная эпюра изгибающих моментов строится по выражению

M  — M 1X 1 + M  2 X  2 .

Заданная Основная
система система

Х,=1

0,2953 cEJ0 ,2 15bcE.J (177,19)(129,37)

(м)(кН • м)

25,88

76,6476,64
®  (кН)кН25.88



Рисунок 8.22
Она показана на рис 8.22,д. В скобках указаны значения ординат моментов для принятых 

исходных данных. Кинематическая проверка ее, так же как и при расчете на тепловое 
воздействие, сводится к проверке выполнения условия

tMMs dx
Z J  ^  + Z A ic 0.

Проведем ее, используя суммарную единичную эпюру M s
(рисунок 8.22,д).

cEJ
EJ

1 2 4
-0 ,2156 - 5 — 5 + - x
2 3 6

x (— 2 - 0,2156 - 5 -  2 - 0,2953 - 7 +  0,2156 - 7 +  0,2953 - 5)] +
+ 3,5 c + 0,5 c — 0.

Проверка выполняется. Эпюры Q и N показаны на рисунке 8.22,ж,з.

8.11. Линии влияния усилий

Для построения линии влияния какого-нибудь усилия необходимо, как известно, вначале, 
пользуясь известными методами строительной механики, получить зависимость 
(аналитическую или в численном виде) этого усилия от положения силы F  — 1 (S — f  (x)),
а затем, с помощью этой зависимости, определить значения ординат линии влияния для всех 
характерных сечений.

Если для определения зависимости S — f  (x) применяются методы статики сооружений,
то соответствующий метод построения линии влияния называется статическим.

В статически неопределимых системах усилие в сечении стержня определяется по 
выражению (8.14). Если его использовать для построения линий влияния, то необходимо 
иметь в виду, что от подвижной силы F  —1 меняются и значения основных неизвестных Xi 
и значение усилия в сечении k основной системы. Поэтому выражение (8.14) для построения 
линии влияния усилия в сечении k следует переписать в виде:

л. вл. Sk =  л. вл. Sk +  Sk1 (л. вл. X 1) + 

+  Sk2 (л. в л .X 2 ) +  +  Skn (л. в л .Х п),

где л. вл. Si -  линия влияния усилия S в сечении k основной системы;

Ski -  усилие в сечении k основной системы от Xi — 1 ( i — 1, 2, • ,  n) .
Используем это выражение для построения линии влияния изгибающего момента в 

сечении k однажды статически неопределимой балки (рисунок 8.23,а).
Выбрав основную систему (рисунок 8.23,б), построим грузовую эпюру моментов (рисунок 

8.23,в) и единичную (рисунок 8.23,г), после чего определим

$ 1  —
_Р_
3EJ ’ ^1F

x 2 (3/ -  x ) 
6EJ

Из канонического уравнения Sxl X  + 3\f — 0 найдем



x2 (3/ -  x ) 

2 /3

Отсюда следует, что линия влияния X  описывается кривой третьей степени относительно 
координаты x подвижной силы F  — 1. Она показана на рисунке 8.23,д.

В статически определимых системах линии влияния усилий имели прямолинейное 
очертание или кусочно-ломаное (прямолинейное очертание на ограниченной длине 
движения силы). Вспомните, например, линии влияния опорных реакций в простых балках, 
линии влияния изгибающих моментов и т.д.

Для построения линии влияния изгибающего момента Mk выражение (8.31) запишем в 
виде:

л . . л .  в л  M k =  л .  в л .  М \0 +  M k1 ( л .  в л .  X 1) . (8.32)

В рассматриваемом примере М и  — — (рисунок 8.23,г). На рисунке 8.24,б изображена л. вл.2
м 0 , а на рисунке 8.24,в -  л. вл. М и  X 1. Суммируя их, получим л. вл. M k  (рисунок 8.24,г).

Изложенный способ построения линии влияния может быть применен и для систем с 
небольшим числом неизвестных при “ручном” (неавтоматизированном) способе вычисления 
координат.
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Рисунок 8.23
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Рисунок 8.24

Для сложных систем, к которым относятся и рамы, получить аналитические зависимости 
исследуемого фактора от координаты силы F  — 1 трудно, поэтому для них используются 
численные методы решения. С помощью компьютерных программ, в которых реализованы 
методы расчета различных систем, можно найти искомое усилие при положениях силы 
F  — 1 в различных характерных сечениях рамы.

Решение задачи о построении линии влияния усилия сводится, таким образом, к расчету 
заданной системы на несколько разновременных загружений ее силами F  — 1. Поясним этот 
подход к построению линий влияния на примере двухпролетной рамы (рисунок 8.25) все 
стержни которой имеют одинаковую изгибную жесткость.

Предположим, что сила F  — 1 может двигаться по стержням 4-8 и 9-11. Построим линию 
влияния изгибающего момента в сечении 6. Определив на каждом из стержней три 
промежуточных сечения и считая, что все стержни рамы имеют EA ^  да, выполним расчет 
заданной рамы на шесть загружений ее единичными силами (в каждом промежуточном 
сечении стержней 4-8  и 9-13 прикладывается сила F  — 1). Выбрав из результатов расчета на 
каждое загружение значение момента в сечении 6, построим линию влияния М 6 (рисунок 8.25).

1>00



В изложенной форме решения статический метод является в настоящее время основным 
методом построения линий влияния усилий и перемещений в стержневых и континуальных 
системах.

Более подробно такой подход к построению линий влияния усилий (или других факторов) 
изложен в разделе 9.9.

Кратко поясним суть кинематического метода построения линий влияния усилий в 
статически неопределимых рамах.

Если для заданной системы, имеющей n лишних связей, в качестве основной системы 
принять статически неопределимую систему с n - 1  лишними связями, то каноническое 
уравнение метода сил для расчета рамы на действие силы F  — 1 примет вид:

^ (П -1) X 1 + 4 -1) — 0. (8.33)

Так как по теореме о взаимности перемещений ° ( n°1F
(n -1) _ ° (n -1) 

- ° F 1 то

X  —-
° (n-1) °F1

(n- !)11
(8.34)

где °1(n-1) -  перемещение в системе с n - 1  неизвестной точки приложения силы X 1 по ее

направлению; оно вычисляется перемножением эпюры М  (n - самой на себя;
c(n-1) „ „  л°F1 -  перемещение в той же системе точки приложения силы F  — 1, вызванное силой

X  — 1.
Сила F  — 1 может занимать любое положение на стержнях рамы, поэтому SFl определяет 

перемещения стержней рамы от силы X 1 — 1.
Таким образом, выражение (8.34) для построения линии влияния X 1 можно записать 

следующим образом:

л. вл. X 1 — -
эп.°F  1 

°11(n-1)
(8.35)

Итак, чтобы построить линию влияния X 1 необходимо построить от X 1 — 1 эпюру 
перемещений стержней рамы, по которым движется сила F  —1 , и все ординаты ее поделить 
на -  ° 11.

Очертание линии влияния, оказывается, подобно эпюре перемещений сечений стержней.

М нож итель-------является коэффициентом подобия. В этом и состоит основное достоинство
°11

кинематического метода. С его помощью легко представить форму линии влияния усилия. 
Для этого необходимо удалить связь, в которой возникает искомое усилие и загрузить раму 
(или другую систему) соответствующей силой X 1 — 1. Обладая достаточной инженерной 
интуицией, несложно показать эпюру перемещений, т. е. форму линии влияния.

Для построения, например, линии влияния Mk в статически неопределимой балке 
(рисунок 8.24,а) необходимо ввести в сечении k шарнир и загрузить балку моментами X 1 
(рисунок 8.26). Эпюра вертикальных перемещений точек балки будет подобна л. вл. М  6.



X * 11

X = U  VXj=1 Л

Рисунок 8.26

Для построения линии влияния М6 в раме (рисунок 8.25) введем в 6-м сечении шарнир и 
загрузим раму моментами X 1 — 1 (рисунок 8.27). Эпюра вертикальных перемещений грузовой 
линии от данного загружения будет подобна линии влияния М 6. Ординаты °F1 эпюры 
перемещений, если нужно, могут быть вычислены по правилам, изложенным в разделе°8.9.

ТЕМА 9

РАСЧЕТ НЕРАЗРЕЗНЫХ БАЛОК

9.1. Общие сведения

Неразрезной балкой называют балку, которая перекрывает два или более пролетов, не 
прерываясь по своей длине шарнирами.



Иллюстрация 9.1. Неразрезная балка

Степень статической неопределимости неразрезных балок может быть определена по 
общим правилам (раздел 8.2). Поскольку балка представляет собой один диск, 
перекрывающий несколько пролетов, то формула (8.2) преобразуется к виду

Л  — С0 -  3. (9.1)

Балки, показанные на рисунке 9.1,а,б, содержат соответственно две и три лишние связи.

а)

б)

Рисунок 9.1

Читатель уже знаком с методами расчета статически неопределимых рам на различные 
виды внешних воздействий (см. гл. 8,9,10). Особенности применения их к расчету 
неразрезных балок рассматриваются в следующем параграфе.

9.2. П римеры расчета неразрезной балки

П р и м е р  1. Используя метод сил, построить эпюры изгибающих моментов и поперечных 
сил для неразрезной балки (рис. 9.2,а).
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Рисунок 9.2

Балка является трижды статически неопределимой. Основную систему метода сил можно 
получить посредством устранения опорных связей (рисунок 9.3,б). Тогда в качестве 
неизвестных будут приняты опорные реакции. Несложно заметить, что в этом случае ни 
один из побочных коэффициентов канонических уравнений не равен нулю (рисунок 9.3,в). В 
этом же можно убедиться и “перемножая” соответствующие единичные эпюры моментов. 
Значит, такая основная система является нерациональной.

а)

б)

в)

Заданная
1— -------- 2 Г “ X

Основнаясистема
Т *1 Т *2 *3

1 -

•11
ся 1 '&22

3̂2

*2=1

Рисунок 9.3



Более удачной (рациональной) будет основная система, полученная введением шарниров 
в надопорные сечения (рисунок 9.2,б). При таком выборе основной системы неразрезная 
балка расчленяется на отдельные однопролетные балки. Основными неизвестными в этом 
случае являются надопорные моменты.

Построив в основной системе единичные эпюры изгибающих моментов (рисунок 9.2, в-д) 
и грузовую эпюру изгибающих моментов (рисунок 9.2,е), вычислим коэффициенты и 
свободные члены канонических уравнений.

После несложных преобразований получим уравнения в следующем виде:

4 2
-  X 1 + -  X 2 + 30 = 0;
3 1 3 2
2 7 1
-  X  + -  X 2 + -  X 3 + 75 = 0; >

1 X 2 + 2 Х 3 + 80 = 0.
2 2 3

Обратим внимание на то, что при указанном способе выбора основной системы для 
неразрезной балки первое и последнее уравнения получаются двухчленными, а все 
промежуточные -  трехчленными ( i -е уравнение содержит неизвестные X t_1, X t , X t+1). 

Решив систему уравнений, найдем:

71X  = ----- кН • м,
1 6

64X  = ----- кН • м,
2 3

X  3 = _
104

3
кН • м.

Окончательная эпюра изгибающих моментов (рисунок 9.2,ж) строится по выражению:

^̂ d = р  + ĵ ^1 X 1 + ĵ M2 X  2 + ĵ M3 X 3 .

Аналитическое выражение для определения изгибающего момента в сечении, 
расположенном между опорными точками балки, можно получить по формуле (8.16).

Кинематическая проверка правильности эпюры M  состоит в проверке перемещений по 
направлениям основных неизвестных и выполняется по формуле (8.23).

Эпюра поперечных сил показана на рисунке 9.2,з.
Для определения реакции в опоре с номером n (рисунок 9.4) вырежем двумя сечениями, 

расположенными по обе стороны от опоры, бесконечно малый участок балки и покажем в 
этих сечениях поперечные силы. Из уравнения ^  Y = 0 следует, что

Rn Qn+1 Qn .
В частности, в защемлении (рисунок 9.5) и первой промежуточной опоре (рисунок 9.6) 

вертикальные реакции равны соответственно 12,625 кН и 45,155 кН (рисунок 9.6).

Qn 4 , n ,1 Qn+1
и I  >1

12,625

|  R= 12,(525 к H

17,375
I I

U n » JL ’27,78 
i

ln , ln+1 -----►и— j R= 45,155 к H

Рисунок 9.4 Рисунок 9.5 Рисунок 9.6



П р и м е р  2. Смещения опор неразрезной балки показаны на рисунке 9.7,а. Построить 
эпюру изгибающих моментов, приняв с  = 0,01 рад, С2 = с3 = 0,06 м.

а)

б)

в)

г)

д)

е) М)  (к H. м)

Рисунок 9.7
Расчет балки на смещение опор, как и расчет на внешнюю нагрузку, выполняется методом 

сил.
Пусть основная система будет такой, как показана на рисунке 9.7,б. Свободные члены 

канонических уравнений определим по формуле (7.13). Используя распределение реакций в 
опорных связях (рисунок 9.7,в-д), найдем:

А1с = _ Х  r k1ck = _  (_ 1 • С1) = С1 = 0,01;

А 2с X  Rk 2Ск
f 1 1
v_  6  С2 J = 6  С2 = 0,01;

1 1 1
А3с = _ X Rk3ck = _  “  с2 _ Т с3 1 = "  с2 ̂  с3 = _ 0,013 6 3 6

Коэффициенты при неизвестных имеют те же значения, что и в примере 1. 
Запишем канонические уравнения для расчета на заданные смещения опор.



4 2
-  X  + -  X 2 + 0,01 EJ = 0;
3 1 3 2
2 7 1
-  X 1 + -  X 2 + -  X 3 + 0,01 EJ = 0; !>
3 1 3 2 2 3

1  X 2 + 2 X 3 _ 0,01 EJ = 0.

Решив их, получим:

X 1 =_5,5 • 10_3 EJ кН м; X 2 = _4,0 •10_3 EJ кНм;

X 3 = 6,0 • 10_3 EJ кН м.

Эпюра M  изображена на рисунке 9.7,е

9.3. Построение линий влияния усилий

Для построения линий влияния усилий статическим методом (раздел 8.11) необходимо, в 
общем случае, выполнить расчет неразрезной балки на действие силы F  = 1, приложенной в ряде 
характерных точек каждого пролета, и составить матрицу влияния усилий Ls . По значениям

элементов i -й строки можно построить линию влияния S i .
Рассчитаем балку (рисунок 9.8,а) на действие единичной силы в обозначенных на рисунке 

сечениях и по результатам расчета построим линии влияния усилий.
Форма линии влияния на протяжении каждого пролета, как правило, определяется значениями ее 

ординат в трех промежуточных сечениях. Например, для построения л. вл. M c (рисунок 9.8,б) 

или л. вл. M  5 (рисунок 9.8,в) достаточно найти соответствующие моменты при положениях силы 
F  = 1 в сечениях, делящих пролет на четыре части.

Некоторые особенности очертания линии влияния изгибающих моментов возникают при 
построении их для сечений, расположенных вблизи опор. Так, при построении линии влияния 
момента для сечения К 2 (рисунок 9.8,г) оказывается, что сила F  = 1, расположенная правее 
второго пролета, не вызывает в этом сечении изгибающего момента (точку К 2 называют 
левым фокусом второго пролета).

Если же некоторое сечение К  будет расположено между точками B и К 2 , то линия 
влияния изгибающего момента в этом пролете будет двузначной (рисунок 9.8,д). Поэтому, во 
избежание ошибок, в пролете, к которому относится исследуемое усилие, число пробных 
установок силы F  = 1 следует принимать более частым.

Известно, что форма линии влияния, в соответствии с кинематическим методом (раздел 8.11), 
подобна эпюре перемещений балки, вызываемой смещением соответствующей связи по ее 
направлению на единицу. Например, чтобы получить очертание л. вл. Q5 (рисунок 9.8,е) 
необходимо торцы балок, примыкающие к пятому сечению, раздвинуть по вертикали на 
длину, равную единице, так, чтобы они оставались параллельными один другому. Численные 
же значения ординат линии влияния удобно вычислять статическим методом.



а)

б)

в)

д)

е)

ж)

л. вл .М5

л. вл. М к

л. вл. М кх

л. вл. Q 5

л. вл. V b

Рисунок 9.8
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Для установления формы л. вл. (рисунок 9.8,ж) необходимо в балке удалить опорную 
связь в точке B  и дать ей единичное перемещение по направлению удаленной связи. 
Положение изогнутой оси балки будет соответствовать очертанию искомой линии влияния. 
Ординаты линии влияния определены статическим методом.

9.4. Огибающие эпю ры усилий

Неразрезные балки, как и большинство других конструкций, загружаются как постоянной 
нагрузкой, так и временной, характер действия которой, в общем случае, оказывается 
достаточно произвольным: она может быть во всех пролетах балки или только в некоторых 
из них. Экстремальные усилия в сечениях балки определяются с помощью невыгодных 
загружений линий влияния (гл. 3). Однако такой способ нахождения их при отмеченном 
характере действия временной нагрузки является достаточно сложным и, к тому же, не дает 
наглядного представления о распределении максимальных и минимальных усилий по длине 
балки.



Более просто задача об определении экстремальных усилий решается с помощью 
огибающих эпюр усилий. Рассмотрим задачу построения огибающих эпюр изгибающих 
моментов в неразрезной балке, загруженной постоянной (рисунок 9.9,а) и временной 
нагрузками (рисунок 9.9,б). На рисунке 9.14,в показана эпюра моментов от постоянной 
нагрузки, на рисунке 9.9,г-ж -  от последовательного загружения каждого пролета временной 
нагрузкой.

Максимальный и минимальный изгибающие моменты в сечениях балки определим по 
выражениям:

max M  = M nocm + X м Вр; min M  = M nocm + £ M ep,

где M nocm -  изгибающий момент от постоянной нагрузки в данном сечении;

M^p -  изгибающие моменты от временных нагрузок, вызывающие в этом сечении 
положительный момент;

M вр -  изгибающие моменты от временных нагрузок, вызывающие в этом сечении 
отрицательный момент.
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Например, max M 7 = 34,03 + 33,63 + 0,90 = 68,56 кН • м;

max М ш = —44,03 + 2,26 + 2,64 = —39,13 кН • м; 

min М 1 = —21,04 — 24,39 — 1,02 = —46,45 кН • м; 
min М 11 = 5,99 — 10,9 — 4,28 = —9,19 кН • м.

Соединяя плавной кривой точки, соответствующие max М , получим огибающую 
максимальных моментов (рисунок 9.9,з). Огибающая минимальных моментов соответствует 
значениям min М .

Из построенных графиков следует, что на отдельных участках растянутые волокна балки 
располагаются только внизу (или только вверху), а на других участках растянутые волокна 
могут располагаться как внизу, так и вверху. В сечении 11 max М г х = 15,24 кН • м (на рисунке 
9.9,з не показан), а min М ц  = —9,19 кН • м.

Сведения о распределении расчетных значениях усилий используются при 
конструировании балок.



Аналогичный подход к построению огибающих эпюр изгибающих моментов, поперечных 
и продольных сил может быть применен при расчете других конструкций.

9.5. Расчет неразрезных балок на упругих опорах

Примерами упругих опор могут служить длинные колонны, на которые опирается 
неразрезная балка (рисунок 9.10,а), поперечные балки проезжей части металлического моста, 
на которые опираются продольные неразрезные балки, а также понтоны, которые служат 
опорами наплавного моста.

а)

б)

Рисунок 9.10

На расчетной схеме балки такие опоры изображаются в виде пружин (рисунок 9.10,б). 
Если упругие опоры являются линейно деформируемыми, то перемещения опорных точек 
балки пропорциональны реакциям опор:

у т cm Rm ,

где c m -  коэффициент податливости n -й опоры, м/кН.
Расчет неразрезных балок на упругих опорах удобно выполнять методом сил. Основная 

система метода сил принимается такой же, как и при расчете балок на неподатливых (жестких) 
опорах. На рисунке 9.11,а показан фрагмент основной системы многопролетной неразрезной 
балки. Подчеркивая конкретный физический смысл основных неизвестных метода сил, в 
практических расчетах заменяют обозначения X г- на M  г-.

Перемещение по направлению неизвестного M n (угол взаимного поворота сечений балок, 

примыкающих к n -й опоре) будет вызываться только опорными моментами M n _2 , M n_ j, 

M n , M n+i, M  n+2 и нагрузкой, расположенной в пролетах ln_ i, ln , ln+i, ln+2 , поэтому 
соответствующее каноническое уравнение метода сил имеет вид:

n̂, n_2M  n_2 +  &n, n_1M n_1 +  n̂nM  n +

+  &n, n+1M n+1 +  &n, n+2M n+2 +  ^  nF =

Его называют уравнением пяти моментов.
Деформированное состояние основной системы, вызванное M n= 1, показано на рисунке

9.11 ,б, а на рисунке 9.11,в,г представлены эпюры моментов и даны значения опорных 
реакций от M  n= 1 и M n _ 2= 1.
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Коэффициенты и свободные члены уравнений определяют по формуле Мора-Максвелла, 
учитывая влияние изгибающих моментов в балке и реакций в упругих опорах:

Sik = X j  M i k + X  CmRmiRmk ;EJ

Д /F =  Z J  M i MFd X +  £  CmRmiRmF,

s
sn+2, n

sn+1, n
M n= 1

г)

где M t , Mk -  моменты в балке соответственно от M  == 1 и M к= 1;

M f  -  моменты в балке от заданной нагрузки;
Rmi, Rmk -  реакции опоры m соответственно от M  = 1 и M^= 1;
RmF -  реакция опоры m от нагрузки; 
cm -  коэффициент податливости опоры m .

Линии влияния усилий в балках на упругих опорах, как и в балках на абсолютно жестких 
опорах, строятся статическим и кинематическим методами.

ТЕМА 10

РАСЧЕТ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ ФЕРМ

10.1. Виды статически неопределимых ферм

В данной главе рассматриваются особенности расчета ферм как шарнирно-стержневых 
систем с лишними связями. Напомним, что узловые соединения шарнирно-стержневых 
систем представляют собой идеальные шарниры без трения.

Степень статической неопределимости Л  шарнирно-стержневой системы определяется по 
формуле



где Со -  количество опорных стержней фермы; С -  количество стержней, составляющих 
ферму; У -  количество узлов фермы.

Примеры нескольких типов статически неопределимых ферм приведены на рисунке 10.1. и
10.2,а.

Трехпролетная неразрезная ферма с параллельными поясами и треугольной решеткой 
(Рисунок 10.1,а) является дважды внешне статически неопределимой. Отсоединенная от 
опор она имеет геометрически неизменяемую статически определимую структуру.

Семипанельная балочная ферма с крестовой решеткой (рисунок 10.1,б) содержит семь 
лишних связей. Данная ферма является внутренне статически неопределимой. Внешне она 
статически определима: реакции ее опор можно найти из уравнений равновесия, как у 
простой балки. Балочная ферма с параллельными поясами, треугольной решеткой и 
дополнительными стойками, усиленная шпренгелем (рисунок 10.1,в), также внутренне один раз 
статически неопределима.

а)

б)

в)

Рисунок 10.1
Распорная ферма с дополнительным раскосом в центральной панели (рисунок 10.2,а) 

статически неопределима как внешне, так и внутренне.

10.2. Особенности расчета статически неопределимых ферм
Расчет статически неопределимых ферм, как правило, производится методом сил. 

Основная система метода сил выбирается путем разрезания стержней фермы, либо путем 
удаления опорных связей (рисунок 10.2,б), которые не являются абсолютно необходимыми.



Рисунок 10.2
Канонические уравнения метода сил имеют стандартный вид
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где индекс п означает количество неизвестных метода сил.
При узловой нагрузке в стержнях статически неопределимых ферм, как и других 

шарнирно-стержневых систем, будут возникать только продольные внутренние силы. 
Следовательно, перемещения в фермах будут зависеть только от продольных деформаций их 
стержней, и для вычисления перемещений следует использовать одночленную формулу 
Максвелла. Следовательно,

Ь  = Е  s- S N iN k ; АEA iF
y sN,NF 
^  EA

(i, к  =  1 ,2 , . . . ,  n ) ,

где знак суммирования I  распространяется на все стержни фермы; Nt, Nk, NF -  
соответственно усилия в стержнях основной системы метода сил от единичных значений 
основных неизвестных ( =  1, X k = 1) и от заданной нагрузки F ; s и EA -  длина и
жесткость на растяжение-сжатие соответствующего стержня фермы.

Окончательные усилия в стержнях статически неопределимых ферм вычисляют по 
формуле

П
N  = Nf + Е  N ,X , .

i=1

Все вычисления удобно вести в табличной форме. Для фермы с двумя лишними связями 
(рисунок 10.2) такая таблица может иметь следующий вид (табл. 10.1).

Таблица 10.1

№
ст.

II Nf N i n 2
Ni
N1b N1 N2b N2 N2b N  NFb N2 NFb N1

X1
N1

X2 N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

I Sii 812 822 A1F A2F



В первом столбце таблицы указываются номера стержней в произвольном порядке. Во 
второй столбец вносятся податливости стержней, т.е. отношения b = s /(EA) , в третий, 
четвертый и пятый столбцы вносятся усилия в стержнях фермы, вычисленные в основной 
системе метода сил от заданной нагрузки и единичных значений основных неизвестных. В 
последующих пяти столбцах производятся собственно вычисления, смысл которых указан в 
шапке таблицы. Суммы элементов, полученных в столбцах 6...10, дают значения 
коэффициентов при неизвестных (единичных перемещений) и свободных членов (грузовых 
перемещений) канонических уравнений метода сил. После того как определены значения 
основных неизвестных из решения системы канонических уравнений, заполняются столбцы 
11 и 12 (вычисляются исправленные значения усилий в основной системе от найденных 
значений основных неизвестных). Наконец, суммируя столбцы 3, 11 и 12, получают 
окончательные значения усилий в стержнях статически неопределимой фермы. При 
необходимости в таблицу могут быть внесены дополнительные столбцы для осуществления 
промежуточных и окончательных кинематических проверок в соответствии со смыслом метода 
сил.

Расчет ферм методом перемещений приводит к значительно большему количеству 
основных неизвестных. Как правило, метод перемещений применяют при 
автоматизированном расчете ферм на компьютерах.

10.3. Построение линий влияния усилий
При расчете ферм на подвижную нагрузку для определения ее наиболее невыгодного 

расположения применяются линии влияния. На основании теоремы о взаимности реакций и 
перемещений (кинематический метод построения линий влияния) линия влияния усилия в 
любом стержне (связи) статически неопределимой фермы совпадает с линией прогибов узлов 
грузового пояса фермы, вызванных действием единичного перемещения по направлению 
этого усилия (этой связи).

Процесс построения линии влияния усилия в некотором стержне (связи) статически 
неопределимой фермы можно осуществить и несколько по иному, на основании теоремы о 
взаимности перемещений. Разрезается стержень (удаляется связь), линию влияния усилия в 
котором (которой) требуется построить. Степень статической неопределимости фермы при 
этом уменьшается на единицу. Ферму с удаленной связью можно рассматривать как 
основную систему метода сил, в общем случае статически неопределимую. Основное 
неизвестное, реакция в удаленной связи, зависит от точки приложения единичной 
подвижной силы. Закон изменения этого основного неизвестного и определяет искомую 
линию влияния.
Из соответствующего канонического уравнения находим

л.в. X 1 = -  8 1F ( х )  

* 1

-  8 F 1  ( х )
811

где 8 ц  -  перемещение в основной системе по направлению удаленной связи от единичного 
значения усилия в этой связи, т. е. величина постоянная; 81F (х) -  перемещение в основной 
системе по направлению удаленной связи от подвижной единичной силы, т. е. функция 
аргумента X -  абсциссы точки приложения единичной подвижной силы; а 8f 1(х) -  функция 
того же аргумента х, но выражающая собой перемещения по направлению подвижной 
единичной силы от единичного значения неподвижного основного неизвестного X 1 = 1 , т.е. 
эпюра перемещений (эпюра прогибов грузового пояса) в ферме с удаленной связью от 
единичного значения усилия в этой связи.



Таким образом, чтобы построить в статически неопределимой ферме линию влияния 
некоторого усилия, необходимо удалить связь, воспринимающую это усилие. Затем к ферме 
с удаленной связью по направлению этой связи прикладывается единичная сила (единичное 
усилие в удаленной связи). От приложенной единичной силы определяются прогибы всех 
узлов грузового пояса, и строится эпюра перемещений (линия прогибов). По направлению 
удаленной связи вычисляется также перемещение 8ц  . Обычно это перемещение отличается 

от единицы. Следовательно, ординаты линии прогибов, уменьшенные в 8ц  раз, и 
представляют собой ординаты искомой линии влияния.

При использовании компьютерных технологий линию влияния любого усилия можно 
построить и по ее прямому определению, как результат многократного вычисления этого усилия 
от действия единичных вертикальных сил, прикладываемых поочередно к каждому из узлов 
грузового пояса.

Если тем или иным способом построены линии влияния усилий во всех «лишних» связях 
статически неопределимой фермы (л.в. X k, к = 1,2V„ ,п ), то линия влияния усилия в любом

другом стержне ( л.в. N J ) может быть построена по простой формуле

где л.в. N j  -  линия влияния рассматриваемого усилия в основной системе метода сил при

п = Л  удаленных связях, N j  -  усилие в рассматриваемом стержне в основной системе 

метода сил от единичного неизвестного X  к = 1 .

В строительной практике наиболее часто находят применение следующие виды 
статически неопределимых арок: двухшарнирные (рисунок 11.1,а), характеризующиеся 
наличием двух шарниров, как правило, опорных, или пятовых; одношарнирные 
(рисунок 11.1,б), содержащие один шарнир, как правило, ключевой; бесшарнирные 
(рисунок 11.1,в), представляющие собой сплошной криволинейный стержень, жестко 
защемленный по концам. С точки зрения статической неопределимости, двухшарнирная арка 
имеет одну «лишнюю» связь, одношарнирная арка дважды статически неопределима, а 
бесшарнирная арка трижды статически неопределима.

л.в. N J = л.в. N j  + Х N j  (л.в. X k),
п

к =1

ТЕМА 11

РАСЧЕТ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ АРОК, 
ВИСЯЧИХ И КОМБИНИРОВАННЫХ СИСТЕМ

11.1. Виды статически неопределимых арок

а) а)

б) б)

в) в)



П о  о ч е р т а н и ю  а р к и  в ы п о л н я ю т с я , к а к  п р а в и л о , с и м м е т р и ч н ы м и . В  з а в и с и м о с т и  о т  
х а р а к т е р а  н а г р у зк и  о сь  а р к и  м о ж е т  б ы ть  о ч е р ч е н а  п о  к в а д р а т н о й  п а р а б о л е , п о  д у ге  
о к р у ж н о с т и  и л и  и н о й  к р и в о й , м о ж е т  и м е т ь  п е р е л о м ы . П о п е р е ч н о е  с е ч е н и е  а р к и  м о ж е т  б ы ть  
к а к  п о с т о я н н ы м  п о  д л и н е  а р к и , т а к  и  п е р е м е н н ы м .

В с е  в и д ы  а р о к  я в л я ю т с я  р а с п о р н ы м и  с и с т е м а м и , т о  е с т ь  п р и  д е й с т в и и  н а  а р к у  т о л ь к о  
в е р т и к а л ь н о й  н а г р у з к и  в ее  о п о р а х  в о з н и к а ю т  и  г о р и з о н т а л ь н ы е  о п о р н ы е  р е а к ц и и .

И л л ю с т р а ц и я  11.1. Д в у х ш а р н и р н а я  с к в о з н а я  а р к а  с  н а д а р о ч н ы м  с т р о е н и е м

С л едовательн о , ар ки  т р е б у ю т  со зд ан и я  м о щ н ы х  о п о р н ы х  устрой ств . Ч т о б ы  н е  п ер ед авать  на 
н и ж е  л еж ащ и е  ко н стр у к ц и и  зн ач и тел ьн ы е  го р и зо н тал ьн ы е  уси ли я , п р и м ен яю т  арки  с затяж кам и . 
О б ы ч н о  затяж к и  р азн о й  ко н стр у к ц и и  у стр аи в аю т  в д в у х ш ар н и р н ы х  арках  (р и су н о к  11.2). 
Д в у х ш ар н и р н ая  ар ка  с затяж ко й , со х р ан яя  сво й ства  р асп о р н ы х  си стем , и м еет  б ал о ч н ы е  о п о р ы  и 
п ер ед ает  н а  о п о р н ы е  ко н стр у к ц и и  о т  в ер ти кал ьн о й  н агр у зки  то л ь ко  вер ти кал ьн ы е  у си л и я  и  м о ж ет  
б ы ть  р асп о л о ж ен а  н а  вы со ки х  ко л о н н ах  и л и  стен ах  без у стр о й ств а  кон трф орсов .

Рисунок 11.2
О с о б е н н о с т и  р а с ч е т а  о д и н  р а з  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  а р о к  р а с с м о т р и м  н а  п р и м е р е  

р а с ч е т а  д в у х ш а р н и р н о й  а р к и  с за т я ж к о й .

11.2. Расчет двухшарнирной арки с затяжкой



Двухшарнирная арка с затяжкой является внешне безраспорной. Распор воспринят 
затяжкой, и его следует рассматривать как внутреннюю растягивающую силу в затяжке. 
Двухшарнирная арка с затяжкой является один раз статически неопределимой, и ее нетрудно 
рассчитать методом сил (иллюстрация 11.2).

Рассмотрим двухшарнирную арку с прямолинейной затяжкой, расположенной в уровне 
опор. Арка имеет переменное по длине пролета поперечное сечение и загружена 
вертикальной нагрузкой (рисунок 11.3,а). Основную систему метода сил можно получить, 
рассекая затяжку (точнее, удаляя из затяжки связь, воспринимающую продольную силу). 
Основным неизвестным метода сил будет усилие в затяжке Nзат = X  (рисунок 11.3,б). 

Каноническое уравнение метода сил имеет вид

511X 1 + A i f  = 0 >

где 5ц  есть взаимное перемещение концов затяжки в месте разреза, вызываемое единичным 
усилием в затяжке Xj = 1 , Ajf  _ взаимное перемещение концов разрезанной затяжки от 
внешней нагрузки.

Иллюстрация 11.2. Двухшарнирная арка с затяжкой 
При вычислении перемещений в основной системе учитываем изгибные деформации арки 

и продольные деформации затяжки. Продольными деформациями и деформациями сдвига в 
арке будем пренебрегать. Это допущение справедливо для достаточно подъемистых арок при 
отношении стрелы подъема арки к ее пролету, равном f  / L = 1/6 +  1/4.

При разрезанной затяжке основная система арки представляет собой криволинейную балку. 
Нагрузка, приложенная к арке, вызывает изгибающие моменты только в арке как в криволинейной

балке M f = М °  (рисунок 11.3,в). Усилий в разрезанной затяжке нагрузка не вызывает.



Единичное неизвестное вызывает изгибающие моменты в арке M j = —y (x ) . Единичная 
эпюра изгибающих моментов повторяет очертание оси арки (рисунок 11.3,г). В затяжке единичное 
неизвестное вызывает постоянную растягивающую продольную силу N3am = 1 (рисунок 11.3,д).

Основная особенность расчета арок состоит в том, что интегралы Мора для вычисления 
перемещений в арках должны браться по длине оси арки, т.е. являются криволинейными 
интегралами. Свободный член канонического уравнения, т.е. грузовое перемещение, находят 
по одночленной формуле Мора

,M jM Fds y(x)MFds
1F = |  EJ (x) J  EJ (x) '

Коэффициент при неизвестном (единичное перемещение), вычисляемый с учетом 
продольных деформаций затяжки, находят по двучленной формуле

$1 =  1M 12 d s  , N 3amL r b ( x ) ] 2 ds L+ =  1 + ■
S E J  ( x )  EA 3am s  E J  ( x )  EA

Рисунок 11.3
Чтобы в этих криволинейных интегралах перейти к интегрированию по длине пролета, 

т.е. по абсциссе х  введем замену



dx
cos p( x)

где <p(x) -  угол наклона к горизонтали касательной к оси арки в сечении с абсциссой х. В 
результате для вычисления коэффициента и свободного члена канонического уравнения 
метода сил получим следующие формулы:

г п  = L JM !^ + -J — ;
0 E J  ( x ) c o s p ( x )  EA3am

_ L y(x)MFdx 
1F 0 EJ (x )cosp( x)

Таким образом, вычисление перемещений в арках, как и в других криволинейных стержнях 
переменного сечения, оказывается значительно более трудоемким, чем вычисление 
перемещений в прямолинейных стержнях постоянного сечения. Вычисление определенных 
интегралов по правилу перемножения эпюр (по правилу Верещагина) здесь невыполнимо, 
так как под знаками определенных интегралов стоит произведение нескольких нелинейных 
функций. Формула Симпсона должна рассматриваться как один из вариантов 
приближенного вычисления определенных интегралов.

Принимая во внимание введенные выше предположения о неучете продольных и 
сдвиговых деформаций арки, допустимо применить для вычисления перемещений в арке 
более простой метод численного интегрирования -  метод прямоугольников. Для этой цели 
пролет арки разбивают на достаточно малые участки, желательно, одинаковой длины, 
нумеруют их в определенной последовательности и в среднем сечении каждого участка 
вычисляют значения всех подынтегральных функций. В итоге процедура взятия 
определенного интеграла заменяется вычислением конечной суммы произведений значений 
подынтегральных функций в серединах участков:

9
д  = Ъ  Уk Axk . L ;°11 = Ъ  + л ;

к =1 EJk cos Pk EA3

n
&1F = — Ъ

к =1

y k  ( M F  )  к  Д x k

E J k c o s  P k

где к -  номер участка, n -  количество участков. Обычно все вычисления проводят в таблицах 
(табл. 11.1).

Таблица 11.1

№
у ч а с т к а

к
Хк Ук EJk cospk (M F)k Axk Ук  A xk  

E J k  c o s pk

y k  ( M F  )k E x k

E J k c o s  P k

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Е s (M ) 
° 11 - Д №



Сумма элементов предпоследнего столбца дает часть единичного перемещения, 
обусловленную изгибными деформациями арки. Полное единичное перемещение найдем как 
сумму

Я = Я( М )  
" 1 1  =  " 1 1 +  -

L
EA„

После того как из решения канонического уравнения будет найдено усилие в затяжке

N  — Y  -  — Д 1F
N  V r t W i  - ^ 1

Я11

внутренние силы в любом сечении двухшарнирной арки можно найти по тем же формулам, 
что и в трехшарнирной арке

Mx = M 0 — X  y x ;

Qx = 0 ° cos Px— X 1sin Px;

N x = —(q0 sin Px + X 1 cos Px ) .

Индекс x в данных формулах обозначает произвольное сечение арки.

11.3. Влияние податливости затяжки на усилие в затяжке
В статически неопределимых системах распределение усилий в элементах зависит от 

соотношения их жесткостей (податливостей). Следовательно, податливость затяжки, 
величина L /(EA3am) будет влиять на значение усилия в затяжке. Полученную в предыдущем 
разделе формулу для вычисления усилия в затяжке можно переписать следующим образом:

Nзат Х 1
—  Д 1F —  Д 1F

Я11 Я(М) ,
"11 +

L
EA„

Графическое изображение зависимости усилия в затяжке от жесткости затяжки дано на 
рисунке 11.4.

Рисунок 11.4
Если постепенно уменьшать жесткость затяжки, величину EA3am, или, что то же самое, 

увеличивать податливость затяжки, величину L  /(EA3ат) , то усилие в затяжке будет 
уменьшаться. Чем слабее, податливее затяжка, тем меньше воспринимаемое ею усилие. В



пределе, при затяжке нулевой жесткости, т. е. при ее отсутствии, арка с затяжкой 
превращается в безраспорную криволинейную балку; усилие в затяжке равно нулю.

С другой стороны, если постепенно увеличивать жесткость затяжки EA3Cim усилие в
затяжке будет также увеличиваться, однако в гораздо меньшей степени. В пределе, при 
стремлении жесткости затяжки к бесконечности, а податливости затяжки к нулю, усилие в 
затяжке будет асимптотически стремиться к величине

тт _  —Д ^
"(М) ’
"11

где H  -  величина, численно равная распору двухшарнирной арки без затяжки на шарнирно
неподвижных опорах (рисунок 11.1,а).

То есть в этом предельном случае, когда затяжка абсолютно нерастяжима, двухшарнирная 
арка с затяжкой превращается как бы в двухшарнирную арку на неподвижных опорах -  в 
обыкновенную двухшарнирную арку.

Таким образом, относительно слабая затяжка не позволяет полностью использовать 
преимущества арки с затяжкой как распорной системы. В противовес, чрезмерно жесткая 
затяжка практически оказывается бесполезной. Усилие в жесткой затяжке не может превысить 
распора арки без затяжки, вычисляемого по последней формуле.

При расчете двухшарнирных арок без затяжки за основное неизвестное также принимают 
распор ( X 1 = H ). Основную систему метода сил получают, отбрасывая горизонтальный 
опорный стержень одной из опор. Единичная и грузовая эпюры изгибающих моментов в 
основной системе для двухшарнирной арки без затяжки получаются такими же, как и для 
арки с затяжкой (рисунок 11.3,в,г). Распор двухшарнирной арки без затяжки вычисляют по 
формуле

n  yk (МF ) k Axk 
х  - H - k=1 EJk cos Pk 

1 n  yk2 Axk
k=1 EJk cos Pk

11.4. Особенности расчета бесшарнирной арки
Бесшарнирная арка является трижды статически неопределимой. Для определения трех 

основных неизвестных метода сил необходимо составить и решить три канонических уравнения. 
Соответствующим выбором рациональной основной системы метода сил можно добиться даже 
полного разделения системы канонических уравнений на три отдельных уравнения, каждое с 
одним неизвестным, при произвольном очертании оси арки и произвольной нагрузке. Варианты 
основных систем, представленные на рисунке 11.5,а,б,в, позволяют обнулить побочные 
коэффициенты канонических уравнений и привести уравнения к виду

Я11Х 1 + \ f  = 0 ;

Я22Х 2 + Д2F = 0 ;

Я33Х 3 + Д3F = 0 .
Добиться такого результата можно ценою дополнительных вычислений по определению 

длины жестких консолей (рисунок 11.5,а,б). Так, например, в симметричной арке (рисунок
11.5,б) основное неизвестное X1 является кососимметричным и отделено от двух других
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прямосимметричных неизвестных. Разделить основные неизвестные X 2 и X 3 можно, 

подобрав длину абсолютно жестких консолей у 0 так, чтобы перемещение 823 равнялось 
нулю. Точка, в которой находятся концы абсолютно жестких консолей, называют упругим 
центром арки. Полного разделения основных неизвестных можно добиться, и поместив в 
упругий центр конец единственной консоли (рисунок 11.5,а). Тот же результат можно 
получить и при основной системе в виде трехшарнирной арки (рисунок 1.5,в), сгруппировав 
основные неизвестные X \ и X 3 и определив положение крайних шарниров из условий, 
чтобы побочные коэффициенты канонических уравнений метода сил обратились в нуль.

И л л ю с т р а ц и я  11.2. Б е с ш а р н и р н ы е  а р к и  к а к  о с н о в н ы е  н е с у щ и е  к о н с т р у к ц и и  м о с т о в о г о  п е р е х о д а

Однако в век электронных калькуляторов и компьютеров решение систем линейных 
алгебраических уравнений второго-третьего порядка не представляет каких-либо 
затруднений. Поэтому можно отказаться от выбора оригинальных основных систем и 
дополнительных вычислений.

а )

Xi

в ) X2 ■ Х 2

б ) Xi ИХ 1

Рисунок 11.5

Так основная система, полученная сквозным разрезом бесшарнирной арки по оси симметрии 
(рисунок 11.5,г), позволяет сразу разделить три совместных канонических уравнения на одно 
независимое уравнение относительно кососимметричного основного неизвестного X \ и на 
систему двух совместных уравнений относительно двух симметричных основных 
неизвестных X 2 и X 3 :

811X 1 + x if  ~ 0 ;

822X 2 + 823X 3 + Х2F = 0 ; 

832X 2 + 833X 3 + X3F = 0 .



К таким же результатам приводит и основная система в виде криволинейной балки 
(рисунок 11.6,б). Рассмотрим данный вариант более подробно, так как приемы построения 
ряда эпюр внутренних сил в такой основной системе, уже нашли свое отражение в расчете 
двухшарнирных и трехшарнирных арок.

M  j

M  2 

M  3

M f

Сгруппируем неизвестные опорные моменты, разложив их на кососимметричное 
групповое неизвестное X 1 и симметричное групповое неизвестное X 2 . Основное 

неизвестное X\ = 1 вызовет в арке линейную кососимметричную эпюру (рисунок 11.6 ,в). 
Ординаты этой единичной эпюры можно вычислить в обычной системе координат с началом 
на левой опоре по уравнению M \(х) = 1 -  2x / L . Неизвестное X 2 = 1 вызовет в арке 

постоянные положительные изгибающие моменты M 2(x) = 1 (рисунок 11.6,г). Неизвестное 
X 3 = 1 вызовет в основной системе симметричную эпюру изгибающих моментов с 
отрицательными ординатами, совпадающую с очертанием оси арки, M 3(x) = - y ( х) (рисунок
11.6,д). Грузовая эпюра изгибающих моментов совпадает с балочной эпюрой изгибающих 

моментов M f  = M 0 (рисунок 11.6 ,е).
Криволинейные интегралы по длине арки, определяющие коэффициенты и свободные 

члены канонических уравнений, вычислим по правилу прямоугольников, разбив пролет арки 
на n участков. С учетом введенных выше обозначений соответственно получим:

n  M l ) 2 tek  .
8 11 = Ъ ~7Тт ;

k=1 EJk cos (Pk
822 = Ъ

Axk

k= \E J k  co s  P k

n  JkAxk .
823 = -  Ъ ~ ---------- ;

k=1EJk cos Pk
я _ n  y i  A xk .
8 33 =  ;

k=\ EJk cos Pk

П (M l )k(MF)k Axk .
A1F = Ъ -----—---------------;

k=1 EJk cos Pk
A _  n  ( M F  ) k A x k .
A  2F  = Ъ ~ -------------;

k  =1 E J k  cos Pk

Л _  n y k (M F  ) k Ax k
A3F  = - Ъ --------------- .

k =1 E J k cos Pk

В приведенных выше формулах индекс к обозначает номер участка при вычислении 
интегралов Мора по правилу прямоугольников. Значения подынтегральных функций 
вычисляются обычно в серединах участков.



После определения из решения канонических уравнений основных неизвестных можно 
определить внутренние силы в любом сечении бесшарнирной арки точно так же как в 
трехшарнирных и двухшарнирных арках. Основное неизвестное X 1 вызывает в основной 
системе вертикальные опорные реакции

Vai = - 2X \ / L ; Vb\ = 2 X \/ L .

Основное неизвестное X 2 в основной системе опорных реакций не вызывает. Основное 
неизвестное X 3 вызывает в основной системе только горизонтальную опорную реакцию 

H A3 = X 3 . Следовательно, для вычисления внутренних сил в произвольном сечении х 
бесшарнирной арки будем иметь следующие формулы:

M x = M°x + X\(1 -  2x / L) + X 2 -  yxX3 ;

Qx = (q 0 -  2 X i / L) cos Px-  X  3sin Px;

Nx = - ( Q0 -  2X 1 / L) sin Px -  X 3 cos Px .

11.5. Понятие о расчете статически неопределимых 
комбинированных и висячих систем

Н а п о м н и м , ч то  к о м б и н и р о в а н н ы м и  с и с т е м а м и  н а зы в а ю т  р а с ч е т н ы е  с х е м ы  с о о р у ж е н и й , у  
к о т о р ы х  ч ас т ь  с т е р ж н е й  р а б о т а е т  н а  и зги б , а  о с т а л ь н ы е  т о л ь к о  н а  с ж а т и е -р а с тя ж ен и е . 
С тер ж н и , р а б о т а ю щ и е  н а  и зги б , о б ы ч н о  и м е ю т  б о л е е  м о щ н о е  п о п е р е ч н о е  се ч е н и е , и  и х  
н а зы в а ю т  ж е с т к и м и  э л е м е н т а м и . С т е р ж н и , в о с п р и н и м а ю щ и е  т о л ь к о  с ж и м а ю щ и е  и л и , т е м  
б о лее , р а с т я г и в а ю щ и е  у с и л и я , я в л я ю т с я  б о л е е  л е гк и м и . И х  н а зы в а ю т  г и б к и м и  эл е м е н т а м и . 
Р а с с м о т р е н н ы е  в ш е с т о й  т е м е  ш п р е н ге л ь н а я  б а л к а  с п р о м е ж у т о ч н ы м  ш а р н и р о м  в с е р е д и н е  
п р о л е т а  и  ц е п ь  с б а л к о й  ж е с т к о с т и , т а к ж е  и м е ю щ е й  п р о м е ж у т о ч н ы й  ш ар н и р , я в л я ю т с я  
о с н о в н ы м и  п р е д с т а в и т е л я м и  с т а т и ч е с к и  о п р е д е л и м ы х  к о м б и н и р о в а н н ы х  си стем . В и д ы  
с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м  п р а к т и ч е с к и  н ео б о зр и м ы .

В с е  в и д ы  а р о к  с з а т я ж к а м и  м о ж н о  о т н е с т и  к  к о м б и н и р о в а н н ы м  с и с т е м ам . А р к а  
п р е д с т а в л я е т  с о б о й  ж е с т к и й  э л е м е н т . Э л е м е н т ы  з а т я ж к и  я в л я ю т с я  ги б к и м и . П р и м е р ы  
н е к о т о р ы х  д р у ги х  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м  п о к а з а н ы  н а  
р и с у н к е  1 1 .8 .

В и с я ч и м и  н а з ы в а ю т  т а к и е  с и с т е м ы , о с н о в н ы е  н е с у щ и е  э л е м е н т ы  к о т о р ы х  р а б о т а ю т  н а  
р а с т я ж е н и е . К  в и с я ч и м  с и с т е м а м  о т н о с я т с я  в и с я ч и е  а р к и  (р и с у н о к  1 1 .9 ,а ), р а з н о о б р а з н ы е  
в а н т о в ы е  (т р о с о в ы е )  с и с т е м ы  (р и с у н о к  1 1 .9 ,б ,в ,г ) , н е к о т о р ы е  в и д ы  к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м  
(р и с у н о к  1 1 .8 ,б ,в ).



И л л ю с т р а ц и я  11.3. М н о г о п р о л е т н ы й  в а н т о в ы й  м о с т

Р а с ч е т  ви сяч ей  (растян у то й ) д ву х ш ар н и р н о й  ар ки  (р и су н о к  11.9,а) о т л и ч а е т с я  о т  р а с ч е т а  
о б ы к н о в е н н о й  (сж ато й ) д в у х ш а р н и р н о й  а р к и  т о л ь к о  тем , ч то  р а с п о р  в и с я ч е й  а р к и  н а п р ав л е н  
н а р у ж у  о т  п р о л ета . Е с л и  в и с я ч ая  а р к а  в ы п о л н е н а  из ги б к и х  э л е м е н т о в  (тр о со в , к ан ато в ), то  
о н а  п р е в р а щ а е т с я  в ги б к у ю  н и т ь  (р и с у н о к  11 .9 ,в). Р а с ч е т  ги б к и х  н и те й , к а к  и  д р у ги х  в и с я ч и х , 
в а н т о в ы х  и  к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м  б о л ь ш и х  п р о л е т о в , в е д е т с я  в н е л и н е й н о й  п о с т а н о в к е  
п о  д е ф о р м и р о в а н н о й  с х ем е . О с о б е н н о с т и  р а с ч е т а  с о о р у ж е н и й  п о  д е ф о р м и р о в а н н о й  с х е м е  
б у д у т  р а с с м о т р е н ы  в о  в т о р о й  ч а с т и  к о м п л е к с а . В  д а н н о м  р а з д е л е  р а с с м о т р и м  о с о б е н н о с т и

И л л ю с т р а ц и я  11.4 . В и с я ч и й  м о с т  с ф е р м о й  ж е с т к о с т и

р а с ч е т а  н е к о т о р ы х  к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м  (в т о м  ч и с л е  и  в и с я ч и х )  в к л а с с и ч е с к о й  
п о с т а н о в к е  п о  н е д е ф о р м и р о в а н н о й  р а с ч е т н о й  сх ем е .



Ш п р е н г е л ь н а я  б а л к а  (р и с у н о к  1 1 .8 ,а ) и  б а л к а  с м н о г о с т о е ч н ы м  ш п р е н г е л е м  (р и с у н о к  
1 1 .8 ,в ) я в л я ю т с я  п р и м е р а м и  к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м  с о д н о й  л и ш н е й  св я зь ю . В и с я ч а я  
с и с т е м а  в в и д е  ц е п и  с н е р а з р е з н о й  б а л к о й  ж е с т к о с т и  и  р а с п о р о м  ц е п и , п е р е д а н н ы м  н а  б ал к у  
(р и с у н о к  1 1 .8 ,б ), я в л я е т с я  т р и ж д ы  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м о й . Ф е р м а  с н е р а з р е з н ы м  в е р х н и м  
п о я с о м  (р и с у н о к  1 1 .8 ,г )  с о д е р ж и т  ч е т ы р е  л и ш н и х  с в я зи . В а н т о в а я  к о м б и н и р о в а н н а я  с и с т е м а  
(р и с у н о к  1 1 .9 ,б ) с н е р а з р е з н о й  б а л к о й  и  д в у м я  о т т я ж к а м и  о д и н  р а з  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м а  
п р и  у с л о в и и , ч т о  о т т я ж к и  и з  р а б о т ы  н е  в ы к л ю ч а ю т с я . В а н т о в а я  ф е р м а  (р и с у н о к  1 1 .9 ,г ) 
т р и ж д ы  с т а т и ч е с к и  н ео п р ед ел и м а . Т ак и е  ф е р м ы  п о д в е р га ю т  п р е д в а р и т е л ь н о м у  н атя ж ен и ю  так , 
ч то б ы  в с е  и х  э л е м е н т ы  н е  в ы к л ю ч а л и с ь  и з  р а б о т ы . П р и  т а к о м  у с л о в и и  р а с ч е т  в а н т о в ы х  ф е р м  
н е  о т л и ч а е т с я  о т  р а с ч е т а  о б ы ч н ы х  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  ф е р м , р а с с м о т р е н н ы х  вы ш е.

Р а с ч е т  к о б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м  м а л ы х  и  с р е д н и х  п р о л е т о в  п р и  н е б о л ь ш о м  к о л и ч е с т в е  
л и ш н и х  с в я з е й  м о ж е т  б ы т ь  в ы п о л н е н  п о  н е д е ф о р м и р о в а н н о й  р а с ч е т н о й  с х е м е  м е т о д о м  си л . 
О с н о в н у ю  с и с т е м у  м е т о д а  с и л  д л я  к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м  р е к о м е н д у е т с я  в ы б и р а т ь  т а к о й , 
ч т о б ы  о т  з а д а н н о й  н а г р у зк и  в н е й  в о зн и к а л и  у с и л и я  т о л ь к о  в ж е с т к и х  э л е м е н т а х . Э т о  
в о зм о ж н о , е с л и  в ся  н а г р у з к а  п р и л о ж е н а  к  ж е с т к и м  э л е м е н т а м . Н а  р и с у н к е  11 .10  д л я  д в у х  
к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м  п р и в е д е н ы  в а р и а н т ы  о с н о в н ы х  с и с т е м  м е т о д а  си л , п о с т р о е н ы  
г р у зо в ы е  и  х а р а к т е р н ы е  е д и н и ч н ы е  э п ю р ы  и зг и б а ю щ и х  м о м е н т о в  в ж е с т к и х  э л е м е н т а х . 
Е д и н и ч н ы е  о с н о в н ы е  н е и з в е с т н ы е  в ы з ы в а ю т  т а к ж е  у с и л и я  в г и б к и х  э л е м е н т а х . У с и л и й  о т  
н а г р у з к и  в г и б к и х  э л е м е н т а х  н е  б у дет .

а)

M f

м

б)

Рисунок 11.10
К о э ф ф и ц и е н т ы  п р и  н е и з в е с т н ы х  и  с в о б о д н ы е  ч л е н ы  к а н о н и ч е с к и х  у р а в н е н и й  м е т о д а  с и л  

в к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м а х  в ы ч и с л я ю т  п о  д в у ч л е н н ы м  ф о р м у л а м  М а к с в е л л а -М о р а :
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П р а к т и ч е с к и  и з -з а  б о л ь ш о й  р а з н и ц ы  в п л о щ а д я х  п о п е р е ч н ы х  с е ч е н и й  ги б к и х  и  ж е с т к и х  
э л е м е н т о в  с у м м и р о в а н и е  во  в т о р о м  с л а г а е м о м  п р и в е д е н н ы х  ф о р м у л  р а с п р о с т р а н я е т с я  
т о л ь к о  н а  г и б к и е  эл е м е н т ы : п о п р а в к и  к  п е р е м е щ е н и я м  з а  с ч е т  п р о д о л ь н ы х  д е ф о р м а ц и й  
ж е с т к и х  э л е м е н т о в  п о л у ч а ю т с я  н е зн а ч и т е л ь н ы м и .



1. Примерный перечень практических занятий

Н а з в а н и е  т е м ы
I. С о с т а в н ы е  б а л к и .  К и н е м а т и ч е с к и й  а н а л и з .  Э т а ж н а я  с х е м а .  О п р е д е л е н и е  р е а к ц и й .

П о с т р о е н и е  э п ю р  в н у т р е н н и х  с и л . ___________________________________________________________________________________
2. П о с т р о е н и е  м а т р и ц  в л и я н и я  у с и л и й  в  б а л к а х  с  п о м о щ ь ю  е д и н и ч н ы х  э п ю р _______________________
3. О п р е д е л е н и е  у с и л и й  п о  л и н и я м  в л и я н и я  у с и л и й  в  п р о с т ы х  и  с о с т а в н ы х  б а л к а х

4. О п р е д е л е н и е  р е а к ц и й  и  п о с т р о е н и е  э п ю р  у с и л и й  в  т р ё х ш а р н и р н ы х  а р к е
5. Р а с ч ё т  т р ё х ш а р н и р н ы х  и  с о с т а в н ы х  р а м
6. О п р е д е л е н и е  у с и л и й  в  с т е р ж н я х  б а л о ч н ы х  ф е р м . _________________________________________________________________
7. П о с т р о е н и е  л и н и й  в л и я н и я  у с и л и й  в  с т е р ж н я х  б а л о ч н ы х  ф е р м .
8. Р а с ч ё т  р а с п о р н ы х  ф е р м .  О п р е д е л е н и е  у с и л и й .  П о с т р о е н и е  л и н и й  в л и я н и я .
9. Р а с ч ё т  к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м  ( ш п р е н г е л ь н о й  б а л к и ,  б а л о к  с  о т т я ж к а м и ) .
10. В ы ч и с л е н и е  п е р е м е щ е н и й  о т  н а г р у з о к  в  о д н о п р о л ё т н ы х  и  м н о г о п р о л ё т н ы х  б а л к а х .
II. В ы ч и с л е н и е  п е р е м е щ е н и й  о т  н а г р у з о к  и  и з м е н е н и я  т е м п е р а т у р ы  в  р а м а х . ____________________________
12. О п р е д е л е н и е  с т е п е н и  с т а т и ч е с к о й  н е о п р е д е л и м о с т и  р а м .  В ы б о р  о с н о в н о й  с и с т е м ы  м е т о д а  

с и л .  П о с т р о е н и е  е д и н и ч н ы х  и  г р у з о в ы х  э п ю р .  П о л н ы й  р а с ч ё т  р а м  с  о д н о й  л и ш н е й  с в я з ь ю  

м е т о д о м  с и л .
13. Р а с ч ё т  м е т о д о м  с и л  н е р а з р е з н ы х  б а л о к  и  р а м  с  д в у м я - т р е м я  н е и з в е с т н ы м и . _________________________
14. Р а с ч ё т  м е т о д о м  с и л  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  ф е р м .
15. Р а с ч ё т  м е т о д о м  с и л  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  а р о к .
16. Р а с ч ё т  м е т о д о м  п е р е м е щ е н и й  р а м  с  1 - 2  н е и з в е с т н ы м и
17. Р а с ч ё т  м е т о д о м  п е р е м е щ е н и й  р а м  с  л и н е й н ы м и  с м е щ е н и я м и . _____________________________________________
18. Р а с ч ё т  м е т о д о м  п е р е м е щ е н и й  с и м м е т р и ч н ы х  р а м .  К о м б и н и р о в а н н ы й  м е т о д . ________________________
19. Р а с ч ё т  м е т о д о м  п е р е м е щ е н и й  р а м  с  н а к л о н н ы м и  с т о й к а м и
2 0 .  Р а с ч ё т  м е т о д о м  п е р е м е щ е н и й  р а м  н а  с м е щ е н и я  о п о р .
2 1 .  Р а с ч ё т  м е т о д о м  п е р е м е щ е н и й  р а м  н а  т е п л о в ы е  в о з д е й с т в и я
2 2 .  Р а с ч ё т  р а м  с м е ш а н н ы м  м е т о д о м _______________________________________________________________________________________
2 3 .  Р а с ч ё т  п р о с т р а н с т в е н н ы х  с и с т е м :  ст. о п р е д е л и м ы й  л о м а н ы й  с т е р ж е н ь ;  п р о с т р а н с т в е н н ы е  ст. 
о п р е д е л и м ы е  и  н е о п р е д е л и м ы е  ф е р м ы .
2 4 .  Р а с ч ё т  п л о с к о й  р а м ы  н а  н а г р у з к у  и з  п л о с к о с т и
2 5 .  А в т о м а т и з и р о в а н н ы й  р а с ч ё т  с т е р ж н е в ы х  с и с т е м  в  к о м п ь ю т е р н о м  к л а с с е _____________________________
2 6 .  Р а с ч ё т  п л о с к и х  ф е р м  н а  о с н о в е  о б щ и х  у р а в н е н и й  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и ___________________________
2 7 .  Р а с ч ё т  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м о й  п р о с т р а н с т в е н н о й  ф е р м ы  н а  о с н о в е  о б щ и х  у р а в н е н и й  стр. 
м е х .
2 8 .  Р а с ч ё т  п л о с к и х  р а м  н а  о с н о в е  о б щ и х  у р а в н е н и й  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и
2 9 .  М К Э .  В е к т о р ы  у з л о в ы х  п е р е м е щ е н и й  и  у з л о в ы х  р е а к ц и й .  . П е р е х о д  о т  м е с т н о й  с и с т е м ы  

к о о р д и н а т  к  о б щ е й  и  н а о б о р о т
30. П о с т р о е н и е  м а т р и ц  ж ё с т к о с т и  д л я  п л о с к и х  с т е р ж н е в ы х  К Э
31. Р а с ч ё т  н е р а з р е з н ы х  б а л о к  п о  н е с у щ е й  с п о с о б н о с т и
32. В ы ч и с л е н и е  п о д а т л и в о с т е й  и  ж ё с т к о с т е й  

с т е р ж н е в ы х  с и с т е м  п о  з а д а н н ы м  н а п р а в л е н и я м
33. О п р е д е л е н и е  ч а с т о т  и  п е р и о д о в  в  с и с т е м а х  с  о д н о й  с т е п е н ь ю  с в о б о д ы

34. П р и м е н е н и е  д и н а м и ч е с к о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  в  с и с т е м а х  с  о д н о й  с т е п е н ь ю  с в о б о д ы
35. В ы ч и с л е н и е  с о б с т в е н н ы х  ч а с т о т  и  ф о р м  в  с и с т е м а х  с  2 - м я  -  3 - м я  с т е п е н я м и  с в о б о д ы __________
36. Д и н а м и ч е с к и й  р а с ч ё т  р а м ы  с  д в у м я  с т е п е н я м и  с в о б о д ы . _____________________________________________________
37. В ы ч и с л е н и е  с о б с т в е н н ы х  ч а с т о т  в  с и с т е м а х  с  р а с п р е д е л ё н н ы м и  м а с с а м и .  П р и м е н е н и е  

п р о г р а м м н ы х  к о м п л е к с о в
38. Р а с ч ё т  с т е р ж н е в ы х  с и с т е м  н а  у с т о й ч и в о с т ь  п о  Э й л е р у
39. Р а с ч ё т  н а  у с т о й ч и в о с т ь  с т е р ж н е й  н а  у п р у г и х  о п о р а х . _________________________________________________________
4 0 .  Р а с ч ё т  н а  у с т о й ч и в о с т ь  м е т о д о м  п е р е м е щ е н и й  п р о с т ы х  р а м
4 1 .  Р а с ч ё т  н а  у с т о й ч и в о с т ь  м е т о д о м  п е р е м е щ е н и й  с л о ж н ы х  р а м .



4 2 .  П р и м е н е н и е  п р о г р а м м н ы х  к о м п л е к с о в .

2. Примерный перечень расчетно-графических и контрольных работ
1. Р а с ч е т  с т а т и ч е с к и  о п р е д е л и м ы х  м н о г о п р о л е т н ы х  б а л о к  и  т р е х ш а р н и р н ы х  р а м  

(р е к о м е н д у е т с я  в ы п о л н я т ь  с п р и м е н е н и е м  м а т р и ц  в л и я н и я  у с и л и й ).
2. Р а с ч е т  п л о с к о й  р а м ы  м е т о д о м  п е р е м е щ е н и й  (р е к о м е н д у е т с я  в ы п о л н я т ь  с 

и с п о л ь з о в а н и е м  п р о г р а м м н о г о  к о м п л ек с а ) .



РАЗДЕЛ КОНТРОЛЯ ЗНАНИИ

1. Средства диагностики результатов учебной деятельности
О ц е н к а  у р о в н я  з н а н и й  с т у д е н т а  п р о и з в о д и т с я  п о  д е с я т и б а л л ь н о й  ш кал е .
О ц е н к а  п р о м е ж у т о ч н ы х  у ч е б н ы х  д о с т и ж е н и й  с т у д е н т а  т а к ж е  о с у щ е с т в л я е т с я  п о  

д е с я т и б а л л ь н о й  ш к ал е .
Д л я  о ц е н к и  у р о в н я  з н а н и й  с т у д е н т а  и с п о л ь з у ю т с я  с л е д у ю щ и е  п р и ё м ы :
-  з а щ и т а  в ы п о л н е н н ы х  и н д и в и д у а л ь н ы х  р а с ч ё т н о -г р а ф и ч е с к и х  и л и  к о н т р о л ь н ы х  р аб о т ;
-  р а б о т а  с т у д е н т а  н а  т е к у щ и х  п р а к т и ч е с к и х  з а н я т и я х ;
-  п р о в е д е н и е  т е к у щ и х  к о н т р о л ь н ы х  о п р о с о в  п о  о т д е л ь н ы м  те м а м ;
-  в ы с т у п л е н и е  с т у д е н т а  н а  к о н ф е р е н ц и и  п о  п о д г о т о в л е н н о м у  р е ф е р а т у  и л и  у ч е б н о 

и с с л е д о в а т е л ь с к о й  (н а у ч н о -и с с л е д о в а т е л ь с к о й )  р а б о т е ;
-  с д а ч а  э к з а м е н а  (за ч ё т а )  п о  д и с ц и п л и н е .

2. Методические рекомендации по организации и выполнению 
самостоятельной работы студентов

П р и  и зу ч е н и и  д и с ц и п л и н ы  р е к о м е н д у е т с я  и с п о л ь з о в а т ь  с л е д у ю щ и е  ф о р м ы  
с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о т ы :

-  к о н т р о л и р у е м а я  с а м о с т о я т е л ь н а я  р а б о т а  в в и д е  р е ш е н и я  и н д и в и д у а л ь н ы х  з а д а ч  в 
а у д и т о р и и  в о  в р е м я  п р о в е д е н и я  п р а к т и ч е с к и х  з а н я т и й  п о д  к о н т р о л е м  п р е п о д а в а т е л я  в 
с о о т в е т с т в и и  с р а с п и с а н и е м ;

-  у п р а в л я е м а я  с а м о с т о я т е л ь н а я  р а б о т а , в т о м  ч и с л е  в в и д е  в ы п о л н е н и я  
и н д и в и д у а л ь н ы х  р а с ч е т н ы х  з а д а н и й  с к о н с у л ь т а ц и я м и  п р е п о д а в а т е л я ;

-  п о д г о т о в к а  р е ф е р а т о в  п о  и н д и в и д у а л ь н ы м  т е м а м , в т о м  ч и с л е  с и с п о л ь з о в а н и е м  
п а т е н т н ы х  м а те р и а л о в .

3. Методы (технологии) обучения
О с н о в н ы м и  м е т о д а м и  (т е х н о л о г и я м и )  о б у ч е н и я , о т в е ч а ю щ и м и  ц е л я м  и зу ч е н и я  

д и с ц и п л и н ы , я в л я ю т с я :

-  о б ъ я с н и т е л ь н о -и л л ю с т р а т и в н ы й  м ето д ;
-  э л е м е н т ы  п р о б л е м н о г о  о б у ч е н и я  (п р о б л е м н о е  и зл о ж е н и е , в а р и а т и в н о е  и зл о ж е н и е , 

ч а с т и ч н о -п о и с к о в ы й  м е то д ) , р е а л и з у е м ы е  н а  л е к ц и о н н ы х  з а н я т и я х ;
-  э л е м е н т ы  у ч е б н о -и с с л е д о в а т е л ь с к о й  д е я т е л ь н о с т и , т в о р ч е с к о г о  п о д х о д а , 

р е а л и з у е м ы е  н а  п р а к т и ч е с к и х  з а н я т и я х  и  п р и  с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о т е ;

-  к о м м у н и к а т и в н ы е  т е х н о л о г и и  (д и с к у с с и я , у ч е б н ы е  д е б а т ы , м о з г о в о й  ш т у р м  и 
д р у г и е  ф о р м ы  и  м е т о д ы ), р е а л и з у е м ы е  н а  п р а к т и ч е с к и х  з а н я т и я х  и  к о н ф е р е н ц и я х .
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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА
У ч е б н а я  п р о г р а м м а  п о  д и с ц и п л и н е  « С т р о и т е л ь н а я  м е х а н и к а »  р а з р а б о т а н а  д л я  

с п е ц и а л ь н о с т и  1 -70  02  01 « П р о м ы ш л е н н о е  и  г р а ж д а н с к о е  с т р о и т е л ь с т в о » .
Ц е л ь  и зу ч е н и я  д и с ц и п л и н ы  с о с т о и т  в т о м , ч т о б ы  в о о р у ж и т ь  б у д у щ е го  и н ж е н е р а -  

с т р о и т е л я  зн а н и я м и , у м е н и я м и  и  н а в ы к а м и , н е о б х о д и м ы м и  д л я  п р о е к т и р о в а н и я , 
с т р о и т е л ь с т в а , э к с п л у а т а ц и и  и  р е к о н с т р у к ц и и  п р о м ы ш л е н н ы х  и  г р а ж д а н с к и х  з д а н и й  и  
и н ж е н е р н ы х  с о о р у ж е н и й .

Р а з в и т и е  т е х н и к и  п о с т о я н н о  в ы д в и г а е т  п е р е д  и н ж е н е р а м и  н о в ы е  п р о б л е м ы , 
с в я з а н н ы е  с п о в ы ш е н и е м  н а д ё ж н о с т и  и  д о л г о в е ч н о с т и  з д а н и й  и  с о о р у ж е н и й  п р и  с н и ж е н и и  
и х  м а т е р и а л о ё м к о с т и . Р е ш е н и е  т а к и х  п р о б л е м  и  с о с т а в л я е т  п р е д м е т  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и .

З а д а ч а м и  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и  я в л я ю т с я :
A . И з у ч е н и е  м е т о д о в  с о з д а н и я  р а с ч ё т н ы х  с х е м  н е с у щ и х  д е ф о р м и р у е м ы х  с и с т е м  к а к  

с о в о к у п н о с т и  с а м ы х  р а з н о о б р а з н ы х  э л е м е н т о в  (с т е р ж н е в ы х , т а к и х  к а к  б ал к и , р а м ы , ф е р м ы , 
ар к и , к о м б и н и р о в а н н ы е  с и с т е м ы ; п р о с т р а н с т в е н н ы х  т о н к о с т е н н ы х , т а к и х  к а к  п л и ты , 
п л а с т и н ы  и  о б о л о ч к и ; т р ё х м е р н ы х  д е ф о р м и р у е м ы х  т в ё р д ы х  т е л  п р о и з в о л ь н о й  ф о р м ы ).

Б . О п р е д е л е н и я  у с и л и й , н а п р я ж е н и й  и  п е р е м е щ е н и й  в д е ф о р м и р у е м ы х  с и с т е м а х  п р и  
д е й с т в и и  н а  н и х  с т а т и ч е с к и х  и  д и н а м и ч е с к и х  н а гр у зо к , п р и  и з м е н е н и и  т е м п е р а т у р ы  и  о с а д к е  
о п о р ;

B . П р и о б р е т е н и е  у м е н и й  и  н а в ы к о в  ф о р м и р о в а н и я  р а с ч ё т н ы х  с х е м  с о о р у ж е н и й  и  и х  
п р а к т и ч е с к о г о  р ас ч ё та .

Г . И з у ч е н и е  в з а и м о д е й с т в и я  р а с ч ё т н ы х  с х е м  с о о р у ж е н и й  с о к р у ж а ю щ е й  с р е д о й  и 
в н е ш н и м и  в о зд е й с т в и я м и .

К а к  н а у к а  с т р о и т е л ь н а я  м е х а н и к а  -  э т о  с о в о к у п н о с т ь  н а у к  о  п р о ч н о с т и , ж ё с т к о с т и  и 
у с т о й ч и в о с т и  с т р о и т е л ь н ы х  к о н с т р у к ц и й . К л а с с и ч е с к и м и  р а з д е л а м и  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и  
в ш и р о к о м  с м ы с л е  э т о г о  с л о в а  я в л я ю т с я : с о п р о т и в л е н и е  м а т е р и а л о в , т е о р и я  у п р у г о с т и , 
т е о р и я  п л а с т и ч н о с т и , т е о р и я  с о о р у ж е н и й , в к л ю ч а ю щ а я  с т а т и к у  д и н а м и к у  и  у с т о й ч и в о с т ь  
с о о р у ж е н и й . Т е о р и ю  с о о р у ж е н и й  и н о г д а  н а з ы в а ю т  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к о й  в у з к о м  с м ы с л е  
э т о г о  сл о в а .

В  у ч е б н у ю  п р о г р а м м у  к у р с а  « С т р о и т е л ь н а я  м е х а н и к а »  в к л ю ч е н ы  р а зд е л ы :
1. С т а т и ч е с к и  о п р е д е л и м ы е  с т е р ж н е в ы е  с и с т е м ы .
2. С т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы е  с т е р ж н е в ы е  с и с т е м ы .
3. Д и н а м и к а  и  у с т о й ч и в о с т ь  с о о р у ж е н и й .

Д л я  у с п е ш н о г о  у с в о е н и я  к у р с а  « С т р о и т е л ь н а я  м е х а н и к а »  с т у д е н т у  н е о б х о д и м о  
о с в о и т ь  к у р с ы  в ы с ш е й  м а т е м а т и к и , ф и зи к и , т е о р е т и ч е с к о й  м е х а н и к и  и  с о п р о т и в л е н и я  
м а т е р и а л о в . С т р о и т е л ь н а я  м е х а н и к а  р е ш а е т  с в о и  за д а ч и , б а з и р у я с ь  н а  о с н о в н ы х  п о л о ж е н и я х  
э т и х  д и с ц и п л и н , п р и  э т о м  о с н о в н о е  в н и м а н и е  у д е л я е т с я  с о в р е м е н н ы м  ч и с л е н н ы м  м е т о д а м  
р а с ч ё т а  с о о р у ж е н и й  н а  Э В М

З н а н и я , у м е н и я  и  н а в ы к и , п о л у ч е н н ы е  с т у д е н т а м и  п р и  и зу ч е н и и  с т р о и т е л ь н о й  
м е х а н и к и , и с п о л ь з у ю т с я  и м и  п р и  и зу ч е н и и  к у р с о в  с т р о и т е л ь н ы х  к о н с т р у к ц и й  и  и н ж е н е р н ы х  
с о о р у ж е н и й .

В  р е з у л ь т а т е  о с в о е н и я  д и с ц и п л и н ы  « С т р о и т е л ь н а я  м е х а н и к а »  с т у д е н т  д о л ж е н  

знать:
•  о с н о в н ы е  п о н я т и я  и  г и п о т е з ы  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и , м е т о д ы  и с с л е д о в а н и я  

н а п р я ж е н о -д е ф о р м и р о в а н н о г о  с о с т о я н и я  (Н Д С ) у п р у г и х  тел ;
•  п р и н ц и п ы  о б р а з о в а н и я  и  к л а с с и ф и к а ц и ю  р а с ч ё т н ы х  с х е м  п л о с к и х  и  

п р о с т р а н с т в е н н ы х  с т е р ж н е в ы х  си стем ;

•  ц е л ь  и  м е т о д ы  к и н е м а т и ч е с к о г о  а н а л и з а  р а с ч ё т н ы х  с х е м  с о о р у ж е н и й ;

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%B0%D1%83%D0%BA%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D1%87%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%96%D1%91%D1%81%D1%82%D0%BA%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A3%D1%81%D1%82%D0%BE%D0%B9%D1%87%D0%B8%D0%B2%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C


•  м е т о д ы  о п р е д е л е н и я  у с и л и й  в с т а т и ч е с к и  о п р е д е л и м ы х  и  н е о п р е д е л и м ы х  
с т е р ж н е в ы х  с и с т е м а х  о т  р а з л и ч н ы х  н а г р у з о к  и  в о зд е й с т в и й , а  т а к ж е  м е т о д ы  
о п р е д е л е н и я  п е р е м е щ е н и й  в э т и х  с и с т е м ах ;

•  м е т о д ы  о п р е д е л е н и я  д и н а м и ч е с к и х  х а р а к т е р и с т и к  с о о р у ж е н и й  и  м е т о д ы  
п р о в е д е н и я  и х  р а с ч ё т а  н а  д и н а м и ч е с к и е  н а г р у з к и  и  в о зд е й с т в и я ;

•  м е т о д ы  и с с л е д о в а н и я  у с т о й ч и в о с т и  с о о р у ж е н и й  и  и х  э л е м е н т о в .

уметь:

•  п р о в е с т и  к и н е м а т и ч е с к и й  а н а л и з  р а с ч ё т н о й  с х е м ы  с о о р у ж е н и я ;
•  о п р е д е л и т ь  в н у т р е н н и е  с и л ы  в э л е м е н т а х  с т е р ж н е в о й  с и с т е м ы ;
•  о п р е д е л и т ь  п е р е м е щ е н и я  у зл о в  с т е р ж н е в о й  с и с т е м ы  п о  з а д а н н ы м  

н а п р а в л е н и я м ;
•  о п р е д е л и т ь  с о б с т в е н н ы е  ч а с т о т ы  и  с о о т в е т с т в у ю щ и е  с о б с т в е н н ы е  ф о р м ы  

к о л е б а н и й  с т е р ж н е в о й  с и с т е м ы  и  в ы п о л н и т ь  р а с ч ё т  с и с т е м ы  н а  д е й с т в и е  
в и б р а ц и о н н о й  н а гр у зк и ;

•  н а й т и  к р и т и ч е с к у ю  н а г р у зк у  и л и  д а т ь  з а к л ю ч е н и е  о б  у с т о й ч и в о с т и  р а в н о в е с и я  
с т е р ж н е в о й  с и с т е м ы ;

•  р е ш а т ь  з а д а ч и  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и  с п р и в л е ч е н и е м  с о в р е м е н н ы х  с р е д с т в  
С А П Р : M a th C A D , M a tL A B , M a th e m a tic a , A N S Y S , S IM C E N T E R  F E M A P  w ith  
N A S T R A N , L IR A , S C A D , A U T O D E S K  R O B O T  S T R U C T U R A L  A N A L Y S IS  и 
д р у ги х .

владеть:
•  п р и н ц и п а м и  о б р а з о в а н и я  г е о м е т р и ч е с к и  н е и з м е н я е м ы х  си с т е м , з н а т ь  

о с о б е н н о с т и  п р о в е д е н и я  к и н е м а т и ч е с к о г о  а н а л и з а  и  у с т а н о в л е н и я  г л а в н ы х  и  
в т о р о с т е п е н н ы х  ч а с т е й  с о о р у ж е н и я ;

•  м е т о д а м и  о п р е д е л е н и я  у с и л и й  в с т е р ж н е в ы х  с и с т е м ах ;
•  т е х н и к о й  п о с т р о е н и я  э п ю р  у с и л и й  и  п о с т р о е н и я  л и н и й  в л и я н и я  у с и л и й ;
•  м е т о д а м и  п р а к т и ч е с к о г о  в ы ч и с л е н и я  п е р е м е щ е н и й ;

•  н а в ы к а м и  р а б о т ы  с н а у ч н о -т е х н и ч е с к о й  л и т е р а т у р о й  п о  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к е .

О с в о е н и е  д а н н о й  у ч е б н о й  д и с ц и п л и н ы  д о л ж н о  о б е с п е ч и т ь  ф о р м и р о в а н и е  с л е д у ю щ и х  
к о м п е т е н ц и й :
А К -1 . У м е т ь  п р и м е н я т ь  б а з о в ы е  н а у ч н о -т е о р е т и ч е с к и е  з н а н и я  д л я  р е ш е н и я  т е о р е т и ч е с к и х  и 
п р а к т и ч е с к и х  зад ач .
С Л К - 6 . У м е т ь  р а б о т а т ь  в к о л л е к т и в е .
С Л К -7 . С а м о с т о я т е л ь н о  п р и о б р е т а т ь  и  и с п о л ь з о в а т ь  в п р а к т и ч е с к о й  д е я т е л ь н о с т и  н о в ы е  
з н а н и я  и  у м е н и я , в т о м  ч и с л е  в н о в ы х  о б л а с т я х  з н а н и й , н е п о с р е д с т в е н н о  н е  с в я за н н ы х  со  
с т р о и т е л ь с т в о м .
П К -5 . П о л ь з о в а т ь с я  о п е р а т и в н ы м и  и  г л о б а л ь н ы м и  и н ф о р м а ц и о н н ы м и  р е с у р с а м и .
П К -1 0 . П р о е к т и р о в а т ь  к о н с т р у к т и в н ы е  с х е м ы  з д а н и й  и  с о о р у ж е н и й  р а з л и ч н о г о  
ф у н к ц и о н а л ь н о г о  н а з н а ч е н и я  в с о с т а в е  г р у п п ы  с п е ц и а л и с т о в  и л и  с а м о с т о я т е л ь н о .
П К -1 2 . В ы п о л н я т ь  р а с ч ё т ы  и  к о н с т р у и р о в а н и е  с т р о и т е л ь н ы х  к о н с т р у к ц и й  с и с п о л ь з о в а н и е м  
м е т о д о в  а в т о м а т и з и р о в а н н о г о  п р о е к т и р о в а н и я .
П К -2 7 . Р а з р а б а т ы в а т ь  т е х н и к о -э к о н о м и ч е с к о е  о б о с н о в а н и е  э ф ф е к т и в н о с т и  н о в ы х  
к о н с т р у к т и в н ы х  р е ш е н и й  з д а н и й  и  с о о р у ж е н и й .

С о г л а с н о  у ч е б н ы м  п л а н а м  н а  и зу ч е н и е  у ч е б н о й  д и с ц и п л и н ы  о тв е д е н о :



- д л я  о ч н о й  ф о р м ы  п о л у ч е н и я  в ы с ш е г о  о б р а з о в а н и я  в с е го  395  ч ., и з  н и х  а у д и т о р н ы х  - 
187 ч ас о в ;

- д л я  за о ч н о й  ф о р м ы  п о л у ч е н и я  в ы с ш е г о  о б р а з о в а н и я  в с е го  395  ч ., и з  н и х  а у д и т о р н ы х  
-  4 0  ч аса .

Р а с п р е д е л е н и е  а у д и т о р н ы х  ч а с о в  п о  к у р с а м , с е м е с т р а м  и  в и д а м  з а н я т и й  п р и в е д е н о  в 
т а б л и ц е  1 .

Т а б л и ц а  1.

О ч н а я  ф о р м а  п о л у ч е н и я  в ы с ш е г о  о б р а з о в а н и я

К у р с С е м е с т р Л е к ц и и ,  ч.
Л а б о р а т о р н ы е  

з а н я т и я ,  ч.
П р а к т и ч е с к и е  

з а н я т и я ,  ч.
Ф о р м а  т е к у щ е й  

а т т е с т а ц и и

2 4 5 1 - 3 4 э к з а м е н

3 5 5 1 - 5 1 э к з а м е н



СОДЕРЖАНИЕ дисциплины

Тема 1. Общие положения и понятия теории стержневых систем
С т р о и т е л ь н а я  м е х а н и к а , ее  з а д а ч и  и  м е то д ы . С в я з ь  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и  с д р у г и м и  

д и с ц и п л и н а м и  у ч е б н о г о  п л а н а . К р а т к и й  и с т о р и ч е с к и й  о ч е р к  р а з в и т и я  с т р о и т е л ь н о й  
м е х а н и к и .

П о н я т и е  о  р а с ч ё т н о й  с х е м е  с о о р у ж е н и я . М н о г о о б р а з и е  р а с ч ё т н ы х  сх ем , и х  
з а в и с и м о с т ь  о т  т р е б у е м о й  т о ч н о с т и  р а с ч ё т а , п р и м е н я е м о й  в ы ч и с л и т е л ь н о й  т е х н и к и .

О с н о в н ы е  э л е м е н т ы  р а с ч ё т н ы х  с х е м  с о о р у ж е н и й : с т е р ж н и , п л а с т и н ы , о б о л о ч к и  и  
м а с с и в н ы е  т е л а , у з л ы  и  о п о р ы  (с в я зи ). О с н о в н ы е  с п о с о б ы  с о е д и н е н и я  э л е м е н т о в  в е д и н у ю  
с и с т е м у  и  п р и к р е п л е н и я  ее  к  о с н о в а н и ю . С и с т е м ы  н е и зм е н я е м ы е , и з м е н я е м ы е  и 
в ы р о ж д е н н ы е , с т а т и ч е с к и  о п р е д е л и м ы е  и  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы е . Ч и с л о  с т е п е н е й  
с в о б о д ы  и  ч и с л о  "л и ш н и х "  св я зей . К и н е м а т и ч е с к и й  а н а л и з  с т е р ж н е в ы х  си стем .

П о н я т и е  о  р а с ч ё т а х  с о о р у ж е н и й  п о  н е д е ф о р м и р о в а н н о м у  и  д е ф о р м и р о в а н н о м у  
с о с т о я н и я м . У ч е т  р е а л ь н ы х  с в о й с т в  м а т е р и а л о в . С и с т е м ы  л и н е й н о  д е ф о р м и р у е м ы е , 
г е о м е т р и ч е с к и  и  ф и з и ч е с к и  н е л и н е й н ы е .

М а т р и ц ы  в з а д а ч а х  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и . М а т р и ц ы  в л и я н и я , м а т р и ц ы  
п о д а т л и в о с т и  и  м а т р и ц ы  ж ё с т к о с т и  с и с т е м ы . П р о г р а м м ы  и  п р о г р а м м н ы е  к о м п л е к с ы  д л я  
р а с ч ё т о в  н а  Э В М .

Тема 2. Основные свойства статически определимых систем и методы их расчёта
при неподвижной нагрузке

В и д ы  н а гр у зо к . С в о й с т в а  и  м е т о д ы  р а с ч ё т а  с т а т и ч е с к и  о п р е д е л и м ы х  с и с т е м : а) 
с т а т и ч е с к и й  м е то д ; б ) м е то д  з а м е н ы  с в я зе й ; в ) к и н е м а т и ч е с к и й  м ето д . П р и м е р ы  п р и м е н е н и я  
э т и х  м е то д о в . П о с т р о е н и е  и  п р о в е р к и  э п ю р  у с и л и й . С о с т а в л е н и е  и  п р и м е н е н и е  м а т р и ц  
в л и я н и я  у с и л и й .

Тема 3. Определение усилий от подвижной нагрузки
В и д ы  п о д в и ж н ы х  н а гр у зо к . П о н я т и е  о б  о с о б е н н о с т я х  р а с ч ё т а  н а  п о д в и ж н у ю  н а гр у зк у . 

О г и б а ю щ и е  э п ю р ы  и  л и н и и  в л и я н и я . С т а т и ч е с к и й  и  к и н е м а т и ч е с к и й  м е т о д ы  п о с т р о е н и я  
л и н и й  в л и я н и я . Л и н и и  в л и я н и я  п р и  у з л о в о й  п е р е д а ч е  н а гр у зк и . О п р е д е л е н и е  у с и л и й  п о  
л и н и я м  в л и я н и я . О п р е д е л е н и е  н а и б о л е е  н е в ы г о д н о г о  п о л о ж е н и я  п о д в и ж н ы х  н а г р у з о к  п о  
л и н и я м  в л и я н и я . С в я зь  п о н я т и й  "л и н и я  в л и я н и я "  и  "м а т р и ц а  в л и я н и я " .

Тема 4. Расчёт трёхшарнирных арок и рам
О б р а з о в а н и е  т р ё х ш а р н и р н ы х  си стем . О п р е д е л е н и е  р е а к ц и й  и  у с и л и й . С о п о с т а в л е н и е  

т р ё х ш а р н и р н о й  с и с т е м ы  с б ал к о й . П о с т р о е н и е  л и н и й  в л и я н и я  р е а к ц и й  и  у с и л и й  в 
т р ё х ш а р н и р н ы х  с и с т е м ах . Р а ц и о н а л ь н о е  о ч е р т а н и е  о с и  ар ки . Т р ё х ш а р н и р н ы е  а р к и  с 
з а т я ж к о й . О б р а з о в а н и е  и  р а с ч ё т  а р о к  с н а д а р о ч н ы м  с т р о е н и е м . В и с я ч и е  ар к и . Р а в н о в е с и е  
г и б к о й  н и ти . Т р ё х ш а р н и р н ы е  и  с о с т а в н ы е  р ам ы .

Тема 5. Расчёт плоских статически определимых ферм



П о н я т и е  о  ф ер м е . О с о б е н н о с т и  р а б о т ы  ее  э л е м е н т о в  п р и  у з л о в о й  н а гр у зк е . Р а с ч ё т н ы е  
с х е м ы  ф ер м . К л а с с и ф и к а ц и я  ф е р м  п о  н а зн а ч е н и ю , о ч е р т а н и ю  п о я с о в , с и с т е м е  р е ш е т к и  и  
о п и р а н и ю . С п о с о б ы  о п р е д е л е н и я  у с и л и й  в с т е р ж н я х  ф е р м  п р и  н е п о д в и ж н о й  н а гр у зк е . 
П о с т р о е н и е  л и н и й  в л и я н и я  у с и л и й  в с т е р ж н я х  ф ер м . С о п о с т а в л е н и е  р а б о т ы  ф е р м  с 
р а з л и ч н ы м и  о ч е р т а н и я м и  п о я со в . П о н я т и е  о  р а ц и о н а л ь н о й  с х е м е  ф ер м ы . Ф е р м ы  со  
ш п р е н г е л ь н о й  р е ш ё т к о й , и х  р а с ч ё т  н а  н е п о д в и ж н у ю  и  п о д в и ж н у ю  н а гр у зк и .

Тема 6. Расчёт распорных ферм и комбинированных систем
О п р е д е л е н и е  у с и л и й  в с т е р ж н я х  р а с п о р н ы х  ф е р м  о т  н е п о д в и ж н о й  н а гр у зк и . 

П о с т р о е н и е  л и н и й  в л и я н и я  у с и л и й . К о м б и н и р о в а н н ы е  с и с т е м ы , и х  р а с ч ё т  п р и  д е й с т в и и  
н е п о д в и ж н о й  и  п о д в и ж н о й  н а гр у зо к . П о н я т и е  о  в а н т о в ы х  с и с т е м а х  и  и х  р ас ч ё те .

Тема 7. Общие теоремы строительной механики 
и определение перемещений.

П е р е м е щ е н и я  и  и х  о б о зн а ч е н и я . Р а б о т а  в н е ш н и х  и  в н у т р е н н и х  си л . Т е о р е м ы  о 
в з а и м н о с т и  р а б о т  и  в з а и м н о с т и  п е р е м е щ е н и й . П р и м е н е н и е  п р и н ц и п а  в о зм о ж н ы х  
п е р е м е щ е н и й  к  у п р у г и м  с и с т е м ам . О б щ а я  ф о р м у л а  п е р е м е щ е н и й  М а к с в е л л а -М о р а . 
С п о с о б ы  в ы ч и с л е н и я  и н т е г р а л о в  М о р а . П е р е м е щ е н и я  о т  и з м е н е н и я  т е м п е р а т у р ы  и  
с м е щ е н и я  о п о р . М а т р и ч н а я  ф о р м а  в ы ч и с л е н и я  п е р е м е щ е н и й . М а т р и ц ы  в н е ш н е й  
п о д а т л и в о с т и  и  ж е с т к о с т и  у п р у г о й  с и с т е м ы . Л и н и и  в л и я н и я  п е р е м е щ е н и й . О п р е д е л е н и е  
п е р е м е щ е н и й  ф и з и ч е с к и  н е л и н е й н ы х  с и с т е м  п р и  м а л ы х  д е ф о р м а ц и я х .

Тема 8. Метод сил и его применение к расчёту плоских рам
С т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы е  с и с т е м ы  и  и х  с в о й с т в а . С т е п е н ь  с т а т и ч е с к о й  

н е о п р е д е л и м о с т и  п л о с к и х  р ам . С у щ н о с т ь  м е т о д а  си л . О с н о в н а я  с и с т е м а  и  о с н о в н ы е  
н е и зв е с т н ы е . К а н о н и ч е с к и е  у р а в н е н и я . О п р е д е л е н и е  и  п р о в е р к и  п р а в и л ь н о с т и  в ы ч и с л е н и я  
к о э ф ф и ц и е н т о в  и  с в о б о д н ы х  ч л е н о в  к а н о н и ч е с к и х  у р а в н е н и й . О п р е д е л е н и е  о к о н ч а т е л ь н ы х  
у с и л и й , п р о в е р к и  п р а в и л ь н о с т и  р а с ч ё т о в . О б щ и й  а л г о р и т м  р а с ч ё т а  с т а т и ч е с к и  
н е о п р е д е л и м ы х  р а м  п о  м е т о д у  си л . И с п о л ь з о в а н и е  с и м м е т р и и  с и с т е м ы , г р у п п о в ы е  
н е и зв е с т н ы е . О с о б е н н о с т и  о п р е д е л е н и я  п е р е м е щ е н и й  в с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  
с и с т е м а х . Р а с ч ё т  н а  и з м е н е н и е  т е м п е р а т у р ы  и  с м е щ е н и е  о п о р . Р а с ч ё т  н а  м н о ж е с т в о  
з а г р у ж е н и й . П о с т р о е н и е  л и н и й  в л и я н и я  у с и л и й .

П о н я т и е  о  м а т р и ч н о й  ф о р м е  м е т о д а  си л , а в т о м а т и з а ц и я  р а с ч ё т о в  с т а т и ч е с к и  
н е о п р е д е л и м ы х  р ам .

Тема 9. Расчёт методом сил неразрезных балок
В и д ы  н е р а з р е з н ы х  б ал о к . П р и м е н е н и е  м е т о д а  с и л  к  р а с ч ё т у  б ал о к . Р а ц и о н а л ь н ы е  

о с н о в н ы е  с и с т е м ы . П о с т р о е н и е  о г и б а ю щ и х  э п ю р  и  л и н и й  в л и я н и я . П о н я т и е  о  р а с ч ё т е  
н е р а з р е з н ы х  б а л о к  н а  у п р у г и х  о п о р а х .

Тема 10. Расчёт методом сил статически неопределимых ферм
В и д ы  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  ф ер м . П р и м е н е н и е  м е т о д а  с и л  к  р а с ч ё т у  ф е р м  н а  

н е п о д в и ж н у ю  н а гр у зк у , и з м е н е н и е  т е м п е р а т у р ы , с м е щ е н и е  о п о р , н е т о ч н о с т ь  и зг о т о в л е н и я  
э л е м е н т о в . П о с т р о е н и е  л и н и й  в л и я н и я  у с и л и й . М а т р и ц а  в л и я н и я  у с и л и й . П о н я т и е  о 
п р и м е н е н и и  ш а р н и р н о -с т е р ж н е в о й  а п п р о к с и м а ц и и  д л я  р а с ч ё т а  к о н т и н у а л ь н ы х  си стем .

Тема 11. Расчёт методом сил статически неопределимых арок,



висячих и комбинированных систем
В и д ы  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  ар о к . Р а с ч ё т  д в у х ш а р н и р н ы х  и  б е с ш а р н и р н ы х  арок . 

В л и я н и е  п р о д о л ь н ы х  д е ф о р м а ц и й . П о с т р о е н и е  л и н и й  в л и я н и я  у с и л и й . П о н я т и е  о  р а с ч ё т е  
а р к и  в д е ф о р м и р у е м о й  ср ед е .

Р а с ч ё т  к о м б и н и р о в а н н ы х  (и  в и с я ч и х )  с и с т е м  н а  н е п о д в и ж н у ю  н а г р у зк у , п о с т р о е н и е  
л и н и й  в л и я н и я  у с и л и й .

Р а с ч ё т  г и б к и х  н и т е й  н а  и з м е н е н и е  н а гр у зк и . П о н я т и е  о  р а с ч ё т е  в и с я ч и х  и  в а н т о в ы х  
с и с т е м  п о  д е ф о р м и р о в а н н о м у  с о с то я н и ю .

Тема 12. Метод перемещений и его применение к расчёту плоских рам
С у щ н о с т ь  м е т о д а  и  о с н о в н ы е  д о п у щ е н и я . О с н о в н ы е  н е и з в е с т н ы е  и  с т е п е н ь  

к и н е м а т и ч е с к о й  н е о п р е д е л и м о с т и  с и с т е м ы . О с н о в н а я  с и с т е м а  и  к а н о н и ч е с к и е  у р а в н е н и я  
м е т о д а  п е р е м е щ е н и й . С т а т и ч е с к и й  с п о с о б  о п р е д е л е н и я  е д и н и ч н ы х  и  г р у зо в ы х  р е а к ц и й . 
О п р е д е л е н и е  о к о н ч а т е л ь н ы х  у с и л и й , п р о в е р к и  п р а в и л ь н о с т и  р а с ч ё т о в . О б щ и й  а л г о р и т м  
р а с ч ё т а  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  р а м  м е т о д о м  п е р е м е щ е н и й . Т е о р е м ы  о  в з а и м н о с т и  
р е а к ц и й , р е а к ц и й  и  п е р е м е щ е н и й . К и н е м а т и ч е с к и й  с п о с о б  о п р е д е л е н и я  е д и н и ч н ы х  и  
г р у зо в ы х  р е а к ц и й . О с о б е н н о с т и  р а с ч ё т а  р а м  с н а к л о н н ы м и  с т о й к а м и . И с п о л ь з о в а н и е  
с и м м е т р и и  с и с т е м ы , г р у п п о в ы е  п е р е м е щ е н и я . Р а с ч ё т  н а  и з м е н е н и е  т е м п е р а т у р ы  и  с м е щ е н и я  
о п о р . П о с т р о е н и е  л и н и й  в л и я н и я  п е р е м е щ е н и й  и  у с и л и й . О с о б е н н о с т и  р а с ч ё т а  р а м  
м е т о д о м  п е р е м е щ е н и й  с у ч е т о м  п р о д о л ь н ы х  д е ф о р м а ц и й  с т ер ж н е й .

П р о г р а м м н ы е  к о м п л е к с ы  д л я  р а с ч ё т а  р а м  н а  о с н о в е  м е т о д а  п е р е м е щ е н и й .

Тема 13. Совместное применение метода сил и метода перемещений.
Смешанный метод

С о п о с т а в л е н и е  м е т о д а  с и л  и  м е т о д а  п е р е м е щ е н и й . К о м б и н и р о в а н н о е  п р и м е н е н и е  
э т и х  м е то д о в .

С м е ш а н н ы й  м ето д . О с н о в н а я  с и с т е м а , о с н о в н ы е  н е и зв е с т н ы е , к а н о н и ч е с к и е  
у р а в н е н и я  с м е ш а н н о г о  м е то д а . С в о й с т в а  м а т р и ц ы  к о э ф ф и ц и е н т о в  с и с т е м ы  к а н о н и ч е с к и х  
у р а в н е н и й . О б щ и й  а л г о р и т м  р а с ч ё т а  с т е р ж н е в ы х  с и с т е м  с м е ш а н н ы м  м е то д о м .

П о н я т и е  о  п р и б л и ж е н н ы х  м е т о д а х  р а с ч ё т а  р ам .

Тема 14. Особенности применения метода перемещений к расчёту 
неразрезных балок, статически неопределимых ферм, 

арок и комбинированных систем
В ы б о р  о с н о в н о й  с и с т е м ы  м е т о д а  п е р е м е щ е н и й  д л я  н е р а з р е з н ы х  б ал о к . З а м е н а  а р о к  

л о м а н ы м  с т е р ж н е м . У ч е т  п р о д о л ь н ы х  д е ф о р м а ц и й . О с н о в н а я  с и с т е м а  м е т о д а  п е р е м е щ е н и й  
д л я  ф е р м  и  к о м б и н и р о в а н н ы х  си с т е м . П р и м е н е н и е  М К Э  и  п р о г р а м м н ы х  к о м п л ек с о в .

Тема 15. Особенности расчёта пространственных систем
В и д ы  п р о с т р а н с т в е н н ы х  с т е р ж н е в ы х  с и с т е м , и х  р а с ч ё т н ы е  с х ем ы . С о е д и н е н и е  

с т е р ж н е й  п р и  п о м о щ и  ш а р о в ы х  и  ц и л и н д р и ч е с к и х  ш а р н и р о в . О п о р ы  п р о с т р а н с т в е н н ы х  
с т е р ж н е в ы х  с и с т е м , и х  с т а т и ч е с к и е  и  к и н е м а т и ч е с к и е  с в о й с т в а . А н а л и з  о б р а з о в а н и я  
п р о с т р а н с т в е н н ы х  р а м  и  ф ер м . О с о б е н н о с т и  о п р е д е л е н и я  у с и л и й  в с т е р ж н я х  с т а т и ч е с к и  
о п р е д е л и м ы х  п р о с т р а н с т в е н н ы х  с т е р ж н е в ы х  си с т е м . П р и м е н е н и е  м е т о д а  с и л  и  м е т о д а  
п е р е м е щ е н и й  к  р а с ч ё т у  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  п р о с т р а н с т в е н н ы х  с т е р ж н е в ы х  си стем . 
Р а с ч ё т  п л о с к и х  р а м  н а  п р о с т р а н с т в е н н у ю  н а гр у зк у .

П р и м е н е н и е  М К Э  и  п р о г р а м м н ы х  к о м п л е к с о в .



Тема 16. Общие уравнения строительной механики 
стержневых систем

С т е р ж н е в ы е  с и с т е м ы  к а к  с и с т е м ы  с к о н е ч н ы м  ч и с л о м  с т е п е н е й  с в о б о д ы : у з л о в ы е  
с и л ы  и  у з л о в ы е  п е р е м е щ е н и я , в н у т р е н н и е  с и л ы  и  д е ф о р м а ц и и . С о с т а в л е н и е  у р а в н е н и й  
р а в н о в е с и я  (с т а т и ч е с к и х  у р а в н е н и й )  д л я  с т е р ж н е в о й  с и с т е м ы . А н а л и з  г е о м е т р и ч е с к о й  
и з м е н я е м о с т и , с т а т и ч е с к о й  и  к и н е м а т и ч е с к о й  н е о п р е д е л и м о с т и . Г е о м е т р и ч е с к и е  у р а в н е н и я . 
П р и н ц и п  д в о й с т в е н н о с т и . Ф и з и ч е с к и е  у р а в н е н и я . М а т р и ц ы  в н у т р е н н е й  п о д а т л и в о с т и  и 
м а т р и ц ы  в н у т р е н н е й  ж е с т к о с т и  д л я  о т д е л ь н ы х  с т е р ж н е й  и  д л я  с т е р ж н е в о й  с и с т е м ы  в ц ел о м . 
П о л н а я  с и с т е м а  у р а в н е н и й  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и  в о б щ е м  в и д е  и  ее  р е ш е н и е . С м е ш а н н ы й  
м е то д , м е т о д  п е р е м е щ е н и й , м е т о д  сил .

О с н о в н ы е  у р а в н е н и я  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и  д л я  с т ер ж н я . Ф о р м и р о в а н и е  м а т р и ц ы  
р а в н о в е с и я  и  м а т р и ц ы  в н у т р е н н е й  ж е с т к о с т и  д л я  п л о с к о й  с т е р ж н е в о й  с и с те м ы . 
Ф о р м и р о в а н и е  м а т р и ц ы  р а в н о в е с и я  д л я  п р о с т р а н с т в е н н ы х  ф ер м .

М а т р и ц ы  в л и я н и я  п е р е м е щ е н и й  и  у с и л и й .
П о с т р о е н и е  а л г о р и т м о в  о п р е д е л е н и я  у с и л и й  в с т е р ж н е в ы х  с и с т е м а х  п р и  

и с п о л ь з о в а н и и  Э В М . У р а в н е н и я  д л я  р а с ч ё т а  г е о м е т р и ч е с к и  и  ф и з и ч е с к и  н е л и н е й н ы х  
у п р у г и х  си стем . Ш а г о в ы е  м е т о д ы  р е ш е н и я  г е о м е т р и ч е с к и  и  ф и з и ч е с к и  н е л и н е й н ы х  за д ач .

Тема 17. Вариационные принципы и вариационные методы 
строительной механики. Метод конечных элементов

П о т е н ц и а л ь н а я  э н е р г и я  д е ф о р м а ц и и  у п р у г о й  с и с т е м ы . (В ы р а ж е н и е  п о т е н ц и а л ь н о й  
э н е р г и и  д е ф о р м а ц и и  ч е р е з  к в а д р а т и ч н ы е  ф о р м ы  о б о б щ е н н ы х  с и л  и  о б о б щ е н н ы х  
п е р е м е щ е н и й .)  П о т е н ц и а л  в н е ш н и х  си л . П о л н а я  э н е р г и я  д е ф о р м и р у е м о й  с и с т е м ы .

В а р и а ц и о н н ы е  п р и н ц и п ы  и  в а р и а ц и о н н ы е  м е т о д ы  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и . П р и н ц и п ы  
Л а г р а н ж а  (и  К а с т и л и а н о ) . П р я м ы е  в а р и а ц и о н н ы е  м е то д ы . М е т о д  Р е л е я -Р и т ц а .

М е т о д  к о н е ч н ы х  э л е м е н т о в  (М К Э ). Р а з б и в к а  с и с т е м ы  н а  к о н е ч н ы е  э л е м е н т ы . В и д ы  
к о н е ч н ы х  э л е м е н т о в  с т е р ж н е в ы х  и  к о н т и н у а л ь н ы х  си с т е м . У з л о в ы е  п е р е м е щ е н и я  и  у з л о в ы е  
р е а к ц и и . У з л о в а я  с т е п е н ь  с в о б о д ы . М е с т н ы е  и  о б щ а я  с и с т е м ы  к о о р д и н а т . П о с т р о е н и е  
м а т р и ц  ж е с т к о с т и  с т е р ж н е в ы х  к о н е ч н ы х  э л е м е н т о в  в м е с т н о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т . П е р е х о д  
о т  м е с т н о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  к  о б щ е й  и  н а о б о р о т . С п о с о б ы  п о с т р о е н и я  м а т р и ц ы  в н е ш н е й  
ж е с т к о с т и  с и с т е м ы  к о н е ч н ы х  э л е м е н т о в . О п р е д е л е н и е  у с и л и й  в к о н е ч н ы х  э л е м е н т а х . 
О б щ и й  а л г о р и т м  р а с ч ё т а  с т е р ж н е в о й  с и с т е м ы  М К Э .

Р е а л и з а ц и я  М К Э  в п р о г р а м м н ы х  к о м п л ек с а х .

Тема 18. Основы расчёта стержневых систем по несущей способности
О б щ и е  с в е д е н и я  (д е й с т в и т е л ь н а я  д и а г р а м м а  р а с т я ж е н и я -с ж а т и я  м а т е р и а л а , д и а г р а м м ы  

у п р у г о п л а с т и ч е с к о г о  и  ж е с т к о п л а с т и ч е с к о г о  м а т е р и а л о в , п о н я т и е  о  п р е д е л ь н о й  н а гр у зк е). 
Р а б о т а  с т е р ж н я  в п л а с т и ч е с к о й  с т ад и и . О с о б е н н о с т и  р а с ч ё т а  с т а т и ч е с к и  о п р е д е л и м ы х  и 
н е о п р е д е л и м ы х  с и с т е м  с у ч е т о м  п л а с т и ч е с к и х  с в о й с т в  м а т е р и а л а . П л а с т и ч е с к и е  ш а р н и р ы . 
П р е д е л ь н ы е  с о с т о я н и я  с т е р ж н е в ы х  си стем . О п р е д е л е н и е  п р е д е л ь н о й  н а г р у зк и  с т а т и ч е с к и м  и 
к и н е м а т и ч е с к и м  м е т о д а м и . П р я м а я  и  о б р а т н а я  з а д а ч и  р а с ч ё т а . Р а с ч ё т  п о  н е с у щ е й  
с п о с о б н о с т и  б а л о к , р ам , ф е р м , а р о к  и  е го  р е а л и з а ц и я  в с т а т и ч е с к о й  и  к и н е м а т и ч е с к о й  
ф о р м ах .

П р и м е н е н и е  п р о г р а м м н ы х  к о м п л е к с о в .

Тема 19. Основные понятия динамики сооружений



Д и н а м и ч е с к и е  н а г р у з к и  и  и х  к л а с с и ф и к а ц и я . С и л ы  и н е р ц и и . З а д а ч и  и  м е т о д ы  
д и н а м и к и  с о о р у ж е н и й . В и д ы  к о л е б а н и й . О п р е д е л е н и е  ч и с л а  с т е п е н е й  с в о б о д ы  с т е р ж н е в о й  
с и с т е м ы  в д и н а м и к е  с о о р у ж е н и й .

Тема 20. Колебания системы с одной степенью свободы
Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я . И с п о л ь з о в а н и е  у р а в н е н и й  Л а г р а н ж а  и  

о б о б щ е н н ы х  к о о р д и н а т  д л я  о п и с а н и я  д в и ж е н и я  с и с т е м ы  с о д н о й  с т е п е н ь ю  с в о б о д ы . 
С в о б о д н ы е  к о л е б а н и я . Ч а с т о т а  и  п е р и о д  с в о б о д н ы х  к о л е б а н и й . О б щ и й  с л у ч а й  д е й с т в и я  
в о з м у щ а ю щ е й  си л ы . В и б р а ц и о н н а я  н а гр у зк а . Р е з о н а н с  и  е го  р а з в и т и е  во  в р е м е н и . 
Д и н а м и ч е с к и й  к о э ф ф и ц и е н т . О п р е д е л е н и е  а м п л и т у д н ы х  з н а ч е н и й  у с и л и й  и  п е р е м е щ е н и й , 
в ы з в а н н ы х  д и н а м и ч е с к о й  н а гр у зк о й . О б ъ е м л ю щ и е  э п ю р ы  у с и л и й .

У ч е т  с и л  с о п р о т и в л е н и я . К и н е м а т и ч е с к о е  в о з б у ж д е н и е  к о л е б а н и й .

Тема 21. Колебания систем с несколькими степенями свободы
Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  с и с т е м ы  п р и  п р о и з в о л ь н о й  н а гр у зк е . 

С в о б о д н ы е  к о л е б а н и я  с и с т е м ы . С п е к т р  ч а с т о т  и  ф о р м  с о б с т в е н н ы х  (г л а в н ы х )  к о л е б а н и й . 
О р т о г о н а л ь н о с т ь  с о б с т в е н н ы х  ф о р м  к о л е б а н и й . В ы н у ж д е н н ы е  к о л е б а н и я  п р и  
в и б р а ц и о н н о й  н а гр у зк е . Д е й с т в и е  п р о и з в о л ь н о й  н а г р у зк и . Р а з л о ж е н и е  д в и ж е н и я  с и с т е м ы  
п о  ф о р м а м  с о б с т в е н н ы х  к о л е б а н и й  к а к  п р и м е р  п р и м е н е н и я  о б о б щ е н н ы х  к о о р д и н а т . 
О п р е д е л е н и е  а м п л и т у д н ы х  з н а ч е н и й  у с и л и й  и  п е р е м е щ е н и й , в ы з в а н н ы х  д и н а м и ч е с к о й  
н а гр у зк о й . О б ъ е м л ю щ и е  э п ю р ы  у с и л и й .

У ч е т  си л  с о п р о т и в л е н и я . В ы н у ж д е н н о е  с м е щ е н и е  о п о р н ы х  з а к р е п л е н и й . П о н я т и е  о 
р а с ч ё т е  с о о р у ж е н и й  н а  в е т р о в ы е  и  с е й с м и ч е с к и е  в о зд е й с тв и я .

Тема 22. Колебания систем с бесконечно большим 
числом степеней свободы

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  п о п е р е ч н ы х  к о л е б а н и й  с т е р ж н я  с р а с п р е д е л е н н о й  
м ассо й . С в о б о д н ы е  к о л е б а н и я . Б а л о ч н ы е  ф у н к ц и и . П о н я т и е  о б  о б щ е м  с л у ч а е  д е й с т в и я  
в о з м у щ а ю щ е й  н а гр у зк и . Р е ш е н и е  в ф о р м е  м е т о д а  н а ч а л ь н ы х  п а р а м е т р о в  д л я  с л у ч а я  
г а р м о н и ч е с к о г о  в о зд е й с т в и я .

Р а с ч ё т  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  р а м  с р а с п р е д е л е н н ы м и  м а с с а м и  н а  в и б р а ц и о н н у ю  
н а гр у зк у . О п р е д е л е н и е  ч а с т о т  и  ф о р м  с о б с т в е н н ы х  к о л е б а н и й . П о н я т и е  о  р а с ч ё т е  б а л о к  н а  
д е й с т в и е  п о д в и ж н о й  н а гр у зк и .

П р о г р а м м н ы е  к о м п л е к с ы  д л я  о п р е д е л е н и я  а м п л и т у д н ы х  з н а ч е н и й  у с и л и й  и 
п е р е м е щ е н и й , в ы з в а н н ы х  д и н а м и ч е с к о й  н а гр у зк о й .

Тема 23. Приближенные и численные методы в динамике сооружений
П р и б л и ж е н н ы е  м е т о д ы  о п р е д е л е н и я  ч а с т о т  с в о б о д н ы х  к о л е б а н и й . Э н е р г е т и ч е с к и й  

м ето д . З а м е н а  р а с п р е д е л е н н ы х  м а с с  с о с р е д о т о ч е н н ы м и . И с п о л ь з о в а н и е  ч и с л е н н ы х  м е т о д о в  
в з а д а ч а х  д и н а м и к и  с т е р ж н е в ы х  си стем .

П р и м е н е н и е  п р о г р а м м н ы х  к о м п л е к с о в .

Тема 24. Методы исследования устойчивости упругих систем
У с т о й ч и в ы е  и  н е у с т о й ч и в ы е  с о с т о я н и я  р а в н о в е с и я  д е ф о р м и р у е м ы х  си стем . 

У с т о й ч и в о с т ь  с и с т е м ы  "в м а л о м "  и  "в б о л ь ш о м " . К р и в а я  м н о ж е с т в а  с о с т о я н и й  р а в н о в е с и я  
с о о р у ж е н и я . П о н я т и е  о  к р и т и ч е с к о й  н а гр у зк е . Т о ч к и  в е т в л е н и я  и  п р е д е л ь н ы е  то ч к и .



О с н о в н ы е  г и п о т е з ы  и  д о п у щ е н и я . К р и т е р и и  и  м е т о д ы  и с с л е д о в а н и я  у с т о й ч и в о с т и  у п р у г и х  
си стем : д и н а м и ч е с к и й , с т а т и ч е с к и й  и  э н е р г е т и ч е с к и й . (К а ч е с т в е н н а я  т е о р и я .)
У с т о й ч и в о с т ь  и д е а л и з и р о в а н н ы х  с и с т е м  с о д н о й  и  н е с к о л ь к и м и  с т е п е н я м и  с в о б о д ы . 
П о н я т и е  о б  у с т о й ч и в о с т и  с и с т е м  п р и  д е й с т в и и  н а гр у зк и , з а в и с я щ е й  о т  н е с к о л ь к и х  
п а р а м е т р о в .

Тема 25. Устойчивость прямых сжатых стержней
У с т о й ч и в о с т ь  с ж а т о г о  с т е р ж н я  п о с т о я н н о г о  с е ч е н и я . И с п о л ь з о в а н и е  т о ч н о г о  и 

п р и б л и ж е н н о г о  в ы р а ж е н и я  д л я  к р и в и з н ы  с т ер ж н я . У с т о й ч и в о с т ь  с т е р ж н е й  с у п р у г и м и  
о п о р а м и . У с т о й ч и в о с т ь  с ж а т о -и з о г н у т ы х  с т ер ж н е й .

Тема 26. Устойчивость стержневых систем
О с н о в н ы е  д о п у щ е н и я . М е т о д  п е р е м е щ е н и й . В ы ч и с л е н и е  р е а к ц и й  с ж а т о -и з о г н у т ы х  

с т ер ж н е й . У р а в н е н и е  у с т о й ч и в о с т и  и  о п р е д е л е н и е  к р и т и ч е с к о й  н а гр у зк и . К а ч е с т в е н н о е  
и с с л е д о в а н и е  у с т о й ч и в о с т и  р а в н о в е с и я . И с п о л ь з о в а н и е  с и м м е т р и и . П о н я т и е  о  р а с ч ё т е  
у п р у г и х  р а м н ы х  с и с т е м  п о  д е ф о р м и р о в а н н о м у  с о с т о я н и ю  м е т о д а м и  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  
н а г р у ж е н и й  и  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й . П о н я т и е  о  к р и в о й  м н о ж е с т в а  с о с т о я н и й  
р а в н о в е с и я . П о н я т и е  о  п р и м е н е н и и  м е т о д а  с и л  к  и с с л е д о в а н и ю  у с т о й ч и в о с т и  с т е р ж н е в ы х  
с и стем . О с о б е н н о с т и  р а с ч ё т а  н а  у с т о й ч и в о с т ь  ф е р м , н е р а з р е з н ы х  с ж а т ы х  с т е р ж н е й  н а  
ж е с т к и х  и  у п р у г и х  о п о р а х , а р о к  и  к р у г о в ы х  к о л ец .

Учебно-методическая карта учебной дисциплины

Н
о
м
е
р
 р

аз
де

ла
, 

те
мы

, 
за

ня
ти

я

Н а з в а н и е  р а з д е л а ,  т е м ы ,  з а н я т и я ;  п е р е ч е н ь  

и з у ч а е м ы х  в о п р о с о в

К о л и ч е с т в о
а у д и т о р н ы х

ч а с о в
Ф
о
р
м
а
 к

о
н
т
р
о
л
я
 з

н
а
н
и
й

Л
е
к
ц
и
и

пр
ак

ти
че

ск
ие

за
ня

ти
я

1 2 3 4 5

4 семестр
1 О б щ и е  п о л о ж е н и я  и  п о н я т и я  

с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и
4 2

2. О с н о в н ы е  с в о й с т в а  с т а т и ч е с к и  

о п р е д е л и м ы х  с и с т е м  и  м е т о д ы  и х  р а с ч ё т а  

п р и  н е п о д в и ж н о й  н а г р у з к е

4 2

3. О п р е д е л е н и е  у с и л и й  о т  п о д в и ж н о й  

н а г р у з к и
8 2

4 Р а с ч ё т  т р е х ш а р н и р н ы х  а р о к  и  р а м 6 4
5 Р а с ч ё т  п л о с к и х  ф е р м 6 4
6 Р а с ч ё т  р а с п о р н ы х  ф е р м  и  

к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м
4 4

7 О с н о в н ы е  т е о р е м ы  с т р о и т е л ь н о й  

м е х а н и к и  и  о п р е д е л е н и е  п е р е м е щ е н и й
6 4



8 М е т о д  с и л  и  е г о  п р и м е н е н и е  к  р а с ч ё т у  

п л о с к и х  р а м
6 4

9 Р а с ч ё т  н е р а з р е з н ы х  б а л о к  м е т о д о м  с и л 2 2
10 Р а с ч ё т  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  ф е р м  

м е т о д о м  с и л
2 2

11 Р а с ч ё т  м е т о д о м  с и л  с т а т и ч е с к и  

н е о п р е д е л и м ы х  а р о к ,  в и с я ч и х  и  

к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м

3 4

И т о г о  з а  с е м е с т р 5 1 3 4 э к з а м е н

5 семестр
12 М е т о д  п е р е м е щ е н и й  и  е г о  п р и м е н е н и е  к  

р а с ч ё т у  п л о с к и х  р а м
8 8

1 3 С о в м е с т н о е  п р и м е н е н и е  м е т о д а  с и л  и  

м е т о д а  п е р е м е щ е н и й .  С м е ш а н н ы й  м е т о д
2 4

1 4 О с о б е н н о с т и  п р и м е н е н и я  м е т о д а  

п е р е м е щ е н и й  к  р а с ч ё т у  н е р а з р е з н ы х  

б а л о к ,  с т а т и ч е с к и  н е о п р е д е л и м ы х  ф е р м ,  

а р о к  и  к о м б и н и р о в а н н ы х  с и с т е м

2 2

1 5 О с о б е н н о с т и  р а с ч ё т а  п р о с т р а н с т в е н н ы х  

с и с т е м
2 4

1 6 О б щ и е  у р а в н е н и я  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и  

с т е р ж н е в ы х  с и с т е м
8 8

1 7 В а р и а ц и о н н ы е  п р и н ц и п ы  и  в а р и а ц и о н н ы е  

м е т о д ы  с т р о и т е л ь н о й  м е х а н и к и .  М е т о д  

к о н е ч н ы х  э л е м е н т о в

6 4

1 8 О с н о в ы  р а с ч ё т а  с т е р ж н е в ы х  с и с т е м  п о  

н е с у щ е й  с п о с о б н о с т и
2 2

1 9 О с н о в н ы е  п о н я т и я  д и н а м и к и  с о о р у ж е н и й 2 2
3 2 0 К о л е б а н и я  с и с т е м  с  о д н о й  с т е п е н ь ю  

с в о б о д ы
2 2

21 К о л е б а н и я  с и с т е м  с  н е с к о л ь к и м и  

с т е п е н я м и  с в о б о д ы
4 4

22 К о л е б а н и я  с и с т е м  с  б е с к о н е ч н о  б о л ь ш и м  

ч и с л о м  с т е п е н е й  с в о б о д ы
2 2

2 3 П р и б л и ж е н н ы е  и  ч и с л е н н ы е  м е т о д ы  в  
д и н а м и к е  с о о р у ж е н и й

2 2

2 4 М е т о д ы  и с с л е д о в а н и я  у с т о й ч и в о с т и  

у п р у г и х  с и с т е м
2 1

2 5 У с т о й ч и в о с т ь  п р я м ы х  с ж а т ы х  с т е р ж н е й 2 2
2 6 У с т о й ч и в о с т ь  с т е р ж н е в ы х  с и с т е м 5 4

И т о г о  з а  с е м е с т р 5 1 5 1 э к з а м е н
В с е г о  а у д и т о р н ы х  ч а с о в 1 8 7
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