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ТЕРМОСИЛОВОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ  
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ ТРЕХСЛОЙНЫХ СТЕРЖНЕЙ  

д. ф.-м. н. Старовойтов Э. И., соиск. Савицкий Д. М. 

Белорусский государственный университет транспорта, Гомель 
 
Введение .  Слоистые элементы конструкций, нашли широкое применение в авиа-, ракето-, 

приборостроении и строительстве, поэтому разработка методик и решения соответствующих кра-
евых задач актуальны. Исследованию напряженно-деформированного состояния неоднородных 
элементов конструкций посвящены многие публикации, в том числе [1–6]. В рамках теории малых 
упругопластических деформаций [7] в работах [2, 3] приведены результаты по изотермическому 
квазистатическому и динамическому деформированию трехслойных элементов конструкций, свя-
занных и несвязанных с винклеровым основанием. Здесь, в рамках теории простых переменных 
нагружений [8, 9], рассмотрено однократное и переменное термосиловое нагружение несиммет-
ричного по толщине трехслойного стержня с упругопластическими несущими слоями и физиче-
ски нелинейно-упругим заполнителем.  

Термоупругий  изгиб . Рассмотрим трехслойный стержень с жестким заполнителем (ри-
сунок 1). Систему координат x, y, z свяжем со срединной плоскостью заполнителя. Принимаем, что 
в тонких несущих слоях 1, 2 справедливы гипотезы Кирхгофа, в жестком несжимаемом по тол-
щине сравнительно толстом заполнителе 3 нормаль остается прямолинейной, не изменяет своей 
длины, но поворачивается на некоторый дополнительный угол (x). Температурное поле Tk в k-м 
слое рассматриваемого стержня считаем известным.    
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Рисунок 1 – Расчетная схема при термосиловом нагружении трехслойного стержня 

На внешний слой стержня действует поверхностная силовая нагрузка p(x), q(x), через w(x) и 
u(x) обозначены прогиб и продольное перемещение срединной плоскости заполнителя. На торцах 
предполагается наличие жестких диафрагм, препятствующих относительному сдвигу слоев, на 
границах слоев – склейки. С помощью введенных гипотез, продольные перемещения в слоях u(k) 
выражаются через три искомые функции u(x), (x) и w(x):  

(1)
1ψ , ( )xu u c zw c z c h      ,   (3) ψ , ( )xu u z zw c z c      , 

(2)
2ψ , ( )xu u c zw c h z c       ,                                           (1) 

где z – координата рассматриваемого волокна, запятая в нижнем индексе обозначает операцию 
дифференцирования по следующей за ней координате, верхний индекс k – номер слоя. 

Компоненты тензора деформаций следуют из соотношений Коши и выражений (1), напря-
жения – из закона Гука. Внутренние силы и моменты вводятся соотношениями   
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где ( )σ k
xx , (3)σxz  – компоненты тензора напряжений, b0 – ширина сечения стержня, интегралы берутся 

по толщине hk  каждого из слоев. 
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Для связи напряжений и деформаций в слоях используются соотношения термоупругости в 
девиаторно-шаровой форме [7]:  

( ) ( )2 ( )k k
xx k k xxs G T э ,  (3) (3)

32xz xzs G э ,  ( ) ( )σ 3 ( )(ε )k k
k k k kK T T  ,                      (3) 

где ( ) ( ),k k
xx xxs э – девиаторные, ( ) ( )σ , εk k – шаровые части тензоров напряжений и деформаций,  ,k kG K  – 

термозависимые модули сдвига и объемного деформирования [2, 3], αk – коэффициент линейного 
температурного расширения.  

С помощью соотношений (1), (3) внутренние усилия и моменты (2) выражаются через три 
искомые функции u(x), ψ(x), w(x): 
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Уравнения равновесия трехслойного стержня получим, используя принцип возможных перемеще-
ний Лагранжа. При определении виртуальной работы внешних сил считаем, что к срединной по-
верхности заполнителя приложены произвольные распределенные нагрузки p(x), q(x) (см. рисунок 
1), а к торцам стержня – сосредоточенные силы и моменты. Вариация работы сил упругости учи-
тывает работу касательных напряжений в заполнителе.  

В результате, используя соотношения (4), получим систему дифференциальных уравнений 
равновесия трехслойного стержня в перемещениях:  

1 6 7, ψ, ,xx xx xxxa u a a w p   , 

6 2 3 5, ψ, , ψ 0xx xx xxxa u a a w a    , 

7 3 4, ψ, ,xxx xxx xxxxa u a a w q   .                                                 (5) 
Коэффициенты ai, входящие в систему (5), зависят от упругих характеристик материалов 

слоев и через них от температуры:  

1 1 1 2 2 32a K h K h K c     ,  2 2
2 1 1 2 2 33a c K h K h K c       , 

    21 1 2
3 1 1 1 2 2 2 32 2 3a c K h c h K h c h K c         ,  

 2 21
4 1 1 1 13a K h c ch h     2 31 2

2 2 2 2 33 3K h c ch h K c    ,  5 32a G c , 

6 1 1 2 2a c K h K h     ,     1 1
7 1 1 1 2 2 22 2a K h c h K h c h     ,  4

3k k kK K G   .             (6) 

Температура в уравнения равновесия (5) не входит, поэтому для ее решения можно восполь-
зоваться известным решением, полученным в [2] при изотермическом нагружении:  

     1 1 27
3 4 2 7 3 1 7 8

2

1
γ

2

a
u x a L p a L q C x C x C           

, 

2 3

1
( ) sh( ) ch( ) sh( ) ( )ch( ) ch( ) ( )sh( )x C x C x x g x x dx x g x x dx               ,  

     1 1 3 21 1 4
1 7 3 1 4 5 6

2

1

6 2

a C C
w x dx a L p a L q x x C x C              .               (7) 

Здесь С1, …, С8 – константы интегрирования; 1 1 1 1
1 2 3 4, , ,L L L L     – интегральные операторы 

   1 1
1 2,L g g dx L g g dx dx    ,    1

3L g g dx dx dx  ,    
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 1
4L g g dx dx dx dx   ;   2 1 1( ) γ γg x p q dx C   , 

2 1 5 2
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2 3 1

a a 
 

  
> 0,  1 1
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2 3 1
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,  6 2 7 1
2 2

2 3 1

γ
a a  


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,  3 7 4 6
3

2

γ
a a a a




,                (8) 

α2α3 – α1
2 ≠ 0,   α1 = a1a3 – a6a7,   α2 = a1a4 – a7

2,   α3 = a1a2 – a6
2. 

Используя соотношения (4), выпишем конечные выражения обобщенной внутренней про-
дольной силы и изгибающего момента (2) через перемещения (7) и температуру:  
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3
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k
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

 
       

 
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Рассмотрим два вида закрепления торцов стержня. В случае жесткой заделки левого конца 
стержня при свободном правом торце граничные условия следующие:  

0: , 0xx w w u    , 

: , 0xx l M M N    .                                                    (10)  
Подставив решение (7) в условия (10), учитывая (9), получим систему линейных алгебраиче-

ских уравнений для определения констант С1, …, С8. После ее решения имеем:  
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Для шарнирно опертого по обоим торцам стержня граничные условия принимают вид:  
0; : 0x l w M u    . 

Им удовлетворяют следующие константы интегрирования: 

 1 1
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1
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3

1 1 17 7 4
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( ) ( ) 3 ( )
2

k
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k h

a a l a
D L q L q K T zdz L p

l l
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

 
         

  , 
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3

1 1 171 1
2 4 2 3

12 2 2

( ) ( ) 3 ( )
6

k

k k k
k h

aa a l
D dx L q L q K T zdz L p

l l
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

 
           

  .            (12) 

Константы C2, C3, C6, C8 сохраняют свой предыдущий вид (11).  
Упругопластический  стержень . Пусть у рассматриваемого стержня, наружные не-

сущие слои выполнены из упругопластического материала, а несжимаемый по толщине заполни-
тель – нелинейно-упругий. Стержень находится в температурном поле, на его внешний слой дей-
ствует распределенная силовая нагрузка ( ), ( )p x q x  , при этом соответствующие траектории 
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нагружения относятся к классу простых [7] (один штрих вверху здесь и в дальнейшем обозначает 
нагружение из естественного состояния). В несущих слоях используются физические уравнения 
состояния теории малых упругопластических деформаций Ильюшина [7]: 

( ) ( ) ( ) ( )2 ( ) ( , )k k k k
ij k k u k ijs G T f T э    , 

( ) ( )σ 3 ( )(ε )k k
k k k kK T T      ( 1, 2; , , , )k i j x y z  ,                               (13) 

где ( )kf   – функция пластичности Ильюшина при нагружении из естественного состояния   

( ) ( )

( )

1,
( , )

1 ( , ),
k k

u k k
k u k

f T
T

     
 

( ) ( )

( ) ( )
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k k
u y k

k k
u y k

T

T

  

  
 

( )k
u  – интенсивность деформаций, ( )k

y  – деформационный предел текучести материала.  

Для физически нелинейного заполнителя вводятся подобные уравнения состояния: 
(3) (3) (3) (3)2 ( ) ( )ij k k u ijs G T f э    , 

(3) (3)σ 3 ( )(ε )k k k kK T T      ( , , , )i j x y z ,                                       (14) 

(3) (3)

(3)
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1,
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1 ( ),
u

u

f
     

 
(3) (3)

(3) (3)
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u s k

u s k

T

T

  

  
 

(3)
s – предел физической нелинейности материала заполнителя, ( )( )k

k u    – универсальная функ-
ция физической нелинейности материала k-го слоя. 

Выделим в тензорах напряжений (13), (14) упругие (индекс «е») и неупругие («ω») слагае-
мые:  

( ) ( ) ( )k k е k
xx xx xx

     ,  (3) (3) (3)е
xz xz xz

     ,                                         (15) 
где   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 (ε ), 2k e k k k k
xx k xx k k k xx k xx kG э K T G э            , 

(3) (3) ( ) (3)
3 3 32 , 2e k

xz xz xz xzG э G э         . 
Проведя подобную операцию с внутренними усилиями (2), получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k е k k k е kN N N M M M          ,  (3) (3) (3)еQ Q Q     .                     (16) 
Упругие (индекс «е») и неупругие (индекс «ω») составляющие в (16) вычисляются по формулам:  

( ) ( )
0

k е k е
xxN b dz   ,  ( ) ( )

0

k

k k
xx

h

N b dz    ,  ( ) ( )
0

k

k е k е
xx

h

M b zdz   ,  ( ) ( )
0

k

k k
xx

h

M b zdz    ,   

(3) (3)
0

c
е е

xz

c

Q b dz


   ,  (3) (3)
0

c

xz

c

Q b dz 



   .                                        (17) 

Система уравнений равновесия (5) в этом случае  принимает вид:  

1 6 7, , ,xx xx xxxa u a a w p p         ,  6 2 3 5, , ,xx xx xxxa u a a w a h          , 

7 3 4, , ,xxx xxx xxxxa u a a w q q         .                                           (18)  

Здесь коэффициенты 1 7, ,a a  определены соотношениями (6); величины , ,p h q      учитывают 
физическую нелинейность материалов слоев и вычисляются по формулам, следующим из (15) и 
(17) 

0 0 0

1 1 1
, , ( , ), ,x x xxp N h H Q q M

b b b
   

            .                                (19) 

3 3
( ) ( )4 4

0 03 3
1 1

,
k k

k k
k k xx k k xx

k kh h

N b G dz M b G zdz 

 

             ,  0 3 32
c

c

Q b G dz



     .   

Система дифференциальных уравнений (18) существенно нелинейна. О точном ее решении 
в данном случае говорить не приходится, поэтому для ее решения необходимо использовать при-
ближенные методы, типа метода «упругих» решений Ильюшина.   

Предположим, что в (18), (19) содержится малый параметр, например, все ωk < 1. Тогда воз-
можен метод итераций, при котором для любого n-го приближения система уравнений (18) преоб-
разуется к виду: 

( ) ( ) ( ) ( 1)
1 6 7, , ,n n n n

xx xx xxxa u a a w p p 
         ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)
6 2 3 5, , ,n n n n n

xx xx xxxa u a a w a h 
          , 
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( ) ( ) ( ) ( 1)
7 3 4, , ,n n n n

xxx xxx xxxxa u a a w q q 
         .                                         (20) 

Величины ( 1) ( 1) ( 1), ,n n np h q  
     , соответствующие неупругим составляющим, на первом шаге 

(n = 1) полагаются равными нулю, а в дальнейшем вычисляются по результатам предыдущего 
приближения и носят название дополнительных «внешних» нагрузок. Они служат поправками на 
пластичность и физическую нелинейность материалов слоев:  

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
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1 1 1
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3
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 
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( 1) (1) ( 1) (2) ( 1) (3) ( 1)( )n n n nH c N N M             ,   ( 1) (3)( 1) ( 1)
0 3 32 ( )

c
n n n

u

c

Q b G dz   



       . 

Применение метода упругих решений позволяет на каждом шаге приближения рассматрива-
емую задачу сводить к линейной задаче термоупругости с дополнительными «внешними» нагруз-
ками. При этом система уравнений (20) на каждом шаге отличается от соответствующей системы 
(5) в задаче термоупругости только наличием этих известных «внешних» нагрузок. Поэтому ре-
шение задачи термоупругопластичности можно записать в следующем рекуррентном виде:  

( ) ( ) ( )
2 3( ) sh( ) ch( )n n nx C x C x     ( ) ( )1

sh( ) ch( ) ch( ) sh( )n nx g x dx x g x dx           , 
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 
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n nC x C , 
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 
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( ) 3 ( ) 2 ( ) ( )1
1 1 4 5 62

1

6
n n n na C x C x C x C

   
.                                        (21) 

Здесь введена функция 

 ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( )2
1 2 1 1

1

( ) ( ) ( )n n n n ng x h p p q q dx C  
  

           
  ; 

коэффициенты 2
1 2 3 1 2 3, , , , , ,        и линейные интегральные операторы 1 1 1

2 3 4, ,L L L    опреде-

лены формулами (8). Константы интегрирования ( ) ( )
1 8, ... ,n nC C  на каждом шаге приближения сле-

дуют из условий закрепления стержня. Удовлетворяя решением (21) граничные условия для кон-
соли (10), получим: 
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.                                (22) 

Для шарнирно опертого стержня константы интегрирования (12) модифицируются подоб-
ным образом, при этом ( )

2
nC , ( )

3
nC , ( )

6
nC , ( )

8
nC  сохраняют вид (22).  

Численные результаты получены для трехслойного стержня, слои которого выполнены из 
материалов Д16Т-фторопласт-Д16Т. Термомеханические характеристики этих материалов приве-
дены в [3–4]. Параметры слоев: h1 = h2 = 0,03, с = 0,09; интенсивность распределенной нагрузки 
q = –0,75·МПа, p = 0. Температуру принимаем однородной во всех слоях стержня. Функции физи-
ческой нелинейности  приняты в виде, предложенном в [2].  

Численный счет продемонстрировал практическую сходимость метода упругих решений. За 
искомое решение принято 8-е приближение, которое отличается от предыдущего менее чем на 1 
%.  

На рисунке 2 показаны перемещения в трехслойном упругопластическом стержне (a – про-
гиб, б – относительный сдвиг в заполнителе): 1 – упругие изотермические (T1 = 293 К), 2 – упругие 
термосиловые (T2 = 343 К), 3 – упругопластические изотермические (T1 = 293 К), 4 – упругопла-
стические термосиловые (T3 = 343 К). Здесь учет физической нелинейности материалов слоев по-
вышает упругие расчетные перемещения на 20 %, при нагревании на 50 K – на 22 %. 

 

  
Рисунок 2. – Изменение прогиба w и относительного сдвига ψ вдоль оси стержня 

 

 
Рисунок 3. – Изменение нормальных напряжений по толщине стержня  
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 Рисунок 3 иллюстрирует распределение по поперечному сечению (x = 0) нормальных 
напряжений σxx: 1 – упругие изотермические (T1 = 293 К), 2 – упругопластические термосиловые 
(T3 = 343 К). Воздействие температуры и учет нелинейности приводят к увеличению экстремумов 
напряжений во внешних слоях на 30 %, в заполнителе – на 50 %.  

 
РЕЗЮМЕ 

Предложенная методика позволяет исследовать напряженно-деформированное состояние 
трехслойного физически нелинейного стержня в температурном поле. Следует подчеркнуть, что 
приведенные решения справедливы только в области малых упругопластических деформаций при 
простых нагружениях.  
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SUMMARY 
The proposed method allows us to investigate the stress-strain state of the physical non-linear 
three-layer beam in the temperature field. It should be emphasized that these solutions are valid 
only in the field of small elastic deformations under simple loadings. 
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