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Влияние осевой нагрузки на изменение условий скольжения 
при доводке шариков сборным инструментом

Описана конструкция инструмента для доводки ша­
риков между соосно установленными нижним привод­
ным диском и верхним неподвижным диском со встро­
енными концентрическими кольцами. Определены си­
лы трения шарика о рабочие поверхности дисков и 
возможные положения мгновенной оси вращения ша­
рика. Показаны преимущества процесса доводки шари­
ков сборным инструментом по сравнению с обработкой 
традиционным инструментом.
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The tool design for finishing of spherules between co­
axially installed lower driving dish and upper fixed one with 
built-in concentric rings has been described. The friction 
forces of the spherule on the dishes working surfaces and 
possible positions of instantaneous rotation axis of the 
spherule have been determined. The advantages of the 
spherules finishing by an assembly tool as compared with 
working by a traditional one have been shown.

Keywords: spherules, fragile material, finishing, as­
sembly tool, kinematics, cohesive and friction forces.

Доводка стальных шариков осуществляется ме­
жду двумя чугунными дисками в кольцевых канав­
ках V-образного или радиусного профиля [1, 2]. 
Скорость проскальзывания шариков относительно 
рабочих поверхностей инструмента составляет не­
значительную часть от линейной скорости привод­
ного диска, и ее величина изменяется по площадке 
контакта от нуля до некоторого максимального 
значения. Давление по площадкам контакта шари­
ка с дисками также распределено неравномерно. 
Учитывая, что область максимального давления на 
площадке контакта не совпадает с областью мак­
симального проскальзывания [3], интенсивность 
обработки шариков низкая, несмотря на высокую 
скорость вращения нижнего диска и большое уси­
лие прижима верхнего диска.

Вследствие низкой скорости съема припуска 
операция доводки шариков является самой про­
должительной в технологическом процессе их из­
готовления. Медленная переориентация шариков в 
пространстве при движении по кольцевой канавке 
и высокие контактные нагрузки создают значи­
тельные технологические трудности при обработке 
шариков из хрупких материалов. Необходимо от­
метить также, что длительная доводка стальных 
шаров в режиме качения приводит к передеформи- 
рованию, охрупчиванию и усталостному разруше­
нию поверхностного слоя. Опасность такого меха­
низма съема металла [4] состоит в том, что процесс

периодического передеформирования и охрупчи­
вания, запускаемый на финишной обработке, про­
должается затем при эксплуатации. Формирова­
нию на поверхности шара дефектной зоны способ­
ствуют также высокие удельные нагрузки в области 
контакта с доводочными дисками [5]. Сокращение 
продолжительности обработки в результате увели­
чения скорости вращения инструмента повышает 
вероятность ухудшения качества поверхности ша­
риков, так как число циклов передеформирования 
шариков остается тем же, а динамические нагрузки 
возрастают.

Интенсивность обработки можно повысить, ес­
ли создать перемещение шариков по кольцевой ка­
навке. Сборная конструкция инструмента для до­
водки шариков [6] позволяет реализовать четырех­
точечный контакт шарика с дисками, при котором 
имеет место скольжение шариков в зоне обработ­
ки. Данная работа посвящена теоретическому ис­
следованию кинематики и динамики шариков при 
доводке между нижним приводным диском и верх­
ним прижимным диском с установленными в его 
концентрических пазах кольцами.

Конструкция инструмента и кинематика шариков 
при доминирующей нагрузке на кольца. Особенно­
стью инструмента для доводки шариков является 
сборная конструкция верхнего неподвижного при­
жимного диска со вставными кольцами (рис. 1). 
Обрабатываемые шарики 4 размещают в кольцевых 
выемках 2 нижнего диска 1. На торцевой поверх­
ности верхнего диска 9 прорезаны концентричные 
пазы 8, по краям которых выполнены проточки 6 
трапецеидального профиля. В пазах с зазором ус­
тановлены кольца 7, имеющие на нижней торцевой 
поверхности конические фаски 3. На дне концен-
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Рис. 1. Конструкция сборного инструмента для доводки 
шариков
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тричных пазов закреплены упругие элементы 5, 
контактирующие с верхней торцевой поверхно­
стью колец. Свойства и размеры упругих элементов 
выбирают в соответствии с необходимым давлени­
ем на шарики в процессе доводки. Болты 10 пре­
пятствуют вращению колец и удерживают их в па­
зах при подъеме верхнего прижимного диска.

Нагрузка на шарики складывается из осевой на­
грузки Ps, прикладываемой к верхнему прижимно­
му диску, и нагрузки Рт на неподвижные кольца, 
которая создается с помощью упругих элементов. 
Осевая нагрузка на шарики регулируется независи­
мо от выбранной нагрузки на кольца. После вклю­
чения привода вращения нижнего диска шарики 
перемещаются вдоль кольцевых дорожек, находясь 
в контакте с четырьмя поверхностями: горизон­
тальной поверхностью кольцевой выемки на ниж­
нем диске, боковой и торцевой поверхностями 
проточки на верхнем диске и поверхностью кони­
ческой фаски н£ кольце. Каждое кольцо базируется 
непосредственно на обрабатываемых шариках по 
двум поверхностям и в процессе доводки самоус- 
танавливается соосно верхнему диску и параллель­
но нижнему. Ш арик с инструментом контактирует 
в четырех несимметрично расположенных относи­
тельно его центра точках, поэтому неизбежно 
скольжение шарика по поверхности инструмента в 
одной из них. Независимая регулировка осевой на­
грузки от нагрузки на кольца расширяет техноло­
гические возможности управления процессом до­
водки. Сборная конструкция верхнего неподвиж­
ного прижимного диска со вставными кольцами 
может быть применена и при элеваторной доводке 
шариков.

При нагрузке на кольца, намного превышаю­
щей нагрузку на прижимной диск, кинематика ша­
риков (рис. 2) может быть рассмотрена из условия 
отсутствия проскальзывания в наиболее нагружен­
ных точках А, В  и К  контакта с инструментом. 
Мгновенная ось абсолютного вращения шарика 
проходит через точки В а К  контакта шарика с 
кольцом и неподвижным диском и составляет с го­
ризонталью угол

Р =  (а  -  §)/2, (1)

где а  — угол конической фаски кольца; £ — угол 
наклона боковой поверхности проточки прижим­
ного диска.

Угловая скорость абсолютного вращения шари­
ка составляет:

АА^ r[sin(P + £) + cosp] ’

где Од, — соответственно угловая и линейная ско­
рости нижнего диска в точке А; г — радиус щарика.

Угол у наклона мгновенной оси относительного 
вращения шарика найдем, сравнивая проекции от-

_

Рис. 2. Кинематическая схема для шарика в зоне 
обработки

резков ОС и ОКна вертикальную ось вращения ин­
струмента:

tgY = [(/? + rco s^ tg p  + rsin£]/& (3)

Угловую скорость юг относительного вращения 
шарика определим из равенства проекций векторов 
й и шг на горизонтальную линию:

юг =  со cos p/cosy. (4)

Угловую скорость переносного вращения шари­
ка рассчитываем по формуле

а>е = corsin(P + %)/R. (5)

Скорость скольжения шарика относительно 
торцевой поверхности кольцевой проточки на не­
подвижном кольце зависит от расстояния точки D 
до мгновенной оси вращения шарика:

vsD ~  =  ©r[cosp — sin(p + £)]. (6)

Расчет скорости скольжения показывает, что ее 
величина более чем в 2,5 раза превышает макси­
мальную скорость дифференциального проскаль­
зывания при длине дуги контакта с инструментом, 
равной 0,3d, где d — диаметр шарика. Принимая во 
внимание, что при дифференциальном проскаль­
зывании шариков на площадке контакта имеются 
точки, скорость проскальзывания в которых при­
ближается к нулевому значению, скольжение ша­
риков с высокой скоростью по торцевой поверхно­
сти проточки значительно повышает интенсив­
ность обработки.
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Рис. 3. Схема сил, действующих на шарик в зоне 
обработки

Определение сил сцепления шариков с инстру­
ментом при доминирующей нагрузке на кольца.
В точках контакта с инструментом (рис. 3) на ша­
рик действуют силы NA, NB, ND и N x  нормального 
давления, вызванные нагрузкой на прижимной 
диск и кольца, а также касательные силы FA, FB, Fq 
и F% сцепления и трения, вызванные вращением 
нижнего диска.

Каждое из колец давит конической поверхно­
стью на шарик с силой NB = Рт/ sina, где Рт — на­
грузка на один шарик, создаваемая кольцом.

Нормальное давление шарика на нижний диск 
зависит от суммарной нагрузки на прижимной 
диск и кольца:

я  А =  p s + Рщ +  mS, 
где Ps — осевая нагрузка на один шарик, создавае­
мая прижимным диском; т — масса шарика; g — 
ускорение свободного падения.

Шарик по кольцевой дорожке перемещается 
под действием силы F\  сцепления с нижним дис­
ком, а также сил сцепления с кольцом (FB) и при­
жимным диском (Fg). На шарик действует сила Fj) 
трения скольжения о торцевую поверхность про­
точки прижимного диска, зависящая от силы Np 
нормального давления.

Для определения неизвестных сил сцепления и 
давления необходимо составить уравнения движе­
ния шарика по кольцевой дорожке, образованной 
четырьмя рабочими поверхностями инструмента. 
Так как сила трения скольжения шарика по торце­
вой поверхности проточки на прижимном диске на­
много превышает силы трения качения, последние 
не учитывались при составлении уравнений движе- 
ш  шарика. Дифференциальные уравнения относи­

тельного движения шарика [3] запишем в системе 
координат XYZ, проходящих через его центр, про­
ецируя действующие силы на соответствующие оси:

du
т- СХ

dt
= —Na + NBsma + Nq +

+ A^sinS, + mg — 0; 
du/

m 'CY
d t 

dv

—Fa + Fb  — Fd + Fk ~  0;

m- Cz =  —A^cosa + NKcos% = 0;d t 
dco „ у

~ ~  ~FBrcosa + F%rcost, =  0;

(7)

dco rY
dt

dco

= 0;

dr
rZ _  - p . . -= ~FAr — FBr$\na + F j f  — /^rsin^ = 0,

где I  — момент инерции шарика; v c  — скорость 
центра шарика.

Первые три уравнения отображают движение 
центра масс шарика при установившемся переме­
щении, следующие три уравнения — вращение ша­
рика вокруг его центра. При нагрузках на кольца, 
превышающих нагрузку на прижимной диск, ша­
рик скользит по наименее нагруженной торцевой 
поверхности кольцевой проточки. Положение 
мгновенной оси вращения и другие кинематиче­
ские характеристики шарика могут быть определе­
ны по формулам (1)—(6).

Нормальное давление шарика на торцевую и бо­
ковую поверхности кольцевой проточки найдем из 
первого и третьего дифференциальных уравнений 
системы (7):

Nd = s
Р .sin a  cos £ -  P_cosasin£,

sinacos^
P„ cosa 

msin a  cos £,

Сила трения скольжения шарика о торцевую 
поверхность кольцевой проточки прижимного дис­
ка тогда составит:

? D = f s
Pjsinacos^ -  /^cosasin f, 

5 sin a  cos £

где f s — коэффициент трения скольжения шарика о 
прижимной диск.

Силы сцепления шарика с инструментом опре­
деляются выражениями:

_  /Д1 + cos^)(P5s in a c o s^ -P Mcosasin^)
В [(1 +tg£)cosa + ( l  + sina)cos£]sinacos£’

Fk  = FB cosa/cos^;

fa = f b - f d + fk .

} (8)
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Сила трения скольжения шарика о торцевую 
поверхность кольцевой проточки прижимного дис­
ка значительно увеличивает силы сцепления по 
другим поверхностям контакта с инструментом. По 
мере увеличения осевой нагрузки на прижимной 
диск силы сцепления шарика с инструментом в 
точках А, В и К  возрастают, но их максимальная ве­
личина ограничивается значением сил трения 
скольжения. Скольжение шарика начнется в той 
точке контакта, в которой величина силы сцепле­
ния раньше достигнет значения силы трения сколь­
жения при данной силе нормального давления.

Анализ условий скольжения шарика в зоне обра­
ботки при повышенной осевой нагрузке. Сравнивая 
отношения сил сцепления к соответствующим си­
лам нормального давления, находим, что в точке А 
оно намного меньше, чем в точках В и К, поэтому 
и скольжение будет наблюдаться в одной из этих 
точек. При появлении скольжения шарика по 
кольцу или боковой поверхности проточки изме­
няются условия его трения по торцевой поверхно­
сти проточки: трение скольжения в точке D пере­
ходит в трение качения. Мгновенная ось абсолют­
ного вращения шарика изменяет свое положение и 
проходит через точку D на прижимном диске. Рас­
чет показывает, что FB/N B = F x /N x  Следователь­
но, при повышенной осевой нагрузке скольжение 
шарика возможно как в точке В, так и в точке К. 
Ось абсолютного вращения шарика пройдет через 
точку D на прижимном диске (см. рис. 2), и ее по­
ложение может изменяться в широких пределах в 
зависимости от соотношения мгновенных значе­
ний сил Fg и Fx- Угол наклона оси вращения шарика

к горизонтали может изменяться от pi = 5 — ^ ,

когда она проходит через точку В, до р2 = ^ | ,

когда она проходит через точку К. Погрешности 
формы шарика и инструмента, вибрации при об­
работке, вызывая изменения условий контакта ша­
рика с инструментом, способствуют постоянному 
изменению положения мгновенной оси абсолют­
ного вращения шарика.

Сила трения скольжения шарика по конической 
поверхности кольца, изготовленного из одинако­
вого с верхним диском материала,

FB = f s N B = / Л /sina. (9)

Сила трения скольжения в точке К  составляет 
Fk  = f s ^ x  =  fsPm/( tgacos^).

Подставив выражение (9) в формулу (8), опре­
делим переходную осевую нагрузку Ps/, достаточ­
ную для скольжения шарика в точках В  или К:

Л/ =
_  р  (1 + sin a ) cos 2с, + \(2 + cos £,) sing, + cos Oleosa 

m (1 + cos!;) sin a  cos £

Подставив значения геометрических парамет­
ров инструмента a  = 55° и Е, =  10°, получим вели­
чину переходной нагрузки Psj = 1,64Рт.

Если кольца изготовить из материала с более 
высоким значением коэффициента трения, то при 
больших нагрузках на прижимной диск шарик бу­
дет скользить по боковой поверхности проточки и 
ось абсолютного вращения шарика пройдет через 
точки В vi D под углом Pj к горизонтали. Величина 
переходной осевой нагрузки при этом не изменя­
ется и рассчитывается по формуле (10). При выбо­
ре материала колец с меньшим значением коэффи­
циента трения шарик будет скользить по кониче­
ской фаске кольца, а ось абсолютного вращения 
шарика пройдет через точки D и К  под углом р2 к 
горизонтали. Сила трения скольжения шарика по 
конической поверхности кольца в этом случае со­
ставит: FB = f mPm!  sin а , где f m — коэффициент тре­
ния скольжения шарика о кольцо.

Подставив полученное выражение силы трения 
скольжения в формулу (8), определим переходную 
осевую нагрузку, достаточную для скольжения шари­
ка по кольцу при известной нагрузке Рт на кольца:

Рц =
fs( 1 + cos £) cos a  sin £ +

Pm f s{\ + cos£)sinacos£ 

f m[( 1 + tg£)cosa + (1 + sina)cos£]cos£

Из выражения (11) следует, что при уменьше­
нии коэффициента трения f m уменьшается осевая 
нагрузка, необходимая для скольжения шарика по 
конической поверхности кольца и изменения по­
ложения его мгновенной оси вращения.

Следовательно, в зависимости от давления ин­
струмента и материалов верхнего диска и колец 
возможны три устойчивых положения мгновенной 
оси абсолютного вращения шарика. При малой 
осевой нагрузке по сравнению с нагрузкой на коль­
ца ось вращения шарика проходит через точки кон­
такта с конической поверхностью кольца и боко­
вой поверхностью проточки. Увеличение осевой 
нагрузки свыше определенного значения вызывает 
поворот мгновенной оси вращения шарика вокруг 
точки В или точки К  в зависимости от соотношения 
коэффициентов трения шарика о верхний диск и 
кольцо. В первом случае мгновенная ось абсолют­
ного вращения шарика пройдет через точку В на 
кольце и точку D на торцевой поверхности проточ­
ки, а во втором случае займет другое положение, 
проходя через точки D и К. Если материал диска и 
колец одинаков, то при повышенной осевой нагруз­
ке ось абсолютного вращения шарика пройдет через 
точку D и угол ее наклона к горизонтали может из­
меняться от Pi до Р2-

Значительные изменения положения мгновен­
ной оси вращения шарика при изменении нагрузки
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на верхний диск являются еще одним преимуще­
ством инструмента со вставными кольцами по 
сравнению с традиционным. Под влиянием техно­
логических вибраций непрерывно изменяется со­
отношение нагрузок на верхний диск и кольца, по­
этому доводка шариков при осевой нагрузке, близ­
кой к переходной, будет сопровождаться быстрой 
переориентацией шариков в пространстве. Указан­
ное преимущество в сочетании с большой скоро­
стью скольжения позволяет с высокой точностью 
обрабатывать сборным инструментом шарики из 
стали и материалов, доводка которых традицион­
ным способом вызывает значительные технологи­
ческие трудности: металлокерамики, магнитотвер­
дых спеченных материалов, неметаллических хруп­
ких материалов.

Доводка сборным инструментом сопровождает­
ся значительным возрастанием сил сцепления ша­
риков с дисками, вследствие чего, наблюдается 
скольжение шариков по одной из рабочих поверх­
ностей. Положение мгновенной оси вращения ша­
рика зависит от материала инструмента и соотно­
шения нагрузок на верхний диск и кольца. Приве­
денные кинематические характеристики движения 
шарика дают возможность рассчитать угловую и 
поступательную скорости шарика, а также ско­
рость скольжения по рабочим поверхностям инст­
румента. Дифференциальные уравнения относи­

тельного движения шарика позволяют найти силы 
сцепления и трения шарика о диски. Быстрая пе­
реориентация шариков при перемещении по коль­
цевой дорожке в сочетании с высокой скоростью 
скольжения и низкими нагрузками контакта с ин­
струментом обеспечивают высокую точность до­
водки шариков, изготовленных из сталей и различ­
ных хрупких материалов.
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Математическое моделирование 
динамических реакций опор 
манипуляторной машины

Получены соотношения статических и динамических составляющих реакций 
опор манипулятора, исследованы зависимости динамической составляющей от 
угловой скорости, веса груза, угла наклона рукоятки, вычислены поправки к оп­
рокидывающему моменту, вызванные динамической реакцией опор.

Ключевые слова: динамическая реакция, опоры, математическое моделиро­
вание, опрокидывающий момент.

The relations of static and dynamic components of the manipulator's poles re­
sponse were obtained. Dependences of the dynamic component upon angular ve­
locity, load weight, and grip inclination angle were studied, and the corrections to 
tilting moment, conditioned by dynamic poles response, were calculated. 

Keywords: dynamic response, poles, mathematical modeling, tilting moment.

Сегодня в проектных работах 
широко используются информа­
ционные технологии (ИТ) и ме­
тоды математического модели­
рования. Математическая мо­

дель — совокупность выражений 
(уравнения, неравенства, логи­
ческие условия), описывающих 
существенные для проводимого 
исследования свойства объекта.

Вычислительные эксперименты 
с моделью сокращают время ис­
следований и снижают их стои­
мость. Моделирование поведе­
ния объекта в различных ситуа­
циях, в том числе и экстремаль­
ных, может стать основой 
проектных решений [1—3].

Последовательность матема­
тического моделирования:

1. Постановка задачи:
формулирование цели иссле­

дования;
схематизация объекта, т. е. 

принятие допущений и определе­
ние существенных для данного 
исследования свойств объекта;

выбор переменных, определе­
ние параметров модели.

2. Математическая формули­
ровка задачи — запись выражений 
для каждого блока математиче­
ской модели и выражений, опре­
деляющих связи между блоками.

3. Разработка алгоритма. Ис­
пользование ИТ для реализации
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