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Глава I . еаювмыЕ понлтаи
1 .1 . Задачи сопготиаленил материалов

Оопротй?лнни0 материалов изучает методы ииленегтого расчета на 
гфочность, жесткость и устойчивость ялементов ионотрукцмй, машин и 
иеханиумор.

Расчетом нс прочность обеспечиваетск споообг.ооть кояатрукр>1и 
нести эадепчую нагрууку не рааоушаясь.

Расчетом на жесткость огроничивлются величины смепснчй и дефор­
маций элементов конструкций.

Расчетом на устойчивость обеспечирлэтся сп'особность конструк­
ции воспринимать за^рмшую пагоурку при сохранении рергиначальной 
формы равновесия её злементов.

Рассчитывал конструкцпы, необходжо помнить и о её зкемомич- 
постк, т .е .  надо добиваться надложаи(ей прочности, жесткости и у с -  
тсйчивости при минимальном расхода матсриалсв и средств. Изучэо- 
мый курс знакомит о практически приемлотгм;; методами подобных рас - 
чет'ов, сложиишпмисп в практике на дан1гый момент,и является базо- 
вы>.1 предметом ,пдя сг^циэгьних курсов того же направления, к кото­
рым можно отнести строительную механику сооружений, детали ма1:1кн, 
етроительнуг механику самолетов, теорию прочности сварных конст­
рукций и др.

1 .2 . Реальный объект и расчетная с/см а

Универсальность расчетов достигается за счет схематизации реа­
льных объс1:топ и мятериалоп, из которьсс они изготоьлбнч.

Реальный объект, рассматриваемый без вторссгс(!еш 1ЫХ, несущест- 
аеншАх особс:д10стей,,представляет собой расчетную схему.

Схематизация элементов реальных обье1ггов сводит их к брусу, 
оболочке и массиву (рис. 1 .1 ) .

Врус -  это теле, два измерения которого мллы в срагненни с тре­
тьим (длиной) (рис. 1 .1 а ). Геометрическое место центров т.пжеетн 
ого поперечных сечений назывяит осью.

Ось брусп може.т быть прумей, а также плоской или 1июстранстнен- 
ной кривой .тинной.

Оболочкой на.шьпется тело, у которого один размер ма.т в ерэвне-



НИИ с двумя другими (рис. 1 .1 6 ). Поверхность, делящая толщину обо­
лочки пополам, называется срединной поверхностью. Если срединная 
поверхность -  плоскость, то оболочку называют пластиной (ри с.1 .1в) 

Массив -  тело, у которого все измерения одного порядка.
При схематизации материала его считают сплошньлд, однородным, 

изотропным и, как правило, упругим.
Сплошность требует наличия масс в любой точке тела. В реальных 

телах масса сосредоточена в атомах, т ,е .  в узлах кристаллической 
решетки. Однако при решении инженерных задач считают материал 
сплошным. Это позволяет применять математический аппарат бесконеч­
но малых величин для анализа состоя!ШЯ материала.

Однородность требует независимости свойств от положения точки 
в теле. Это означает, что каждому элементарному объему можно при­
писать физические свойства всего тела. Материал изотропен тогда, 
когда его физические свойства не зависят от направлений в теле,

В инженерной практике приходится иметь дело с материалами,ко­
торые проявляют свойства однородности и изотропности в среднем 
при рассмотрении достаточно больших объемов материала. Тек, если 
провести испытания бетонных кубиков с размером ребра б I см на 
сжатие, то для всех кубиков получим разные нагрузки разрушения, 
что свидетельствует о их неоднородности. Однако для кубиков с реб­
ром 3Ü см разрушающая нагрузка достаточно стабильна, т .е . а этом 
с.лучае применима гипотеза однородности и щля бетона,

Упругость -  это способность материала восстанавливать свои пер­
воначальные форму и размеры после удаления нагрузки.



1.3. Деформации. Внешние силы

Изменение первоначальных размеров тела под внешней нагрузкой 
называют деформацией. Деформации,исчезающие гюсле уделения нагруз­
ки, называются упругими. В противном случае деформации называют о с ­
таточными, или пластическими. Количес.венно дефорлации характери­
зуются относительной линейной деформацией . равной отношению

абсолютного удлинения Л1 к первоначальной длине тела i  ,
( £  = A Í / Í  ) и угловой , представляющей собой разность 
меж;{у координатными углами до и после н а г р у ж е н и я Z  ВАС —А.в,4,^ 
(рис. 1 .2 ) .

Совокупность линейных и угло­
вых деформаций в точке опреде­
ляет ее деформированное состоя­
ние. Его можно установить, ука­
зав, как деформируется система 
координат, связанная с телом в 
данной точке, т .е .  определив 
относительные линейные £  и у г ­
ловые ^  деформации.

Из определения видно, что ли­
нейная относительная деформация 
представляет собой безразмерную 
величину. Угловая деформация, 
представляется в ра,цианном выра­

жении и также является безразмерной характеристикой.
Нагрузки на рассматриваемый объект создаются внешнт<!и силами и 

их парами (моментами). Они могут быть сосредоточенными и распреде­
ленными по поверхности.

К внешним силам в сопротивлении материалов относят и реакции 
спор. Но характеру во.здействия нагрузки бывают статические и дина­
мические. К статическим относят нагрузки, которые пр>и яясрЕСтаиии 
от нуля до конечного значения вызывают несущественные ускорения 
элементов конструкций.

Динамические нагрузки,наоборот,сопровождаются значительными у с ­
корениями элементов и являются более опасными для прочности конст­
рукций.



Сохранение 1'елами фо{1мы и раамеров обеспочивается межатомными 
силами, наличие которых определяет способность тела воспринимать 
д(л5ствущие на него виеиниа силы, сопротиалятьсд разрушению, из­
менению фор1Ыы и расмерор. Приложение внешних сил к телу вызывает 
изменение формы и размеров, т .е .  сопровождается появлением доба­
вочных сил к силам сцег1ления. Усредп1енные характеристики добавоч­
ных сил сцепления могут определяться методами механики сплошной 
среды и называются внутренними силами. Мерой интенсивности внут­
ренних сил, распределенных по рассматриваемш плоскостям внутри 
тела, выступают напряжения. К^ло.чятию напряжений можно подойти, не 
ототупеч от модели сплошной среды.

Пусть тело находится в равновесии под действием системы сил 
(рис. 1 .3 ) .  Проведем секущую плоскость и рассмотрим отдельно от­
сеченные части тела. Очевидно, что,отбрасывая одну из частей, мы 
нарушаем равновесие оставленной части. Для обеспечения равновесия 
по сечению оставленной части следует приложить распределенную 
нагруэ.ку, статически энвиваленгцую отброшенным силам (рис. 1 .3 6 ). 
Если при этом точки сечения оставленной части не депланируют и 
останутся в плоскости разрезе, то приложенные силы эквивалентны 
действовавшим внутренним силам, т .е .  силам, с которыми отброшенная 
часть действовала на оставленную.

Выделим возле некоторой точки К  площадку л  А (рис. 1 .3в ) и 
подсчитаем рапнодействукх!1уй внутренних сил, приходящихся на дан­
ную площадку. Средним напряже11ием по площа,(;ке называется отноше-

1.4. Налпяжеиия. Закон Гука



ние равнодействующей к площади площадки, на которой подсчитана 
равнодействующая: (1 .1 )

Истинным напряжением в точке К по рассматриваемой площадке 
называется предел отношения равнодействующей к площади, на кото­
рой подсчитана равнодействующая, при стягивании площадки в точку:

_  ¡¡ГУ, ^  ^О =  —¡ г
' л А * 0

(1.2)

Как интенсивность внутренних сил, распределенных по площади, 
напряжения имеют размерность Н/м* и обозначаются Па (Паскаль).

Если через точку К провести др^угую секущую и определить нап­
ряжения в точке К  этой плоскости, то они в общем случае ока- 
¡кутся отличными от найденных в первой плоскости. Во-первых, изме­
нится статический эквивалент отброшенных сил, если новая секущая 
разобьет на другие группы систему внешних сил. Во-вторых, изменит­
ся площадь сечения, а следовательно, интенсивность окажется иной. 
В-третьих, изменится закон распределения интенсивности. Все это 

вместе взятое приводит к изменению напряжений. Поэто!^ при нап­
ряжениях ставят индекс направления нормали к ллошадке. Так и 

представляют собой символы полных векторов напряжений, дейст­
вующих по площадке, перпендикулярной к оси X  и .У соответственно.

Вектор полного напряжения по координатным осям представляется 
нормальной и касательными компонентами (рис. 1 .3 г ) . Нормальное 
напряжение обозначается (З г  (сигма) и содержит один индекс норма­
ли к площадке, касательные напряжения обозначаютсяТгх,{.гу. Первый 
индекс касательных напряжений указывает нормаль к площадке, а вто­
рой -  направление оси, параллельной направлению касательного нап­
ряжения.

Совокупность напряжений для множества площадок, проходящих че­
рез точку, представляет напряженное состояние в ней.

Напряженное состояние определяется шестью компонентами и явля­
ется одним из наиболее валтаа понятий.

Многочисленные наблюдения зе поведешем конструкций под нагруа- 
кой показывают, что в большинстве случаев перемещения в опреде­
ленных пределах пропорциональны действушгим силам. Впервые ука­

занная закономерность была отмечена Гуком и носит его имя.
В современной тршстовке закон Гука определяет линейную зависи­



мость меаду компонентами напряжений и деформаций, а не силой и пе- 
ремеп)ениями, как указывал Гук. Коэффициенты пропорциональности 
при этом представляют собой физические константы материала. Из за­
кона Гука следует линейная зависимость между силами и перемещения­
ми точек конструкции и обуславливаются ее упругие свойства.

Системы, для которых соблюдаются условия пропорциональности 
меж,цу внешними силами и перемещениями ̂ подчиняются принципу супер­
позиции, или принципу независимости действия сил. По эторлу принци­
пу перемещения и внутренние усилия, возникающие в упругом теле, 
считаются не зависящими от порядки приложения внешних сил. Так, 
если к системе приложено несколько сил, то можно определить внут­
ренние усилия, напряжения, перемещения и деформации от каждой си­
лы в отдельности, а затем получить результат их действия как сум­
му действия каждой силы.

1 .5 . Внутренние силовые факторы.
Метод сечений

Напряженное состояние в брусе определяется напряженньвл состоя­
нием на площадках поперечных сечений бруса, т .е .  величинами <3^ и 
Хгк, Тгу (рис, 1 .3 г ) . Равнодействующие этих напряжений в попе­

речных сечениях называются внутренними силовыми факторами бруса: 
продольной, поперечными силами, изгибающими и крутящими момента­

ми.
Элементарная продольная сила равна произведению нормального 

напряжения на элементарную площадку. Равнодействущая элементар­
ных сил называется продольной силой в сечении

Л /= /б с ^ Л .  (1 -3 )
А

Равнодействующая моментов нормальных напряжений называется из­
гибающим моментом. Элементарный момент относительно осей сечения 
есть произведение элементарной продольной силы на расстояние от 
элементарной площадки до оси ;

( Х М х - З у ^ А ;  ^ М у ^ О х с ! А .  (1.4)
и,соответственно, полные изгибающие моменты представляют интег­

ральную сумму элементарных моментов :

Л/. -у (5 у ^ 4 ; М у - 1 б х М .  (1.5)

8



( 1 . 6 )

получим, взяв интеграл 

(1 .7 )

РьвнодоЯстауицвя касательных напряжений называется поперечной 
силой и обозначается О. , Элементарная поперечная сила есть про- 
изьеденке соответстаущ их касательных напряжений на элементарную 
площадку :

~  , dQn ~ ¿ г у с /4

Полную поперечную силу ¿?х и (2и 
по всей площади от элементарных сил ;

С1у —/ Сгх "J t-7 .li ¿А .
А А '

Равнодейстзукцую моментов касательных сил называют крутящим 
моментом и обозначают

М2 — Мк —1('Сг1(У~ ¿ху^)<^А . (1 .8 )
А

Зое перечисленные равнодейотэутчие назывеются внутренними си­
ловыми факторами. Они могут быть определены м е т о д о м  с е -  
ч о н и й. Суть данного мэ)'ода ооотоит а том, что брус мысленно 

разрезают на две части и отбрасывают сдн>' из них. Действие отбро­
шенной части на оставшуюся э>лражают‘через внутренние силовые фаь;- 

торы.
Из условия равновесия оставшейся части находят величиш внут­

ренних силовых факторов через вневя1И9 нагрузки, на нее действую­
щие.

Из условия же равновесия всех’о тела следует, что величина внут­
реннего силового фактора не зависит от того , какая часть бруса 

рассматривается.
Для наглядного предстаяления характера изменения внутренних 

усилий вдоль оси бруса отроят графики, именуемые эпюрами.

1 .6 . Виды деформарий бруса. Методы 
расчета на прочность

Внутренние силовые факторы имеют физический смысл и каждому из 
них соответствует определенный вид деформации (сопротиэлени){)бруса. 

Если брус нагружен так, что в поперечных сечениях возникают то ­
лько продольные усилия N , то деформацию нэзчзаыт ос<?ным р а с т я - ' 

ьением или сжатием.



Растяжение, сжатие вознииает тогда, когда внешние нагрузки в 
сечении сводятся к раинодейс” вуецей, непрьвденной вдоль оси бру­
са и преходящей через центр тяжести его поперешад сечений.

В тем случае, если ь полеречних сечениях возникает только из­
гибающий моииИ'Г М , а осталыше силовые факторы равны нулю,
деформацию называют чистым изгибом. Когда ^кроме изгибающего мо­
мента М , отлична от нуля и поперечная сила 0. деформа-
цио называхуг плоским поперечным изгибом.

Поперечным силам Щл , Оа соответствует сдвиг '(ср ез).
Деформация (сопротивление),при которой в полерешюм сечении воз- 

иикаот только крутящий момент,называется кручением.
Перечисленные виды деформаций (сопротивлений) называются прос­

тыми, Совместное действие двух и более простых видов сопротивле­
ния называется сложным.

Курс сопротивления материалов построен от простого к сложному, 
Поэтому мы будем последовательно рассматривать простые виды дефор­
маций, на^'чимся определять напряжения, возникающие в поперечных 
сечениях, деформации злэментов, а затем перейдем к изучению слож­
ного сопротивления.

Необходимо илйть б виду, что в результате расчета требуется 
дать ответ на вопрос, удовлетворяет или нет конструкция тем тре­
бованиям надежности, которые н ней предьявляются.

Без этого анализа конкретной ситуации сам по себе расчет не 
может иметь целевого назначения.

Так, если в реальной конструкции определяются напряжения, надо 
Предварительно знать, что следует делать в дальнейшем с найденны­
ми напряжениями. Все эти вопросы находят свое решение в выборе 
основного метода ресчэта.

Наиболее распространенншл является расчет на прочность по до­
пускаемым напряжениям.

В основу этого расчета положено предположение, что критерием 
прочности является напряжение в наиболее нагруженной точке мате­
риала, ее напряженное состояние.

Эту точку называют опасной.Расчет сводится к определению наибо­
лее нагруже»шых сечений. Наиболее нагруженное сечение выявляется 
при построении эгпор внутренних силовых ()Jaктopoв. Затем устанавли­
вается опасная точка в сечении и напряженное состояние в этой точ-
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ко. Методам»! сопротивления материалов записывается условие проч­
ности для да1ИоЯ точки. Этот метод используется для большинстсе 
практических задач. Вместе с тем та.чой подход не является единст- 
еенко возможным. В ряде случаев к цели быстрее приводят другие ме­
тоды. Иногда расчзт по допускаемым напряжениям неприемлем. Напри­
мер , при проверке некоторых конструкций^находящихся под действием 

высоких перепадов температур (оболочка жидкостного ракетного дви­
гателя, лопатки паровых турбин и т . д . ).

В ряде случаев основная концепция расчета по допускав1.шм напря­
жениям оказывается неприемлемой и более подходя1цим может оказать­
ся расчет по раэруташим нагрузкам. При этом определяется р а э"у - 
втющая нагрузка и введением коэф1)[»ициента запаса определяется до­
пускаемая нагрузка на конструкцию.

Очень часто в машиностроении определяющим является расчет .ча 
жесткость.

Глава 2. РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАШ 
2 .1 . Определение продольных сил

Растяжение или сжатие возникает тогда, когда на брус действуют 
силы, равнодействующая которых в каждом поперечном сечении прохо­
дит через центр тяжести сечения и направлена вдоль бруса (р и с .2 .1 ) .

А___ ______
1
1А

р
г

<* Г  р
Рис. 2 .1

В этом случае все внутренние силовые факторы в поперечных сече 
ниях равны нулю, крорие растягивающей или сх;имаищей силы. Растяги­
вающие продольные силы принято считать положительными, в сжимающие 
-  отрицателыйши.

Из метода сечений продольная сила в кекоторс'м сечении равна ал­
гебраической сумме проекций на ось стержня всех внем1их сил, рас-
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а)

п

I 'jj
гС

2j

6)

Nf
^4F

Мг

2F . F

2)

4F

полс1к,енкых по одну CTOjjuny от оечеиик.
Дия ТОРО, чтобн установить учасгкн бруса, в которых продольная 

сила имеет наибольшее значение,стоят эпиру продольных сил (aiHopy 
/V ) ,  каждая ордината которюй равна значение, продольной силы в 

ДАн'ном сечении. Эпюра стрситсн на оазисной линии, приведенной па­
раллельно оси старюш.

npvwep 2 . 1 . Построи‘''ь anioriy продольиь« сил для бруса, иэобра- 
кенного не рис. Е .2.

Рымеике. Разбиваем брус на уча- 
 ̂ стки начиная от свобо.дного иенца, 

1'раницами участков являются оеч\з- 
• кия, в которых приложены внеакие 

оилн. Рассечем брус на участке 
АВ прриэвольным сечением I - I  и рас­
смотрим равневесиг лавой части 
(рис. 2 .2 6 ) , что пезволярт не оп- 
редзллть реакцию заделки ¿TZ -  0; 

Z Z  ..О • M-=2F.
Очевидно, что нор;саЛьнпя сила 

Ео всех сечениях по длине участка 
сдинакова.

На участке БС (рис. 2 ,? в )  продо­
льная сила Л/г - 2F + F -  3F  , е 

4F =  - F .

2F 3F

1 Ж Ш ;
д) ( т л ш т Ж Ш

Рио. 2 .2
на участке = 2Р +Р

Знак минус указывает, что действительное направление силы N 3 

протижлюложьо показанному на рис. 2 .2 в . Следовательно, сила Мз 
направлена к сечению и участок С̂Д испытывает сжатие.

Эпюра продельных сил показана на рис. 2 .2д .

.2.2. Напряжения и деформации
продольная сила ^  является равнодеЯетаухчлей внутренних сил  ̂

действ>|С1г1Кх на бесконечно малые площадки dA поперечного сече­
ния стержня (рис. 1.3г) ;

K = = /O J .A , (2 .1 )
А

где Q  -  нормаланоо напряжение в произвольной -точке попероч.чего



А площадь попе-сечения, принадлежащей элементарной площадке; 
речного сечения бруса.

Для того , чтобы определить нормальные напряжения при известном 
значении продольной силы, необходимо установить закон их распреде­
ления ПС поперечному сечению бруса.

Экспериментальные исследования показывают, что если нанести на 
поверхность призматического бруса ряд взаимно перпендикулярных ли­
ний, то после приложения внешней нагрузки поперечные линии на иск­
ривляются и остаются параллельными друг другу. Это соответствует 
гипотезе плоских сечений (гипотезе Бернулли). Согласно этой гипо­
тезе , сечения,плоские до деформации, остаются плоскими и после де­
формации.

Продольные яи14ии в этом случае удлиняются на одну и ту же вели­
чину. продольные элементы деформируются одинаково, то
напряжения в поперечных сечениях всех продольных слоев равны меж­
ду собой, т.е .О  =cons^, поэтому из формулн(2.1) получим

откуда (2.2)

Таким образом, нормальные напряжения, возникающие в поперечных 
сечениях растянутого или сжатого бруса^|>авнм отношению продольной 
силы к площади поперечного сечения. '■

Деформауии. Под действием силы Р (рис. 2 .2 )  брус удлиняется 
на некоторую величину а 1 У называемую абсолютной продольной дефор­
мацией. ртногаение абсолютной продольной деформации к первоначаль­
ной длине называется относительной продольной деформацией £
При растяжении продольная деформация положительная, а при сжатии -

Относительная продольная деформа­
ция элемента dz. ьдоль оси бруса 
£  =Д с/г/< :/2  связана с напряжением 
в поперечных сечениях законом Гука

(2 .3 ''

где Е  -  модуль продолпной упру- 
1’ости, константа, ха{>вктериэущая 
свойства материала и имеющая раэмер-
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нооть напряжения.
Так как поперечные сечения остаются плоскими, то поступатель­

ное перемещение сечения2 -»-с/г по отношению к сечению 2. будет 
представлять собой удлинение участка стержня с/г , Его можно уста­
новить, определив абсолютное удлинение отрезка стержня ;

^ (¡7  ~ £ d z  = Щс(7 -  dz,Е ^ -  £А
Или,интегрируя это выражение в пределах от О до 

величину перемещения сечения ^  под нагрузкой:
получим

¿ 2 ЕА
Если продольная сила и сечение бруса на участке 

то деформация будет однородноЛ и,интегрируя,подучим
I постоянны.

е А (2 .4 )

(2 .5 )

£ -  ве-

Абсолютная поперечная деформация
а 6=^8,~8.

Соответственно относительная поперечная деформация

- /  а 8

Сри растяжении поперечные размеры бруса уменьшаются и 
дичина отрицательная.

Опыт показывает, что в пределах применимости закона Гука при 
растяжении или сжатии поперечная деформация прямо пропорцио­
нальна продольной деформации £  , но имеет обратный знак:

е ' ^ - Ь е . ,£ / ,
Отношение |) ”  £" (2 .6 )

называется коэффициентом поперечной деформации или коэффициентом 
Цу'ассона.

Экспериментально установлено, что в упругой стадии работы любо­
го материала значение ¡) постоянно. Для различных материалов зна­
чения коэффициента Пуассона находятся в пределах от О до 0,Ь . Нап­
ример, для пробки () а О ; для каучука ¡) = 0 ,5  . Для большинст­
ва металлов ¡) =• 0,23 . . .0 ,3 5 ,

Приведенных теоретических сведений достаточно для решения зада­
чи № I контрольных заданий для студентов-заочников [ I ] .

Задача № I Щ  развивается представление о характере дефю^маций 
бруса под действием распределенных (собственный вес) и сосредото-
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ченннх сил, выявляет законы взаимодействия элементов бруса. Для 
сопоставимости величин деформаций от нагрузки и с о б о т в е т о го  ве­
са отделывлс частей бруса величина нагрузки Г  в задании взята 
очень малой, составляющей 0 ,5 ...2 ?? от допускаемой нагрузки для 
бруса, ото приводит к тому, что величина перемещений очень мала, 
порядка нескольких миллиметров. Задача I является учебной и 
способствует выработке навыков расчета деформаций элементов о 
учетом собственного веса или распределенных нагрузок. Следует от­
метить, что учет собственного веса при растяжении имеет практиче­
ское значение при расчетах тросов шахтных подъемшков, длина кото­
рых составляет сотни или тысячи метров. В этом случае деформации 
и напряжения могут достигать значительных и даже предельных зна­
чений.

Пример I .Стальной стержень ( £  » 2*10^ МПа) находится под дей­
ствием продольной силы ^ и собственного веса ( »  73 кН/м®).
Найти перемещение сечения 1-1 (рис. 2 .4 ) .  
3  - 2 , 2  м; С = 1,2 м; Г , -  1200 Н. •

А ч 15 см^; Л -  2,2м ,

0 г ^ ¿ 2 A S

Решение. Перемещение сечения 1-1 определяется удлинением части 
стержня, расположенной вьше сечения 1-1 под действием собственно­
го веса этой части, внешней силы Р и веса нижней части (сила 
й 1 =/Ас ) (рис. 2 .4 6 ),

3 свою очередь удлинение участка А З  состоит из удлинения его 
под действием собстве;июго веса и растягиващей силы +
(рис. 2 .4 в ) , где »  ¿ 'А с  -  вес участка - .О  а ¿2г =
~ вес участка В С .

Удлинение участка В С  определяе'рся удлинением его от собствен-
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него веса и раотягиваицей силы (рис. 2 .4г> .
На основании приш;ипа независимости действия сил перемещение 

сечения 1-1 будет
X - я /  . /  . ( ^ 2 А З ) а  , 0 [ А с ) а  ,
°Г-1 ^  ^ ‘-лв -^ М в е  -  ^ е А

. Ш а ) а  (ХАс)6 (Е2АЗ)5 __ 
2(ЕА) Е2А 2 (ЕРА)

120П-2,? (78  10^-2 !5  Ю''‘)2 ,2 ( ! ( ? ■  15Ю '\ 2 )2 .2
'2 Ю'̂  10̂  !5 Ю'“* 2 Ш^10‘/5 2'1й^ 10*1510''*

(78 КТ'¡ 5 10''"2Л)2,2 (? 8 Ю ’'15 О р ф Ы  (?8  10^25 ю"*2 ,2 )2 ,^
^ 2 (2  ю^1510-'*)^ 210^Ю*-210'‘*^5 ^ 2 {210^ш*2 15 Ю '“*)

1Р210~ -̂Н0310^+3‘110’ ^*51 Ю'^ = 55510~^г<. 3 ^-5,55м>^

Пример 2. Требуется определить перемещение сечения 1-1 (рис. 
2 .5 )  под действием сосредоточенной продольной силы и собствен­
ного веса стержня.

'1 М б * с )^ Е

Решение. При решении этой задачи обычно пользуются принципом 
независимости действия сил. Но возможным и более наглядным являет­
ся следующее решение. Строим эпюру продольньи сил (рис. 2 .5 д ) ме­
тодом сечений: 2 1 - 0 ' Ы » -О -

сечение I '  '

сечение 2 Л1г =’ / ' 4  Z ¿  ; 

сечение 3

2 ,  = С ;  Ы,= )^АС;

2 г = С ;  N z^ ¡ ¡A C t -F ^ ,  
2 г = б * С :  М г ^ ^ А (в + с )  + Е- 

Л'з = / 4  ( б ^ ф Е ^ ^ Р А  (1^-(б-^С)^.
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'^3 ( З ^ с ) f Г;
22 *= 6+а-а; М  =//4 (д+с)-»-Г*̂ ^̂ 2Аа.

Продольная сила з еечеиии определяется весом нижней части 
стержня и внешними силами, прилсжеш^мми ниже рассматриваемого се­
чения.

Перемещение сечения 1-1 определяется удлинением чести стержня 
выше сечения.

УАЯИненне части равно

А О  = /  .
7, £А

Вычисление интеграла сводится к подсчету площади эперы продо­
льных сил выше сечения 1-1 :

г  —Г** /V пнащаРл /7’/:>о'}ецоо л,
^ - г " 1  ----------------------------------------------------------------------- =

к 1 * т п  „  
-------- 2 -------

/
£2А

((а~>^6+с)а. £ а
¿ е  ^ ¿£А  ■

2 .3 . Механические свойстве материалов

При проектировании машин и сооружений выбор конструкционны;« ма­
териалов зависит от механических свойств, опрвделя1ыдих прочность, 
твердость, пластичность, ударную вязкость.

Основные прочностные и деформационные херактеристики материалов 
определяются экспериментально, путем проведения испытаний на рас­
тяжение, сжатие, срез, кручение и изгиб. Наиболее распространен­
ным видом является испытание на растяжение статической негрузкой, 
поааоляодее определить большинство механических характеристик,

ДИАГРАММА РАСТНШЛНИЯ. Растяжение образцов из испытуемого мате­
риала производится на испытательньк машинах, автоматически записы­
вающих диаграмму растяжения ( '^ 0 . Дня испытаний используют
стандартные по форме и размерам образ1щ1. Типичная диаграмма рас­
тяжения образца из малоуглеродистой стали представлена на рис.2 .6а.

Эту диаграмму можно условно разделить на четыре зоны. На началь­
ном участке диаграммы (участок СА) наблюдается линейная зависи­
мость между нагрузкой и удлинением образца (зона упругости). Здесь 
материал следует закону Гуна. Па участке АВ удлинение образца 
растет без заметного увеличения нагрузки (зона текучести), а гори­
зонтальный участок диаграммы растяжения называется площадкой теку­
чести. ВС -  зона упрочнения, в которой зависимость между Г  и Л1
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1!елйнсйна и удлинения растут быстрее нагрузки. СД -  зона местной 
пластической дсфо[Улаци;1, о которой на образце обрээуотся местное 
еумоние "шейка". Образец в этой зено удлиняется за счет лласт.чче- 
ской де^Армеции шейки.

Чтобы исключить влияние размеров образца^диаграмму растяжения 
перестраивают в осях (5 ~ £  . где (3 -  условное напряжение б  о  ̂
а £  -  относительное удлинение; л1Х1

Новая дилгра]има мазыааехся диаграммой услов.чых напряжений при 
растяжении (рис. ¿,66).  Напряжения называгтея условными, так как 
сила делится на начальную плодадь поперечного сечения, а нз на 
действительную.

(¡аибольшее напряженке, до которого материал следует закону Гу­
ка. называется пределом поопошиональности

[инлбольшее напряжение, до которого материал не пояу'»ает замет­
ных остаточных деформаций, называется пределом, упругости (Зу .

Напряжение, при котором происходит рост пластических деформа­
ций без заметного увеличения на1’ рузкп, называется про.целом теку- 
чзсти (Ут .

Для метерийЛОЕ, не имеющих ярко выпаженной площадки текучести, 
вводится понятие усморного предела текучести, под которым шкеют 
в виду нвприхение. вызываюшее остаточную (пластическую) деформа- 
гию, равную 0,2''  ̂ первоначальной длины образца.

Пределом прочности или временным попротивлениеи (DS называет­
ся отношение нан(5оль!ией нагрузки Г<§ к первонзчальной площади по­
перечного сечения образца.

Пластические свойство малериала характеризуют две геличины.
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Относительное удлинение при разрыве
L f - L

¿o ~ ю а ^ - , (2 .7 )

(2, 8)

и относительное остаточное сужение при разрыве

где 1-1 -  расчетная длина образца после разрыва;
^  -  площадь поперечного сечения шейки после разрыва.

Чем больше S" и , тем материал ллаоткчнев.
Рассмотренные выше напряжения (5яу , Оу , © т  , G*í являются 

характеристиками прочности материала, а величины ^  к -  ха­
рактеристиками пластичности.

ИС11ЫТАНИЕ НА СМАТИЕ. При испытании на сжатие обраэ1д̂  сбтино 
имеют форму кубиков или цилиндров. высотой h í(3 c / . Диаграмма 
сжатия образца из малоуглеродистой стали в начальной стадии совпа­
дает с диаграммой растяжения (рис. 2 .7 ) . После точки С материал

образца расплацивается, но на разрушается, 
и нагрузка быстро растет. Поэтому дтя 
плаотичных материалов отсутствует цонятие 
Яредела прочности при сжатии. Для очень 
пластичных материалов пределы текучеоти 
при растяжении и сжатии равны между собой, 

Хрупкие материалы при сжатии разрушают­
ся внезапно,и разрушение происходит по 
наклонным или продольным плоскостям. Диаг­

рамма сжатия хрупких материалов, как правило, не имеет площадки 
текучеоти. На диаграмме наблюдается о самого начала криволиней- 
ность,и предел упругости близок к пределу прочности.

Диаграмма растяжения хрупких материалов подобна диаграмме сжа­
тия, но сравнение пределов прочности показывает, что хрупкие мате­
риалы значительно хуже работают на растяжение.

2 ,4 . Допускаемые напряжения. }/сяовав прочности

Для безопасной реботы машин и сооружений необходимо, чтобы мак­
симальные напряжения, вознинага|ие в их деталях, были меньше опас­

ных (предельных) для данного материала.
Для пластичных материалов предельным напряжением будет предел

19



текумегтм =■ СЬ'г. т .к .  в этом случае возникают заметные плас­
тические деформации, что недопустимо для большинства элементов ма- 
т т  я сосружен;1Й. )1яя хрупких же материалов опасным напряжением 
являете:! предел прочмостя 0пр<.’Э = (3^.

Отнишенке предельного напряжения к расчетному (рабочему) долж­
но быть всегда больше ед»1нтД|| и называется коэффициентом запаса 
прочности

(з'преЭ / е  о

Коэффициент запаса зависит от свойств материала, характера 
дсйствугадих нагрузо«, услоЕПЙ эксплуатации детали и т .д . При рас­
четах деталей машин требуемий коэффициент запаса [л ]  устанавли­
вают в соответствии с нормами прочности, применяемыми в различных 
отраслях мaшинocтpoffния;Г^J = 2 . . . 4  для пластичных материалов,
{юЗ = 4__ 6 для хрупких магеркаясв.

В зависимости от козффициеята запаса устанавливается наиболь­
шее напряжение, которое может быть допущено в элементе конструк­
ции для обеспечения его прочиссти и называется допускаемым нашря- 
жениа<:

[ о ]  (2 .9 )

УСЛОВИЕ ПРОЗДОСта. Прочность детеки будет обеспечена,если 
Боэнтающее в ней максимальное напряжение не будет превышать до - 

нцтекоемого напряжения для даинсго материала.

<5ти» ^ Г<5’1 -  условие прочности (2 .1 0 )

Напряжение в сечениях растянутого стержня определяется по 
фо^»!уле (2 .2 ) . Тогда условие прочности ддя растяжения (сжатия)

м 1
запишется

(3
N
А J (2.11)

провероч-Мсходя из формулы ( 2 .1 1 % можно проязврдить расчеты: 
ный, проектный, определение допускаемой иаГ|рузки.

Лри проверочном расчете шредеялетсл наибольшее напряжение и 
сравнивается с допуакве*с>ш,

йри проектном расчЕДО опредатяетая илощадь поперечного сечения 
бруса при заданных материале и нагрузке.

В некоторых случаях требуется апре1р,ешть допускаемую нагрузку 
при известных поперечных размерах и материала.

% и расчетах на жесткость работоспоеобкоегь, конструкции опре- 
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2 .5 . Статически неопределюине системы

Брусья и стержневые систекш, в которых усилия могут быть ояре* 
делены только иа уравиениг. статики, на.сывают отатичасии определи- 
мыни. Если число неизвестных усилий превышает число не'шаисниых 
урайкений статики, то система науывпетсч статически ыеопродели- 
ыой. Счепень статической неопределимости равна числу лишних к е -  
известных с позиции С'гач’или.

Нм основании закона Гука статически неопределимые системы лег­
ко решаются методами сопротивления материалов путем распределе­
ния усилий пролор!4ионально де1{юрма1Д1ям стержней.

Зелччина дефорл!а[{ик стержней устацавливеется из условия их сов ­
местности составлением уравнений перемещений, кинематически воз­
можных для данной системы. При составлении урилнения совместнос­
ти деформаций поступают следуûuhm. со'разом: изображают систему в 
деформированном виде. Находят соотношения исж/'у абсолютными уд­
линениями стержне.4 кепосрелстиенни по чертежу. И.э найдегсин соот­

ношений с помощью закона Гука устанавливают зависимость между 
неязвестннми внутренними усилиями. .'Знтеы, лодстаплял данную зави­
симость в уравнения статики, находят сами неизвестные усилия, lia 
этом раскрытие статической нес пределимости стержневой системы за • 
кончивается.

Большинство ошибок встречается при составлении условия совме­
стности деформаций стержневой системы со стержнями, поворачизаю- 
шимися при деформации.

Особенности расчета а данном случае покалсем на iipaxapo второй 
садами.

!1о условию задачи ;■> 2 И ](р к с , 2 ,8 ) необходимо сначала найти уси­
лия в стержнях через нагрузку Ü . Зятем выразить напряжении И 
онредалить наиболошие из iil'.x. Приняв наибольшее напряжение рашьсх 
AüiiycjcaeMoWj', най;(йм допускаэыоо значение нагрузка О,.

Задача нв.холузенчя усизшй в стержнях через нагрузку статически ие- 
оп1Х).ае.лих:а, Из уравнения рязпозесил бруса толькс сумма моментов от ­
носительно опор:ы В не содержит в выра.мнии реакций опор.

¡fijmevcH величиной прзд&линых перемачений,

il 1%  - О ; - Û с - А/, а т Aíi ¿:йл 4ùYa ̂ ô) = о. а .)
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С;тедовательно, для решения задачи мы имеем одно уравнение ста­
тики из трех не.зевисииых уравнений для плоской системы.

Условие совместности 
дефо̂ )маций ооставлнется 
не основании того, что 
перемацение точек D и 
С пропорционально их 
РВССТОЯНИГ1М от шарнирной 
опоры (рис. 2.ва).

Наибольшее число оши­
бок связано с вырб1женй- 
ем переведений через уд­
линения. Здесь полезно 
помнить, что перемаце­
ние поперечного сечения 
стержня является геомет­
рической сум:лой переме­
щения, вызванного пово­
ротом стержня как жест­
кого тела и у.длинением. 
Поэтому перемещение пред­

ставляет собой отношение удлинения стержня к косинусу угла меиду 
калре.вленнем перемещения и стержнем в силу малости перемещений: 

Kc - a Li ; — ALz.
Из ,уравнения совместности деформаций устанавливаем на основа­

нии эахон;з Гука недостасщие зависимости между усилиями
д (у  =  Nicl/ e a  ; a Lz -  Nz3y 'c2A  cos^̂ S".

То^да aii/a =л1г/(а Подставим в это выражение значе­
ния Ati и Ati  , выраженные через усилии :

д,- _ EAN'zS_____
Е2А ^¿ACas'hTa*^' ' 2ЕАС£ч,Ц5Хо. ^Ф a-f-в  ̂^

Подставим ьыралемие (2) в (I)
Г

-Q .C ,*■ N:. ■*-
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- Q c  + N s ( ~ ^   ̂ а ; ? ( а ь 6 ) ) - ^ 0 :

-  Q c
i-ff^ {a t6 )a-fo '

Соогветствувщие значения

«  _  aO m  -

cCa*5) a  cf.- n __ ____________ . Д1 _ _ « _ £ £ ! ________
a 6 + a j ( Q t e y  а 6^ с,г(а*6 У

&(2) -

A cl6 + o, ?(aî 8)̂ ' 
a  C(a -^S)  Q  c (a tS }/ £

'"2А а6+о/(а-г-8У ~ А ав+оу(а^б)^ ’

Если а < 8  , то с ( а + 8 ) / 2  <  í-•¿ , Следовательно,<5 ;̂ >• и
условие прочности конструкции будет в^о  ^  Сс>].

Допускаемая нагрузка определяется иа условия

¿ 2йг.1 ^  Г л  7 П  Г /:= 1Л о 5

для определения предельной грузоподватности в уравнение равно­
весия подставляют вместо продольных сил Л/ ах предельные значения, 
рав7шв произведению площади на предел тек.учестп.

Отношение найденного значения к коэ(|фициенту запаса
прочности ( i< = 1 ,5 ) даст значение допускаемой нагрузки из рас­
чета по раэрушащим нагрузкам.

Расчет по разрушающим нагрузкам при этом же коэ(}|фициеите запа­
са прочности дает большую экономию материала, но не гарантирует 
от появления в стержневой системе остаточных деформаций.

П).)иь:ер. Абсолютно жесткий брус (рис. 2 .9а) опирается на щар- 
Нир)но-непг чви:«ную опору и прикреплен к двум стержням при помощи 
шарниров. Требуется: I )  найти усилия и напряжения в стержнях, вы- 
i заив их че. ез силу Q, ; 2)  найти допускаемую нагрузку Q йен ,
лри{;авняв большее из напряжений в двух стержнях допускаемому нап- 
pfLweHHxiCO'] = 160 МПа; 0 ) найти предельную грузоподъемность сис­
темы и допускаемую пагр'узку (Зэси , если предел текучести G t “
= 240 Mila и Sfinac прочности К = 1 ,5 ; 4) сравнить величины,
полученные при расчете па допускаемым напряжениям и допускаемым 
iiarpyoKi-iM.



я--- ---

!

Ч ' ^  '

4-Q i '
5)

ó;

N 2

Глс.

Рейсн»УО. Зь.г.ч'лчм ураемеиие 
равновесия Чрусь (рис. 2,'гб)
>’ Мд -О;
Да - с .̂ ,>1 ^5-'- .Мг ( с --- Д.

Зь!1ишем условие совместности 
до<5)ор».;вции из рвсомотренив рис. 
2.9в;

С ~С + 6 • 
а !)______ __ л1г ^

Ид уравнения сормостности де­
формация устппобнм на ооноивиии 
оакона Гука заяисимость медду 
усили.ади; .

CCS
_ _____
1/(Ш^5''ЕА ~  4Ь'2А '

Слодовательно, К'(6 _  N 2^ , ¡\1.п
l,7co?<fi■•■cA •̂ ¿̂ А '  ̂ ■

Подставим лначсьис А/\ в уравнение стотики :

0,WA¿N^■^,F О,? 4- Nг(f,7^■2,5)

%  <2 Ыу =■• 2, Щ  : 1'и = 0,509(2.
М =Д. ///̂ с?Л<г = О, Шб2- 0,509а  -• , .

Оирр.велим г.онряч.екиа в стер:киях ;
Л'/ 0.05^ а 0,ОМСС. г , : , / - . . . «

- - г ^ -  =  иПэ);

Л/д 0,5090. 0,509 а  .
с--;й г = л̂ - = — д—

приравнивая большее и» напряжений допускяемску,находим 0.0-и :

О! в , ?  а  =  ГСу = -/еи  1С®.

Откуда
ЧЛ//г = 190-10^

i‘<G,7 -= ^ i,0 9 0  iO*'H *  Í09Ü kH.



Определим пределькув грузоцодьеиность :

Д/, = 6 V 4  -= 4 0 «  И  - = 4 üS k N;

yVü = G r 2 h  ä  >г- U r ‘* ^  S f6

Q.PI ^ 8 16  4 ^ A O e - f ,7  D^? : Q r ^ i g i S ^ H .

Определяем ¿ /Я «  >f ¡^$
Сравниваем величину полученную иа расчета по допускаемым

напряжениям и по раэрушащим нагрузкам; / ¿ ' / ¿ ? , о / _  .,ч,
1090 -  'I /а'

Расчет по раэрушанцим нагрузкам позволяет увеличить нагрузку 
ив 11% по сравнению с расчетом по допускаемым напряжениям.

Задаче 3 [1].Жосткий Öpyc (ри с,2 .10) прикроилек к двум сталь­
ным стержшш! с площадью поперечного сечения А , опираьлимся на 
неподвижное основание, К брусу прикреплен средний ступенчатый 
стальной стержень с зазором Л . Тре.буется (без учота собствен­
ного веса): I )  установить,при какой силе Н зазор закроется;
2) найти реакцию основания в нижнем сечении среднего стержня при 
эадаумой силе Н и построить эпюру продольных сил для среднего 
стерж1!я; 3 ) найти усилия и напряжения в крайних стержнях при за­
данной силе Н ; 4) уствнпвить, на сколько градо'сов надо охладить
средний стержень, чтобы реакция основания в никнем сечении сред­
него стержня при заданной силе Н обратилась » нуль.

Решение. Решение задачи определяется условием совместности де­
формаций, которое состоит в том, что удлинение среднего стержня 

не превышает суммы среднего удлинения крайних стержней и величи­
ны зазора.



¿ 1̂ =  А 1„ = Ы с / Е А  .
Подставив -штетл л1с. , А1л в ( I ) ,  получим уравненио сов­

местности да{югм8ций, выражянчоо через усилия в стержнях на ссно 
ввнии аеконз Гука ;

ЫгС/2. ■ N 2 ^
A ~  г- л ' Л

(I);
. ,  ы, с/я ^зсА  м^сА .

•*-л. {2]
ЕгА ' £А ■ £А  ■ “  £А

Первые три члена левой части уравнения представляют собой уд­
линение среднего стержнл под дейстпием приложенных сил,а четвер- 
Т1>й -  удлинение, вызванное изменением температуры.

Здесь (рС -  .чонффиционт линейного расширения матед'ипла; а Ь -  
-  ионенение температуры.

Првьая часть уравнения равна величине .зазора плюс удлинениз 
крайнего стержня.

Совместно с выраженияь'.н продольт« сил
-1</ = 0 ; /V, =-ур; ~ - £ + и - н

через реакцию (рис. 2 ЛОв) .возникающую пссле перекрытия .зазора в 
среднем стержне, получаем .замкнутую систему уравнений, позволяю­
щую ,цать ответы на все вспросы, поставленные в задаче.

I). Зазор закроется при Н , подсчи'^анном по уравнению ( 2 ) 
после подстановки в него значений Ni, А/г, и А'/! - Л './-/V
при /^-О и а Ь=0.

¿¡. Реакция основания при зад'янном значении силы Н  находится
из уравнзния ( 2  ̂ при а Ь = 0 .

3\ Усилия в крайних стер.-шях при заданном значении И  находят­
ся из уравнения -Ып ~ ^/2. через найденное значение ^  .

4. 11слагая Я = 0 ,  по уравнению (2 ) найдем, на сколько гра,оу- 
ссв нужно охладить средний стержень.

При решении задачи необходимо обратить внимание на то , что 
иэмененио темпера'оуры среднегс стержня вызывает перераспределение- 
усилий и напряжений в стержнях. Одной из характерных пообенкосте.й 
статически н.еспрсдслимых систем является т с , что при пагрепе или 
охлакценип в них могут возникать усилия и напряжения даже без наг­
рузки. Такие напряжени.ч называют температурнмии. Так же баз при­
ложения внешней нагрузки могут возникать напряжения в статически 
неопределдаих конструкциях в результате сборки как следствие неточ­

но



пости иогосоаления. Такие напряжения мазыляются монтажными.

Глава 3. геа,1ЕТРИЧР.СКИЕ -XAPAlírEPHCl'HKH' ШОСКИХ 
СЕ‘Й';НИИ

3 .1 , Основные понйтня

Сопротивление бруса реолтшич вида:.» деформация зависит не толь­
ко от площади и ({орш сечения,но и от ориентации его к направлению 
нагрузок. Если для исследования осевого рьстяження-сжатия доста­
точно знать площадь сечения,то при исследовании изгиба необходюло 
знать геометрические характеристики сочеш я, оущэотвенно завиояишо 
от его {орлы. При одной и той яе п.'ющади брусья, шеищие различную 
({орму поперечного сечения десгориирутзтен при изгибе по-разному. В 
этом легко убедиться на п^юстсм примере. Линейка сопротиэллетоя из­
гибу по-разному в эввисймости от направления осей окшетрии, ее по- 
оерочного сечения.

Следовательно, в данном случае небезразлично, как ориентирова -  
но сечение к плоскости дсПствия внешних сил. Это говорит о том, 
что ¡туя-яо принимать во вшлиаиив другие геометрические характерис­

тики.
Статичес|(!1м моментом пло'Цааи сечечип отноонтельно осп называют 

взятую по всей пл11а1ади , cyw.!y произаеденнй элементарных площадок 
на координату удаления от донной оси (рис. 3 ,1 ) ,

А А
В случав иэвестш « координат цент­

ра твдести статический момент равен 
пронзведеншо площади фигуры на коорди­
нату ео центра тяжести ;

Sx ~J/t <4, - ХсА, (3 .1 )

PUG, 3.1

Осевым моментом инерции сечения от­
носительно некоторой оси называется, 
взятая по всей его площади сумма про- 
из11едо11ий •олементар1шх площадей на 
кнзду̂ -аты их расстояний от оси:

'¿1



0 ;/ ° ‘ 1х'^с1А (3 .2 )
Л  А

ПоллГ(№ М'.)ме1:го!< ине;)’.1ии сечения опюситэльно некоторой точ­
ки (т)рлюсв' 3 плоскости сочения нопнва|1Т взятую по всей площади 
сумму п(х>н"ярдг11'!Й злжгнтарных плг.япдок нп кзадратп нх расстоя- 

ми.й ст с-той точки :
(3 .3 )

Иснтройстннм моментсм инпрции сечения стноситол1,со двух взаин- 
МО перпсндикулмрмнх осей называется взятая по всей его площади 
сумма прои.зведсний элгллсмтар1шх площадок на проияведение нх коор­
динат ;

^]хус!А . (3 .4 )

Осевые и полярный моменты инерции, содеркащне под интегралом 
координаты во второй степени, всегда положительны. Центробежнттй 

момент ннерцин содержит произведение координат в первой степени и, 
в загисимости от положения осей,может быть моьшо нуля, равн1тм 
нулю и больи.0 нуля.

Оси, птносителыю которых центробежный момент инерции резон ну 
ЛЮ, мчуьшают глапшдаи осями, чте является достаточным признаком 
главных осей.

Колн одна из осей лиллется осью симметрии, то эти оси глпвн1-|е. 
Это легко доказывается n¡)eлcтnpлeниpм иптегралк по всей площади 
суммой двух интосраяов ио пимметричтл1 частгел (рис. 3.)^'. Кагдей 
из них отличается только анпкем координатн, следоьатсльне, их су»- 
ма ра1.иа нулю.

Оси, проходящие, через центр тя.жсст1'. 
сечении.на.зыр.ают центральн-ми ост.д,!.
Я ц“нтр.члып.'т осях статические моменг' 
1!нерш;й равны нулю. Цснтрал»ы|ые оси, 
относительно которых це1пробежч11Й мо­
мент инерции сапен нулю, называют гла;- 
ньлди цснтиьлынл.ш осями, а моменты 
инерции относительно этих осей -  глач- 
ШТЧ1 |]снтг;алм1нми моиентя)«! инерции с«'- 
ченил.



Часто старится садача пг11)еделспия пплйжш'ил глоиныж централь- 
и Jx осей л гласных цсктислып« момеьтон ине()ц1т  сло»>чсгп сечения. 
Для рои:е1!11я таких задач ¡¡¿'жио знать мО|.;енти инерции простих сече­
ний.

3.2. Моменты пнершш лрогл'нх фигур
1>4Ч11сленив моментов инериин сечений простой фор|,(к кнтсгрирпр.а- 

нисм упрощается специвльним выбором элемента площади. Для лряпо- 
уголнюго сечения (рис. 3.4) берется полоска шириной ^ и высо­
той (¡а - При = ¿Иц интегриропаиие ведется по о;пюй перемен­
ной Ц ^  .

А  = / ¿ . / у у - '  =

5

I
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Лю. 3.3

г

Для ¡(руга (рис. 3 .4 ) олемент берется п виде кольцевого сечпшя 
шириной и вычисляется ноляр(1Кй момент ннер'нии. Осевые находн- 
тсл из условия рапснсгвп их суммы полярному.

4

Р) г  =  Ц - '.

Моменти ине[ч1,ии Д'угих простых ф*(гуп имеются в слравоччшнах по 
сопро'тивлеиик) материалов. Моменты инерции прокатю« лрС({1ИЛ(.П приво­
дятся в таблицах ГОСТа.

Вычисление момонточ инерции сложных фиг’ур начинается с опреде­
ленна ЛОЛ .женил центра тяжести сечения и вычисления моментов 

инерции от1.ос11те/1ьно центральных осей.
Затем огц оделяют угол, на который следует повер1<уть оси, чтобы 

они стали главны»'и,и определяют глаен:1е центральные моменты инер­
ции сечения.

Чтобы решить эту задачу, нсоо'ходи(хо .знать формулы преобразова­
ния моментов инерции при переходе от ((ентральных осей простой фи-

20



гурм к ооим пйраллельт.л м фс(.мулы прриОрряог.'аимя момсмч’ов инер-
ц|'и при испоротз осей.

;'.3 . МрсоСрпвовапне моментов инерции при 
порпллРлы1гм порвнссй осей

ИименРччр моментов чнориип при параллельном переносе осей оц- 
ре/1слестся преобраэопяниен поординат,

!*'с1н̂  -  координат центра новой снетемь; в старой (рис. 3 .5),
то, рыраоип новые коордипяты чеоео старые, предстеапм интегряль бчи• 
Я.н оу№Л1 трех
~ Ъ , ¿ ’оЗк, Первий ИИ них предстивляет осепей

МОМЯ11Т инерции в стярой системе. Ьто- 
рой -  уд.аорнноо прюизЕедепив стйтипе- 
скоро м0 '.;знта члошадн в старой системо 
на координату нового центра. Третий -  
пр'оиоведение квадрата расстояния метд>' 
осд!ли на плоцадь сечэнил.

Из перехода от центрзльмык осей '{ор» 
мула упрощается за счет тох’о, что ста­
тический ноиент в ста{юй системе равен 
пулю -  оси центр-злььък?' для данной фигу­
ры.

Аналогичные формулы получйютсл м для центроболного момента 
инерции. Центробежный момент ижрции сгчрнип относятсл1.но осей^пэ- 
раллелгных ценгралы-ыг^ р̂оген цснтробе,г)-;ому А(омРнту от'юсительно 
це11Трвлм'цу. осей плюс проглведение паордш'.ат иачвла новой системы 
I) cтяpfiй на Г1лси!яд5, :̂̂ и’уры.-

Осс'зой моменг инерции в этом случае равен моменту инерции отио- 
сительно ц'Ц|тралеиий оси плюс нреизоедение площади на хэяддзат рес- 
стсиния ыи.тду осями:

Оя С̂ лс-*-О̂ Л. С3.5)

3.4. Преобрпаовемне моментов инерции при 
повороте осей

Преобразование моме.тсв имер'цш при повороте осей определяется

3(1



на ссноийкш! Эйлеровых преобреоопшшп иоор,г.»иат1а1х осей
(рис. З.б).

Коорлзшагы прризполыюй точки С: 

у, ■=• X Caî J УSInЫi у

Зх, = ; :̂{ ‘■■S\fdA ; А̂.
А А ‘ а

Ь1С. .?.6
(/одетавляя о выражения нов1;,'( момочтов шюрдик вирвжения коорди­

нат, получим ф01^улы связи момемгоо инерции при повороте осей:

3xt " 3}iCoi’̂ at ■>■ Jy Si'>2oi ;

— ‘JyCeS^ +3^S'itdoi + J»j.S‘n2tji. J

J ,, jV/> 2Ы. t  Л у Cos2<A.
(3 .6 )

Каждый момент инерции вн;л1жиетсп через осевые и цзнтpoбeжJCJЙ 
моменты л/;ерад:).11осв;ольку /|ри повороте оси могут совпасть с  глав- 
ншп, то, 1|р!1райн;ш нулл ие.чтробс;^«») момент инер[дт А.у, ~ 0   ̂ оп­

ределяем угол поворота осей до совпедения их с  главными;
, '¿й*а (3 .7 )

X  -А
Ксли найденное значение угла нодстапить в ■|юрмулу, то получим 

главные моменты инорнип сечения, Однако их чеще находят из других 
сооб1)алеииГ1, оставляя. 4о 1<мулы повсрога для проверки.

(yî Ata гланньсс иомечтоя инерции равно суш е осевых :
X  dy ■= А  3/\.

Ле иамеш/отсл при повороте осей еи(е О/ДЮ соотношение -

3 . 7 , - 3 / ,  ^ X J y .

lia основании теоремы Виета гпавнг.а моменты инерции находятся 
как нории /свадратного урязвнения,

"  3 ~ ~ ^ — '^'¡(Хх-‘-Зу)^'*'А7я^ •

'Сделав приведение лодоб1й'х членов под рвдикапок,получим форму-
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лу в обычио(/1 виде;

(3.8)

X,

Рассмотрим пример внчислеиип глашых центральных моментов инер, 
ции сложных сечениП.

По»гмер. Определить главные централыд1е моменты инерции сецен!:;, 
из двух листоз, соединенных как указано но рис. 3 .7 .

Решение. Оси сиадлетрии -частей 1,
Ч ХгО^Уг являются 

главиьми центробежными осями для эти); 
элеу.оитор (из достаточного Признака 
главных осей).

 ̂ центры
тяжести сечений находятся на осях 
симметрии.

Для листов прямоугольного сеченил

7 -7 _   ̂ 7 - 7  —

Для нахождения главных центральных 
осей и глариых центральных мсмектоЕ 
инерции следует определить центр тп- 

“  яестч составного сечения и провести
на чертеже центральные оси с последуюгчим вычислением моментов 
инерции относительно центрзльжх осей составного сечения.

Спрсдепение центра тяжести системы предполагает выбор некото­
рых случайных (вспомогательных) осей,в которых

X с -  .
Естественно, что выбор этих случайнж осей может быть в боль- 

гаеП или меньшей степени рациональный, однако,на наш взгляд, реко­
мендации по выбору рациональных осей,приводимые в литературе,не 
бесспорны.

С нашей точки зрения,рациональными могут считаться только цент­
ральные оси составных алеме1№ов сечения, так квк при определении 
центра тяжести требуется разделить расстояние между центрами тя­
жести состашдл элементов лропорционельио площадям сечений этих 
элементов. Любые другие оси к этим расстояниям вносят цш1раВ(Я! 
удаление этих осей от центров тяжести, что усложняет расчет и

Ус Г' ̂ / ,
1^». _

, /

Ь й1±  %

г : . « .

г /ь

3~А

Рис. 5.7



увеличивает погрешность на эти измерения.
 ̂ Кроме того, для последуихцих операций вычисления моментов инер~ 

составного сеченил необходимо вычислить поправки на параллель­
ный перенос осей. При определении центра тяжести составного сече­
ния в центральных осях одной фигуры поправки совпадают о коорди­
натами. Гфи вычислении в центральных осях второй фигуры вычисляют­
ся поправки для данной фигуры к производится проверка правильности 
предадущего расчета; .  , •

л) ̂  .
Уже ^ Х А 2А

^  о + а (  т -*--ж ) . В-ьЬ
2.А 2А

Очевидно, что при равенстве плошадей двух одинаковых составляю­
щих центр тяжести составного сечения находится между центрами 
(посередине) тяжести составных элементов. '

Но и при любом кояичесгае состаглящих сложного сечения центр 
тяжести всей фигуры лежит внутри многоугольника, образованного пос­
ледовательным соединением центров тяжести его элементов.

Вычислим центр тяжести в координатах Х1О1У1 :

6-*-Ь
А ■

X « ■_ в -Ь
ЕЛ А '

Определим по формулам 1шраллельного переноса следуютдае величины!

По звписаиным выражениям С̂х<̂ , йу^. , Л с  Ус, можно вьгчнс- 
лсть главные моменты инерции по формуле (З .б ) ,  цо мы полушш об­
щие формулы для моментов инерции фигуры, состапленной из двух 
о,1Н1наковых элементов, повернутых на 90'  ̂ относительно ,друг друга. Э 
ятоы случае необходимо учесть, что Зж ■'Р ■>

33



Л у . О-

= J V̂/

% ,v  ±  / а ч - Л с ; " +  4 ^ f ÿ . ; =

!Jpt -h 5h LS.hY ■S /, (¿~ А У ‘
y ' 4  --(^ê/t-

Оледозательио, -^n,',, ~ J v  ~Ург^

Зтих -У и  ~Jf>x -*-2Ajci^  ̂ < где- d

(S  ̂ 6 y ■ s/̂ (B^
Щ

\

• 7).------------ ^ ------—  (рис. 3.

Выкладли ь(фны для любых двух одинаковых фигур, то есть мянт-.а- 
ЛЫ1ЫЙ момент кнepци !̂ будет равен полярному одной составлиющей, а 
максимальный отличается от минимального на удвоенное проиэведе1н;е 
нлощндк одной фигуры на ква;фат расстояния между общим центром 
тяжести и центром тяжести фигуры.

Пример . Ь задаче 7 ко.чтрольных заданий [ I ]  требуется опре­
делить главные центральные моменты инерции сложного сечения, сос­
тоящего из двух прокатных профилей. Поставленные в задаче вопросы 
определяют последовательность расчета. Затруднения могут возник­
нуть при определении центробежного момента инерции уголка. В сор­
таменте прлгведены осевые и главные моменты инерции уголка.

Центробежогнй момент инерции уголка относительно центральных 
осей, параллельных полком, определяется по ^юрмуле

,Г/Охч — — ^ ( J x  ~S7m >n)(yif -  J o u i ') ,
Знак о фор1-1улс выбирается в зависимости от положения уголка по 

OTHOiueiiiiiü к KOopAiiHaTiîHM осям (рис. 3 .8 ) .

Рас. 3.8

Порядок расчета сечения, состоящего из двутавра № 20а и равно­
бокого уголка 100x100x12 (рис. 3 .3 1 ,покажем на примере.
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Из таблиц сортамента для íPyTBPpa (ГОСТ вгЗУ-72)

fy
А 2̂83сг,\ л  
h ~20ем̂ S *

для уголка ГОСТ 6509- у2 \

Z c ^ 2 ,9 Í c»

Z

\ ._1.

у
/ 4 = ¿ ¿ . á ' c « ^■ /

____ ^  «Эл =  — 209а^'^

Зт:п =^S6,9 с»"'
^  '

Центр тяжести всей фигуры удобнее всего определять в центробеж­
ных ОСЯ” одной из гостарляк»иих фигур. Выберем вспомогательшв оси 

совпадаши^ис' с главньж'.и центральна».« осями двутавра

Координаты центра тяжести сечения

Ж  А 2 3 ,^ + 2 S ,9 =  -  Í / 4 cyt;

ZA 22,S-^2S.S ^уЬУем.
Ошибка в опроделсним центра тяжести сечей:',я псрсчгркииает весь
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дил1.ией|.1ий ^^acчeт, Поэтому целесообразно нмчиелить аце раз коорд;,^ 
маты центра тяжести, пэяв в качестве «спомбгательмих осей централ^ 
ные оси уголка, параллельные отенкам (оси );

У , ,  U ï i  ̂  Л И М - J L J ^ ^  J . ̂  ̂ off п 2^4-0 см I
2 А 22,8 >-£8,0

„  ¿:$Х2 0 -> 28, 12.91)
~ 5 Г ~  ”• '~ 2 2 л 715Г5

Проводим центральмые оси ( ^ с^ с .) по всей фигуре и вычисляем 
моменты инерции относительно этих осей ; >

о[хс =  ^Х1 ■+• А{ +  Л »  Дг-^Ус^ =

= =  А ЗеО см ''^

=  й у! + А 1 )(с, + 0^2- -̂Аг Хс2 —

^ 155->-28,9 1, 1А'^^2йЭ *-22, 8- 1,4б"-‘ ’^45С/с̂ '*;

йхгуг — ~Эп>!ч̂ Э̂̂  - >̂ ~(3х~̂ >г>‘ л^—-^209- 88̂ 9)  в  

^ -1 2 2 1

~  О+А^Хи На '*'0x1^1 42 ^сдУс 2 =

^ 0-*-28.9(-А>**)$;е9 -/22^ + 22, 8 Н ,̂ ^(-?,22)  =-SA8

Находим главные центральные моменты инерции

± ^ (4 3 8 0 -4 5 о) ^ * 4 ( - ^ 4 ^ )  •=•

=  ■l̂ (í̂ 8i0 ±  32S c); Зч =4220см Л  =  SЗC2cм''.

Оыроде.'ьяем положение главных цонтральн.а осей инерции сечения; 
Л с  Ус _ -  ^ 4 8

t$<< - ~

НаЛдзм графическим построением тангенс на рис. 3 .9  0:
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иПроводи  ̂ •
Слепуст отметить, что ось у 

,.нроЦМИ минимален, тяготеет к сечению, V 
>>аибпдь-зу« «'ЗСТЬ площади сечения.

ОСНОВ» НАГРЖННСГО И ДЕФОН.ШРОВ/ЛНОГ’О 
состояния в 1Х)ЧКЕ

относительно которой момент 
стремится пересечь

1’лана

4 .1 . Элементу теор1:л напряжений 
Тоооип напряжен.1Й с механике сплошной среда занимается В№<исяе- 

ниен состалляющих папрадениИ в точке по различ;{ш плошадкам через 
иаееотныо |:сипоненты ло некоторым из площадок.

В 10'рсе сопротивления мзтериало.ч, кик о прикладной дисциплине 
излагается у|!рощенная теория нопрякенного состояния применитель­
но к вычисления).) в брусе и. как слэдсгвие, на совсем строгая, й 
только в учебнике [ 3 ]  приводится формулировка закона парности каса­
тельных пвпр^гкений,которая соответствует стг)огО)/.у изложению теории.

Яя двух взаимно г.ер):ендикулприых площадках составляюцие касате­
льных ))апраг,ений, перпендикулирньсо к общему ребру, равны и н оф ав- 
лены обе либо к ребру, либо от ребро (рис. 4 ,1 ) .

В больакшетве учебников указывается, 
что касетелы)но напряжения на взаимно 
перпендикул.чрных ¡;лод:-)Дках равны по вели­
чине и ?|рстикиположны но знаку. В етом 
случае знак касательных на,пряжений связы­
вают с нормпль)о к пло'|13дке.Если касвтельиые напряжения совпадают по ивправлекию с нормалью к гшощад.ке, по­вернутой по часо))оР. стрелки на 99° до сов- кещзния с гпго(цадкой, то ш  приписывается знак )1люс ( + ). Ток,на рис. 4,1 Гху по­ложительно, а ¿ух отркцательяо согляохо этому правилу знаков, однпко,еели взглянуть на кубик с тыльной сто­роны (вид С),го знаки следо'от поменять на прстивоположаже.

Поэтому ясна и понятна трикто))ка закона п.чрности као.ательных 
напряжеы.мй  ̂ приведен))а;) в учебшике [Э ] , так как в нем )1апряжонил 
(физические колиюнанты) рассматриваются как ьектсры )) харш'теризу- 
ютсп величиной и (вправлением.
ивпрвлленные о г сечения норь)з.лыше напряжения -  ристягивекдис, они

Рис. 4.1



1Юло«ителы1Ы,с какой бм сто(н)иы мы не эаглядиеали на элемент. Что 
касается касательиш напряжений , то их знак в упрощенной тео~ 
рии, рассматриаайцей нре(1б1>оэоьанИ)1 компонент безотносительно 
осей кoop; и̂i;aт̂ яйляетсл весьхи» у1 .пошшм, нксваим значение лишь ;о];| 
донной задачи.

Опщая теория относит напряжения к величинам, првобраэуыцимся 
как произведение ксо(1Цинат при повороте осей, подобно тому как 
преобразопываотся моменты инерции при повороте осей (3 .6 ) .  Если ь 
фортулах (3 .6 )  эеменить Л  на О х , на 6^  , 7жа на Тхл , то
,|у1н плоских преобразований Ол, Оу, Тч/ но площадке под у1-лом ), 
сС ♦ 90*̂  напряжения йу/|ут >

(Зш “  (Зх Со̂ \/. ч- (З^Sl'tl^o( -  i')^цS‘n ¿Ы. =■ Ох< • 

^  ч- ¿>/^3‘п2<А ~  (э̂ Ĵ  )
(4 .1 )

2

Для изучения плоски,х преобразований нап1хяженного состояния 
очень наглядно представление круговой диа1'раммы Мора.

На двух взаимно перпендикулярных направлониях (ося х) откладыва- 
К}Т Н0£»1а)1ыше и касательные напряжении (рис. 4 .2 ) ;

= 0^ ; бу = (38 ; = АК.
Отрезок АВ делят пополам и 

радиусом СК проводят окружное! 
На рис. 4.2

2
Из чертежа

2
б ’ж 6*л

С < , где

В1С. 4 .2  С К =^|/(^6 '*-6а)^ч-

О и п ж  =  1 ( в л
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(Л ?) можно получить Ш1ЯЛПГИЧЦО ■̂Ю(’муле (3.6) заменой 
1ормул1' '  ' ^

л- —— Пу, , '
¡'¡реобреооваииях компонент няг.ряяеннА остаугср. неиименниии

(инвариантами)

б 'у б 'у  -  '¡̂ Л =  ^<и*9о')' ^ 71ХП

(4 .3 )

(4 .4 )

Выражения (4 .3 )  и (4 .4 )  называют нервда 'и вторым-инвариантами 
плоского преобразования. Через неизменные суткости (инварианты) 
изучаются и познаются преобразования, т .о .  ианенсиия компонент 
при переходе к другим площадкам в данно») точке ю л а . Естественно, 
что фо1)Мупа (4 .2 )  получается как кор(П1 кга,1фатного уравпемия по 
теореме Виотэ (разд. 3 .4 ) .

Из круговых диагрЕ.'м
. .  . . , Г х .

в у  -в т .Ч ,*

Найденное значение угла оС должно быть припедено в соолветст- 
вие с принятым правилом знаков для касвтелью-ос напряжений и при­

вязано к направлению оси (3 ' диагра*«мы с одним из нормальных нап­
ряжений элемента. Это и дает те различия в знаках и записях формул 
(4 .5 ) ,  (4 .6 ) ,  которые встречаются о литературе,

4 .2 . Понятие о трехосном на{!р1щенном состокнии

В предьдатцем параграфе были рассмотрены плоскио нрмбраэссанип 
(плоское напряженное состояние) и найдены главные напряжении, обо.»- 
наченные и .

Главными напряжениями ноэнвомт нор.мильнне Нгзпркжения по главна 
площадкам. В свою очередь, тайными на-и.-шаются площадки, на кото- 
рЬ!Х касательные напржженик равны нулю ( Г  - 0 ) .

В любой точке тела существует по край!:сй меро т(Ш таких вза­
имно перпендикулярных пло!пидки,нп когооых ‘'осательные напряжения 
нулевые. Главные напряженпп прению обозначч-ь б",5 >  б ^ . ( 4.'?)

Иапрлжсниор состояние нпзньвют г1лоскнм,если одно из глапнмх 
^пряжений р'ално нулю;

3  = 0 двухосное рпстя^иин ;

ЗУ



 ̂ О о^ешанное напряконное состояние ;
Сэ| -  О даухосаое икатие.

Напряженное состояние нарывают линейным,если два главных напр.ч-. 
жения равны нулю.

Н.а:1ря«енное состояние называют объемным (трехосным), если все 
три главных непряжения отличны от нуля.

Так как плоские преобразования затрагивают только две из трех 
площадок, а на третьей главной площадке напряжения остаются неизми), 
ними, то плоское преобразование отображается одним из трех кругов 
полной диаграммы Мора (рис. 4 .3 ) .  ,

Заштрихованная область пред, 
ставлчет напряженное состояние 
по произвольным пло|цадкам.

, Из круговой диаграммы (рис. 
4..3)

~ в з
2 (4 .8 )

Согласно принятым
,обозначениям главных напряже­
ний (4 .7 )  (5 / определяется 
крайней правой А, а 6 ^  -  край

ней левой В точками кру1’Овых диаграмм Мора (рис. 4 .3 ) .
Только в частном случае, когда заи1трихованная область исчезает 

полностью, а именно при Сн = (За или (3̂ , = (Зз , запись максималь­
ных касательных напряжений как гшлуразности первого и второго, вто­
рого и третьего главных напряжений не является ошибочной.

Без круговой диаграммы напряженного состояния трудно представит! 
теорию напряженного состояния и ее следствия. Так, в учебных посо­
биях по теории пластичности встречается условие текучести материал!
Треска-Сен-Венана в форме Г б , = е т ,

6 , ~  6 , -  ©  г,

= 6 г .

Из теории (4 .9 )  и круговых, диаграмм видно, что б ,  = 6 г  =(3з  и 
круговые диаграммы вырождаются в точку, а © т  =» 0. Разумеется, при 
таких результатах выражение (4 .9 )  не может быть никаким условием 
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за свертырания области возможных изменений напряженного со стоя - 
и чистому растяжению б'| = б *  = Ол -*0  или чистому сжатию 

в ,  1= в »  = а <  -^0 • равенство чулю 0 г  свидетельствует о жидком 
<нс твердом) состоянии материала, т ,е .  не является объектом иссле­
дования теории пластичности.

4 ,3 . Дефорлации

Теоржя преобразования компонент дв((юрмированного состояния во 
многом повторяет теорию напряженного состояния. Так,для любого де­
формированного состояния имеют место по крайней мере три таких 
главных направления,по которьм происходит только изменение линей­
ных размеров: растяжение, т .е .  увеличение размеров,или сжатие -  
сокра1цение линвЙ1.ых размеров при сохранении взаимной перпендику­
лярности этих направлений.

Направления, остащиеся взаимно-перпендикулярными в процессе 
деформации,называются глввн1.ми направлениями деформирования и д е - 
Формацт вдоль этих налравлриий тбже называются главными и обозна­
чаются,

Й .10
Для графического представления законов вьгчисяения деформаций 

по любым направлениям через известные де(1)ормвции по трем направле­
ниям можно воспользоваться диаграммой Мора в координатах 
(рис, 4 .4 ) .

Любые формулы теории деформирова­
ния могут быть получены через форму­
лы теории напряженного состояния при 
замене бГх ^  ^ в ; , ,

л? <5лг , ^  1/л Д у  ^

'¿Х2 2  ¿жа



4.4. Обобщеняий закон Гука

Дефорхшции, в отличие от напряжений  ̂-  цопосрадстванно измеряв., 
мыа хорактеристк1си оост>)Я1тя матариалэ, по которцм рассадтывают;.';! 
н капряжв)шп с помощью закона Хука.

.Закон Гука представляет собой обобщение на напряжения и дефор. 
мании линейной зависимости метду усилиями и перемацениями боль­
шинства элементов инженерных сооружений я стадии упругого деформц. 
ровакия и форцулируется следуплим образом: между компонентами де. 
'.\юрмзций и напряжений существует линейная зависимость . р

Для угл ов !«  д&{юрмаций сдвиги и касательных напряжений линей­
ная зависимость сводится к прямой пропорциональности ;

(4 II)
где &

Схц
-  модуль сдвига (модуль упругости второго р о д а )}
-  касательные напряжения по площадке^ пррпендикулярной 

к оси X  вдоль оси а  ;
-  уменьшение координатного угла взаимно перпендикуляр- 

!шх направлений X \л 3
Зависимость меж,.ду нсрмзльмлми наггяжеыитш и линейными деформа­

циями несколько сложнее из-за сопровождения поперечным сужение».: 
размеров при растяхе1'ии вдоль некоторого направления (рис. 4.Й).

Можно представить в ВИ.Г49 таблицы проксходя:цие измеизния аапр,ч- 
.женно-деформированного состояния.

причина
в . 6 х

<?> е»
Б

бы
Е ' Е

¿г > 1
,6а

' ‘>Г Е
Деформации из таблицы

-- (5х



Я (4  I I )  И (4 .1 2 ) представляют обсбщвпиий закон 1'ука. 
Этй^а^с1!1ости’ мо»но записать и п другом виде ;

£ .   ̂ <3.)) ■

вз  >  0 ^  ^ 6 ’i/ *■ в ^ } ) ;

ег  = О* ~ ■*■ ’

^2^Ч1^'рС^’Ч10* ' 2 Ь г

(4 .1 3 )

1-*-̂  у
^хг,

^  ~ (4 Л 4 )при этом сг ~ 2 ( i * i )  '
Такая ^юрма записи показывает, что круговая диаграша Мора для 

деформаций не только меньше масштабом р /у^»+}^рээ, но имеет и сме­
щение по осп^С ^) при 0.

Относительная объемная деформация

в  -  ^ -^ -^ (^13*+б!у +  б Ц ) . (4 .7 6 )

Сумму трех нормальных напряжсшй можно представить ‘ш стш  р а с­
тяжением-сжатием ;

вж -ьО ^-^-вг = з а и
. зС/-2)),. в.
в ---- £— “‘ “ Х -

оде К -  модуль объехвюй упругости (модуль третьего р од а ), 
равный _

(4 .1 6 )
3(7-20)

Таким образом, известны: В ~ модуль продольной упругости 
(модуль первого рода), (гг -  мо;1уль сдвига (модуль упрутооти вто­
рого рода), К -  мох'ль объемной упругосли (модуль третьего ро­
да).

(!дя материалов,водтаняю1шхс>: закону'' 1’ука,теория требует опредчле-'- 
ния двух постоянных, например,МО дуля продольной угфугости Е  и 
коэ!}»1.шиента поперечной дефотаации |) . Тогда осталыгые могут
бить вычггслены. '  ,53



4 .5 , Удельная потениийлышя энергия 
дофО|/нации

В оои'см случае нагпужения тела по граним его эле«нента, наприме, 
параллелепипеда с раамеропи рейер, равными I ,  будут действовать 
кок нормальные <5> , , так и касателыше 1 ху , L̂ ẑ ,Тг.^
напряжении (рис. 4 .1 ) . Очвеидпо, удельная нотенциальнал энергия, 

накопленная а единичном 061101 0̂ , определяется суммой работ сил, ра;, 
пределенных на поверхности .этого объема.

Но[)мальна)1 сила 6 х на переь'оцении £к сове{хцает работу, равную 
пло!цади Т1)оуголышка ОЛВ (рис. 4 .6 ) ;  где под <Ек, гд,

нимается относительное удлинение вдоль оои Л 
вызванное всеми действуииими силами.

Аналогичные выражения работ дают и осталь­
ные нормальные составляющие. Касательная сила 
Гуг на персмацении совершает работу 

/а -*) •
• Удельная энергия, накопленная в единице

(9

а

у

Л
£

&
Рис.

объема элe^.leнтa,будет

" 2  2  2
(4 .1?

Если выраэить компоненты деформаций через компоненты напряжений 
с помощью соотношений (4 ,1 1 ), (4 .1 2 ) закона 1'ука, то ьи{)ажение 
(4 .1 7 ) запишется:

¿ у = т  е /  - 2 ба, +6-^ 6 ^  т 6-^ а }  +

или в главных напряжениях;

(4,113

и  =  ¿ ( ' б , "  б /  - б /  ^ 6 x 6 ^  ^взбiJ ). (4.19)

Полная удельная потенциальная энергия де(1)ормации может быть раз­
ложена на удельную энергию, связанную с иэмонениьм объема элeмeнт8J

/ - б г + б з /
€ с  '

(4.21

и на удельную энергию, связаиую с иэмененижл формы элемента^

44



__ /у- f Q i  4 - - 6 i в г  -  б гС ъ  ~ 6 j . 
~ 3 £ ^

(4 .Ü I)

ача № 4 контрольт« зодоний [ I ] релиется с помощью фо1«>'Л 
лв теории напряженного и деформированного состояния простой 
аиовкой и, как правимо, не вызывает затруднений. Во избежание 

" ° ’̂ бок при установлении направления наибольшего главного нопряже- 
в элементе следует иметь в виду, что ег'О направления указызают 

стоелки касательных напряжений (рис. 4 .7 ) .
Определяя максимальные касательные напряжения по формуле

Г /п а . =  ( б ,  -  ,

f . L* очень важно выдержать условие 
СЭ| 5 б г  ^  6 з  при наз1!01!еш1И инд.ексов 
мa:(cra.laльнo^^y и минимальному напря-же- 
ниям, т .к . при плоском напряженном со ­
стоянии одно из главша напряжений ра­
вно нулю.

Удельную потенциальную энергию целе­
сообразно подсчитывать по главным нап­
ряжениям.

Пример. Стальной кубик (рис. 4 .8 ) неаодится под действием сил, 
созданцих плоское напряженное состояние. Требуется найти: I )  глав* 
ные напряжения и направления глевн'« площадок; 2 ) максимальные 
касателыьче напряжения, равные наибольшей полуразности главных нап-

Рис. 4 .7

ряжений; 3) относительные дефор^лации 4) отно-
сительное изменение объема; 5) удельную потенидально'ю энергию де­
формации. (5х = 10 МПа; ' 6 ^  = -  20 Mila; Гд = Г, = Г .= Ю Mlia.

PeiL'cmie. По правилу энаков для каса- 
Тк тельных !1апрп.гениЯ напря-женкв Ту =^1.

' И

Рис. 4 .8

= -  10 МПа, так как касателыше напря­
жения считают положительнь!.:и, если 
внешнюю нормаль к площадке, па которой 
действует ото напраже:лие, надо повср- 
11Уть па УО̂  но ходу часовой стрелки для 
того , чтобы ее  направление совпало с 
направлением ¿ ,

4')



]’дан1ше напряжения нахидам по формуле (4.2^); 

С̂ /паг ^  ~С5^)'*+41'*^ =

=• ^ф 0-^С '-20))1  10-(-20])\  4  (~/ОУ) =

/̂>7Иж (Ь'//7/'(у

- í o t i ü
— г —

Следояательно, 6 /  = 13 МПа; G:¿ = 0; <3^ =■ -  23 М1к,
Напрааление главшиг площадок,определив м о в  углом наклона (рС к  оси  

X нсриэли главной площадки,находится по формула;.!,которые долж­
ны быть согласованы с пр;авилом эна!сов для касательных напряжений.

~ <3* -<3т;» ~  ~ /о-(-25} ~ >
1к)ЛОжительное значение угла с2 откладываем от оси X  против

хода часового стрелки (рис. 4 .9 ) .
Макашалыше касательные напряжения 

Г  -  >5-С '23)

Относительные де^ор?.1Э1и*и

Тх | б . 2 W sli

Рис. 4 .9

г .  = > a j j  (0  ^

£a » у ( ( в г - Д < 5 , .  м
Относительное изменение объема

К.ТИ (9 = ¿ x  +<?у =.? 21 tO .^
Удельная потенциальная энеп1'ия

= (i/2F)(G i^* t íz -^ 6 i  - 2 í>(6;6¿+ 6¿6'^ 1- co^íí,)) 

ü t ( - 2 5 f - 2  a,5(O*O^H C-23)}=2130  ¿W r^з

Ф.



Р и с .  5.2

Г л я в а  5 . КРУЧЕН!®

5 . 1.  П сстр с> ^ н и е э п ю р  к р у т щ и х  м о м е н т о в

, ч ген и е  п р е д с т а в л я е т  п р о с т о й  в и д  н а п ^ т с е н и я ,  п р и  к о т с ^ ю м  в  п о -  
•ом с е ч е н и и  в о з н и к а ю т  к а с а т е л ь н ы е  н а н р я ж е г е ш , с о з д а т о п э  ) ф у -  

3  м о м е н т  о т н о с и т е л ь н о  о с и  б р у с а  ( р и с .  5 . 1 ) .

Л Г к = / Г / > с М .  ( 5 . 1 )
А

В неш ние п а ры  с и л ,  д е й с т и у ю л и е  н а  б р у с ,  

ц ази вЕ 1Ют с к р у ч и с а а ц и м и  м о м е н т а м и  (  7“  ) в 

о т л и ч и е  о т  к рутдадих м о м е н т о в ,  д е й с т в у ю ­

щих в  р и с с м а т р п р о я л ы х  с е ч е н п .я х .
К р утя щ и й  м .он ен т в п о п е р е ч н о м  с е ч е н и и  

б р у с а  о п р е д е л я е т с я  ч е р е з  в н е ш и б  ( с к р у ч и  

ва ю щ и е) м о м е н ты  м е т о д о м  с е ч е н и й .

К р у т я :1ИЙ м о м е н т  я р а с с м а т р п в а е ? 1см  с е ч е -  

/,'ии в а л а  численно р а в е н  а л г е б р ч а я ч е с я о З  

сук»<е ск р у ч и в а ю щ и х  м о м е к т о я ,  д е й с т в у ю щ и х  с  о д н о й  с т о р о н ы  о т  р а с с м а ­
т р и в а е м о г о  сачеЕ Ш Л . Обьт-Ело к р у тя щ и й  м о м е н т  с ч и т а е т с я  п о л о ж и т е л ь ­

ны м , е с л и  вн еш ний м о м е н т  н а п р а в л е н  п о  х о д у  ч а с о в о й  с т р е л к и  ( е с л и  

с м о т р е т ь  с о  с т о р о н ы  се ч е и Е Я  к к о н ц у  б р у с а ) .  М ожно п р и н я т ь  и Д р у г о е  

п р а в и л о  з н а к о в ,  н о  п р и  р еш ен и и  к о н к р е т н о й  з а д а ч и  н е о б х о д и м о  д а в а т ь  
од и н  и т о т  же з н а к  внеш ним ю м р-Н'^ф *. о д и н а к о в о г о  н а п р а в л е н и я . З а к о н  

'и з м е н е н и я  к р у т я щ '.«  м о м е н т о в  п о  д л и н е  б р у с а  и з о б р а ж а ю т  в  в и д е  г р а ­

ф ика (э п ю р ы ) к р у тя щ и х  м о м е н т о в .

. П рим ер . П о с т р о и т ь  эп ю р у  к р у т л п н х  м о м е н т с п  ,(!дя в а л е . ,и з о б р а ж е н н о ­
г о  н а  р и с .  5.2 ,  е с л и  внелше  момеЕ.'ты составляют Т^- 50 )1ч ,  Т  =

= 300 11м, = 1Ь0 Нм, Тз = 100 Нм.
П р о в е д я  с е ч е н и я  1 ,  Л , Ш к  р а с е .м а т р и в а я  р а в н о в е с и е  о с т а в л е н н о й  

ч а с т и ,с т р о и м  э п ю р у  / 7дг ,  ^ р и с . 5 . 2 6 ) -

К аж дая о р д и н а т а  эп ю ры  в о п р е д е л е н н о м  Е 'а сш т а б е  х а р а .ч т о р и .з у е г  в е ­

л и ч и н у  к р у т я щ е г о  м о м е н т .:, , познинакщсго в с е ч е н и и

Т а м , г д е  в  с е ч е н и и  п р и л о ж е н  .м оиеЕ \г,н а ,-,п‘а р е  и .м езт  м е с т о  с к а ч е ч г , 

р авн ы й  в е л и ч и н е  э т р г о  м о м е н т .  Е сл и  о ц е н и в а е т с я  п р о ч н о с т ь  б р у с .а  в  

с е ч е н и и ,  г д е  п р и л о ж е н  о п е р е д о т о ч е н н Е Л  мое/ереет, т о  в  р асхЕ ст п р и н и м а ­

е т с я  б о л ь ш а я  п о  абсо.ЕЕЕотЕЮЕлу п н ечеп ига  .'.ЕрЕ|У1н а т а .  и а п р ш -ч '.р , д л я  с е -  
чеЕЕия в  в  рЕ\счет ЕЕрзЕмем М х  = 250 И,.1.
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5 .2 . Определение напряжений в брусьях круглого 
поперечноЬо сечения

Задача определения касательных напряжений по крутящеду моменту 
в сечении более сложная, чем задача определения нормальных напря­
жений в брусе. В ряде случаев она решается только методами теория 
упругости или при помощи аналогий Цран,цтля и Надаи.

Для бруса круглого поперечного сечения можно дать решение на 
основании гипотезы плоских сечений. При этом происходит относите­
льный поворот сечений так, что радиусы остаются прямыми, что подт 
верядается экспериментально. ■

Выражение (5 .1 )  можно рассматривать как условие равновесия отс 
ценной части бруса, если крутящий момент в сечении выразить через 
внешние нагрузки.

Задача определения касательных напряжений относится к отатичес 
ки неопределимым и, следовательно, требует рассмотрения деформа1Д«

Bыfвжeм цилиндр радиусом^^ , .длиной <iz (рис. 5 .36 ) и закре­
пим левое сечение.

При деформации правое сечение поворачивается по отношению к ле 
вому на угол (¡1̂  . Из чертежа видно, что ¿'dz = откуда

^  „  X
3 2  •

Применяя закон Гука при сдвиге 
получим

6 - 3 2

(5 .2 )

(5 .3 )

(5 .4 )
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в /юперечных сечениях при кручении иояниксют касательные напря­
жения, направление которых в ка;«доН тачке перпендикулярно радиусу, 
соединяющему ату точку с центром сечения, а величина прямо пропор­
циональна расстоянию точки от центра. В центре (при = 0) каса­
тельные напряжения равны нулю, а в точках, расположенных в непос­
редственной близости от внешней поверхности бруса (вала),они наи­
большие.

Подставляя значение (5 .4 )  в уравнение (5 .1 ) и учитывая, что 
не зависит от координат точки в сечении, т .е .Т /(р  =>consf^ 

получим ^

(5 ,5 )

где Of) -  полярный момент HHejiuiw сечения относительно оси бруса. 
Решая сиечему из уравнений (5 .4 ) и (5 .5 ) относительно L и (^(По­

лучаем

____ Чя
(6.6 )

d z  ”  6-Jp
(5.V )

5 .3 . Расчеты на прочностп и жесткость при 
кручении

Максималыше напряжения будут у поверхности вала, т .е .  при ^  
= d/2 , тогда

*гчал V*. (5 .8 )
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где \АГк -  геометрическвя хорактериотика, назьгеаемая моментом ооц 
ротивпения кручению с размерностью см^, для круглого сечения  ̂
- Ор/л>п,а, = 2о^/а  » x d V l € «

в.отличие от форкц'лы (5 ,6 ) ,  дапцей значения касательных напря­
жений в любой точке сечения вала, формула (5 .8 )  определяет макси, 
мальное значение касательных напряжений.

Для полого круглого сечения с внутренним диаметром я  и нару)(.. 
ньм 3)

з е

(Ьлученные формулы позволяют оценить прочность стержня при кру, 
ченни.

Из условия прочности
Мк (5 .9 )

можно установить допускаемую нагрузку ( Т )  или подобрать площадь' 
сечения ( А  ). Напомним, что С Т З  устанавливаются, как и для 
сдвига, из теорий прочности.

При оценке работоспособности конструкции по условию жесткости 
необходимо знать угол, на который поворачивается сечение под внеш­
ней нагрузкой. Его мо:кно определить,интегрируя выражение (5 .7 )  от 
нуля до I. М/(Зг

о
Если на участке стержня внешняя нагрузка и жесткость постоянны, 

то угол закручивания (угловая деформацинЗ
7т;пг

' <5.Ю)
Сопоставляя формулы для определения напряжений и углов закручи­

вания ВИД1 :,  что напряжения определяются внешней нагрузкой и фор­
мой (W к) поперечного сечения, а на деформацию, кроме того , влияют 
свойства материала ( б  ) и длина стержня ( I ).

Для ограничения дй|юрмаций их сравнивают с допускаемыми, которт' 
могут задаваться в абсолютных и относительных величинах, то есть 
условие жесткости можно записать; ^

(5 .И '
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соответствует участку стержня с максиивльшм крутя- 
„м ^ ^сн том ; [О ]  -  допускаемый относительный угол закручивания. 

***” ” пля оценки прочности и .'кссткооти стержня необходимо установить
'^ о и и е  о п а с н о г о  сечения и выявить учнетки стержня с н а и бол ьи ш мположение 

крутящ им  м о м е н т о м .
При расчете валов в ряде случаев величины внешних скручивающих 

м о м е н т о в  определяются по величине передавао-юй мощности и скорости 
^¡ащения вала. Если вал делает П оворстов в минуту, то угловая 
скорость о) =

М ощ н ость  как работа в единицу времени
^ - Т и ^ ,  откуда З Го . (5 ,12 )

Если мощность задана в (кВ т),то к (к)Ь1) .
Покажем пример решения задачи )♦ б контрольных заданий [I  ].
Яадача 5. К стальному золу приложены три известных момента:

7? » Й ^  (рис. б .4 а ). Требуется; I )  установить,при каком анв- 
чении момента X  УГ’ОЛ поворота правого концевого сечения вала ра­
вен нулю; <) для найденного значения X построить апюру крутящих 
моментов; 3 ) при заданном значении определить диаметр вала из 
расчета на прочность; 4) построить эпюру углов закручивания;
6) найти наибольший относительный угол закручивания (на I м ).
Л 1г ~2м’ 7  5  * 6  -^Ш^ПЛа;

Решение. Одним из элементов решения задач, вызывающих затрудне­
ния у студентов, является построение эпюр внутренних силовых '^ек- 
торов и перемещений, в то время как по ним выполняется расчет на 
прочность и жесткость элементов конструкций.

Так, в задаче М 5 ( I )  ддл решения проще всего построить эпюру 
крутящих моментов через неизвестный окручивающий момент УС , рас­
сматривая равновесие правой отсеченной части (рис. Ь .4б ), так как 
слева (в заделке) момент неизвестен.

Из условия, что угол поворота правого концевого сечения равен 
нулю: . 0 .

езр 61
(1)

Пойдем , Подставив значения скручиваи(их моментов Т1 , Тл , 
13 в уравнение (1) получим X - -  РЙЬ Ц.м.
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После определения X  слс;о'ет уточнить эпюру крутяи(их моментов 
(рис. 5 .4 г ;.

Уточнение состоит в том, что вместо неизвестного X подставлп^ 
етсл его знзчение -  ?.8Ъ Н-м.

По зшг.ре крутгацих моментов устанавливостсп максимальная ордина. 
та и ИГ) условия прочносш (5 .9 )

Мк
* СТ] 80-

для ¡фуглого сечения

/О’ м » ;
откуда

Принимаем с1 = 50 ш ;

6)

?15

ш
м т ш !

1?(5 ® н «

т 5
АУ̂1гЗДА|П|

а;5П-п
о ,т ю

285  

■3 0раЭ

г)

'0 ,232/0  
Гпс. 5 .4

Э)

При построении эпюры у г­
лов закручивании следует 
иметь в виду, что график уг­
лов закручивания начинает­
ся с нуля в заделке и пред­
ставляет собой непрерыв­
ную ломаную линию, приходя- 
1«ую в нуль в правом сече­
нии (согласно условию зада­
чи), Для вала постоянного 
сечения тангенс угла накло­
на графика пропорционален 
крутящим моментам (рис, 
5'.4д).

Угол закручивания в кон­
це участка равен углу эак^ 
ручиванин в его начале 
плюс отношение произведе­
ния крутяп|его момента на 
участке на его длину к же­
сткости сечения.

■Пт. -  '/с  +
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_12S5'- 2
S-IO“ to’- б5,5-Ю

г5 =  - 0 , 5 » а  10“ ,̂ р а д ;

?152

%  '  *6 + - ^ 7 "  = 0̂  w w ^  -  ¿/.

Относительный угол закручиоаннл прогюрцнонален кpyтяnle^^y мома-

1715 ^ „ , . „ - 3" ’ ■■У д  <
ища* ~ бОр ~  S IÔ  10^ 0,1(0,05)'’

‘ 0 ,3 ^ 3 -Ю раЭ/'и.

Эту задачу можно было решать, используя принцип неаависимос'И 
действия сил. При этом снручнваициИ момент Ti скручивает вал 
на длине Li . момент 7 i -  на длине li+ ¿2 , момент Т з-н а
длине Li + la ■*• ¿3 и момент X  скручивает весь в а л : / / +  /у . 
Так как по условию задачи угол поворота концевого сечения равен

Till I TSllii- 1г + 1з) , iz-i-ii-*-1ч)_
бЭр (SJ,— + - t f= 0 .

Знаки перед слагаемыми определяются направле1шем скручиважицих 
моментов. Подставляя ч1!слоьые значения моментов и длин соответст­
вующих участков в уравнение перем«лений.,лолучим

^■/¿7^72*2) 2ш З(2*2*И  , Х (2+ 2^ -1 -»-2 )  ^
еУр е.7р ^  Щ .

откуда X  = -  205 Н-м.
&Jp

Глава 6, И31ПВ 

6 .1 . Оощие сведения
Изгиб представляет такую де^юрмпцию^при которой в поперечньос 

сечениях возникают ипгибаю1чий момент и поперечная сила, а все о с - 
’ альные внутренние силовые факторы (ювны нулю. При и.огибе проис­
ходит искривление осей пряных или изменение кривизны у кривых
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брусьев. Брус о прямой осью^рабо'1'ающий на изгиб,называют балкой. 
Часть внешних сил, реакции опор, действующих на балку, подле}*а,, 

определению до расчета на изгиб. Если число неизвестных (реакций) 
не превшает числа независимых уравнений статики, которые могут 
быть составлены для обеспечения равновесия балки, то Она считаете} 
статически определимой и реакции находятся методами теоретической 
механики из уравнений равновесия. Бели число неизвестных лревьикае} 
число независимых уравнений статики, то балка или брус считаюеся 
статически неопределимыми и реакции определяются методами сопротий, 
дения материалов.

6 .2 . Типы опор балок

Различают три типа опор плоских систем,имеющих соответственно 
три, две и одну реакцию, по числу накладываемых связей (рис. 6.1),

пТТтТТТТ*

V  н
б ГЯ̂7771

в защемлении (заделке) возникают две составляющие реакции И ре­
активный момент (рис. 6 .1 а ).

Шарнирно-неподБкжнал опора (рис. 6 .16 ) имеет две составлящие 
реакции. Шарнирно-подвижная опора (рис. 6 .1 в ) накладывает одну 
связь,и возникает соответственно одна составляющая реакция.

Статически определимая балка, состоящая из одного бруса,может 
быть закреплена либо защемлением одного конца, либо она опирается 
в двух сечениях на шарнирно-подвижную и шарнирно-неподвижную опо­
ры. В этом случае для определения трех реакций можно составить 
необходимое число уравнений статики,

6 .3 . Определение внутренних сил

Изгибающий момент/^и поперечную силу О, находят методом сече­
ний из условия равновесия отсеченной части бруса, нахЪдя)цейся гшд
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действием внешних и внутренних сил (рис. 6 .2 ) ,

 ̂ 4УЬ

а > о М > 0

т ~.V
з;

т^пл

Рис. 6,2

5 ;

Рис, 6 .3

Поперечнал сила численно равна алгебраической сумме проекгр«й 
на ось .У всех сил, ваять« по одау сторощ' от сечеш.я. В выраже­
ние для определения 0. внешние силы,направленные вверх, для де­
вой части балки входят со знаком плюс, для правой -  минус. По­
перечная сила положительна ',если стремится повернуть рассматрива- 
ещую часть балки по часовой стрелке (рис. б .З а ), Каждая сила, 
стремящаяся повернуть часть балки относительно сечения по часовой 
стрелке, вызывает положительную попере1Пй'ю силу и в выраженио 
входит со знаком плюс (рис. 6 .3 а ).

Изгибающий момент равен сумме моментов всех сил, взятых по од­
ну сторону от сечения относительно оси в сечении. Изгибающий мо­
мент считается положительным, если балка изгибается выпуклостью 
вниз (верхние волокна сжаты). Внешпие силы входят в выражение 
изгибающего момента со знаком плюс, если часть балки между местом 
приложения сил и рассматриваемыь» сечением ош1 изгибают выруклостыс 
вниз (рис. б .З б).

6 ,4 . Дифферен1Д1альные зависимости при изгибе

Для построения и ¡сонтроля правильности построения зпюр 0 . и М 
полезны дифференциальные зависимости при изгибе между интенсивно­
стью распределе1)ной нагрузки а , поперечной силой и иэгибаицим 
моментом. ’

Вырежем оломент балки (рис. 6 .4а .б ) двумя сечениями Z  и Z■ (̂ÍZ, 
Полагая, что в сечении Z + d z  внутренние силовые факторы (Л. и М 
получают приращение ¿ 0 . и .

Запишем уравнения равновесия элемента c^Z:
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Г ! / “  а -+ < },с /г н &  -»-с/Ц ) =  0 ;

~ ~ ( м + £ /п )  =  0.

После приведения подобных членов получши

г й (6 .1 )
^  d z

(6 .2 )
~ <¡1 > (6 .3 )

да
<*•)

Г  ГШ ДЙ мда
с /г

(I
¿/2

9 ( 2 )

С

^и+с/Е1 5 )

Рис. 6 .4

Из ди(|ференциальных зависимостей следует: 
на участках балки, где нет распределенной нагрузки, эпюра поперв- 
чньк сил постоянная и изгибающий момент изменяется по линейному 
закону.

Тан, где на балке приложена равномерно распределенная нагрузка 
поперечная сила изменяется по линейному законз', а эпюра изгибающц 
моментов изменяется по квадратной параболе.

Эпюры, как правило, имеют вид простых геометрических фигур и 
имеют конечные разрывы (скачки).

На эпюре поперечных сил имеют место скачки (конечные разрывы) 
в тех сечениях, в которьос на брус действуют сосредоточенные силы 
(в том числе и реакции опор).

На эпюре изгибающих моментов скачок -  в том сечении, где прилс 
жен сосредоточенный момент, в том числе и реактивный момент в за­
делке.

Величина скачка, разность значений эпюр при приближении к сеч! 
нию справа и слева численно равна внешней силе, приложенной в се­
чении на эпюре 0. , и внешне!^ моменту на эпюре N .

Экотремалыше значения иэгибаюиди моментов наблюдаются в 
сечениях по длине балки, где эпюры поперечных сил проходят через 
нуль.
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6 .5 . Ог;ределенио нормальных l¡«rJp»кe:^ий.'
Расчет иа прочность

Нормальные напряжения при изгибо удоплотворяют оледуоцим усло-

а )  / б ' х с / / 1 ,  (2 ) (з>
А  ̂ А

1 огорые мотут ресоматривоться как условия роановвсия элшента Свл- 
5 5 , испытывающего чистый изгиб (в сзчс-ниях зозннкавт то-1Ш "У

лько изгибающий момент).
Задаче нахожде(1ИЯ с{)0р.чуяы нормальных напряжений при изгибе не­

разрешима с помощью одних урнБнеиий стптики, т .е . относится к 
классу статически неопределимых. }[пи решения таких задач необходи­
мо составить уравнение совместности деформаций. Уплопие совмест­
ности дсфорл1аций при выводе формулы нормальных напряже1:иП аописн- 
зается на основании двух гипотез, называемых гипотезами Бернулли: 

поперечные сечения,плоские до деформации,остаются плосиюни 
и после деформации;

волокна в поперечном направлении друг на друга не надавли­
вают .

Величина относительной деформации из первой гипотезы, как пра­
вило, выражается графически, Двфор.<ацип элемента,огргниченного 
двумя поперечными сечениями г ,  к 2 + </2,хо1Мктернзуетоя удлине­
нием подокон, расположенных выгае нейтрального слоя,и укорочений« 
волокон,расположенных ниже Нейтральногю слоя (рис. б .Бп).
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Пересечение нейтрального слоя (слоя,не и.чменлпцего своей ллц, 
при деформации) с плоскостью поперечного сечения образует Л1П!;,|̂  
которая называется нейтрлльноП осью (рис. 6 .5 б , в ). '

При деформации плоское сечение Z + d z  поворачивается по от-  ̂
ыеиии к сечению Z  , оставаясь плоским. Из рис, 6 ,5 г  видно, 
oTHOUiemie приралеиил длины волокна Lf  к удалению его от нейт[)5 

льного слоя будет j i '/ d  “  ^3 -  consi'i

так как f j ' с. ¿ ,d Z  = £  d z ,

откуда ~ ^ ~  ' (6 .4 )
Решая выраление (6 .4 )  сов1лестио с условием равновесия (1),ип. 

ходим

А '
г -  ^  .

(6.ГЯ

Следовательно, нормальные напряжения в сечении изменяются по 
линейному закону и достигают наибольшего значения в наиболее 

удаленных от нейтральной оси точках поперечного сечения. На цен­
тральной оси нормальные напряжения равны нулю.

Рассматривая выражение (6 .4 )  с условиями равновесия

( т .к .  то С !х а = 0 ) ,

J G c/A yd A  = 0 ( т .к , - S ^ o . ТО S x = 0 ) ,-4- ----------  ̂ ....... ^ ■■
устанавливрзм, 1̂то нейтральная ось является главной центральниЯ
осью сечения.

, Для определения наибольших напряжений и расчетов на прочность 
форьи’лу нормальных напряжений записывают в следущем виде :

(Опуож »  М /Л /х ,  (0 ,6 )

'^ х  -  момент сопротнвлеьшя сечения изгибу или осевой мо-где
мент сопротивления. Он равен откешению момента инерции сечения « 
максимальной ординате :

Vv’'x =  / у , п о л .  (6 .7 )
Условие прочности ограничивает максимальные напряжения величп 

ной допускаемых :
6(ПД* ~М/у^К  ^  CG*J, (6 .5 )
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Гипотеза плоских сечений, положенная в основу вивода ф а т л и  
Ю1̂ олъчых налряяениИ, полт»врж.дается дt>J)op«aц l̂Píi пр!<. чистон I • . 
бе. При поперечном изгибе неизбежна деплачация сече!шй как >
;твие аеравнонерного раглфеделепия касатель»шх падр>гжс-чкй 
,ечпому сечению при изгибе. Однако, если .юпереч,шя сила посто^ни^ 
,ли изменяется неэначителмю, то депланнмил /фоискоднт так 
зажепио (6.-1) остается справелливи,.,. и примеанма io^к.yлa

6 .6 . Касательные нппря.(геш1п при изгибе

Ьывод 4ю{л,улы каогт(д,ьныи напряжений при изгибе относится к л 
гнчески определима, задачам. ВооСде кесатель.ше напряжен! 
збеспачить рав.шаесие любых внр^эашшх частей бпуса Г Г  
ги,вырезанной сбчениями 2: и 2  + тЬ  г,.».,.. »апрямер, иас-

на расстояние V от нейтрального слоя (рис б
ния.действунчие в сечении 2 \\ 7 у Иу " папрят(е-' " > равны

б -  у у ; б

Если илои|оди отсечепньк частей поперечник сечений равны, то рав­
новесие под действием нормояы-шх напряжений возможно только в том
случае, ксг; а t íб  = О и, следовательно, 6^^/Лг =0, т .е . при чистом 
Изгибе.

В щютивном случае в поперечных сечениях отсеченной части возни­
кает неуравновешенная сила ОЫ , напревленная вдоль оси бруса, ко­
торая должна уравновсыивалься каевтельными манряженилми.
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T б < iz ('Ь.Э)I JCз и А .

Данный интеграл берется по отсечеююП части сечения.
Р'ак -  отсеченния чисть площади.

. ¡Ъдставлпл значение , пыраленное через мемент, и вынося пэо, 
тоянные из-под анака ишеграла, получим

'̂ Аатг. ^  и  Авп. . ’

ТЬг1г ^  , 8о,г,с

Учитывая, что dM/c^г =  а  , окончнтелькое ныраженке запишем в 
сле,|;>-1ищсм виде :

6 ^ (6.1С)

Иэ приведенного вырал;енип видно, что касательные напряжения 
равны нули в кра11них волокнак, так как для крайних волокон равны 
нули статические моменты отсеченных частей откоечтельно нейрально­
го слоя (нейтральный слой проходит через центр тяжести сечения). 
Максимальное значение статический момент отсеченной части £яс имеет 
в том случае, если секущая совпадает с нейтральной осью. При стом 
в нейтральном слое возникают максимальные- касательные напряжение.

НерОЕнокерность распределения касательных напряжений по сече­
нию бруса сопровождается короблением сечений. Так, прльюугольное 
сечение,плоское до дв(})ормацин ,под действием поперечной'силы депла- 
нирует так, что его след описывается уравнением третьей степени. 
Однако, если поперечная сила постоянная на участке, то деплана- 
И11Я сечения не влечет за собой изменения относительных линейных 
дефо1>маций, поскольку сечения Z  к Z^■dz депланируют одинакс- 
ос. Следовательно, формула нормольш,!х напряжений,выведенная нами 
дая чистого изгиба,будет справед;1и»а и для поперечного. Более то­
го , обьзтно при поперечт!ом изгибе в расчетах на прочность достаточ­
но ограничиться расчетом по нормалЬ|1ьм напряжени.чм (6 .0 ) .

Из атого условия подбирают сечения, определяют несущую способ­
ность и проверяют на прочность белку по нормальным напряжениям.

Иногда прочность при изгибе бруса проверяют по ивсательншл 
напргскенилм. Балки тонкостенных профилей при проектировании про-
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п.авнь'и напря̂ 'ениям в точках,где возникают большие касв- 

6 *7» примеры

' оешвкии задачи »1* 8 [1 ]  Сольшинстпо ошибок связано с постро- 
ИР поперечных сил и, особенно, изгибающих моментов.

'‘ “о ”  ^"отокм сршлер расяетя но прочность консольной балки (рИ с.6.7).
* { / = ?  1 а }^ а м п с к

г 20кН/>-*

^ТТН У п т

авм
2г

0,5»

. ± .

, Р«20кН

20

[Шк®М/̂

Мтах~/9,€кНн‘
Рис. 6 .7

Сечение 1-1

О < г .

/ # -  Рг-,- 2 ,^ 0 -^  т -О .
2,х.О,$^ П-’х/Ош.Нм. 
Сечение П-Н 

0 ,5  V г л  л 1,3м \ 

( 2 2 - 0 ,5 )  ; 

М ^ Р 2 2 - ц (^РГЛ ^ <

'̂ Нгти/\р^1 *« ̂  а  »  ¿О си

Ч=-1СхН/м 2ики,^

г  с 
v ^ i

Ш Щ й . t
в

;:v̂ ^ ^3

2м

' ® " “
<,5м ^ Ш Т П ~

/б?
ГЕ

'^ И Я Ш З Ш ^ У

,/б?

/ОгО Расчет балок на 2 -х  и бо­
лее опорах необходимо начи­
нать с определения опорньа 
реакций. Их значения потребля­
ются для определения аначений 
внутренних силооьос факторов в 
сеченипх между опорами.

Определяем опорные реакции :

-20-2 1*20чО-6+Уе-41 = 0 )  
Ча ^ 2 0 кИ.

Г О 'Щ Г Г Ш ^ -^  Zr1a =67; -  VA 2 0 -5 2  *
Рис . 6 . 8  * 2 0 -1 0 .2 ^  О- Ма ^ЗОкН.
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Про .ерке: Х У  =  О; 3 0 + 2 0 - 2 0  2 - Ю  ^  О.
Строим эпиры, записпв ныроженип и А/ на каждом участкиУчасток балки, где
Q  =

О $  ̂2  м

2 , ^ 0 :
2 ^ ^  2м ■,
2! ~ 5м ;Участок болки  ̂ где

/ V -  <Я;
/V 2 0  п Мм 

о/^22,5'^Мм.

Л7= VA 2 ^ -

<7 ^ З О н М ;
0 - ~ / О к Н -  

Д  - 6 7 ;

2 ^ ^ Зл»С

С1 = Ча -^2 = 30-20-2 =-ЮкН-
M = \ Í A Z í -  2 0 -2 (2 2  - 1 ) ;  22  = /V -’ 2 0  к Им

22 -  З м  ; А? =» /ОкМм,
Участок балки ,1-де О ^  2 з  ^  2 м  :

а -Ю зН ) т ” - 1 0 2 з ;  2 з ^ О - м М ’̂ 0 ;  2 з ^ 2 м - ^  М =  -20кНм.
Участок балки , где 2  4  2 ч  4  3 м '-

Я-^10-\'е,^-ЮкН-, М -’ -Ю 2 ч + У й ( г ч - 2 ) ;  2н =2»-- П ^~20кИ н
2ч -Зм-м  г1 Юкн»

По маПденным значениям строим эппры Ц и 'И , проверяя 
построение с ПОМО1ЦЫЭ дн44:еренШ1алыа!х зависимостей.

По эпюре М определяем опасное сечение (Г1тох= 22,5 кН) г

А/^„> 2 2 ,5 -ю -Цою м̂
виполкяем расчет ¡'а прсчнссть :
001а. =Млпаг/^л =" [<5]  /6^/0^По сортаменту принимаем двутнвр Ч= 1В; \а̂  = И З см^.Определение лцутреиних силовь;х факторов при решении задачи V’ обычно нс вызывает затруднений у студе.чтов вследствие подробного ее объяснения б методических указаниях [ I ].Момент инерции состевнопо сечения откос.ительно нейтрсльной сси (рис. 6 .9) ^

л .  д ® .. уЛ уГ  + с - * Т - г 9 Аfloi.ii.-HT сопротивления состзпноио сечения 
V /, = ^ 2 . = - Г  •
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Из условия прочности 
M z/W ü  *  O3 J  

находится наибольшая величина 
OHJi'ii Р. По величине максималь­
ной попереччой силы (тележке 
располоусна у одной из опор) 
ььполняо'гся ^шечет сварных шьов, 
прнкрошияалих листы к двутавру. 
11Э ijKipMyjiU !fiypU3CICOr0p Q Sumí

сдвигаицее усилив на 
’динищ' длины дд)! расчета

üj получаем сдвигаице 
L  ('ДЦНИ1Д' длины ДД)!

снарноно üisa
T^tê^

Q S ü
Л

Рис, 6 .9 где ¿Q m c-cS '

Срезаацее напряжение в сварном шве определяется 

^  “  Г/2 кЬ С [ 1 1 , где К = 0 ,7  к .
Из условия прочности находят необходимуя длину Сйарного шва на 

С8*,ги'|й погонный метр балки.

Глава 7. СЛОЖНОЯ: СОПРОГЙРШЕПИЁ 

7 .1 . Основные понятия

В предь'дущих глапах расеиатриЕвлись з?1Д.ачи, в которых брус .<с- 
пмтывал отдельно растя.уенин, сжатие, кручение или изгиб. На практи­
ке Ч.1СТО рстречеются случаи, когда и ноперечинх сечениях бруса од- 
норременно появляются !1ескол1КО компонент внутренних сил и брус на­
ходится я условиях сложного со1ц)отииления.

Кок правило, сложное сопротивление допускает применение принципа 
незаьисиност! действия сил и его распроотронение на внутренние сило­
вые 4'акторы. Согласно этому принципу  ̂результат совместного дейст­
вия ровен суюле результатов дейгтпий соотевляицих.

Для нормальных компонент напряжений это сумма модулей (алгебран- 
чсо.ая сум1,1а)^д^1л пероме1;;ений (прогибов) -  геометрическая cyiaia. Це- 
■ ряд задач сложного сспротиа;;ения, когда в опасной точки касатель-
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ные копря.тения пренеАре)Гимо малы, раг;считываются на прочность
нормальны1'. ноп{!я;ясният.1 подобно простом!' иягибу. В других слу^
непосредстпснно или коспенно при расчетах на прочность исполь
СП выводы эквивалентных напряжений иэ теории предельных состо»

7.?., Теории предельных состоя>1ий

Целы» теорий предельных состояний является определение 
го непряженного состояния^ровноопасного (эквивалентного)
сложному-

11од коэффициентом аапасе сложного напряженного состояния по|̂ ) 
мается величина, локазываюшая,во сколько раз нужно увеличить 
коьшоненты напряженного состояния, чтобы оно стало предельшед.

Задача определения линейного эквивалента доведена до логичен' 
го ааяершзнип, однако точное решение остается сложн1лл и на пра*. 
ке прибегают к менее точньял, но более простым выражениям.

Е нястоящее время пять выражений линейного эквивалента относ, 
к класси'ческим теориям предельных состояний. !

Первая теория для неравнопрочных материалов оаписываегся н в! 
двух неравенств ; 6 ’,х  =. 6| [̂С->% ; б э т  “  6 э  С б ] с . (7л1
Ею пользуются при расчетах для очень хрулюа материалов.

¡3 теории наибольших относительных деформаций (вторая теория) 
нейннй эквивалент выражается через три главных напряжения и ко- 
циент Пуассона, однако эта теория в настоящее время практически 
применяется.

б'эл = + ^ СС>].
(7.2

Третья теория (теория наибольших касательных напряжений) по­
ет, что предельное (опасное) состояние при сложном напря.хеннэк 
гоянин наступает тогда, когда наибольшее касательное напряжение 
достигает предельной величины ,длп данного материала :

б э ш  = 6<-©5 ^ [GJ. (7.3

Четвертая теория (энергетическая) полагает, что два оосто^кз 
равноопвены, если равны их еноргии формоизменения :

6>1к =  |/еЯ-ьб/^ 6 ^ --б ;б г  - б г в ^  ^ [е ] . (7..
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Пятая теория (теория Мора)
= 6 -,-И&3 ^ [а]. (7 .5 )~ — К'-’л г,-^ -

я равнопрочных материапов теория Мора переходит в линейный экви­
лент по третьей теории при j  «  “  С^1рУТ<ЗЬ =  i .

7 .2 . Косой иагиб

Если плоскость действия иэгибаккцего момента в поперечном .е ч е - 
1И бруса не совпадает ни с  одной из главныл плоскостей инерции 
) имеет место косой изгиб.

В общем случае при носом изгибе в поперечных сечениях бруса воз- 
шаюг четыре внутренних силовых фактора; поперечные силы ¿h  и 
)rH6awwe моменты и Л/ j  , Однако влиянием поперечных сил в рас- 
этах на прочность и жесткость обычно пренебрегают.

Рассмотрим КОНСОЛЬНУЮ балку прямоугольного сечения к которой 
?ило*ена сила F (рис. 7 .1 а ) , расположекг-:.а в плоскости торца и 
склоненная под углом к .главной оси инерции ОУ. Р аэлож им ^,у
h _ на составляющие по осям координат Гм = FSi'n i/ и F Р ^

: : г * ^ ^  * Hf^©KCU X и у  ППИ M пЯл*а

: г  s r o ' z ™ ” “"“ ” » Л а д и Г : :енты. 1ВКИМ образом, в каждом сечении балки одновоеменнг.
» , „ , „ ^ 3  о „ з д «  ; ; r z =  " , г "



Пользуясь принципом неэш)ИС1ьмостн действия сил можно ооци
формулу для опраделенин нормэлышх напрлг.ений а любой точке '='4

исмятриваа.кЯ'о поперочнопо сечения. Они определяются ка»г алгебр, 
ческая cyi.a.ia напряжений в этой точке от двух плоских иегибоа- 

Мх Мч

где X и у  -  координаты ршеснатриваемей точки в системе гл ,̂ 
ных центральна осей сечении балки.

Знак перед каждым и.шгаемьзл обычно назначают, ориентируясь 
характер дефюрмьции балки. Если изгиба.>а;и!1 момент или cüj 
аает растяжение а рассиьтриваемой точке поперечного сечения, Л( 
ред слагаемьм ставится anait плис, если сжатие -  знак минус. Hat 
р№хер, д;.я точки Д напряжение от положительно -  напряжение 
р^стяжени.ч, т .к . силе вы.эывает изгиб бруса выпуклостью ве-
а напряжение от отрицательно -  напряжение сжатия, т .к . сила
и-тгибает брус выпуклостью вправо.

Уревнвние нейтральной линии при косом изгибе получим, npnpas 
няв нулю выр;ьиеиие (7 .6 )  ;

j J “
-  о ,С7у (7.71

где^.^Ув -  координатн течек, лежащих на нейтральная линии.
Из уравнения (7 .2 )  следу'ет, что нейтральная линия при косой 

гибе проход1гг через центр тяжести сечения. Из Бирожеь1ия (7 .7 ) » 
рис. 7 .1  видно, что тангенс угла наклона нейтральной линии к о{ 
X по абсолютной величине будет равен

д - ^  Р$!лЧ'г. Jx  _ (7.8
X, I Мл X Эу Р Coi^f Z Оц V  '

Как видно И.З уравнения ( 7 .3 ) ,нейтральная линия не будет пер: 
дикулярна силовой линии, т .к . ê ф А  а плоскость действия сил 
совпадает с плоскостью изгиба балки. Только в тех сечениях,у к! 
рых Он. =0^ (круглое сечение, кваддоат, любой npaвильн^JЙ мной' 
льник), нейтральная и силовая линии пересекаются под углом О®, 

в зтом случае изгиб остается простым попоречкьм.
Зная положегьив нейтральной линии в сечении балки и проведя < 

сательные к контуру сечения,параллельные нейтр1ельной линии, 
найти наиболее удаленные точки, где возникнут наибольшие налр<*’ 
НИИ (точки А и й» ). Определив координаты этих точек в сиотз
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осей сечения, можно найти величины и знак нап- 
цеитрвльн1лс 00 „¡, базисной лиш1И, нерпендик^гля-лавных Отложив их

'яжений ®̂ “̂р^^^,цо!цполучим эяиру иормаль>шх напряжений в с 

рис.
условие прочности;

сечении

Gn. ■Уп [ G j ,

.̂де ¡¡nratj Утлж

Jjr' "’" (7.5 )

координаты топки,наиболее удаленней от нейтраль

.¡ой имек1пих две оси симметрии,максимальные напрлжеьин
‘̂ ”в°углогкх точках и условие прочности при»^ет вид

G c7«x =  x j .  * W a ^ (7.10)V .  ■ ’ лГа ’
Р ’»Л - моменты сспротиЕлс!!ИВ сечении относительно осей )( п У.
Есл̂ и материал неоданакопо сопр';'П1Еля£Тся растяжению и сжатию, 

то проверка прочности проводится по допускгпя.шм растягивак!!».» и 
сжтлаилим напряжениям.

Проверка прочности круглого сечения' производится по ||юрмуле 
плоского изгиба по сушарному изгибающему моменту ;

■ tM i (7.11)
Прогибы при косом изгибе опречеляшт геометричесн;м суммировани­

ем прогибов, получащихся е нзпразленкпх главных осей.
В задаче )е; 12 [I] деревя*'ная балка (рис. 7.2) прямоугольного 

поперечного сечения нагружена пертикально!) силой Г  в точке А  и 
горизонтальной силой Г в точке В (обе точки рясположе>ао нв оси 
балки), Па опорах балки могут яоэникн\'ть как вертикнл)>ные р'еакции, 
18К и горизонтальные реакции, нвпраялешкле перпендикулярно плос­
кости чертежа. 1̂ е5уетсл:

1) построить эпюры И в  и М г  и устоновить положение опасно 
1'о сечения;

2) подобрать размеры поперечного сечения Ь \\ 6 при допускав 
ком напряжении [С ] =, 8 'дПа-ч *
балки положение нейтрадьис!! лиши; в опасие;.; сечении

” построить для этого сечеши! эпюру ноилальных напряжений в
аксонометрии.

-и-ние. Определив опорные реак11ии п нер'ти1!пГ|Ьной и гориэо;,-



тальмой плоскостях, строш  эпюрм иэгибощих моментов 
и Мг = Иц (рис. 7 ,2 6 , ь ) .

Реакции в вертикальной плоскости; У л  = 1,25 кН; = 6,^^ 
Б горизонтальной плоскости: Но = 3 ,75  кН; Нс » 1 ,25 кИ.

I) 5 : А

/ТУ
•Зм

^ 1 
‘•'11

С1) т
/  1 у

А  л

Ь /6  = 2
Р » 5 х Н

[ б ] = 8 М П а

И:) эпмр А̂ х и Му устанавливаем опаснме сечения. Такими 
ченилми по д ине балки являются сечения, в которых на эпюрах й 
гибвщих моментов в горизонтальной или вертикальной плоскостяхимеется максшиум: бечение С (М̂  - 5 к1!1л: М = 0) и сечение г 
(М̂  1.ИО к№.1; - 3.75 юЧм).Л у
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ппртояния балки и практика показывают, что
анализ мйиее опнонмии.

ругне сечеиия поперечного сечения балки удовлетворяюсцие

 ̂ “ С - . “ ™'*
¡1 ,У б  ^ B ( 2 S ) У e . ¿ S У J J

^  6 У 1 .

псочности для пpiшoyгoльнш ссчсиий при пространствен- 
■ом изгибе определяется впрат.ением (7 . 10).
' в  сече.ши С Мк = 5 кПм; Мв »  0 ;

5.Ю ^з/ 2 5 ^  ' 5 /2*5^ ^ 8  \0 ;

откуда ^ ^  0,ОЗРм ^9Рмн.

В сечении В Мж = 1,25 кИм; -  3,75 кНм j

- ■ - - « ! г < § ^ яг, //■“ ̂
6 ‘-¿ ¿ 3  л з  >

откуда б > ^

1з двух условий принимаем В = ИО и-«; /| = 2б  а ?.35 мм.
Наиболее опасньл.! сечением явл.яэтся сечение В .■ Опреде­

ляем положение нейтральной линии по фор;.7 ле (7 . 8 ) ;
~ — Ож / З у  Мж ,

аде А -  угол наклона нeйтpaлыюlí линии к главной центральной оси 
(рис, 7. 2г ) .

2 ,  .  « 7  М .  -  4 , 2 5 . , . .

~  ^  З г . З ю У ’; М ,  ^ 3 , 2 5 . Нм.

^ • - з ^ - И Р ё = •  уз -  5 3  •'з

6'9



Шложитеиьнсе значение откладыьаем от оси X против хоп ■ 
часовой стрелки (рис. 7 .2 г ) .

Нормальные капрякекия в произвольной точке сечения находят  ̂
¡формуле (7 .6 ), в которой знаки слагаек.шх напряжений определяются 
характером деформации соответствующих волокон. Растяжению лрис  ̂
веется знак плюс, сжатию -  минус.

Дая заданного сечения при выбранной системе координат (рис .7 

э точке ff\ возникают CKiJMa'BUiiie напряжется от поло.жительных 
ний Мх и f l y . $op^^yлy мож!1о записать: ^  , ’ Ма

Б опасном сечении М > ~ г-1 ,25  кНм; Ny = 3 ,75  кИм;
G -  3 ,g r - J g j

129 2̂ - 10-^  ̂ 3 2 , 3-10 ‘
Подставляя значения координат х  , точек т  ̂ п.
ЧИМ ; 4 П С т З  / I j t o  ,г ,~3 , 1  -1C - с-п  ,л -

о ,

а , .

123^2 32,Ъ Ю -^

i,2 5  lO  ̂ И ё  -Ю“̂ 3.?S->0^S9 _
32 ,2 -1 0 -^

3 2 , 3 ^  '

i 2 5 4 o ^ ( -m  ю^=)
3 2 J

»  ̂ ) noflv

=  -5МПо;

S f in a ;

Строим эпюру нормальных напряжений в аксонометрии (рис. 7,2д’

7 .2 . Изгиб с растяжением (сжатием)
При таком виде сло’кного сопротивления внутренние силы в сеча 

сведутся только к продольной силе N и изгибающему моменту М , ’ 
ваицецу либо плоский, либо косой изгиб. На рис. 7 .3  изображен О 
чай осевого растяжения в сочетании с косым изгибом.’ На консоль / 
ствует сила Р , наклоненная к продольной оси и не лежащая ни в ' 
ной из главных плоскостей инерции.

Сила приложена в центре тяжести поперечного сечения. Разлож''*
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сида на
„остполяющие. В данном случае положение опаеногс сечения 

ясно без построения эпюр,Внутренних 
силовых факторов. Напряжение в произ­
вольной его точке 6  с координетами 
X, У (если пренебречь действием попе­
речных сил) будет

N Му Мц

N Знаки перед слагаеммли в правой
части обьлтно кааначают в соответст­
вии с характером деформации.

Если сечение имеет две оси симмет­
рии и виступайдие углы (двутавр, пря­
моугольник), то напряжение в опасной

точке определяется по форму'ле 

^  А w *
Так как напркжешчое состояние в опасной точке можно считать ли- 

нейнш, то условие прочности теет вид & 1пах ^  .

. Мд (7 .1 3 )

7 ,3 . Внецентрекное растяжение (сжатие)

В некоторых случаях продольная нагрузка бывает приложена не в 
центре тяжести поперечного сечения бру^а (рис. 7 .4 а ) . Методом с е ­
чений устанавливаем, что в любом поперечном сечении бруса возни­
кают три внутренних силовых фактора (рис. 7 .46):N  » F ;  ;
Fía = ГЛя t где Ур , X/r - ксординати точки приложения силы.
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в произвольной точке поперечного сечения нормальное напра1!|
определится по формула в1к

А/у М.

Дли отыскания наиболее нагруяешюй точки в сечении необходц^ 
найти положение нейтральной линии. Для этого приравняем нулю вц 
рвжеш1е ( ^ .И ) :  ^  ^

й И и  ^  V -=0
(7.15'

.■'Дб Х’о , /̂в -  ксорданаты точек, лежащих на нейтральной лит!и.
Из уравнения видно, что эта линия не проходит через центр т,|, 

жести сечения. Чтобы найти положение нейтральной линии в сечещц 
на,до найти точки на координатных осях, через которые проходит щ 
тральная линия. При = О

при Хс = О у ^ ^ -Ю ы / А М ^ .  (7.16:

Из выражения (7 .1 6 ) следует, что нейтральная линия всегда ра; 
положена по другую сторону центра тяжести от места приложеннл 

равнодейству|адей (рис. 7 .4 в ) ,
Учитывая, что == = Глу, форлу.иу (7 .1 4 ) можно пре;

стпБить в следующем злде:

( 3 =  г Урц/О х , ими
(7.1?)

Ур И Ур Х
¿ / у г

где Ы=/%/А и -  радиусы инерции поперечного сечен;
относительно главных централы;ых осей инерции X и соответм: 
н о; N -  продольная сила в сечении { -  F )', Хр , Ур -
ординаты точки приложения силы; X , У -  координаты точки, в к 
торой определяется напряжение. Координаты Хр , , X , У
рутся в главных центральных осях сечения.

В задаче 13 контролыд:х заданий [ I ] необходимо правильно о' 
ределить полол:ение главных центральньсх осей и вычислить главны! 
центробежные моменты инерции сечения.

Для сечений, и.меицих ось симметрии, центр тяжести лежит на 
этой с си. Наиболее сложной является схема (рис. 7 ,5 ) ,  так как т 
Сует знания положения центра тяжести полукруга и моментов инерч
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Пчощадь сечения А "*  А4 -*-Аг. ;

А г - -Т Г М  = 13 С/.2; А ^  3 2 ,1с^ «

Центр тяжести в центральньк осях пер­
вой фигуры (Л У О

^ Г З у. . 0~/\1Ъ(А-3/з.1ГН^ _ 
^ ^ ¿ х ~  -------ТяТТ^ТТ---------

Центр тя;!;ест11 в центральньк осях вто­
рой фигуры ( Л'Уя)

Хс =(/8(‘1-3/ЗЛ'*ЬЗ) + 0 )/ (15+ .% 13)^15^с^ .
Проводим через центр тяжести сечения оси Хе^/с и определяем 

главные центральные моменты инерции сечения :

Л .  =  зС 2-зУ  , Д  // , С2 б У  _  ^
/2 ^  ~ е --------------7 Г ~  ^  ~ ” ё г ~  ==

^ - ^ ^  + ̂22̂ -18 ^  83,1 с»\

V.
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Кьад̂ т̂ы радиусов инерции будут ^
и  ̂= Л с / 4  -  85,8/32, /  =  €Рс^ ^ ;  ¿/  -  2, 55с»“.

Нормальные напряжения ь сечении определигтсп по формуле (7 .̂ 5, 
Ур = О; Ур = - 3,20 см. Для точки Л: X = - 3,28 см; = о 
Нормальное напрккеьше в точке А будет

" . 2,5Э-Ш
Для точки 6 : X" = 2,72 см; Ц  -  произвольно в пределах сече!!̂ ..̂
Нормальное напряжение в точке В будет

До;^скаемую нагрузку F  найдем из условия прочности на сжатие 
и раотяокение/б!;^- к 90 МПа; = 27 МПа; &а = 1600 F^[(S'j¿.

[Р]
• С/7. /Г)̂  ¡ГУС '

^ -Р62Р^С (3]^ ^ =ЗйУí^

принимаем ¿ 5 3  = 30,3 кИ.
Рассмотрим пример нес1виметрэичного приложения нагрузки (задача 

Д 13 контрольтос заданий [ I ] ) .
Чугунный .короткий стержень, поперечное сечение которого изсбра- 

жено на рис. 7 .7 а , сжимается продольной силой Р  , приложенной в 
точке А. Требуется: I )  вычислить наибольшее растягивакудее и наибо­
льшее сжимающее напряжение в поперечном сечении, выразив эти нап­
ряжения через Р  и размеры сечения; 2 ) найти дог/ускаемую нагруз­
ку Р  при заданных размерах сечения и допускаемых напряжениях для 
чугуна на сж атие/57с = КО МПа и на ршст.чл:емие/5^5< = 26 МПа, О. - 
= 2 с:л; /1 в 4 см.

Решение. Определим положение центра тяжести таврового сечения 
в центральных осях Х/У (рис. 7 .76 ) первой 1()игурн.



и -  _  J ^
Н А  2  6ч-2  "̂  -

ÍM .--^ _  ^с =-*0.

П етр  тяжести в цеятральнык ося:< X'^ií агорой фип-ш
:Вж/ЖА = (0 ^ 2 -с  с -  3))/Z O  ^  ~  1 8  С^. 
через центр тяжести сечения оси ^ 
главные центральные моменты инерцк

У1, =■ ~\,í̂  • — - ,
Проводим через центр тяжести сечения оси Х с 8  (
редеяят  главные центрепьные моменты иноп.«.,/„*^ И- У J ^ «н-рции сечения :

г . .  ¿ ^ - n s U s  ► Ц - ,  ^

011-

2-6^^ ±-i±=3S ,B Pc^ ''. 
■ - ¡ Г *

З и

Ъ с
Квздоаты радиусов инерции

1 ^ ,J ^ ^ / A = S P J ?/ 2 0 ^ 2 ,S 3 c<> ;  ¿j, =У<«:Л4 *

Координаты точки приложения силы F  (точка Л на рис. 7 .7 6 ) в глав­
ных центряльнда осях будут Хя- = I см; </р  = 2 + 1 ,8  с-. 3 ,8  см, 
или Яе = 4 —0 | 2 * о ,8  см.

Е сечении с выступакхцими.углами опасными будут точки в противо­
положных углах как наиболее удаленные от нейтральной оси (точки А 
и 3  на рис. 7 .7 б ). В этом легко убедиться, подставиа координаты 
точек в уравнение нейтральной линии.

Нормаггное напряжение в точке А ( X х 1 ом; в   ̂ 3 ,8  см) олгедели- 
тся по формуле

=  - 0 .m S 2 e F .

Нормальное напряжение в точке В ( X = -  3 см; О х _ 2 ,2  см) бу - 
дет £*•

® - =- ж г г С - ^  ^
Допускаииую нагрузку найдем из условии Ш'ючиости на сжатие и рас­
тяжение ¿ с у ,  = 14 0  МПа; УС5.7̂  -  26 МПа;

0032€F « Уб:7с ; CF]¿2 /ЯО/Ь̂  1Ш32€ * 42 ЯСЧ ‘ И.
л ~0,C0í^2P Sjp ; ¿Г] &2G/0, ОШ22 ~ iFi¿0 Н

Принимаем Т’Т-У = 15 120  Н.
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■ 7.4. Кручение с изгибом

OднoflpeмeшJoe дейстьие кручеиия с изгибом чаще всего встреч
ся при работе мшчн и механизмов. Влиянием поперечных сил обич**̂Нспренебрегают из-оа незночитолыюсти вызываемых ими касательнц); 
ретений по сравнению с напряжениями от изгибающих и крутящего '*
тов.

Рассмотрим вал круглого поперечного сечения (рис. 7 .8 ) .  Исцо '
зуя принцип независимостй действия ' 
сил, построим опюры изгибающих моц  ̂
тов от нагрузок, действующих в к а д ь н е й  и г о р и з о н т а л ь н о й  ПЛОСКОСТЯ);* 
а также эпюру крутящего момента (рц,' 
7 .8  б , в, г ) .  Из рассмотрения зпюр' 
видно, что опасным является сечение 
Если величины моментов на разных эд 
рах имеют максимальные значения в р 
личных сечениях, то необходимо прог̂  
рять прочность вала в нескольких сь 
чениях. ,

Суммар1Шй изгибающий момент, опре< 
ляемый по формуле ( 7 .И),вызывает щ 
малыше напражения в сечении вала, I 

тягающие максимума на поверхне :ти вела;6лп« =  МУ^/, (7.18)|
Крутящий момент вызывают касательные напряжения, достигающие 1 

максищ'ма в точках контура сечедая = _ (7.19)'
Проведя в опасном сечении диаметр к.d в плоскости действия ср 

мерного иэгибаю(11вго момента, т .е .  параллельно Р , получим наибе- 
лее опасные точки на концах диаметра. &^делим в точке с/ эльчен-
таршй объем (рис. 7 .9 ) .

в У
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Рис. 7 ,9

По четырем его граням действуют касательнь'- 
напряжения ^ от крутящего момента, а по гра­
ням, совпада1ацим с поперечным сечением,действу* 
также иорыалыше напряжения от сушарного изб 
бающего момента. Следовательно, расчет в этом 
случае надо вести по эквивалентному напря.’кеин‘ 
му COCTOЯ̂ UlЮ.' б у  ^ .

76



0  и <3з , полученные по формуле (4 .3 )^ в  у с- 
Подстапив теории ( 7 . 3 ) ,получим

6з>
(7.гс)

выра«(ения (7.18^ “  ^ 21)
читывал (Ззл  -  -Vvr

^  \[ь^7а^5п1
б э а ’ = \\Л (7.22)

Алзлиойрул
да,»(улу

выражения (7 .2 1 ), (7 .2 2 ) ,можно записать расчетную

(7 .2 3 )б з
Ил
V се]

момент
■де

И з»

_ оквивалентннй (приведенный)
Мэ(? = / й ^ о / ? й Г ;а

■\V■ -  осевой момент сопротивления (ддя /руга = 0 ,1с(*).
Задача И  контрольных заданий [ I ]  предо, асляет общий случай 

¡ложного сопротивления бруса.
Первым этапом при решении задач такого тина является определе- 

ше внутренних силовых факторов с построением эпюр, как правило, 
(згибашцих к крутящих моментов, а иногда продольных и поперечшдх 
:ил.

В задаче № 14 изображена в аксонометрии ось ломаного стержня 
круглого поперечного сечения, располоиешшя в горизонтальной плос 
кости и имеющая прямые углы в точках Л и В (рис. 7 .1С а). Па с.тор- 
кень действует вертикальная нагрузка. Требуется:

построить отдельно (в аксонометрии) зпрры изг:'.бою;;1И7 и кру- 
тя1';их моментов;

установить опасное сечение и найти для него расчетш'й мо­
мент по_четвертой теории гфочности.

При построении эпюр удобно исггольэовать м /тод прохода от сво­
бодных концов стержня к узлу. 1)ри вычислении киутрешшх силовых 
* ров в характерньк точках (па границах участков) дтя наглпдно 

можно отбрасывать раг.с!;отреиные участк’.1, заменяя их действие 
Рассчатрнваемый участок си; 

законом переноса 
ки).

силами и парш.а: сил, определяемыми по 
сил в твердом теле (закона тсх^рстической мехами-
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для
ставленной но рис. 7, Юа,неоГ5ходимо пос?рокть 

. 2>в , в д . й затем ко участке ' АС , При 
эпю̂ Гь' на необходимости определять реакции в заи!емлен-
этом можно из у^сденно закреп-тяя в точке А стержень ЕА,строям 
ном сечении ^  „о„ентов М от равномерно распределенной нагруз- 
ЭПГ.РУ На участке ЕА возникает только поперечный
ки Я ^ '̂*'°'вагельно, = 0. Затем, закрепляя шсленно стержень 
изгиб. эпюру на участке 1)В (рис. 7. 10в) от сосре-
0 , Переходя к участку- АЙ^следует-ббратить вни-
доточенно  ̂ 0згибaíoциí1 момент а точке В пре,дыдуи1еро участка скру- 

стержень АВ л на всем участка возникает Нк = 1,51
чивяет  ̂ Кроме того, участок Д6 загружен поперечной сосредото-
^^нной^1вгрузкой Ч̂■, от которой на участке АВ возникает изгибас- 
дий момент (рис. /'.Юг) МНаиболее сложно представить схилу нагружения а точке А участ-

АС (рис. 7 .ЮД, е, ж). На рис. 7 . 10д показано действие отбро­
шенных участков 1)64 . Сушпрное действие р -дс отброшенных участ­
ков представлено ногр1уэкой в се'1ении А (узел А ). Изображая эпю­
ры М и Мк отдельных участков на оси рш<1ы, получаем отдельно эгпо- 
ры изгибаицих и крутящих моментов в аксонометрии (рис. 7.10 и,к) 
для стержня ломаного счертаиня. Из эпюр видно, что опасным сече­
нием является сечение С , где действуют изгибающий момент М <»
= 3,125<̂(* и крутпзцчй момент М< = . Расчьтнлй момент,опреде­
ленный по четвертей теории прочности,-будет , <

_11ргмер , . Построить эпюры М и 1'Ь. для схемы, изображенной на 
рис. 7.11 , по харэктерщвч точкам

7..<



Ремение. 1фи построении эпюры по характерный точкам отц^  ̂
"маршрут" в порядке возрастания номеров I ,  2 , 3 и т .д .(р и с .?  
Запишем значения вцутрешшх силовых факторов в точках (только *

).
Точка I .  М 0 ; Ил = 0.
Точка 2 . и  = -ff.(aHLf/2 = -  0 ,32 ; М« = 0.

М => 0 ; Мл S 0,32c^i^ (в  связи с поворотом
передается как крутящий про,

Точка 3.
бруса на участке 3 -4  М = 0 ,3 2  
часовой стрелки].

Точка 4 . М = - 0 , 8 ^ 1 ^ ;  = 0,32<^(^
Точна 5. /vt * 0 ; Мл -  0.
Точка б . м  = 0,8ij,L’̂  ; "  Мл »  0.
В точке 7 следует учесть скачок на эпюре изгибапцих моменто| 

из-за  того , что Мл на участке 3 -4  при переходе к направлению 
точки 7 и 8  будет изгибать брус, а изгибающий момент в точке 4 
дет передаваться на участок 7 -8  как скручивающий.

В точке 7. М = O.Scit.^- -  = Q,48-^1^; /*?< = “0 ,8«^ Р  .
В точке 8 . М .  -  0 ,8<^l-t2t- 0,64<^1^ ; Мл = -  0,8^1|
Строим эпюры,откладывая ординаты и соединяя их в соседних точ 

ках прямыми линиями. Только на участке с распределенной нагрузке! 
значения ординат ссединвем кривой, выпуклостью навстречу стрелка 
нагрузки (рис. 7 . I I  б , в ) .

Б задаче 15 контрольных заданий [ I  ] требуется рассчитать ы 
на совместное действие кручения с изгибом. В учебной литературе 
имеется большое количество примеров с подробным объяснением.

При решеши важно правильно определить направление и величина 
сил, действующих на вал, и построить эпюры изгибаю,цих ыоиентов ! 
горизонтальной и вертикальной плоскости.

Пример. Шкив с диаметром Di = 0 ,8  м (рис. 7 .12а) с углом накл1 

на ветвей ремня = 60° делает п =. 50G об/мин и передает мощ­
ность N = 00 кВт. Два других шкива имеют одинаковый диаметр D-.i • 
= 1 ,5  м и угол наклона ветвей с(х = 30°. Каждый передает ыощнос»! 
N /2 . Необходимо подобрать диаметр вала при Г01 = 80 МПа.

Решение. $. Моменты на шки;чах определяются через мощность;

М,

так как

N i3 0
“1 7 /Г * 'f 5С0 

N  ,/2.

| ,5 Я Й  к Н и ;  М2 М|/2 0,7Й-1 кНм,

ЙО
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Давление на вал ;  f^ = 3 i¿  ~3,ОЬкН.
Разлолив силы давления на составляпцие (гориэонтальнув и в«р^1 

вальчув)» строим эпюры изгнбвхшнх моментов от гориэонталышх и  ̂
тнкальта екл (рис. 7 .1 2 в ,г ) . Эпюру суимарных изгибающих хомант^ 
(рис. 7 .12д) строим, вычисляя ординаты в характерных точках по *. 
ХУ*» М =  /  -< Пг

При установлвю'п опасного сечения определяоцим является иэги^ 
щнй момент из эпюры суммарных моментов.

Расчетный момеьт по третьей теории прочности будет 
/^3 ^ ~ |Ап -<>’.28  лНм,I Ш.Ч ...... •)
по четвертой теорьг прочности -

^6,22  кИм.
Из условия прочности определяем диаметр валя ;
J ^ГWi ' зГ 1 Ж -'̂ ^  J _ n o
'' * у д а -  - / м Т ё -  - А

Глава 8. ОПРЕдаДЕКИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИИ В ЭЛЕМЕНТАХ 
КОНСТРУКЦИЙ

8 .1 . Дифференциальное уравнеЕша изогнутой
оси

В предыдущих главах основное внимание уделялось расчетам на цр| 
кость. Расчеты на хасткость при рветяхении и кручения были огран! 
ченнымя, вытекапциыи из зякона Гуке, для простых видев сопротввл* 
нш .

В связя с расоыотрениеы изгиба и сложных видов сопротивления 
возникает потребность рассматривать специальные методы определе­
ния перемещений. При изгибе балок -  это прогибы и углы поворота 
сечений.

фикция изменения положения центров тяжести поперечных сеченяй 
по отношению к недеформированкоцу состоянию как нулевоцу эначяни1 
называется уравнением изогнутой оси балки. Значение этой функции 
в кажд'ой точке вдоль оси балки называется прогибом. На опорах прО' 
гибы 1̂ левые, так как податливостью опор мы пренвбрегаем в нашке 
расчетах.

02



поворот* сечения в соответствуидей точке вдоль оси 
yJ.Jl0 l̂ иежду глевными цеитрильныии осями сечения до и

.L d Z

НА. Если У = ^ ( 2Х т о

¿ е

Рис. Ь.'С

t ^ d в ^ y ' = f ( z )

так мок

Д1Я мвяых деформв1и!й в рвссиатриваеиих талнических задачах 
(лияейм*^* проблемы механики) производная как тангенс угла наклона 
касательной к оси равна углу 9  а радианах. Из рис. 3 .2  сдвд>’9т , чтр

_  С _ и _ г ^  м и !
» 6 '= =  ~ 1  Е  >  > ' Л  ^

или _ _ Е ! _  (8. 1)
£3>. ■

Уравнение (8 .1 )  называется приближенным дифференциальным урав­
нением изогнутой оси Салки. Вывод его в учебной литературе полу­
чают из уравнений кривизны, но приведенный вьсае вывод нам предста­
вляется болоа простьа< и наглядным.

8 .2 . Универсальное уравнение изогнутой оси и 
метод ничальшдх параметров

Иэогн1'тая ось балки, из-за того, что эпюры изгнбаицих моментов 
опредслнстся различными уравнениями с конечными разрывами, прк 
двойном интегрировании выравнивевтся, принимает гладкий характер 
изменения, но пр>и этом на различных участках математические выра- 
вения остаются }>азличными. Говорят, что изогнутая ось описывается 
кусочно-гл.<дким,; функ1р1.чми иди конкретнее -  полиномами,

Клеби указал метод, который обеспечивает солр.яхвния лслииомов 
е выражениях изгибающих моментов на различных участках при интег­
рировании и поэволйот получить универсальное уравнение изогнутой 
Оси, Рекомендации 1(лебша сводятся к интегрированию боз рескрыгия 
скобок, а всем нагрузкам припиоывр.ется пдечо, в той числе и сосре-



доточекнш момектам -  плечо р нулевоп степени. Все распределенную 
нагрузки (рис. 8 .3 ) продояваютс« до сечения, а исчезновение той 
иди иной раелредеяенной нагрузки комлвнснруется введением новой, 
противоподожного направления.

Г|-т Т- -
} t t ̂ 1'

а _ I ♦ р 
------  ̂ 6 I

С ^

1, М  1 1 ч И Р

Рис. 8.3

ч-
с/_________ __ ___________ _ _ _  _

ЛТ = т ( г - а у  + Г ( г -Ь ) '
Интегрируя,получим

(г-УГ~ ( 8. 2 )

(8 .3 )

о в - [ ] ^ 2  ' - 3 ^ .

£ 7 у ^ Р ^ ч ~ Я ,

Постоянные интегрирования £ 7 6 . и б У /.. называьт начальными па­
раметрами. Оки представлягт собой угол поворота в начале координат 
и поогнО в начале координат, умксаенкые на £П - жесткость сече­
ния при изгибе. Универсальное уравнение представляет сумму полино­
мов, каждый из которых есть произведение нагрузки на двучлен в соот- 
ветствукдей степени, состоящий из координаты сечения минус расстоя­
ние до начала нагрузки.

Для прогибов моментам соответствует вторая степень, для сосредо­
точенных сил -  третья и для распределенных равномерно нагрузок -  чатвертак степень. Универсальное уравнение дает только эту инфор- 
ыацкл).

Следует иметь в в .ду , что может быть несколько моментов или ке 
быть совсем, также как сосредоточенных и 1)асг.ределенных нагрузок. 
Поэтому всегда подразумевается суммирование всех выражений от всех 
нагрузок, но только расположенных слева от сечения. Чтобы подчерк­
нуть йто, в практических раочр.тах, когда речь идет о конкретной за­
писи, в конце каждого участка ставят вертикальную черту и обооначп- 
ог участок римскими цифрами.

Определение начатьных пари.метров приводится в табл. 8 . 1 .

а А



Т а б л и ц а  Й.|

8 .3 . Энергетические методы опредеденил 
перемещений

Рассмотренный метод определения перемацекий (метод начальных ла- 
рвметров) доьсльно трудоемкий,и вряд ли его следует рекомендовать, 
когда требуется подсчитать перемещение в некоторых конкретных точ­
ках. Кроме того, он не универсален и уже в рамах практически не при 
меним. В бадках с переме»шоЙ жесткостью на разных участках он пос­
тоянно осло*Э1яется и труден даже для специнлистов.

Наиболее пригоден в этом случае энергетический сп о со о -и о -за  
его универсальности и простоты ьычисдений.

Знврг ’.тический способ определения перемещений основан на поня­
тиях виргтуальной (возможней) работы, работы на собственных переме­
щениях, Перехода работы внекишх сил в энергию упругой деформащ<и.

На линейных перемещениях соверивют работу внешние силы, на угло- 
внх -  внешние моменты. Учитывая, что для абсолютно упругого тела 
робота внешних сил переходит в энергию деформации н, наооирот.эне- 
ргия деформации при удалении внешних сил совершает работу, равную 
работе этих сил, запишем, поенебрегвп рассеянием энергии :

Эо
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4li йи /
jil!!
liliü

гл® А  -  работа зкешних сил; U  -  энергия деформации.
Отметим, что любая сила на своем (ею вызванном) перемешонми Q(, 

вергает работу, равн '̂ю пловяди треугольника при графическом ее 
изобралекии (рис. 0 .4 а ), но еоли веремацение вызвано другой скло|| 
(виртуальное или возможное), то работа первой силы на этом nepei,g_ 
«еж 4И будет равна гловади прямоугольника (рис. 8 .4 б ) ;

А б =  Fi A lk  ( 6 - о)

Из выражения (8 .5 )  видно, что 8 ;̂ 
можнал работа будет численно равна 
перемещению (прогибу) тогда, когда 
сила равна единице.

Рис. 6,4 “ “  В соответсгьйи с равенством (8 .4)
внутренние усилия совершают такую же работу, как и внешние. По это. 
му для отыскания переме(сения достаточно найти возможную работу 
упругой дофорнации. С этой целью раоскотрим балку, находящуюся по; 
действием нагрузки и единкиноЯ силы F = I (рис. В .5 ).

3 сечениях балки возникают нормальные кап- 
рчкенья (йц от нагрузки Ц, и (5( -  от силы 
F  = I.

По принципу незавиоимости действия сил 
можно записать, что напряжение на эле111е( мр- 
ной площадке равно

Л/t  у y  _ М<1 гМ:_
Ja ~ ■

A = U ,

All. Aix

iUL
L _____ i - L
J-LLitJ-iiРис, 8.5

6 '  = Ö.̂  , или G = - y  > (8.6)■.Дл Уа
где Мч -  изгибаиаий момент от нагрузки; Л(. -  иЭгибагщий мо­
мент от единичной силы.

Пренебрегая энергией деформации, наксплен.чой за счет касатель­
ных напряжений, определим ее при изгибе злсмектарного объема бал-

= ь и  с!\;.

Интегрируя это выражение по всему объему, получим полную энер­
гию упругой деформации;

■ ¿ / . ¿ / a v K

Ёь:рази»л полную энергию через иагибакхцие моменты от спешней и

8С



иной вз  ̂РЛ-зои :
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виражеии*- (Q■?) видно, что переый интеграл представляет со - 
рдуенциапькую энергки, накопденнуь в упругом ~еде под деИствн-?« 

°° ней нагрузки,« не зависит от действия единичной сиди.
интеграл представляет энергию упругой дарориаиии, маяоп-

кув в теле под действием единичной силы,и не зависит от нагруз- 
^  , Ьторой и;1теграл представляет энергию упругой деформации,

соотеегствуидую вооможной работе единичной силы на перемещении, 
вызванном внешней нагрузкой . Следовательно, руководствуясь ра­
венством (3 .4 )  й п])иьципии независимости действия сил, можно запи­

сать : ? ’  ̂  1 , А _  J л .)  -  А ( { Ли{,.

Таким образом, возможная работа ьнутреш1ил сил равна возможной 
работе внешксих, на перемеи1сниял, вызвенных внешними силаки. Пос­
ледний интеграл (8 . 8 ) называется интегралоы Йора (интегралом пере­
мещения).

Чтобы найти прогиб (угол поворота) сечения,ну.чно приложить еди- 
ничн>'Ю силу (момент) по напраалению искомого перемещения и соста­
вить выражения нзги0 а)ш|их моментов от заданной нагрузки и единич­
ных сил. Записав интеграл Мора, вычислить перемещение.

8 .4 . 11{.г<вило Ьерачагина

Ьерацагин предложил способ вычисления интегралов Кора по э 1!юрзм 
внутре1ших силовых факторов (способ перемножения зшир).

((усть на некотором участке эпюра -  криволинейная, а И » -  ли­
нейная (ряс. 8 . о) и подчиняется уравнению = Z  ¿доС .

Выделим элементарную полоску площадью с/оО. Интеграл Мора аьии-д = -- ¡Пс,Мс1г = ~ I г/оо(с/а) =
^  =

(8 .9 )

Таким образом, по лраяилу Верещагина интегрирование заменяется

3?
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оеремнояешеи одощади криволинейной 
эпюры на ординату линейной, взятую 
под цектрои тяжести криволинейной, 
Цроиз ведение 10Ус будет полохнтель« 
ным, когда (О л Ус расположены 
по ОДНУ сторону от базисной дига4и,1| 
отрицательным -  если они находятся 
по разные стороны от этой линии.

Пример Определить вертика­
льное, горизонтальное и угловое пе­
ремещения сечения А ломаного 
стержня, представленного на ри с.8 . 6 . 
Жесткость сечения вертикального и

I

а)

@ ®
И)

Рдс. 8 .6

д)

Решение, Строим эпюру изгибающих моментов от нагрузки (рис. 
6 . 6 б ) .  Для определения вертикального перемещения сечения выби­
раем вспомогательное состояние системы, представленное на рис. 
В,6 в.

Определяо« вертикальное перемещение по методу Жора, используя 
правило Верещагина; , < »

Так как обе эпюры расположены снизу, то результат перемножения 
берем со знаком плюс. Это означает, что точка А пера*ещается 
вниз, т .е ,  так, как направлена единичная вертикальная сила.

Для определения горизонтального леремещеняя точки А выбираем 
вспомогательное состояние с горизонтальной единичной силой, нап­
равленной влево,и строим эпюру моментов (рис. О .бг).
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ц^р&шожаем эпюры н и подучаем
А г  = 11/2) = П У 2^ 1

удьтат перемнодения эпюр положителен, так как паремноженимв 
зрюр»* располагаются на одной и той же стороне от баэисной линии 
(дкнял стержня).

Для определения углового переыедения выбираем еспом-'.гатпяыюв 
^др^ояиие системы и строим эпюру изгибагл;их моментов (рис. Ь .бд ). 
Перемножаем эпюры Мг и Мл.

0д =  ^/E■э(^n í ̂ tfl I 1) = З П У ^ М )

Результат перемножения эпюр положителен, так как псрвмножешшв 
эПЮР“  располагаются с одной стороны от оазисной линии. Следовате­
льно, сечение А поворачивается по часовой стрелке.

Пример . Найти осадку винтовой цилиндрической пружины 
(рис. 8 -7 ) с количеством витков п и средним диаметром пру*И1Ш 
2) из проволоки диаметром с/ . Модуль сдвига 6  , Считать пру- 

лину с малым шагоы, т .е .  влиянием изгиба пренебречь, и считать,что 
осадка обеспечивается скручиванием проволоки.

Решение. Под действием силы Е возни­
кает крутящий момент М«. » Г С / 2 , постоям- 

по всей длине 3  В п.
Под действием единичной силы Г • I 

возникает постоянный по всей длине кру­
тящий моывнт, равный !• 1) / 2 .

Осадка пружины
< /ЕЬг  ̂ П ’О У  iJ  УРОп

1 'ис .  8 . 7

2 2  ')
Найденное значение осадки .Л позво­

ляет рассмотреть задачу # 6  контрольная 
заданий [ I ] .

Ладача У 6  контрольных заданий [ I J ре­
шается ура1нениеы равновесия (сумма моментов всех сил относитель­
но неподвижной опоры) совместно с уравнением деформа1П»й (осадки) 

йружин, составленнш из геометрических соображений поворота 
жесткого элемента конструкции относительно неподвижной опоры 
(рис. й .и ).
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13сднча К- II имо1дв ьсого решается с использованием кытог.
рача Иора и способе Вервдагина (рис. 8 .9 ) . (<■= •/ •
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¡ис .  Г'.9

Глава 9 , СТАТИЧЕСКИ 1Ж0Г1Р1;:ДЕЛИ!гЪЕ СИСТ1МЫ 

9 .1 . Статическая неопределимость

К статически неоцредепиуьм стерлясвык системам относят конст­
рукции,дли 'которь'л нельзя составить достаточного количества неза* 
ъис’.'икх уравнений статики4 чтобы определить усилии связей внутргн' 
нкк (ойуслоглепных соединением элементог. конструк|.р!и) или »ней.- 
них (обусловленных закреплением конструкции;.

Разность между числом неизвестных усилий и числом независимы;' 
ур'авнсиий статики, которые можно составить при расчете конструК'
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£,рредедявт степень ее сгатической нсо(1редед|шостм.
*^'*Отелень отнтичоской неопрепедимости (У1 ), « и  трейуение число до- 
^д^^ительных уравнений к уравнениям равнэвеснч, »»одно получить, вь- 

ф(тал сушш спор;снх (Со ) и вцутреьнк* 1’ Сй ) евяаей число нгг»в- 
еясикю-' урайь'енмй рвЕНосесмл для одиа/’о злемеятд, уь-иоявниих- на ко- 
д,01всТЕО влвслен’Еоа ' D) i

ддя плоской сисгемн / / ■  ¿о с7в -  ; (У.1)
ддя пространственной сдсте»»ы П Сь - 6 й . (9 . 2 )

В формулы (.9.1) ы (9 .2 )  следует подстаидять энлчени* X) в пер- 
вув очередь, так как пи назначенному числу сге^>яней определяете« 

число лдутреннид связей для их соединений,
Шшример, дня сте}>жневйа схетеаи (рис. 9.1а)  в качестса стерла 

ней ыожип принять А1-В , йС , CD , , чУС . Количество игрихоа
в узлах 011ределяет число внутренних связей. Число опорных евязоП

обозначено цифрами

<&•

ЛГГГГ,

I)

Е (

Ьн:. 9.1

// =  е е /V - 3  3  ”  о . 
кохно принять в качестве стер- 

дней .4вС1)Ь ,  ̂О . Тогда 
/7 — 63  5 - 3 ¿’ — 3.

17ледоват ель нс, система пять раз 
статичеокн неопределима и тре- 
оуется составить пять дополни­
тельных уравнений к уравнеушям 
равноаесия.

9 .2 . Метод сил

Кьноодее раслростра.ченкыи методой раскрытии статической кеопре- 
далимостн является метод сил, в котором за неизвестные принимают­
ся усилия, эаменяюшие действие отброшенных "лишних" связей.

Условием для определения неизвестных сия «Ка. . ,  X., являет­
ся, как правило, отсутствие перемещений в направлении этих сил. 
Однако метод позволяет решать задачи и с ограничением серемечь- 
аий наличием зазоров и других устройстз, например, осадки опор.

Условие для определения неизвестных усилий запишется ;

А1 ( Уз, 4»^. Х ч ) -~0 5

Л¿ ( F ,  Х<, . . Хм) О ;
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Лз ( X«, Л'г, Хл . . . / / 1 )  -  О ;

Ли  ( У1, Хг, К I . . . Хп ) =  О, (9 .3 )
Чтобы вырожнить усжовив ( 9 .3 ) ,достаточно заданную систему заме­

нить зквмважентнов введением неизвестных сил по направлению лишних 
связей , Л/ Хм . При этом необходимо следить,чтобы ос­
новная система (система, получаемая из эквивалентной удалением 
всех известных и неизвестных нагрузок) была геометрически неизменя­
емой, т .е .  не допускала даже малейших перемещений без деформирова­
ния стержней. На рис. 9 .2а и рис. 9 .2б представлены эквивалентная 
и оеновняя снсташ  для заданной на оис. 9 .1 .

Чтобы решить систему уравне­
ний (9 .3 ) , необходимо:

построить эпюры от единич­
ных СИД по направлению лишних

оснобная
Система

связей в основной системе;
построить эпюру от нагру- 

^  ЭКИ и неизвестных сил, выражая
ординаты эпюр через нагрузку и 

Рис. 9 .2  неизвестные.
Тогда приведенные уравнения 

получаются при лвреынояения по Верещагину эпюр от нагрузки на каж~ 
д}'ю единичную, если результат перемножения приравнять нулю.

Однако построение эпюр от нагрузки и неизвестных сил может быть 
слишком громоздким, поэтому рекомендуется пользоваться принципом 
независимости действия сил, т .е .  построить эпюры от нагрузки и 
каждой неизвестной силы отде!:ьно м,пера1ножая на единичную,сло­
жить результаты. Из условия применимости принципа независимости 
действия сил следует:

А<(Х,) + Ai(xs) . +/)1(Хп; + = 0  ;

АН̂ 1) ->■ А2(Х2)-ьА2(хз)-^■ ■ ^А2{Хп)  +А&^ = 0 ;  

+Дз(X2)+/iз(xíзj^-• •+-А?('Хк.) + Дзг = 0 ;

Ап(XI) ■+ А п(Х2̂  *-Ап(Хз) *- ■ ■ з-А/̂ (Хп) *-А/''Р ~ и .

(9. 4)
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д*я расшифровки выражений необходкыо иметь эпюры от единичных 
емл» построенные по направлению лишних свяяей, и эпюры от нагрузки 
 ̂ каждой неизвестной силы, построенные в основной системе. Однако 

кырвжение можно преобразовать так, что число необходимых эпюр для 
расшифровки неизвестных сократится. В силу закона Гука для линейно- 
дёформируемш: систем перемещение по ¿-тому направлению, вызванио- 
^  нвнзвестнйЯ силой равно перемадению по направлению^вызьанмо 

К-той единичной силой, увелш!ениому в Хк (¡аз,
=Х,5 ’м  ̂ ^  ¿ ' ¡ г ,  тогда

-^-Хл^а + ■ - 
Х / &/  ^ХгЬ2г + Хл5-Ч г ■ 

X¿Ъ^¿ ■

Хп51п т  д (Р  —О 
> 5̂ 3 л т Д 2 Г = и ;

X.. Ь'з'1 + Л з г  "  О;
( 9 . Ы

Х/5я( *■ Хп Ьцл -^Апг = 0 .

В этом случае построения эпюр от неизвестных сил не требуется. 
Достаточно иметь эпюры от единичных сил по направлению неиэвеотша 
и от нагрузки в основной системе. 1!риводснг(вд системе линейных 
уравнений называется системсй канонических уравнений метода сил, 
Название "каноническое'говорит о том, что число неиэагстйш в сис­
теме (>авно числу уравнений системы. Иногда с этим названием езязм- 
вьют единообразие в записи системы уравноняй. Уравнения записываю­
тся по одному закону (канону).

Физический смисх кээффиииеит ов каноыических урввне1Шй метода 
СИД очевиден.

Грузовые коэффициенты представляют леремацения в основной сис­
теме Под нагрузкой.

Единичные коэффициенты представляют собой податливость системы 
По направлению первого индекса от сил в направлении второго индек­
се, или лчремацения по направлению первого индекса,вызвашому еди­
ничной СИГ)'й второго индекса.

Рассмотрим пример расчета плоской рамы (задача Ша, рис. 9 .3 ) .

4  Определяем степень статической неопределимости :

/1 т Г й  - =  5 + 6 '  -5-,-) = .2 .

93



(I)

^  Выбвраа! основнуо систему (рис. 9 .3 6 ).
Канонические урявнения метода сил имеют вид;

/  Х1 <̂( +■ Хг -*■ Л1Р =0;
"[ Х< /̂7 + Хг ?гг ♦■Дгр = 0 .

^  Строки э.'т&ры в основной системе (рис. 9 .3 в , г ,  д ) .
Обычно пппры в ссковной системе строят для единичных сия и нар. 

рувки по обдкм правклам построения эпюр в статически определимых 
системах (как правило, определяя реахцш в система отдельно от ках. 
дого видя нагрузки).

Находим кооффициенты канонических уравнений перемможекиом эпор 
по Верещагину:

Г ,  „  1 / ^ / / 2 у 2  \ <г/‘'

е5\^ г  2 3 2 ¿ ‘■е ^ г У ~  ¿Ей •

 ̂ / L í л  , / / ( ^ М  _  а л
= 2 ¿1  ^ )  -

/

¿‘,Ей

. ¿ т

о

« )

е ;
7 о,',

©

Ф ' «

1- ^ :?г  N

Р и с .  и . З



Подставляя найдбшше значения коэффициентов в систецу ( I )  

роДУ'̂ и*' Х г --=

или Х < — ~ 01̂ кН) Х^~5,6)сН.

Полная элвра изгибящих моментов иохет Смтв построена суммиро- 
ввниеи ординат грузовой агоры и ординат единичных эпвр, ум-
роиенных соответствемю на величину X* и Хг .

Эпюры Енутрешшх силовых факторов (рис. 9 . 3  е , я ,  и ), построен- 
цце МАЯ эквивалентной системы при ыайдешш значениях ж Хг 
(строятся в соответствии с правилами для статически определимых 
систем), являются искомыми эгшрзми дхя статически неопределимсй 
системы.

Р в с сы о т р и м  п л о с к о л р о с т р а н с т в е н н у ю  н е си м ы е г р к ч н у ю  с и с т е м у ,  т . е .  

п л о ск у ю  р а м у , з а г р у х е д щ у ю  сн л а ы и ,п е р п е и А н к у л .а р н м м к  к п л о с к о с т и  р а ­

мы ( р и с .  9 . 4 а ) .  6= 0,?»: ?=600И, 6=Р,^Е.

Решение, Степень статической неопределимости 
А  ¿а -  6' D =  ? +  2 Ь  - 6  3 ~ ^ .
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^  Калоиическое уравнение запишется 
Xi +Af P =0.

Вывираем осиовкус систему. С и ст«а  эквивадентная эадащ,д|̂  
представлена на рис. 9 .46 ,

Л»я опредаяения коэффициентов канонического уравнения отро^^ 
эпюры от заданной нагрузки (рис. У.4в, г )  и единичной нагруак* 
(рис. 9 .4 д ,е ) .

(Гн
. ч 4  lüSS"

^ i ‘* 0/ i,ii)

1 Ü ? ; i j o s ^ y  _ х ,  =  о ,ъ г5 ^ н .
ЕЭ

Строим окончательные эпюры М и (рис. 9 .4 х , и ).

9.3.Исполъзовэ1<>ш симыетрии и кососиыметрин 
при выборе основной системы

Система называется симметричной, если существует такое сечение, 
при котором часть системы совпадает с зеркальным отображенис?м вто­
рой ее части относительно этого сечения,и кососим)«етричиой,есохК 
система обладает центральной симметрией (рис. 9 .5 ) .

Рекоменда'дии сводятся к тому, чтобы за 
яш 1ше неизвестные принимались внутренние 
силы в поперечных сечениях,содержащих ось 
симметрии. Например, в плоскопространствен' 
ной системе (задача 186 контрольных зада­
ний (^1]) использование симметрии приводит 
к тому, что для раскрытия статической не­
определимости приходится решать одно урав­
нение с одним неизвестным, несмотря на тз. 
что степень статической неопределимости

щт

-J
а)  5 j

Рис. 9.5
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Сделан разрез по оси симметрии,строим груаовие эпюры М г Ик 
(рис. 9 .6 6 , в ) . Грузовая эпюра изгнбащего момента сшлметрична, а 
крутящего -  кососимметрична.

От едишгчного силового фактора Л| я I , Мк ■ кососюлютрична 
(ркс. 9.6г ) и определяет грузовой кооффИ1Д'ент А|я,

Перемножением эпюр по Верещагину находим :
= ^ ( ' 1-0 + 2 1  0 2 .

Побочные коэффициенты н т .д . равны 0 , o^¿ «  о ,  так
как,эп\5ра Ихг. -  кососммметриина (рис. 9 .6 д ) , а ¡̂ lx̂  -  симчетрич- 
«а (рис. 9 . 6 г ) .

Следовательно, грузовой и побочный коэ([х|«цие1гты , 5^12 рай- 
нулю, поскольку вычисляются как произведение кососигяметричной
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aiiupu на cKWM6i'pH4Hyr. Кроме того , участка, испыт'ываицие изгиб 
кручение от единичных эрюр,нв совпадают, т .е .  под эпюрами «yxcg^ 
ординаты. Ь СИДУ указанных пр.-чин равны нулю грузовой коэффициент 

Азг и побочный hti от (юлеречиой сивы Ху в вертикальней 
пяэскости (рис. 9 .б е ) .

Поперечная сила иэгибваций момент Х5* и продольная силе 
Хе в горизонтальной плоскости (рис. 9.6к^ вызывают появление иа- 
гибвющ^и иоиентов только в горизонтальной плоскости, поэтому под 
гдгэоьой эпюрой и первой единичной будут нулевые ординаты > 5/у „ 
а 0; B i s  » 0 ;  B i t  * 0 ;  В ч р  = 0; h s F  =0^ S c f — 0 .

Поэтому Xr находится из решения уравнения
Ъ ц  +  £ i i f  — О .

Вое остальные неизвестные равны нулю.
В задаче > 18 контрольных заданий { ! ]  требуется раскрыть стати­

ческую неопределимость системы и построить эпюры внутренних сило­
вых факторов. Схемы IX и X (рис. 24а [ I ] )  при выборе основной 
састемы позволяют использование снмметрин. Легко подсчитать, что 
етепаш. статической неопределимости равна двум для cxeiui IX (рко, 
9 .7 а ! н трем -  для схемы X (рис. 9 .8 а ) . Ирл этом речь идет о гчут- ренней статической цеопределш.юсти замкнутого контура рам.

По внешним связям ( С -  » 3 )  обе системы статически определимы. 
Каждый плоский замкнутый контур трижды статически неопределим, а 
шарнир снижает-степень статической ноопределимости на единицу.

В схеме IX за лишние неизБветные следует принять поперечную и 
продольную силы в шарнире ( Xi и ) ,  разрезав систему по шарни­
ру (рис. 9 .7 6 ) . В схеме X за лишние неизвестные приичшаются попе­
речная, продольная силы и момент по оси симметрии Xi , Хв >
(рис. 9 .8 6 ) .

Что же дает использование симметрии? Введенные в сечение силы 
Хг и Хл (рис. 9 .7 6 , 9 .8 б ) так*е_ симметричны, таи как представ­

ляют собой зеркальное отражение относительно оси симметрии.
При зеркальном отображении относительно оси симметрии силовой 

фактор X i отличается направлением и относится к кососимметричныи 
скловьаи факторам.

Установлано правило, что при симметричной наг'рузке в симметрич­
ной системе кососичметричный силовой фактор равен нулю. В данном



Ni

TTT.fTfa|

♦ n

TTTTT

Us

^ 1

•îvi

>c as

—cÎT*

r r r r m  _ Т Г П Т П

M

i T v i r m
o|

M

X
t  -  
+  K

•4-
><

f <4

tft
X

№i  L\i l * "ПШЕ Ш Ш . ' t

w

K ^  Il^  rr¡
^  X

ft>

4ÇM
лГ̂
"ô
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случае (рис, 9 ,? б ,  9 .8 6 ) X/ »  О, а при аыборе другой основноц 
системы,воэшожно, придется решать все уравьеяия и вычислять
коэффициенты.

6  excite X (рис 9 .6 а ) из сошражеиий симыатрии относительно 
ризонтальной оси П-П ыояно сразу определить аеличину Х г  
"  < ^ ^ / 2  ) ,  т .к . продолыше силы, возникак(аие я верхнее и ннжц&н
стержшас,одинаковы и равны с{,Ь/2 . Тогда придется решать тслщо 
одно уравнение с одшш неизвистнш«:

Хл -*■ А щ  ~О . ( [ )
Для определения копффициентов канонического уравнения ( ] )  

требуется построить две злгры:
от заданной вне1лней нагрузки -  грузовуи энвру (рис. 9 .Ь г); 
от единичной силы Р = I -  единичнуту злюру (рис. 9 .8 в ).

Коэффициенты уразнения ( I )  будут

«'С.

3Í .  / j  ( I и  ,  /, М ) г  -

A j í — ¿ ( í j - | м р  — X ¡ =

£J
¿ _ _  V _ _  ^

6 £ 7 ' гЧз 12(Ьт1)

После определения Хг строится суммарная эпора М (рис. 
9 .8 л ). Схема X (ркс. 9 .8а) имеот дче оси симметрии (1 ,П ). Внеш­
ние (опорные) связи вдесь чисто формальны и во внимание могут не 
приниматься . Бозникахчцие в них реакции имеют целевые значения. 
Схема IX (рис. 9 .7 а ) имеет толь.ко одну ось сииыетрии 1 -1 , т .к . 
при проведении пторой (горизонтальной) оси обнаруаивается наруше­
ние симметрии из-за наличия шарнира в верхнем стержне прямоугольно­
го контура.

Для Слй1.;и IX Х< =■ О (т .к . это кососимметричный силовой фактор'. 
Каноническое уравнение запишется:

Ха Зга т- Л2 <̂ = 0 .
)дя определения коэффициентов дгг  и требуется построить
две эпюры:

от заданной внешней нагрузки -  грузовую эпюру (рис. 9 ,? г ) ;
1Т единичной силы Хй = I -  единичную эпюру (рие. 9 .7 е ) ,  

Вычисляем козф1'10шо1П'П:

г г „ . . ¿ ( - А г / , А (

11)0



1̂Й2 <; = 0 ( 2  3 ^   ̂  ̂ £. ^^J ЕЭ\ ^ 2  Л

После определения Х г отроится с,” »«арная эпюра (рис. 9 .7  ж), 
определения максимальной ординаты эпюры М необходимо постро* 

кть эпюру поперечных сил О. .
Положение максимума на эпюре М и величина момента должны ока­

заться равными значениям,приведенным на рис. 9.7ж.
Основную систбв^ для схемы IX можно также выбрать, врезав в ииж- 

ТИ1Й стержень шарнир (рис. 9 .9 ) . ')  неизвестные в этом случав
принимается момент ^Единичная эпюра 
будет похож« на эпюру Мг (рис. 9 .7 е ) ,  
только отмеченные ординаты будут равны
1. А грузовая эпюра будет симметричной 
по отношению к вертикальной и горизон­
тальной осям к будет отличаться от 

Рис. 9 .9  эпюры Г1<р (рис. 9 .8 е )  только энакоы.

Хз
т /777?

9 .4 . Неразроэные балки

Неразреэнюш называются многопролетные балки, без промежуточных 
шарниров (рис. 9 .1 0 а ).

Если статически неопределимая система представлена многопролет­
ной нервзреэной балкой, то выбор в качестве основной систеыы балки 
с шарнирами, врезанными на промежуточных опорах (рис. 9 .106 ), позво­
ляет не только упростить вычисления за счет обращения в нуль цело­
го ряда побочных коэффициентов, но и обойтись без построения эпюр 
от единичных сил.

На рис. 9 .10в , г ,  д , е представлены эпюры, определяющие коэффи­
циенты -г о  уравнения метода сил (9 .6 ) . ’

Из эпюр видно, что в каждой строке имеется не ¿олее двух побоч­
ных коэффициентов,отличных от нуля,и,вместе с главными и грузовыми, 
не более четырех -  определяюйих уравнение системы.
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^ я с л и в  коэффициенты по методу сил

[¿/1/1 = з е з 6ЕЭг-у + >
/ »  ■ 

6 £ J  ’

л — ̂  {и}п-1 ' С1п-< , и)п ёц \

и подставив в уравнение ( 9 .6 ) ,  
получим уравнение,которое называют уравнением трех моментов :

Д//,.//л-г ^ ■ ¿ Д , ( 9. 7)' ' '  ¿Л

г^е Х'«.< =Мпч , Уп  ̂ Мп , Ул+г ^Мп*1 , с  формальной заменой 
обозначений переменных-

Уравнение трех моментов устанавливает связь между тремя последи 
ватеяьными опорными моментами в двух смежных прояэгах неразрезиой 
балки.

Уравнение (9 .7 )  можно та1сже записать в следующем виде :

Ма 1а 2Е/ср(1л -(-1п)->'Мп1п =  -  9* ~ ^ )< ) (5.8)

где Мц , Мер , Мп -  изгибающие моменты на левой, средней и 
правой опорах; 1а % 1п -  левый и правый пролеты; $л , Sn 
-  статические ыоменты площади эпюры изгибающих моыеытов, построен^ 
ных от нагрузки в пролетах балки с врезанными шарнирахш на опорах, 
относительно крайних опор пролетев (левой и правой).

В задаче 10 контрольных заданий [ I ]  для балки, изображенной на 
рис. 9 .1 1 ,требуется:

найти изгибаюпдай момент на левой опоре (в долях 
построить эпюры и М;
построить эпюру прогибов, вычислив три ординаты в пролета и 

две -  на консоли.
Решение. 11ри решении задачи довольно часто выбирают нероциональ 

1шй метод раскрытия статической неопределимости.
Задача проще всего решается с использованием уравнения трех мо • 

|||ентов.
Применительно к балкам с заделкой уравнение 3 -х  моментов запи­

сывается с введением нулеього пролега ( 1о -  0 ) вместо защемления 
(рис. 9 .П 6 ) .

После определения опорного момента М, вместо заделки достаточ ­
но изобразить парнирно •неподвижную опору с приложенным опорнзе» мо-
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рнтом • Такая статически неопределимая система (рис. 9 .П в )  
будет эквивалентна заданной схеме.

Определяя реакции опор обычным способом и построив эпюры &
 ̂ /V) ДЛЯ эквивалентной системы, получаем соотввтству»*цие эпю­

ры для заданной статически неопределимой системы (рис. 9 .П г ,д ) .
Раскрытие статической неопределимости по методу сил мояно вы­

полнить, приняв за "лишнюю" неизвестную Лг реая1р«ю подвижной 
опоры (рис. 9 .126) иди реактивный момент в заделке (рис. 9 . 1.211) . в 
дгом случае каноническое уравнение метода сил

коэффициенты которого определяются перемножением .эпюр по Верацаги- 
ну-

Раскрытие статической неопределимости возможно также совиестнш  
решением уравнения статики с  уравнением, выражающим ограничение 
перемещения обусловленного дополнительной связью.

Для вычисления перемещений воспольэуенся уравнением метода на­
чальных параметров, которое.для данной балки запишется в следующем

I ^
Если выбрать основную систему в виде сво одно лежащей на двух 

опорах балки (рис. 9 .1 3 6 ), то в условии ( I )  EJ<̂ ,. »  0,а
и находится из условия равенства нулю прогиба на опоре в  {г=г 1) ,

Ед%  '-=(/ -+■ (,))
Полагая, что Вс * О (как суммарный угол поворота на левой опоре от 
заданной нагрузки и от опорного момента). [Ьлучаем уравнение 1у1я 
определения неизвестных реакций Уа к М* (рис. 9.136);

О ^ М а Е/2 +  V^LV€ ~%1У2Ч.  (0)
Решая уравнение ( 3 )  совместно с  уравнением статики2/1А«' 0^полу­
чим искомые неизвестные:

Уд (5
2  6 2^ О

Мд * ~ 0 ^ 5 ч =  0 ;

Ч а -  -  I I ; Уа =-- II, 3^ 5 I

(4)
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Зс^сисав уравне11ие отатиаи в ьиде суммы моментов всех сил отцо, 
ситадьно опоры б  и уравнение метода нвчольных параметров, выра. 
жаыдее ту мысль, что прогиб на опоре в  равен нулю при начальны (̂ 
параметрах Н3</с * О и Е Эво» О, получаем систему уравнений (4 ) .

Кедостатхом этого подхода квпается необходимость решения еиоте~ 
мы двух уравнений с двумя неизвестными,в то время ках по методу 
сил и с использованиал уравнения трех моментов роз1аетсл одно урав­
нение.

Для определения прогибов и построения изогнутой оси балки испо­
льзуется уравнение ( I ) .  Начальные параметры: ЕОуо = О , >
в 0  ̂• V

С ' 1 . ,  о ,о ? .5 < 1 1 ‘̂ г ^  , ^  я и ~ 1 У  \
—  ^ ^ ^ ^ ¿4  Г

Для вычисдеикя прогибов в пролете вместо Z  подставляем коор- 
динату сечения в выражение .для 1-г о  участка, а для определения про­
гиба на консоли -  в выражение для всей бэл}ш.

При Z  = 0,251

EOj,
(z=o,tsi)

о. 026'̂ il4o, 2i0^ 0,325ч1 (o,2Si)^ Я ( О. ^^ 0  "
^  ¿ 4  -

аг -  UtiOPSf̂ l “'+0, tfOOSl/Qi "*-0,000/6fl“* =  - о, OOOfOfl

Эпира йзгибаших моментов определяет характер кривизны изогну­
той оси балки. На тех участках, где ординаты эпюры моментов распо­
ложены под осью, кривая изогнутой оси направлена выпуклостью вверх 
(рис. 9 . Н е ) .  Б нулевых точках эпюры моментов наблюдается измене­
ние кривизны деформировшшой оси балки.

Глава 10. ПРОДОЛЬНЫЙ И ПРОДОЛЬНО-ШПЁРЕ'Ш® ИЗГИБ 

Ю Л . Общие сведения

Изгиб, при котором прогибы нарастают не только от поперечной 
нагрузки,но и от продольной (сжимающей) силы,называют продольно­
поперечным, а возможный изгиб только от продольных сжимающих сил -
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ррддодьным изгибом*
Расчет на пре,ч>’првжденио иэгибя в сжатых элементах конструк|дии 

называют расчетом на устойчивость. Ьри этом полагается наличие 
дсрогового состояния между устойчивым (состоянием сжатия без выпу- 
адчвания стержней) и неустойчивым (состоянием продольного изгиба), 
когда деформадаи изгиба внезапно возникают и нарастают вплоть до 
разрушения.

Таким пороговым состоянием япяяется состояние безразличного рав- 
новесия, когда одновременно может существовать множество фода стер­
жня с изогну’той осью и возможно состояние ]!ерЕоначальной прямоли­
нейности.

Сжимающая нагрузка, вызывающая состояние безраоличного равнове­
сия, называется критической.

10.^. Формула Эйлера для критической 
силы

Начале теоретического определения критических нагрузок положе­
но Л.Эйлером, который составил и решил задачу определения критиче­
ской силы Гкр для стойки с шарнирно опертыми концами (рис. 1 0 . 1 ),

1кр

В произвольном сечении

>г М

(Ю Л )

( I 0 . Í )

уравнение

щ  у дают систему paspesjauw  уравнеш1й,
из которых пелучии .пдффорвнциельное

£ 7 0  *  - я (lO .lU

Для решения уравнения (1 0 .3 ) составим характеристическое уравне­
ние Ряр =, о ,  корни которого Г/̂ и =  i  ±  KÍ.

Ток как корни чисто мнимые, то решение дифференциального урввнв-
кия (1 0 .5 ) запииется: ^ о •

^  *  (С у CeS и г  ■*- Ci- 6>ntc2.

Ид граничных условий (рис. 1 0 . 1 ) 
при Z  в О у  ~ а и С’у » О ; 
при Z - i  У  ^  Q У ‘ > *■
где уТ » 1, 2 , 3 и т .д .

О, или » п.Ъ
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Тогда ■ y - ^ L ^ n T  и ---------- , (1 0 .4 )
где О -  количество лодувсдн сицусоиды,по которой должна изги~ 

баться ось бруса.
Часто вводят величицу , называемую коэффициентом при~

ведения длины, ^  -  величина,обратная количеству полуволн сикусои- 
ды, укладывающихся на деформируемой (сжатой) длине стойки. Тогда 
форцула Эйлера (1 0 .4 ) приобретает вид

(1 0 .5 )

Если считать, что при критической нагрузке возможна и прямоли­
нейная о сь , то ( З ^ ы/А И; ^  .. 0^п.„

в .хр
Î Î L

(CL)^ А

(10.6 )

где j l  -  гибкость стойки, ^ )^ * Lmtn (1 0 .7 )

величина Л введена Ясинским при исследовании пределов применимос­
ти формулы Эйлера.

10 .3 . феделн применимости формулы Эйлера

Если построить график (5к/>= , то формула Эйлера в декар­
товых координатах изображается гиперболой второго порядка (р и с .1 0 .2 ).

Рис. 10.2

Однако совершенно оче­
видно , что график Ôi(/> по 
Эйлеру для малых гибкос­
тей не годится для прак­
тических расчетов, так 
как условие при => О 
S»/i => о о  говорит то­
лько о том, что имеются 
такие стойки, которые не 
теряют устойчивость вплоть 
до наступления предела 
прочности или общего 
пластического деформиро-
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рапия дня иластичнш материалов. Поэтому график ( I )  на рис. 10.2 
следует ограничить по напряжениям сверху если ^ <-Я^,

формула Эйлера для З кр  содержит модуль продольной упругости 
р справедлива до тех пор^рока ^  =ía^Jsi^ т .е .  ограничена сверху 
пределом пропорциональности. Иногда, если этой характеристики нет, 
ев можно заменить близкой (пределом текучести -  0 >г ) и иэО»^по 

^Эйлеру найти

~  V б Г -
Для высокоуглеродистых сталей замена предела пропорциональности 

Пределом текучести менее существенна и практически незаметна.
Между первой областью где стойки не теряют устойчивос­

ти,и третьей (Ш) Д ^ г д е  критические напряжения овроделяютоя 
по формуле Эйлера, расположена вторая область (1 ) ,  в которой поте­
ря устойчивости имеет место, но для определения формула
Эйлера неприменима 
прямой

б к р  =  а  -

От точки 

■

в

до Я» график дополняют

(1 0 .9 )

где параметры а  и о  определяются условием 1фОхождвния че­
рез точки ^ и или квадратной параболой 

б к р  =

где параметры а  , в  и С 
ния через точки А  , в  , С 
опускают 0 ,9 5 (Зб.

аи .Э й )

определяются условием прохожде- 
. Ц?и этом точку А слегка

10 .4 . Расчеты по коэффициенту

Имея график зависимости (Зкр можно получить график до­
пускаемых напряжений уменьшением критических напряжений (рис. 10.3). 
Однако, введение постоянного коэффициента запаса устойчивости ,'для 
всего диапазона стоек не рационально из-за того , что в области I 
коэффициент запаса Лу раген коэффициенту запаса прочности Пц цб 
пределу прочности:

L ^ lt^ > бg /íбJ , а íQ h 6g / [n ¿]--б i/ ltг^ '¡'-  }

109



дoJiжнo получаться основным т.е, додуо1саемш напряжением не 
сжатие. Нйп|Ш1вр, для стали Ст. 3 Ори = 460 ГИПа; 6^ = 240 Мгг 
£о.З 160 ШТо; = 3; САг̂ З  ̂ 1,5.

Б области больаой гибкости, вслед<!1'Вио большой точности фopдyĴ Ĵ 
Эйлера, нецелесообразно принимать Сп̂ .1 > 2.

Если иострсить график Сб' = /  (Л ), то в Оамлерных координатах 
( [ ( } ]  = I .  рис. 10 .3 ) получим кривую {р  ̂ /  (А ), где 
коэффициент продольного изгиба, назинээмый в машиностроении коаф;- 
фициентом угленьшения осцовног'о допускаемого напряжения.

Зависимость ip ■- J  (Д) яротабулшрована (составлены Tadjuuuí). 
Если гибкость оказалась больше, чем отмечена в таблице, например, 
для стали Ст. 3 Л> 200, то говорят о неприемлемой гибгюсти (сли­
шком гибкая) конструшцш, целесообразность которой требует дополни­
тельного обоснования.

В расчетах но коэффициенту tp часто прибегают к удобному в прак­
тике условию проверки

0,95 fe
А

- 4  I .Ü b f e j . (К ) .  10)
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руй продел называют желательным, я пряной -  обязетальным. Доотопн- 
ро условия ( 1 0 . 1 0 ) в постоянстве пределов, выраженных через ос~ 
виов додусгаэмое напряжение. Вырежение P/^fA т  имеет фнэическо- 

смысла,так как должно стоять при С ^ ]  в условии (10 .1Р ).
■да это условие ограничивает напряжения (̂ зг. ~  величиной до- 

екаемнх на устойчивость ^
Пример I .  В задаче ® 17 контрольных заданий ^1]. Стельной стер­

нь (рис. 10 .4 ) длиной ¿ = 2 ,8  м сжимается силой «  300 кН. 
.ребуется : 1 ) найти размеры поперечного сечеиия при допускаемом 
ияяряжешш на простое сжатие ¿^7  =■ 160 УПа (расчет производить 
последовательными приближениями, предварительно задавшись коэффи­

циентом </̂ = 0 ,^>); 2 ) найти критиче­
скую силу и коэффициент запаса устойчи­
вости.

При решении задачи 1> Г / вначале не­
обходимо выразить величин}' олодадн се ­
чения м минниольного реднуса инерция 
сечения через характерный параметр 
( ^  или л  ) .

Плфцадь сечения
А =  4(^2 ,  JrcfVч =•■ 4  2 1 5  с1̂ .

Момент инерции
Ох -  Оз ~(Р. с{ У /2  )-{^е1  ч ) = /.254*/''.
/Зж/А — ¿7,йЗа'.

Ьадаемся 
тойчивости

А  »  Г/ч>[&] =  ЗаО -ш У0,5 1€010^ ==3?,5'чО ‘'

Определяем (Ц = 4  ~3,

Гиокость —  €5.

% и ^  = 30 —*• =• 0 , 8 6  (по \2̂ , ['ЗЗ )
^  -  70 - p̂  ̂ 0 ,8 1 .

Значение lf далеко от принятого «  0 ,5 , поатощу расчет сле­
дует повторить при Ц*, ■ ^2х?_±..9х§4 „  0 6̂ 7 ^

А 2

Принимаем адя второй попытки = 0,7.

Радкуо инертщи 1х-1^
я 0 ,5  я ояредаляэм длошадь сечения иэ условия у е -

Ш



А  ?
зои . , / Ж а '

д а ]  0,7160,
¿'/И/,. = ¿/,е^с( =182с,>,: ^  ^0 ,32 ,610^ / 1^ 82  = ? ? .

Ирм ^ -  70 ср «  0,81 и лри J  в 80 (f = 0 ,7 5 .

При ,р ^ ^ ^ iiJ _l^ !i^ (sD -??)  = 0 ,7 6 6 .

Проводим проверку: f/^f/\^зa0l0/0,76í26,8•Ш ~^ =0/5,7/0̂ ’Пс/_

Недогрузка У̂, =  8 ,9 К  . в соответствии о ус­
ловна« ( 1 0 . 1 Л  необходимо повторить расчет, т .к  сечение будет не­
экономично. 0 7  0 / 6 8

Принимаем </’ =  ---------------- =  0 ,7 5 .

^А\:<2\= 500 ю У о ,7 5 16010^ = 2 5 / 0  ' ' /  -*  =2,79сг^,.

1тш = 0 ,6 3 4  = / 6 см ; Л = 0 ,5 2 ,8  Ш ^ / 1 ,76 = 73 ,5  - *  = 0,75 .

р/рА  = 3 0 0  /05/0,7.5-2510-'* =16/чО^ Па.

(Сжимающее напряжение в стойке при А  ̂ 25-10”^ м  ̂
б  =  Р/А  = 3 0 0  1 0 / 2 5 'Ю -‘' ^  12010^Па *  120 МПа.

Для стали 3 при гибкости Ь < 100 критические напряжения опре­
деляют по формуле Ясинского: ~ а - 6А  =
3 1 0 - 7 9 /  = 219МПа,

Запас устойчивости Пз -  (Зкр/б5 = 2 1 9 / 1 2 0  —1,82.,
Пример 2. Для стойки,показанной на рис. 1 0 .5 ,произвести рас­

чет лоперечноги сечения по условию предыдущего примера.
С я 2,8 м  ;

160 МПа ; Г = 300 кН ' 
Площадь сечения А = 3,215 /  
Момент инерции Лл » » 1,284 ДТ
Радиус инерции 1.x я = 0 ,6 3 с].

Решение. Для заданной стойки коэф­
фициент приведения длины ^  = I ,  Что­
бы установить величин '̂ коэффициента
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коэффициента приведения длины,необходимо представить себе изогну­
т о  ось стойки,удовлетворяюшую условиям ее закрепления, предпола­
гая, что изогнутая ось -  синусоида, и подсчитать количество полу­
волн синусоиды на длине I . Величине,ибратная количеству полу­
волн синусоиды,представляет собой коэффициент приведения длины.
Так как расстояния между опорами обозначены через I , то неза­
висимо от числа промежуточных опор на длине L будет укладывать­
ся одна полуволна синусоиды и = I .  В случав,когда общая длина 
стойки обозначена через I , на этой ддине расположится
/ 1 - 1  полуволн синусоиды, где П -  число опор. Тогда ’=^i/('n-^).

Задаемся = 0 ,5 .
Определяем площадь сечения из условия устойчивости ;

^ Р Л = 300  =  37, 5' 10'^ ,1 ^

с{ = ^к/з,2\5  = ^УР,5/3,2\^ = 3 ,^ 2 с » ;  1,1,,» = й , ( - з И ,2, >5гм.

Гибкость .А — 1 1 0 / 2 , 1 5 ^  ^52,

Для второй попытки =  (<7,3'*- 0,^)/'2  = 11,^6'.

Требуемая площадь

-------- д = М :̂ 3 ,0  Ш ,  ̂ г , 7.1 см.
0 .4 5 -1 6 0 - к г

Гибкость ^  = 42к.

1  = \20) <f=ír,<^S; Л=1Ьо ■^^p=^0, î0, }  = - » < / ’ - ¿ ' < 3 .

Проводим проверку: 'р/'рА=30и1и/^,Н3 711,?-Ш'‘*=1Ь2^Ъ'111^Пп

Перегрузка /Оо‘Х, — 4 2 Z  < З Уг.
/60

Следовательно, сечение выбрано удачно.
Так как гибкость _А = 124 >  1 0 0 , для опргтвления критической 
силы применима формула Зйдора ;

Г . . -
7 ¡^£X ,.„ 3,/4^-2/О^'/О^ Г21< 4 ш -4

Коэффициент запаса

 ̂ •--- Ó 30/JÜ Ü  = / Р6.

■~0'Зи/(г/7
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10 .5 . Продольно-полербчный изгио

Задача продольно-попераадого изгиба (рис. 10 .6 ) огличастоя о» 
решашой в 1 0 . Ü тем, что а уравнеши ( 1 0 . 1 ) имеется дополнитедв^
мое слагаемое; .Л7 “  - l-icp у  + М п,

(10.11)

где Мп -  изгибающий момент от попе­
речной нагрузки, что приводит к диффе­
ренциальному уравнению с правой частью

-Точное решение уравнения требует 
отнскания частного решения дифферен!Д!- 

ального уравнения в соответствии с правой частью. Это трудоемко и 
практически неприемлемо. Существует целый ряд приближенных решений, 
определяющих п У при продольно-поперечном изгибе, иредлагае- 
мое решение перекликается о решением в [ 3] ,  однако разрешающее 
уравнение /*J/y ^ /У„ (10 .13 )
записывается сразу до гипотетических предположений деформации по 
синусоидам.

Решая (1 0 .13 ) совместно с уравнением равновесия (10 ,11)
М
а

Мл , 
Зп ’ получим

М  ~ ~  Ftc^y г Л7л ,

Если допустить, что

Л5,
У =

М„Уп
F]ft ~ Ftj> Уп

'9',Г
то решение соотьетствует приведенному

yV =  » (10 .15 )

где = f ^ ¿ j 2 •
Приведенная в этом разделе информация

в [3 ]  и

У -
У.Г

F /f 3  '

(10 .14 )

(10 .16 )

позволяет не только ре­
шать задачи яри продольно-поперечном изх'ибе без подсчета , но 
и иметь тестовую опенку для Fз (1 0 ,1 4 ), лоле.эную для стоек состав­
ных сечений переменной жесткости.



Глава И . ДИНАМИ'ЕСКОЕ ИМ'РУШ-ШЕ

I I . I .  Общие сведения

Ранее во всех случаях нагружения предполагался только статиче­
ский характер внешнего воздействия,при котором нагрузки росли от 
нуля до конечного значения медленно, не вызывая ускорений в эя ш е - 
нтах машин и сооружений. Часто, особенно в машиностроении, взаимо­
действию элементов маи1ин или механизмов сопутствуют ускорения и 
связанные с ними силы инерции, вызывающие дополнителыме напряже­
ния и деформации. Иног.ца эти дополнительные напряжения мш’ут даже 
превышать напряжения от основных сил.

На практике влияние динамической нагрузки, как правило, учиты­
вается с помощью так называеслого динамического коэффициента Л"? , 
Ири известной величине динамического коэффициента динамический 
расчет можно заменить статическим, увеличив статическую нагрузку 
в «а  Fg - F e n c 'd ,  ( l i . I )

Динамический коэффициент во многих случаях определяют теорети­
чески и в сложных случаях -  экспериментально.

П .2 .  Учет сил инерции

Если ускорение по,вдается учету с помощью законов механики, то 
расчет при динамическом нагружении сводят к обычному (статиче­
скому), используя принцип Далекбера. Согласно этому принципу, 
всякое движущееся тело может рассматриваться в состоянии мгновенно­
го равновесия, соли к действукцим внешним силам добавить силы ине­
рции, каправленные в сторону, противоположную ускорению.

Пример. 1)усть груз весом &  поднимается вверх с ускорением О 
(рис. 1 2 .1 ). Определить напряжения в тросе, пренебрегая его весом.

Решение. Если Груз неподвижен, то s произ­
вольном сечении I возникает статическое уси ­
лие, определяемое из условия равновесия нкж- 

: |1 n | ней отсеченной части v -  О .
При подыэде груаа с ускорением а  , прилс- 

^  жив к н<лу силу инерции Fa -т а  -- и

:

'■“ Рио. I I . I рассмотрев разновеси! 
динамическое усилие

нижней части,определим

(5



— Ыч!) ^  — Л/с/П = А/сш Кд
где Х э -  динамический коэ||)фиииент , = 1 г

Л: ( I I .2)
Динамическое напряжения » Ыд/А * © о« <а

I I .  3. Определение напряжений при ударе

Если ускорения нельзя учесть законами механики, то не поддаит- 
ся учету и силы инерции. Это происходит при ударе, когда скорос­
ти соударяпцихса тел или движущихся элементов изменяются в тече­
ние очень короткого времени. Теория удара базируется,с точки зре­
ния закона сохранения энергии,на следующих допущениях:

напряжения и деформации"следуют закону Гука, как и при ста­
тическом нагружении;

¿читают удар кваэиулругим, првдполагакщим совместное движе­
ние (слияние) тел после их соприкосновения;

рассеяние энергии отсутствует, т .е .  энергия соударяющихся 
тел полностью переходит в энергию упругой деформации.

При этих условиях после определения динамического коэффициента 
расчет сводят к статическому.

Рассмотрим случай, когда с высоты Ь на упругую систему падает 
груз весом Р  , вызывая динамическое перемеи(е1ше А Э (рис. I I . 2 ) .

р{Ь * А а)Потенциальная энергия поднятого груза до удара 
и после удара ■- 0 .

Разность энергии до и после соударения совершает работу упруго­
го деформирования и численно чавна

(11.3)
где К -  жесткость упругой системы.

В силу линейной зависимости перемещений от нагрузок и о^тнако-

ПБ



К -  i^oL =  Fcni/ л с п  -  F^/АЭ  (1 1 .4 )
Подставив ( I I .4 )  в (1 1 .3 ) ,получим квад{)атнов уравнение, саяаы- 

вшощее динамические и статнче кие перемещения с высотой ладеиип
груза. д| _  2.A.i Аип -  2Ь а <.,м =  О.

Решение этого квадратного уравнения относительно At) дает 
Ад  =  Atm ̂  '*'2hA<m ИЛИ Л Э  ̂  Atm (i~*-̂  i 2Ь/А<>’'~Аи>'1̂ д̂

«ости нарастания перемадвний в статике и динамике (рис. I I .3)

где Ка “  f + 2b/il<,n . (П.Ь)
в последнем выражении знак минус перед радикалом опушен, как 

не имещнй физического смысла.
Условие прочности при ударе

С>3 =  6 'г»> нГп «  [ О ] .  ( 1 1 . 6 )

При внезапном приложении нагрузки ( Ь • 0 ) динамический ио»ф.> 
фи1Д1ент равен 2 .

Таким образом, расчет на прочность и жесткость при динамичес­
ких нагрузках производится по форлиулам статических нагрузок уве­
личением напряжений и перемепений в Кз раз, в том числе и при 
колебаниях.

0д1нако при колеоанийх напряжения и дефорллато̂ и в статической 
оценке возникают от возмущающей силы Ри . а полные напряжения -  
от всей нагруэик Р  Ооз возмудапдей силы. Поэтому динамиче­
ский коэффициент

(11 .7 )

Ри -  возцущащаи

F“Кз =  -^Ji =  /
X).
Ас/п

где -  иоэ<!)фИ1дтент нарастания кoлвOвiiий; 
сила, т .е . несбалансированное усилие или вес несбалансированных 
частей; г  -  статическая нагруэка.И,когда определнется б э  ■ 
'ви п Н ’з или Ад=^АчпКо , после подстановки 

получаем
А^ -  А<,» г Аир.  (II,а)

Поэтому в теоретической механике Р  называют динамическим 
коэффициентом. Следует иметь а виду это двойное название одной и 
той же величины в двух родственных разделах механики. Коэффициент 
р  определяется по формуле

|{7



^ 0.12
(П .9 )

где Си) -  частота возмущающей силы; Û o -  частота собственньа 
колебаний; -  кооф|{1И1;иент затухания колебагшй (дяч стальных 
конструкций ~ 0 ,0 1й о )о ).

Если пренебречь влиянием затухания колебаний,выражение (П .9 )  
будет иметь вид /

"" Т - ( й Ш ^  ' (И .  1 0 )
8  задаче № 19 контролышх заданий [I  ] (рис. I I . 4) необходимо 

определить наибольшие динамические напряжения в сечении балки, на 
которой установлен электродвигатель весом 0 . , делащий п обо -
рютов в ми^ofтy; Н -  центробежная сила инерции, возникающая 
вследствие неуравновешенности вращающихся частей злеитродвигатедя.

I “  1 . 0  м;
-  13 кН;
> 8  кН;
«  600 об/мин; 
= 3460 см“̂ ;
.  289 см=̂ .

Рис. 11.4

Решение. Статический расчет. Строим эпюру изгибающих моментов 
(рис. 11.46),

Для определения динамического коэффициента требуется найти ста- 
тический прогиб под двигателем. Прюгиб определим по Верещагину :

/ /  , г .  ^
ь в ь в< ь: о" '*'£'Э 2 з<- 3 '- 81-210" 2

Динамический расчет. Частота собственных колебаний балки с дви­
гателем

- = 0П002’12м,

0̂ ,
5 у

~  7̂?̂  2 р<!Э/со,ооа~У2

Частота изменения возмущащей силы двигателя
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ío~Tn/30 = 3j4 ена/за == 6 2 , а pa2/c.

Иоаффиинент инрастания колебании

Динамический коа.Мициент . н  ̂ S i 

Наибольдие динамические напряжения (в заделке)
М,

‘ ' " ' " “ V »  -  -Л Я1_^и  
 ̂ ~ jw ^

¿ t i  lO 'iA'
W , 3 2 2 S^  iü-^ '

i 7 ü i .

17Ü̂  =3SS Iü Па.

В задаче № х!0  конгрольньх заданий [ I ]  на двутавровуь балку, 
свободно лежащ'ю на двух жестких опорах (рис. I I .5 а ) ,с  висоты Л = 
м 1(Х) мм падает груз Р = 8*10^ Н. Требуется: 1) найти наиболь­
шее нормальное напряжение в балке; '¿) решить аналогичную задачу 
пры условии, что правая опора заменена пружиной, податливость ко­
торой (т .е .  осадка от грузе весом I кН) равна ; двутавр 24 

= 28У см^; Е = 2 10^ Шк; /  = 2 ,4  и;

Решение. Статический расчет. 
Строим эпюру изгибгшлих моментов
(рис. И ,5о );

б л

, f ¿  .
"  ' хл/л ~

.._  ^ .1 1  .Л|

Рис, l í .ñ

¿г2аа ш-*’
Для определения динамического 
коэ({|фиционта необходимо вычис­
лить статическое переманеаие под 
силой Р  в балке без учета по­
датливости опоры (прогиб) и с 
учетом осадки пружины (рис.
) 1 .5 » , 1') .  Прогиб можно вычис­

лить {йзиич-ньми способами. По справочнику для балки на двух опо­
рах о нагрузкой, приложенной в середине пролета,

л и Ш а -2Л ^
- у ,  V S 2 iU ^ i,i^ A iü í/ fú - *  ~
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Осадка пружины определяется реакцией правой опоры 

JJ -roí Vis ^ 2̂  Ю'̂  А = 96-Ю ~ ^ —9€мм.
Статическое перемещение с учетом лодатДивости опоры 

Л сп  ^ У -^À/2 =  ¿7,33 +  3^/2 ^
Вычисляем динамические коэффициенты и напряжения.
Без учета податливости / pi, 7 / »

Кг -  < + V< =  f ̂ V /  =

6 э =б'л,аг Кв =  / ê; î: -=^2УПа.

С учетом податливости

¿ 5 .6  ;

<э ~ Гт 

6 а -  16 6  3 ,г ?  Па.

2-а,(
98,3/0'^

- 4 2 ? !

¡приведенный расчет показывает, что установка на опора В пружи­
ны обеспечивает безопасную работу балки,в то время как при жест­
кой опоре динамические напряжения значительно превышают предел 
текучести.

В задаче (г 21 контрольных заданий С т] валик и жестко соединен­
ный с ним ломаный стержень вращаются с постоянной угловой скорос­
тью вокруг оси АБ (рис. 11 .6 ).

Требуется; I ) построить эпюру иэгибанцих моментов от сил инер­
ции; 2 ) найти допускаемое число оборотов валика в минуту npиГ^’ J ‘» 
* 100 Ш1а и ¿Г » 78 нН/м^.

Решение. В задаче №> 21 (рис. 11 .6) вся нагрузка обусловлена 
силами инерции, возникатаими при вращении ломаного стержня вок­
руг оси АБ с постоянной угловой скоростью (О . Сила инерхдж на 
единицу длины при вращении ^

Схема загружения силами инерции показана на рис. 11.66. На уча­
стке СД сила инерции изменяется по линейному эакоцу, а на участке 
да распределена равномерно ( Г’

При определении реакций Уа и Уа можно воспользоваться заменой 
раелредеяонной нагрузки сосредоточенной силой и изгибащим момен­
том (рис. И .б в ) .  Строим эпюры внутренних силовых факторов (рис.
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(рис. П , 6 г ,  д , е ) .  Согласно эпюрам внутренние силовых факторов, 
опагнкми сечениями будут сечения в точке С стержня АВ

(П с  -  - ¿ - - о . '* / '*  • Л/=^7 )  и в точке С стержня СД

0 %  .  ;

Из условия прочности бшах *■^+^■^1!® .] определяется допуа
тимвя скорость вршдения. А У/Г

Глвва 12. РАСТАЕТ НА ВЫНСОИВОСТЪ

12.1. Общие сведения

Многие детали машин в процессе эксплуатации подвергаются дейст­
вию переменных нагрузок. В таких условиях находятся, например, ре­
льсы, зубья зубчатых колес, оси вагонов, рессоры, штоки поршней 
и другие детали.

0 ш т показывает, что действие переменных во времени напряжений 
приводит к разрушению, которое происходит при напряжениях,значите­
льно меньших предела прочности и деже предела текучести.

Ррзр.ущеш(е материала, вызванное многократным действием перемен­
ных напряжений, назызается усталостью. Свойство материала противо­
стоять усталости называется Вмиосливостьв.

12.2. Виды циклов напряжений

Совокупность послсдователычьтс значений переменных напряжений за 
один период нх изменения называется циклом напряжений Параметрами 
цикла напряжений являются (рис. 1 2 . 1 '):

максимальное напряжение цикла (наибольшее по алгебраической 
величине) О/пох или С т«* (

минимальное напряжение цикла (наименьшее но влгвбрзичесчой 
величине) (3lnin или Ттг. (

Среднее »{впряжепие цикле _

вмплитуда цикла

а (Зто, — (Уп

(12.1 )

(12.2 )
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коэффициент асимметрии цикла Г "  От*1 <12.3)

Иногда вводится характеристика цикла: ^ <3л/&>п, (1 2 .4 )
Из приведегаП)Пс цараметров любые две величины и деле одна с за­

данием коэффициента асимметрии определяет исходную инфо{»1ацию о 
цикле. В расчетах на выносливость чаще используется С1,ио« и Р , 
при атом ^  ^

С о . ^  СЭ/яяж г С5щ ~ (Зтам 2 .
Ц:{клы С одинаковыми значениями Г называются лодобниии. Они 

могут быть симметричными,если максимальное онбпение напрягений 
равно минимальному по величине, но противоположно по знаку <рнс. 
1 2 .I б ) .  Если же максимальное и минимальное напряжения не равны 
мелц^ собой, то цикл называется асимметричньм (рис. 1 2 .1  а ).

Цикл, минимальное напряжение которого равно нулю, называется 
отнулевш или пульсирущим (рис. [Й .1в). Наиболее опасный для про­
чности материала -  си.чметричный цикл.

Коэффициент асимметрии симметричного цикла Г * -  I ,  для пуль­
сирующего цикла б' X О и при действии постоянных напряжений t  « ] .  
Кз графиков видно, что всякий асимметричный цикл можно получить 
наложение*« симметричного цикла напряжений на постоянное среднее 
напряжение.

Введение постоянной нагрузки как циклической с нулевым значе­
нием амплиту,ды 1р1кла обеспечивает дополнительные данные и связь 
этого раздела со всем курсом, т .е ,  преемственность в моделировании 

статических и циклических разрушений.
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12.3, Кривая Велера. Предел выносливости

Для получения механических характеристик материала, необходимых 
для расчетов на прочность при перемешлгх напряжениях, проводят спе­
циальные испытания на выносливость. Первые систематические испыта­
ния обра.чцов с псст{юением графика в координатах напряжение ((Утаи) 
и число циклов до разрушения ( М ) выполнено Велером. Кривую Вале­
ра обычно представляют в лолулогариг{*5Ических координатах, в иног­
да и в двойпьо; логарифмических координатах. 1'ак "черные" мета,ллв в 
полулогарифмических координатах дают пару прямых, одна из которых 
параллельна (почти параллельна оси N ) . Координаты точки пересече­
ния прямых { Ыв- ) соответствует базовому числу циклов и пре­
делу впиюсливости.

1Ьд пределом выносливости понимают наибольшее напряжение, кото­
рое способен выдержать образец при сколь угодно большом числе цик­
лов.

Базовым числом называют минимальное число циклов, которое необ­
ходимо для установле1шя того факта, что образец уже не разрушится 
при данных режимах испытания.

Иногда расчеты при циклических нагрузках ведут на условный пре­
дел выносливости (единственная силовая характеристика для цветных 
металлов и сплавов),под которым понимают наименьшее напряжение,при 
котором образец разрушается при заранее заданном числе циклов наг­
ружения.

Наличие кривой Велера является достаточным условием расчета де­
тали не выносливость, но только для данного вида нах'ружения с дан­
ным коэффициентом асимметрии цикла, аналогичной чистотой обработки, 
состоянием поверхности, размера1ли и т .д . Фактически для каждого ви­
да нагружешя, размера детали, качества обработки требуется прове­
дение испытаний на выносливость и построение кривой Велера, что 
практически невыполнимо. Поэтому проводятся исследования влияния 
различных факторов на предел выносливости образца и разрабатывают­
ся методики расчета с использованием этих данных.

12.4. Диаграмма Хейга

Зависимость предела выносливости от коэффициента асимметрии удо­
бно исследовать по диаграмме Хейга, построенной в координатах (Л,~6 п,
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к таким выводам приходят и сторонники диаграммы Смидта, построен­
ной в координатах О

На рис. 12.2 показана диагргамма Хейга для (Зтая  ̂ 0.

Одной из особенностей диаграммы является определение
С)*£3 СР/П  ̂ {1 2 .5 )

что соответствует алгебраической сумме, а не геометрической. ¡Ь э - 
тоцу две прямые, наклоненные к осям СЗа и О 'т  под углом 4.‘)° и 
проходящие через С5й и С5г , разделяют диаграмцу на три ооласти.

1. Область неосуществимых напряжений ( I )  выше прямой АН,так как 
б/РОд > (дй .

2. Область пластического деформярованил (Н) между прямой ОД и 
АВ при С? г 5  (5 т а А 4 0 г

3. Область упругого деформирования (Ш) при бдр,,, < 6 'г, Кривая 
"бL .t--6 ■«" делит вторую и третью область на области неразруа.ащих 
нагрузок вследствие усталости и область разрушения при циклических 
нагрузках (17 -7  ).

Рабочая область напряжений (Ш), в которой напряжения ниже преде­
ла текучести и не превышают предела выносливости, представляет 
собой выделяемую искомую область диаграммы Хейга для расчетов на вы­носливость. Главная трудность -  в определении кривой РЕ, поско­
льку эта часть должна быть установлена экспериментальным путем, а 
за каждой ее точкой стоит построение кривой Велера и определение 
(Зг- . Эго приводит к необходимости агшроксимации диаграммы Хейга с использованием минимального количества точек, свяаанныж с испы-
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таинем на усталость.
Первое лредоожвчие принадлежит Серенсечу-Кинасошвили и состоит 

в том, что криволинейная часть заменяется прямой, проходящей че­
рез точки F(<o.i;Ci)^^ К(бо/2;б„/г), где Ое -  предел выносливос­
ти пульсирутацего (отнулевого) цикла.

Ужик предложил аппроксимацию прямой, проходжней через точку 
О) и точку (0,<3^)^ Пде -  действительное напряже­

ние разрыва. Затем последовали предложения аппроксимировать пря­
мую, проходящутп через точки Г  и А , и, наконец,- через точки и 
С. Последняя аппроксимация допускает наибольшую ошибку, но она 
идет в запас прочности. Записав уравнение прямой по Зодербергу

б д  -  ______________ _________________
О - Ci-t а г - О У ! 2 с - У , ~  Х . - Х - /  (1 2 .6 )

и подставляя (З а  ~ Отох 0 -t')/ 2 ; 
при С)тох = получим

гу~у, _ у-х» ̂  
а ,- - О УУс-у,  ~  х . - х -  /

вп, =  Сы„х 0  +̂ ')̂ '̂ ^

а  = ^ в г в - f (1 2 .7 )
в r (^ -r } - ,-G .-i0 ^ r )■

Зависимость (12.7)  определяет предел выносливости при эадшшом 
коэффициенте асимметрии цикла по Зодербергу, через предел текуче­
сти и предел выносливости при симметричном гдикле.

Уравнение аппроксимирующей прямой по Ужику, проходящей 
через б в  получим заменой в равенстве (1 2 .7 ) <3г на соответст­
вующую характеристику:

по Ужику -  С5с

через« СУв - О г

(5« (н  г )

¿ в е в - 1 (1.2.8 )

Следает иметь в вк,ку,что при расчете по этим формулам, как и 
по Серенсену-Кинэсошвили, следует считаться с возмокиостыо попада­
ния в зону П (рис. 1 2 . 2 ) ,  т . е .  требуется проверка условия. (Э г -6 'г.

Тогда <3г определяется формулами (12 .8) ,  В противном'случае 
следует принять С ) г = б г .

Аналогично, по Серенсену ~ 1-Синасошвили,
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0 а  -  6 т  -  о
-  0 - ,

6 г =  ■

Оо _  
2

& Ч  Оо

о

0-1  0+Г)~<5оГ .

а г . 9 )

(12. : о )

Форьчулой { 1 2 . 1 0 ) пользуются^если ГлЛь 6 г

12.5. Факторы, влийюи1ие на предел выносливости.
Расчет на прочность

Влияние масштабного фактора (размера деталей), кониеитрацин нап­
ряжений, состояния поверхности и качества обработки и рада Д1)у/'их 
факторов учитывается коэффициентами, называемыми ре;1уционными. Рв- 
дуционные коэффициенты показывают^как изменяется {главным образом, 
уменьшается) предел выносливости детали по сравнению с пределом 
вьзюсливости образца при симметричном цикле нагружения ( Г  » -  I ) .

Название редуционные (псни^исщие) говорит о том, что |«еются 
две возможности учесть влияние зтих козфф11циентов.

Шдсчктывается предел выносливости детали с учетом ред>'цион- 
ных коэффициентов. 0 -̂ , ^

где Отли .. максимальное напряжение в цикле;
(Згъ  -  предел выносливости детали.

Возможно определение (5г образца без учета влиянии различ­
ных |})акторов ; 6 ,./7 ~ —;51  >
где О г  -  предел вшюсливссти стандартного образца;

(эр  -  расчетное, т . е .  увеличенное напряжение, составлен-* 
ное из действующего среднего и амплитуды цикла, но увеличенной за 
счет редуциоаиых коафс11йциентов.

Коэффициент концентрации
А'б' ~ ^ - /),

где -  коэффициент чувствительности к концентрации. Для серого 
чугуна ( 1 = 0 ,  для высококачественных сталей ^ ^  I ,  ~ теоре­
тический коэффициент концвнтра1»ии.
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Ыасштабный коэффициент 

С  у ■
Коэффициент качества обработки поверхности

/ г , . # - ' ,

где 0 -у -  предел выносливости стандартного образца;
■̂ 1 -  предел вниослиаости образца с заданной шероховатос­

тью, измеряемой по ГОСГ 27Ш -73;
А'г -  коэффициент, учитывающий обработку поверхности с целью 

упрочнения путем обкатки, наклепа, дробеструйной обработки и т .д . 
Иногда вводят один коэффициент, определяемый формулой 

К  — Кр,
За последнее время получила большое распространение следуюи!ая 

зависимость:

К' / )
Бсяи представить диаграмму Хейга с аппроксимацией по Сереноену, 

то |>абочая зона отмечена штриховой линией (рис. 12.3) и ограничена 
сверху уравие»шем (3  ̂ 0 )«^  ̂где -  угловой коэффи­

циент, а справа -  г̂гиа  ̂ (Э-г.

Для напряженного состояния, характеризуемого точкой А,коэффи­
циент запаса определится из вспомогательных построений на вис. 
12.3;

вй-> -1)0  _  5 0  _ 5 1 ) Т)0
АСГПг

А О СОАС-*-СО

по С)а 1в) =  и -  7̂

Следовательно,
(5т(^) —

в - ,
-------------- б ;

Пг

ба^А) ■*“ Ч’ )̂у̂ (А)

ет-у

т^А)

■' Ч 'б /.
О -1 Л

С7о *

(12.12)
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Если точка Ё> не встретит верхнего ограничения, то коэффИ' 
циент запаса по прочности и по текучести будет равен ¿>'?] , зало­
женному в статический расчет, который, как пр{«вило, предшествует 
расчету на выносливость.

Аналогично по касательным напряжениям

Т-4
(12 .13)Пг

Л' /  й -е у* Ст

Для наиболее часто встречащихся в практике расчетов с О' и 
Т  (упрощенное плоское напряженное состояние) пользуются эмпири­
ческой форк^лой Гафа и Полларда

п ? '
(12 .14)

Эта же формула для козффириентов запаса получается из эллипти­
ческой формулы дня проверки прочности [ Ь ].

/ >гП (12 .15)

где -  порциональные коз({фициенты запаса для нормадышх
напряжений без кясатедьных и касательных без нормальных, -  об­
щий коэффициент запаса прочности.

Пример. Задача № 22 контрольных заданий [I }. Б опасном сечении 
вала с диаметром с! действует крутящий момент и изгибаоций 
момент Мо . Вал сделан из углеродистой стали (предел прочности 
0 ^  3 520 МПа, а предел текучести 0 г  = 240 Ш1а) и не имеет рез­
ких переходов, выточек, канавок; поверхность его часто б(^рб<)отана 
резцом.

Определить коэффициент запаса прочности в опасном сечении вала, 
приняв нормальные напряжения изгиба изменянчимися по симметрично- 
цу 1диклу, а кacaтeльшJe напряжения кручения -  по пульсирупщему 
циклу (от н'ЛЯ до максимального значения).

Коэффициенты концентра1Д1и напряжений и масштабные коэффициенты 
можно считать соответственно одинаковыми для нормальных и для 
касательных напряжений. Из табл. 1У [ ]]  А'/д- = 220 Им, •»
= 250 Нм, с1 = 35 мм.

Решение. Определяем максимальные напряжения цикла :
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(Згх ** ~~ V

1а -  I.

Мх 2 2 0  /0^ .

„ -̂  Тт^м/2 =2S,6/p. /2,8 Ш а.

МасштабимЯ коо(;фициент (согласно [ I ] )  будет
- - 1 , 2 - > ^ 0 ^  ( 3 , 5 - 5 )  = 1 , 2 5 .

Коэффициент концентрации
хп пг. С« - 400 _  ,  ̂  ̂ 5 20 -  НЮК - и  > 0,2 ~ 1,2 ь0 ,2  ------ 1, 2 2 .

(Ьимсчание: в формуле для определения коэффициента концентра- 
¡Ш , приведенной в [ I ]  следует подставлять 0 ^  в (кг/мм^).
Если формулу иривести к размерности напряжений в МПа, то она при­
мет вид

/Г  -  /,2 - > - 0,2 (5& -  4 0 0
т / о '" '

1]редел выносливости стандартного образца при симметричном цик­
ле изгиба = 0 ,4  Сз{ =.- 206 МПа; T-  ̂ = 0,22<3'е = 114 МПа, 
С учетом концентрации и масштабного фактора пределы выносливости 
будут

(5 - /Д  =
208

-1Л

б * - « ____________
~ 1,22 1,25 

И‘1

= ппс^,

=: Р4, ? ППа ;
К)?« 1,22 1,25

Г 'г  =2.4(1/о =  1201'1По. (п о  эмиирической формуле).

Порциокальный коэффициент запаса прочности по нормальным напря­
жениям

/7и<з -  ^о- — 58  5 ,

Предел выносливости детали по касательным напряжениям при пуль- 
сируедем 1и1кле найдем по Зодербергу ( 12.7).

I 01> —
РГг Г -/

Тт О -о)^ Т-,(1->г) /РО ^ 92 /̂ Пс,.
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Порциональный коэффициент запас« прочности по касвтельньм напря­
жениям 32

25, (,
Общий коэффициент запаса

Пег Hv
П ==

2 ,5^  3 ,6
-  Ь9?.У 2 3 Ч̂   ̂3;1^

Формула Зодерберга ( 12.7) дает ошибку в запас прочности, поэ­
тому величина коэффициента запаса будет несколько меньшей,чем при 
расчете по Серенеену~Кинасошвили.

Если расчет вести по формуле ( 12.32 ), то » 2 ,3 4 ; а 
r - /J ) _  74,2

Пп. KZatĤ Vm I2.S .tO,i/¿J
где у  -  угловой коэффициент наклона прямой, изменяющейся нез~
начнтельно в зависимости от редуционных коэффициентов, 
принят для углеродистой стали равным 0,1 [3 ] .

Общий коэ.|фициент запаса

2.31̂ 2 ,2

может быть

П = П& Пт
2,110.
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