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Показано, что в составном нелинейно-упругом стержне, совершающем продольные 
колебания, могут формироваться локализованные волны (солитоны) деформации.

The article shows that localized waves (solitons) o f strain can generate in a composite 
nonlinear elastic rod performing longitudinal oscillations.

В работах [1, 2] показано, что уточненные (неклассические) модели могут 
быть применены для описания динамических процессов в слоистых элементах 
конструкций. Рассуждения проводились на примерах двухслойного упругого 
стрежня и двухслойного вязкоупругого стержня, совершающих продольные коле­
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бания. обе задачи рассматривались в линейной постановке.
в  настоящей работе рассматривается составной стержень, представляющий 

собой совокупность двух нелинейно-упругих стержней (слоев), находящихся в 
контакте друг с другом.

Движение стержней описывается системой уравнений:

E.,Sn

1 + а , — -  '
. а* ) ОХ ot

1 + а 01<2
дх

\ д^и-,
8х^ —

а ^2
dt^

(1)
+ R(u2 - щ),

где и. -  продольные перемещения стержней; E, S, р. -  их параметры (модули 
Юнга, площади поперечных сечений и плотности) (i = 1, 2), R -  коэффициент, 
характеризующий сил^ упругого взаимодействия стержней, а12 -  коэффициенты, 
характеризующие их геометрические и физические нелинейности.

Система (1) может быть сведена к одному уравнению. Действительно, вве­
дем безразмерные переменные:

тт и X t _ P i ^ it/= — ; — ;т = - ;  у = 1 + -̂ ‘ ‘
Р2*̂ 2

обозначения:

D = C^+ P A  .
Pl^2

X  = A:T^ Л^у

где u0 -  перемещение, Л -  длина волны, удовлетворяющие соотношению и0/Л = 10'4; 
T -  период волны, и, пренебрегая величинами, в которых степень отношения и0/Л 
выше 3, получим:

д^и д^и  ̂ p̂ Ŝ D д‘̂ и P i5 i ( C 2 + C f)  ^
дх^ ду  ̂ Ry^A^- ax'* 

г
RyA^
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D A dy ду^
= 0,

где Cj —-;C 2 = —̂  -  скорости продольных волн в стержнях.
P i  V Р 2

Решение уравнения (2) будем искать в классе стационарных волн, то есть в 
виде функции U = U(y -  vx), зависящей от у  -  vx = ,̂ где v = const -  скорость ста­
ционарной волны.

уравнение в частных производных (2) сведется в этом случае к уравнению
-- д, dUангармонического осциллятора относительно продольной деформации-----= w:

d t
-—  + aw+bw =0, (3)

где:
v" -l

a =
В
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Заметим, что корни уравнения B = 0 имеют вид:

_ Q 'y . 2_Cf y
В в

Они, в частности, могут удовлетворять условию: —— = 5 — 4—̂  (для опре-
деленности считаем, что С̂  > C2).

СІУ

В в
C h  ^  5в  этом случае О < < 1; 1 < < —, тогда О < < 1; 1 < V2 < —.

В В
5
4 .

/ ч СІУ 2 С̂ уОпределим также знаки корней: между корней (-): —^ < v  вне кор-
„ , , 2 С,У 2 ^  ^ней (+): V >—̂ , v  < —̂ .

В  В
Анализ (3) показывает, что частными решениями уравнения (2) являются не­

линейные уединенные стационарные волны (солитоны).
в  первом случае (а < 0, b > 0) солитон имеет положительную полярность. 

Амплитуда солитона A c и его ширина А описываются выражениями:

Ъ(у^-\)В
А = -

P2S2 Л

; А = -
у " - 1

в
На рис. 1 приведены зависимости амплитуды и ширины солитона от его ско­

рости.
в  данном случае с ростом скорости уединенной стационарной волны ее 

амплитуда возрастает, а ширина уменьшается. Такое поведение характерно для 
классического солитона [3].

Во втором случае (а < 0, b < 0) солитон имеет отрицательную полярность. 
Его амплитуда и ширина описываются выражениями:

3(l-v^)D  2

(C 24 + Q 4 ^ ) ““ 1-v"
Рг-̂ 'г УЛ В

Зависимости амплитуды и ширины солитона от его скорости приведены на 
рис. 2.

ЪВ . .  2А' = А‘ =
{Сіа^ + С \  ’ I

P2S2 ул рА с іс ^

в  этом случае с ростом скорости уединенной стационарной волны одновре­
менно увеличивается и ее амплитуда, и ширина. Такое поведение не характерно 
для классического солитона и является аномальным.
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Рис. 1. Зависимость амплитуды (кривая 1) и ширины (кривая 2) солитона положительной 
полярности от его скорости

рис. 2. Зависимость амплитуды (кривая 1) и ширины (кривая 2) солитона отрицательной 
полярности от его скорости.
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Таким образом, в работе показано, что в составном нелинейно-упругом 
стержне могут формироваться локализованные волны (солитоны) деформации, 
имеющие как отрицательную, так и положительную полярность.

Работа выполнялась в рамках совместного проекта, финансируемого 
Российским фондом фундаментальных исследований (грант № 12-08-90032-Бел-а) 
и Белорусским республиканским фондом фундаментальных исследований (грант 
№ Т12 Р-031).
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