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ВВЕДЕНИЕ

Принятие управленческих решений в быстро меняющихся усло­
виях внешней и внутренней бизнес-среды реализуется в условиях 
определенности, неопределенности и риска.

Для управленческих решений, принимаемых в условиях опреде­
ленности, свойственна полнота и точность информации о результа­
тах каждого альтернативного варианта решения.

Неопределенность в принятии управленческих решений харак­
теризуется отсутствием у руководителя прошлого опыта принятия 
решений в подобных ситуациях и невозможностью оценки вероят­
ности возможных исходов ситуации. Неопределенность ситуации в 
предпринимательской деятельности может быть вызвана различ­
ными факторами: значительным числом объектов, ограниченностью 
процесса принятия решения во времени, высокой стоимостью полу­
чения дополнительной информации и т.д.

Ситуация риска характеризуется наличием у руководителя про­
шлого опыта, связанного с этими или похожими ситуациями и воз­
можностью оценки вероятности наступления событий.

Пособие состоит из четырех разделов, каждый из которых посвя­
щен изложению отдельного направления теории принятия решений.

В первом разделе изложены основные понятия теории игр, рас­
крывается область ее применения, сформулированы правила по­
строения игровых моделей, приведена их классификация. Второй 
раздел посвящен вопросам решения конфликтных ситуаций мето- 
да.ми антагонистических игр. Методы поиска оптимальных реше­
ний в условиях неопределенности и риска рассмотрены в третьем 
разделе «Методы теории статистических решений». Вопросы при­
менения позиционных игр к поиску оптимальных управленческих 
решений освещаются в четвертом разделе.

В конце каждой главы пособия приведены варианты заданий для 
самостоятельного решения, которые могут использоваться для ре­
шения на практических занятиях по дисциплине, а также как вари­
анты контрольных заданий при проверке знаний студентов.

Учебное пособие предназначено для студентов экономических 
специальностей вузов, аспирантов, специалистов экономического 
профиля.



Глава! ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ИГР

1.1 Модель игры и ее структура

Математическая теория игр моделирует развитие ситуаций, в ко­
торых несколько сторон реализуют свои цели, и предлагает методы 
поиска оптимальных стратегий поведения игроков в условиях не­
определенности и риска, а также доказывает существование реше­
ний, реализующих эти стратегии.

Под игрой понимают процессы взаимодействия двух или более 
сторон (игроков), ведущих борьбу за реализацию своих интересов. 
Достижение одним из игроков своей цели зависит от выбора спосо­
ба действий другими игроками.

Модель игры описывает совокупность принципов, регламенти­
рующих поведение всех участников игры, и включает следующие 
элементы:

1) множество игроков I  -  набор субъектов / е / ,  взаимо­
действующих для реализации своих целей;

2) множество всех возможных стратегий каждого игрока 
{А,} -  набор возможных решений (альтернатив), которые 
могут выбирать игроки, в зависимости от сложившейся в 
процессе игры ситуации;

3) функцию платежа {Щ -  значение критерия эффективно­
сти, характеризующее выигрьпп или проигрыш каждого 
игрока для каждого сочетания стратегий. Она отражает 
степень достижения участниками игры своих интересов. 
Функция платежа известна всем участникам игры и явля­
ется количественной оценкой результата игры (исхода).

Выбор игроком одной из возможных стратегий в процессе игры 
называется ходом в игре. Ситуация в игре описывается вектором, 
содержащим решения игроков, принятые ими в определенный мо­
мент игры. Например, игрок А выбрал стратегию а2, а игрок В -  
стратегию Ы, ситуация в игре запишется так: (а2,Ы).

Решить игру, значит определить оптимальные стратегии каждого 
игрока и значение результата игры, называемое ценой игры. Стра­
тегию игрока называют оптимальной, если она обеспечивает ему



наибольшую полезность — максимальный выигрьип или минималь­
ный проигрыш.

1.2 Классификация игр

Многообразие ситуаций, моделируемых математической теорией 
игр, разнообразие участников игр и правил их поведения вызьшают 
необходимость систематизации игр по основным классификацион­
ным признакам. Такую классификацию проводят по количеству 
участников, по принципу деления выигрыша, по типу взаимодей­
ствия игроков, по количеству возможных стратегий игроков и дру­
гим критериям.

Игры, в которых игроки реализуют свои индивидуальные проти­
воположные цели в условиях конфликта, называются антагонисти­
ческими. Неантагонистические игры описывают взаимодействие 
игроков, интересы которых могут полностью или частично совпа­
дать. Если, для получения большего выигрыша, правила неантаго­
нистической игры позволяют сотрудничество участников и объеди­
нение их в группы -  коалиции, такая игра называется коалиционной. 
В бескоалиционной игре целью каждого участника является получе­
ние по возможности большего индивидуального выигрыша. В ги­
бридных играх игроки реализуют интересы коалиции, одновремен­
но стремясь достичь своих индивидуальных целей.

Парной игрой или игрой двух лиц называют игру, в которой 
участвуют два игрока, игру с более чем двумя участниками -  мно­
жественной игрой или игрой п лиц. Если количество участников 
игры конечно, говорят, что реализуется игра с конечным множе­
ством игроков, если множество участников не ограничено -  игра с 
бесконечным множеством игроков.

В конечных играх участники для достижения своих целей рас­
полагают только ограниченным числом стратегий, в бесконечных 
играх -  число возможных стратегий участников бесконечно.

Статическая игра -  это игра, в которой игроки выбирают стра­
тегию один раз. В динамических или многошаговых играх участни­
ки совершают выбор стратегии последовательно во времени. Игрок 
в такой игре делает выбор следующего хода после изменения ситу­
ации игры, вызванной предыдущим ходом одного из игроков. К ди- 
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намическим играм относят позиционные, дифференциальные, ре­
курсивные, стохастические игры. Игру, в которой задается последо­
вательность принятия решения игроками, называют позиционной.

В зависимости от степени информированности игрока о поведе­
нии противника различают игры с полной информацией и с непол­
ной информацией.

Приведенная классификация игр не отражает всего многообра­
зия их видов, используемых в научной терминологии и практике 
принятия решений, однако в ней присутствуют те необходимые 
классификационные признаки, которые будут использоваться в 
дальнейшем.

1.3 Формальное представление игр

Для представления игр используются экстенсивная и нормальная 
форма записи игры, а также описание игры характеристической 
функцией.

Экстенсивная или расширенная форма записи игры использует­
ся для представления игры с более чем двумя игроками, либо опи­
сания позиционных игр, в которых игроки делают ходы последова­
тельно. Экстенсивная форма предполагает изображение игры в ви­
де математического графа -  ориентированного дерева. Каждая 
вершина такого дерева соответствует ситуахщи выбора решения 
игроком, дуги дерева -  возможным стратегиям этого игрока в дан­

ной ситуации. Платежи запи-

Ь2

Результат 

(9,7)

( 1,-1)

(О, 0)

(3 , 5)

Рисунок 1 -  Экстенсивная форма 
записи игры

сываются внизу дерева. Если 
игроки делают ходы одновре­
менно, их вершины либо обво­
дятся сплошной линией, либо 
соединяются пунктиром.

Пример 1.1. В игре участ­
вуют два игрока А ш В (рисунок 
1). Игрок Л делает ход первым, 
он может выбрать одну из двух 
стратегий а! или а2. Игрок В 
анализирует свою позицию и 
выбирает стратегию либо Ы,
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либо Ъ2. В ситуации (а2,Ы) -  игрок/1 выберет етратегию а2, а иг­
рок В -  стратегию Ы, тогда выигрыш игрока Л составит 1 единицу, 
а игрок В  проиграет 1 единицу. В случае выбора игроком В  -  стра­
тегии Ъ2, выигрыш игрока Л составит 9 единиц, а игрок В выиграет 
7 единиц.

Нормальная форма записи игры обычно используется для пред­
ставления антагонистических игр с конечным множеством игроков, 
в которых игроки выбирают стратегии одновременно, или не вла­
деют информацией о действиях других участников игры.

Бескоалиционная игра в нормальной форме записывается следу­
ющим образом:

(1.1)

где 7, / е  /  -  множество игроков;

{5'; } -  множество стратегий игрока/;

-  множество функций выигрыша игрока /,
В нормальной форме функции платежа игры записываются в ви­

де матрицы следующего вида (таблица I) называемой платежной 
матрицей или матрицей игры. Строки этой матрицы соответ­
ствуют стратегиям первого игрока (г = , где т -  число

Таблица -  Матрица игры
Стратегии 2-то игрока

1 2 / п
сЗМ 1 К 2 Л 2 Ч п Л п
о
&к 2 ^2^Щ.2 ^ п Л п
а . . .

/ Ц М У У ЦпЛп
Й
и т У у"от! ’ ^от2’ о̂т2 К ■ И' • и  А1



конечных стратегий первого игрока, столбцы -  стратегиям второго 
игрока (У = где п -  число конечных стратегий второго иг­
рока.

В ячейках матрицы, образованных пересечением строк и столб­
цов, расположены два числа, значения которых показывают размер 
выигрыша первого и второго игрока соответственно. Таким обра­
зом, если первый игрок выбирает стратегию I ( /  -ую строку матри­
цы), а второй игрок -  стратегию ]  ( у -ый столбец) матрицы, тогда 
выигрыш первого игрока составит величину второго -  Щ.
Предполагается, что каждый участник игры знает все элементы 
платежной матрицы.

Пример 1.2. Игра из примера 
1.1 задана в нормальной форме 
(таблица 2). В случае, когда пер­
вый игрок выбирает стратегто а1, 
а второй игрок -  стратегию Ы, их 
выигрыши составят 3 и 5 единиц 
соответственно.

Любую игру можно представить с помощью характеристиче­
ской функции, однако наибольшее применение эта форма записи 
находит в коалиционных играх. В коалиционных играх не приме­
няется понятие индивидуальных платежей. В этом случае игра 
представляется следующим образом:

Таблица 2 -  Матрица игры

ы Ь2
а! (3,5) (0, 0)
а2 (1,-1) (9, 7)

Г  = {N,V), (1.2)

где N  -  множество всех игроков;
V : 2^ ^  К -  характеристическая функция.
Если в коалиционной игре с несколькими сторонами образуется 

коалиция С, тогда исходная игра трансформируется в антагонисти­
ческую игру двух игроков: коалиции С и коалиции М \ С  (всех 
остальных участников исходной игры, за исключением участников 
коалиции С). Вьшгрыш коалиции С будет некоторой характеристи­
ческой величиной, зависящей от состава коалиции. Возможны 2^
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вариантов коалиций, где N  - количество игроков). Выигрыш пустой 
коалиции равен нулю.

Пример 1.3: В игре двух игроков А и  В (М =  2) возможны следу­

ющие четыре (2'" =2^=4)  коалиции: Г(0);У(А);Г(В);У(А,В) .

Контрольные вопросы

1. Опишите модель игры и ее структуру.
2. Рассмотрите примеры конкретных экономических ситуаций, 

которые могут быть представлены в виде игры. Определите 
участников этих игр, их возможные стратегии и правила по­
ведения, функции платежа. Классифицируйте эти игры.

3. Приведите примеры экономических ситуаций, которые могут 
быть представлены в виде антагонистической и неантагони­
стической игры, коалиционной игры, позиционной игры.

4. Какие формы записи игры используются для ее представле­
ния?

10



Глава 2 АНТАГОНИСТИЧЕСКИЕ ИГРЫ 

2.1 Антагонистическая игра, ее структура и свойства

В антагонистической игре участвуют два игрока А  я В,  игроки не 
информированы о действиях своих противников. Первый игрок А  
может выбрать одну стратегию а, из множества возможных альтер­
натив , второй игрок В, сделав ответный ход,

может выбрать стратегию Ъ̂ из множества возможных решений 

• Пара стратегий а̂  и Ъ̂ образуют ситуацию

игры. Если для каждой из возможных ситуаций(0^,6^) в 

антагонистической игре Г заданы такие функции выигрышей ку и 

ку игрока А  и игрока В  соответственно, для которых справедливо 

условие (2.1);

ку-^ку=8-, у /  = 1,« , (2 .1)

где О и Л' -  константа, то антагонистическую игру Г называют 
матричной антагонистической игрой двух лиц с ненулевой посто­
янной суммой. Если в условии (2.1) константа 5 = 0 , игру Г назы­
вают игрой с нулевой суммой.

Лемма: Любая парная антагонистическая игра с ненулевой 
суммой может быть преобразована к игре с нулевой суммой.

Преобразование игры двух лиц с ненулевой суммой к игре с ну­
левой суммой выполняется следующим образом: каждому игроку 
выплачивается сумма 5/ 2 , затем исходная платежная матрица иг­
ры Н  трансформируется в матрицу Н' по следующему правилу

Условие (2.1) для игры двух лиц с ненулевой суммой может 
быть записано в виде (2.2), которое соответствует равенству выиг­
рыша первого игрока проигрышу второго:
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к'у =  -Щ ; V / =  1, /и; V/' =  1,«. (2.2)

Свойство (2.2) позволяет упростить платежную матрицу игры. Каж­
дый элемент такой матрицы будет содержать одно значение

которое одновременно определяет выигрыш первого игрока и про­
игрыш второго в ситуации игры (а ,,6^)(таблица 3). В случае, если

элемент платежной матрицы ку > О, тогда игрок В  должен выпла­

тить игроку А  сумму своего проигрыша к у . Если ку < О, второй 

игрок В  получает свой выигрыш в сумме ку от игрока Л. Ситуации 

ку = О соответствует «ничья» и выплаты не производятся.

Таблица 3 -  Платежная матрица парной антагонистиче-

Стратегии 2-го игрока
1 2 . . . п

1о

0 и1^  ей 8 «
5<и
Й
е-о

1 }\2

2 2̂1 ^ 2 . .. ^2 и
. .

/ %

т К \ ^т2 к ^тп

В игре двух лиц с нулевой суммой, как и в любой другой страте­
гической игре, результат игры зависит от поведения обоих игроков, 
которое основывается на правилах игры. Первый игрок в такой игре 
стремиться к максимальному выигрышу, а второй игрок -  к мини­
мальному проигрышу. Для нахождения решения игры необходимо 
определить оптимальные стратегии игроков и их выигрыши.

Поиск оптимального решения в играх с платежными матрицами 
большой размерности требует большого объема вычислений. По­
этому для снижения трудоемкости процесса исходную платежную 
12



матрицу Н, трансформируют в некоторую упрощенную матрицу Н' 
меньшей размерности. Далее находят решение игры Г' с упрощен­
ной матрицей Н', и преобразуют его в решение исходной игры Г с 
платежной матрицей Н.

Упрощение платежной матрицы проводится в направлении сни­
жения размерности матрицы, а также преобразования элементов ис­
ходной платежной матрицы к более удобному для вычислений виду.

Возможность снижения размерности матрицы основана на прин­
ципе доминирования стратегий игрока.

Принцип доминирования стратегий гласит: игрок не должен ис­
пользовать с положительной вероятностью те чистые стратегии, 
применяя которые он, при любых действиях другого игрока, выиг­
рывает строго меньше, чем при использовании некоторой другой 
стратегии.

Стратегия первого игрока а̂  доминирует стратегию йк этого же 
игрока, если выполняется условие (2.3);

(2.3)

или стратегия Ъ̂ второго игрока доминирует его стратегию Ъ1 при 
условии (2.4):

кц<Нц-, \/г = 1,т; = (2.4)

Стратегии Ок и й/ называются доминируемъши, а.а  ̂и Ь̂  -  доми­
нирующими. Это значит, что стратегия ак при любых условиях бу­
дет хуже стратегии а/ первого игрока, потому что она будет обеспе­
чивать ему меньший выигрыш, чем стратегия а,. Аналогично, стра­
тегия й/ будет невыгодна второму игроку, так как его проигрыш в 
этом случае будет больше, чем при выборе стратегии Ь̂  .

Условие равенства в формулах (2.3) и (2.4) описывают частный 
случай доминирования -  дублирование стратегий.

Снижение размерности исходной платежной матрицы возможно 
за счет исключения доминируемых стратегий игроков, вероятность 
выбора которых равна нулю.
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Теорема: Пусть Г -  игра, в платежной матрице Н  которой стра­
тегия йГ/ первого игрока доминирует над , а Г' - игра, платежная 
матрица Н' которой получена из матрицы Н исключением стратегии 
Ок (к-оя строки), тогда:

1) цена игры Г равна цене игры Г';

2) оптимальная смешанная стратегия б*  = (?1
второго игрока в игре Г' является также его оптимальной 
смешанной стратегией в игре Г;

3) если Р'* ={р1,р*2,...,р*,...,р1_1Ук+Ь’- ’Рт) - опти­
мальная смешанная стратегия первого игрока в игре Г', то 
его смешанная стратегия

Р ={Р1 ^Р2’- ’Р1 ’- ’Рк~1Л Р Ш ’’- ’Рт) является оп­
тимальной в игре Г.

Из теоремы следует, что строка к и столбец /, соответствующие 
доминируемым стратегиям и 6/, могут быть исключены из ис­
ходной платежной матрицы для уменьшения ее размерности.

Преобразование элементов исходной платежной матрицы к бо­
лее удобному для вычислений виду основано на свойстве стратеги­
ческой эквивалентности игр.

Теорема: Решение <Н/* Ъ̂*, У> является решением игры 
Г=</4, В, Н>, тогда и только тогда, когда <о,*, Ъ̂*, сУ+сР> явля­
ется решением игры Г'=<А, В, сН+Ф>, где с>0, а с ?  -  любое ве­
щественное число.

В соответствии с вышеизложенным, исходную игру Г трансфор­
мируют в эквивалентную игру Г', изменением каждого элемента 
платежной матрицы на некоторую фиксированную величину. Та­
кое преобразование изменит на это же значение цену V исходной 
игры, не изменяя при этом само решение исходной игры. Свойство 
эквивалентности позволяет преобразовать исходную платежную 
матрицу к виду, более удобному для расчетов.

Пример 2.1. Игра Г задана платежной матрицей Д  следующего 
вида:
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н

0,03 -0 ,06 -0 ,03 -0 ,04"

-0 ,08 0,04 0,02 0,04

-0 ,0 4 -0 ,06 -0 ,03 0,06

-0 ,04 -0 ,06 -0 ,0 4 -0 ,0 4 ,

^11 2 5 4 "

0 12 10 12

4 2 5 14

. 4 2 4 4 .

Необходимо упростить платежную матрицу Я  игры Г.
Выполним преобразование =1(^0 + %. Получим матрицу

следующего вида:

Н ' =

Проанализируем матрицу Н’. Первая стратегия первого игрока 
доминирует его четвертую стратегию, каждый элемент первой 
строки больше либо равен соответствующему элементу четвертой 
строки (11 > 4; 2 > 2; 5 > 4; 4 > 4) -  исключаем четвертую стро­
ку. Второй столбец, оставшейся матрицы, доминирует его четвер­
тый столбец (2  < 4 ; 12 <12; 2 < 1 4 ) ,  вычеркиваем четвертый 
столбец. Продолжая анализ, видим, что каждый элемент первой 
строки больше либо равен соответствующему элементу третьей 
строки (11 > 4; 2 > 2; 5 > 5), исключаем третью строку. Даль­
нейшее упрощение матрицы невозможно.

^11 2 5 4'

Н '

Н '

О 12 10 12 

4 2 5 14

X X X X
( и  2 5 ^

о 12 10

X X X

л
1̂1 2 5 X I

; Я ' = 0 12 10 ж

/ И 2 5 к ]

Н ' =
( и

и
2
12

5^

10
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2.2 Решение антагонистической игры 
в чистых стратегиях

Методы решения антагонистических игр основаны на применении 
игроками принципа осторожности, в соответствии с которым: 
каждый игрок выбирает стратегии так, чтобы обеспечить себе 
гарантированный выигрыш независгшо от действий противника.

Реализуя принцип осторожности, первый игрок для каждой сво­
ей стратегии а, находит значение ожидаемого выигрыша в наихуд­
ших условиях ш т  (V/ = 1, ш ), а затем из этих значений выбе­

рет максимальное (2.5) и соответствующую ему стратегию а, :

Г = тахтш/г^- (У/ = 1,лг; у /  = 1,й). (2.5)
' /

Стратегию а, называют максиминной, а значение Г  -  макси- 
мином или нижней ценой игры, которое численно равно гаранти­
рованному выигрышу первого игрока, независимо от действий вто­
рого участника игры.

Второй игрок, анализируя платежную матрицу, сначала найдет 
максимальный ожидаемый проигрыш в наихудших ситуациях
т а к  Ни (У/ = \ ,п ) , который он может получить при выборе каж-

г
дой своей стратегии а затем, из этих элементов выберет мини­
мальный V (2.6) н соответствующую ему стратегию Ь/:

V ^тхптахки  (\/г = 1,ш; У/' = 1,и). (2.6)

Стратегию Ь/, удовлетворяющую условию (2.6), называют ми­
нимаксной, а значение V -  верхней ценой игры или минимаксом. 

Если игрок В  применяет свою минимаксную стратегию Ь/, тогда
игрок Л при любой своей стратегии не может выиграть больше V в 
ситуации применения игроком А  своей максиминной стратегии а* 
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проигрыш игрока В, независимо от выбранной им стратегии, не 
превысит величины У_ , Нижняя и верхняя цена игры задают огра­
ничения на значение выигрыша первого и второго игрока соответ­
ственно. Условие (2.5) называют принципом максимина, условие 
(2.6) -  принципом минимакса. Принцип максимина был впервые 
сформулирован Дж. фон Нейманом в 1928 г.

Теорема. Нижняя цена игры всегда не больше верхней цены иг­
ры, т.е. справедливо условие (2.7);

Г < Г . (2.7)

В ситуации, когда У1 = 1,т и 'У /=1,л элемент платежной

матрицы является одновременно минимальным в строке I* и мак­
симальным в строке ]*, т.е. справедливо условие (2.8) или для лю­
бой платежной матрицы выполняется условие (2.9):

к.*. <к* *
I ] и  V (2.8)

У < к * ,  < У ,
~  I ]

(2.9)

Рисунок 2 -  Геометрическая интерпретация точки 
оавиовесия в игре
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тогда говорят, что в игре имеет место ситуация равновесия в чи­
стых стратегиях, элемент платежной матрицы называют

седловой точкой, а игру Г -  игрой с седловой точкой. Графическая 
интерпретация ситуации равновесия в игре изображена на рисунке 2.

В ситуации равновесия в чистых стратегиях верхняя и нижняя

цена игры равны и равны значению У = У = У = , которое

называется ценой игры. Минимаксная стратегия а* первого игрока 
и максиминная стратегии Ъ̂ второго игрока в этом случае являют­
ся их оптимальными стратегиями, а их пара вместе с ценой игры 
V -  решением игры Г:

г=<а;-,ъ;-у>.

Каждому из участников игры не выгодно отклоняться от ситуа­
ции равновесия. В любых других случаях он получит меньший вы­
игрыш или больший проигрыш, так как выбор игроком любой дру­
гой стратегии, отличной от равновесной, позволит его противнику 
получить лучший, чем равновесный результат в игре. В этом смыс­
ле ситуация равновесия является устойчивой. В антагонистических 
играх, реализуя свою максиминную (минимаксную) стратегию, иг­
рок может достичь ситуации равновесия, при условии ее существо­
вания.

Платежная матрица конечной антагонистической игры может 
иметь несколько седловых точек, в этом случае игра будет иметь 
несколько альтернативных решений, доставляющих игре одну и ту 
же цену (см. пример 2.2).

Пример 2.2. Игра задана платежной матрицей:
^2 1 0 ^

Я  = 4 1 1

5 1 1ч-' " V
Данная игра имеет четыре седловые точки Н22, ^21, Ьп, йл- Цена 

игры равна К=1 для всех седловых точек.
Пример 2.3. Найти решение матричной игры, заданной в нор­

мальной форме в таблице 4.
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аблица 4 -  Платежная матрица игры

л ь, 2̂ Ьз

а> 8 4 7
аг 6 5 11
аз 7 7 8

Определим нижнюю и верхнюю цену игры в чистых стратегиях, 
расчеты представлены в таблице 5.

Определим минимально возможные выигрыпш первого игрока
для первой стратегии : т т ( й |  1 ? ̂  2 ’ ̂ 13 ) ~ П1т ( 8, 4 ,7) = 4 , анало­

гично для второй стратегии аг: т 1п(/г21, ̂ 2»^3 ) ~ И1ш (6, 5,11) = 5 

и третьей стратегии пз: т^п(/^[з^,/гз2,/гзз) = т т (7 ,7 ,8 )  = 7 .

Таблица 5 -  Решение игры

А
Стратегии 
2-го игрока т ш  к,- 

1 ^
у  -  т а х  т 1п Ну

1 ]Ьх Ьг Ьъ
Стратегии 

1-го иг- 
рока

8 4 7 4
1аг 6 5 11 5

аъ 7 7 8 7
т а х  ку

1 8 7 11
у_ = Г  = У = 1

V = т т ш а х /ь  
У ^

7

Максиминной стратегией первого игрока А  является стратегия
Оз. При выборе этой стратегии первый игрок получит выигрыш 7 
единиц. Нижняя цена игры Н = шах т1п Иу = т ах (4 ,5,7) = 7 .

Определим максимально возможные проигрыши второго игрока 
В  -  для первой стратегии Ь\: таx(//^^,/^1,/2з1) = таx (8 ,6 ,7 ) = 8 , 

для второй стратегии Ъь тах(/г|2,/г225̂ 32) “ ^^(4 ^5 ,7 )"=  7 , для
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третьей стратегии Ъ̂ . тах(/г |з» ^ 3>^3 ) = т а х (7 ,11,8) = 11. Мини­

максное значение достигается вторым игроком V = т1птахА,, =

-  1Шп(8, 7,1 1) = 7 при выборе второй стратегии Ъг. Следовательно, 

верхняя цена игры равна V - 1 .
Нижняя и верхняя цена игры равны У = У = У , значит, игра 

имеет седловую точку /гзг=7, цена игры равна Р=7. В ситуации вы­
бора стратегии «з первым игроком и выборе стратегии Ьг вторым 
игроком, первый игрок полз^ит свой выигрыш в размере 7 единиц
от второго игрока. Результат игры Г  = ^аз, ̂ 2,7^.

Пример 2.4: Определим, имеет ли игра Г, заданная матрицей Я ' 
(см. пример 2.1), решение в чистых стратегиях.

^11 2 5'^
Я '  =

О 12 10
Решение запишем в табличном виде (таблица 6).

Для данной игры значение нижней цены игры не равно значе­
нию верхней цены игры У_ Ф V. Игра не имеет седловой точки, и, 
следовательно, решения в чистых стратегиях, поиск решения следу­
ет производить в смешанных стратегиях.

Таблица 6 -  Решение игры
в

А

Стратегии 2-го 
игрока т т  Ну

3
V =::тахттЯ-

1 3Ъх Ъг Ьз
Стратегии 1- 

го игрока
ах И 2 5 2 2Я! 0 12 10 0

ТОШ. Ну 
1 11 12 10

У ф У
2 < И < 1 0V = тттах/г,у 

У ( 10
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2.3 Решение антагонистической игры 
в смешанных стратегиях

Если антагонистическая игра не имеет ситуации равновесия в 
чистых стратегиях, тогда игроки, применяя свои максиминную и 
минимаксную чистые стратегии, создают неустойчивую ситуацию, 
которую один из игроков может с выгодой изменить для себя. В 
этом случае каждый из игроков выбирает свои чистые стратегии 
случайно, с некоторой заранее заданной вероятностью, такие стра­
тегии называют смешанными.

Смешанная стратегия первого игрока А  задается /и-мерным век­
тором Р = {р1,р 2 ,...,Р 1, . . . , р ^ ) , тде Р1 -  вероятность выбора пер­

вым игроком А  своей чистой стратегии а̂ , при этом /?; > О и

У/- = 1,ц.
1=1

Смешанная стратегия второго игрока В  определяется п - мер­
ным вектором "5 )= Я] ~ вероятность вы­
бора вторым игроком В его чистой стратегии Ър аналогично

^ ^ > ^ п  V/ = 1,т.
г=1

Чистые стратегии игроков являются частным случаем их сме­
шанных стратегий. Например, чистая стратегия а, игрока А  может 
быть представлена, как его смешанная стратегия следующего вида 
^  = (Р 1’/^2» -> А -Ь А > А + Ь -’/ ’т )  = (0»0,...,0, 1, 0,...,0), где /-тая 

компонента вектора Р равна единице р/ = 1, остальные вероятно­
сти равны нулю. Смешанная стратегия игрока определяет; с какой 
частотой будет применять игрок соответствующую ей чистую стра­
тегию.

Теорема фон Неймана (основная теорема теории игр): Каждая 
конечная антагонистическая игра с нулевой суммой имеет, по край­
ней мере, одно оптимальное решение, возможно, среди смешанных 
стратегий.
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Если Р* -  оптимальная смешанная стратегия первого игрока Л, а
-  оптимальная смешанная стратегия второго игрока В в игре Г с 

платежной матрицей Н, тогда цена игры V равна (2.10):
п т   ̂ ^

(2.10)
7=Ь=1

а решением игры является совокупность Г  -< >.
При применении смешанных стратегий, стремления каждого 

участника игры направлены на максимизацию математического ожи­
дания своего выигрыша либо минимизацию математического ожида­
ния своего проигрыша.

Активньши стратегиями игрока называют чистые стратегии игро­
ка, которые входят в его оптимальную смешанную стратегию с нену­
левыми вероятностями.

Теорема (об активных стратегиях): Если один из игроков выби­
рает свою оптимальную стратегию, его выигрыш постоянен и равен 
цене игры V, независимо от действий другого игрока, если тот стро­
го придерживается своих активных стратегий.

Решение антагонистической игры в смешанньк стратегиях мож­
но выполнить графическим способом либо аналитически, сведени­
ем к задаче линейного программирования.

2.3.1 Графический метод решения матричной игры

Рассмотрим парную антагонистическую игру Г с ненулевой по­
стоянной суммой, заданную матрицей Я  размерности (2x2).

Н  = '11

}Ь.\

и \Пу1
Н■22 У

Пусть первый игрок выбирает свою стратегию О/ с вероятностью 
Р1, а вторую стратегию «2 с вероятностью Р2 = \ ~ Р \ - У ^  теоремы
об активных стратегиях следует, что если игрок Л использует свою 
оптимальную смешанную стратегию в игре, математическое ожи­
дание его выигрыша будет равно цене игры, не зависимо от дей­
ствий игрока В, если тот не выходит за границы своих активных
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стратегий. Значит, применение игроком В  своей первой стратегии 
Ъ\ позволит 1проку Л получить свой ожидаемый выигрыш в размере 
V — Р]}\ I + Р2^2  ’ ® ситуации выбора игроком В второй стратегии

Й2 -  в размере V  = Р\1\2 + Р2^2 ■ По определению вероятности 

Р1 + Р2~1 .  Получим систему линейных уравнений (2.11):

Р Л \ + Р 2 ^ 1 = ' ^ ’
Р1^2+Р2^22=^;

РХ+Р2=\.

(2.11)

Решение системы линейных уравнений (2.11) позволяет опреде­

лить оптимальные смешанные стратегии (^)^;Р2) первого игрока 
А  и цену игры V.

Аналогично определяют оптимальные смешанные стратегии 
второго игрока В и составляют систему уравнений (2.12):

Ч\К \ +42^12 
91^21+^2^22 

91+92 =1-

(2.12)

Из решения системы линейных уравнений (2.12) устанавливают
* *

оптимальные смешанные стратегии ; ̂ 2) игрока В  и цену игры V.
Рассмотрим графическую интерпретацшо парной игры Г с пла­

тежной матрицей Н  (2x2) (рисунок 3). На плоскости в системе коор­
динат Р0^  на оси ОР отложим отрезок [^ 1,^ 2] единичной длины.

На перпендикуляре Ах отметим значения вьшгрыша Иц первого 
участника игры (точка Вх), который он получит при выборе своей 
первой стратегии ах в ситуации {ох, Ъх), на прямой Аг -  значение вы­
игрыша Ни первого игрока при выборе второй стратегии аг в ситуа­
ции (02, Ъх) (точка В'х). Соединим эти точки прямой. Ординаты всех
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точек отрезка [5 |, Д '] соответствуют среднему выигрышу при лю­
бых действиях игрока Л в ситуации выбора стратегии Ь\ игроком В, 
ординаты всех точек отрезка ^В2 ,В'2 \ -  стратегии 62 игрока В. Иг­
рок А выбирает оптимальную стратегию по принципу максимина. 
Таким образом линия \В2МВ[^ определяет гарантированный ми­
нимальный платеж, который получит игрок А при любых действиях 
игрока В  и является нижней границей игры. Стремление игрока А 
максимизировать свой выигрьпп соответствует верхней точке этой 
линии -  точке М, точке оптимума. Стратегии игрока А, соответ­
ствующие прямым и [52 , ^ 2] являются его активными
стратегиями. Координаты точки М  находят как точки пересечения 
этих прямых из системы линейных уравнений (2.11). Аналогично 
определяем оптимальные стратегии для игрока В (рисунок 4).

Рисунок 3 -  Геометрическая интерпре- Рисунок 4 -  Геометрическая интерпре­
тация игры (2хи) тация игры {тх2)

Теорема: Любая конечная игра с платежной матрицей Н  (тхп) 
имеет решение, в котором число активных стратегий игрока не пре­
восходит г=тт(т,п).
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2)
3)

4)

Из этой теоремы следует, что конечная парная игра с платежной 
матрицей Щ (/их2) или Н2 (2хп) имеет решение, содержащее не бо­
лее двух активных стратегий каждого из игроков.

Геометрический способ решения игры (2хи) и (тх2) предполага­
ет выполнение следующих действий:

1) в системе координат Р0^  выполняют построение прямых, 
соответствующих стратегиям второго (первого) игрока; 
определяют нижнюю (верхнюю) граниг^ игры; 
определяют точку оптимума, которой является точка с мак­
симальной (минимальной) ординатой нижней (верхней) гра­
ницы игры.
находят стратегии игрока, соответствующие прямым, пере­
секающимся в точке оптимума. Стратегии первого игрока, 
пересекаюпщеся в точке с максимальной ординатой низшей 
(верхней) границы выигрыша (проигрыша), являются его ак­
тивными стратегиями. Вероятности реализации таких актив­
ных стратегий отличны от нуля, вероятности выбора осталь­
ных стратегий игроком -  равны нулю. Если в точке оптиму­
ма пересекаются более двух стратегий, для определения 
цены игры выбирают любые две из них. 
для активных стратегий решают систему уравнений (2.11) и 
(2.12) и определяют смешанные стратегии игроков и цену 
игры.

Пример 2.5. Найти решение парной антагонистической игры Г с 
нулевой суммой графическим методом. Платежная матрица игры Н  
представлена в таблице 7.

Проверим, имеет ли игра решение в чистых стратегиях, для этого 
определим нижнюю цену игры и соответствующую ей макси-

минную стратегию а, первого игрока и верхнюю цену игры V и 
соответствующую ей минимаксную стратегию Ъ̂ второго игрока. 
Расчеты приведены в таблице 8.

5)

Таблица 7 -  Платежная матрица игры
ь, Ь2 Ьз Ъл Ьз

а\ 3 9 1 4 6
аг 7 6 11 5 3
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Таблица 8 -  Решение игры
в Ст]ратегии 2-го игрока

V -  тах т т  ку 
1 УЬ1 Ьг Ьз ь. Ьз т ш  Пу

7Й2 9з <74 75
Страте­
гии 1-го 
игрока

01 Р1 3 9 1 4 6 1
3

«2 Рг 7 6 11 5 3 3
тахку 7 9 11 5 6

3 < У < 5V -  Ш1П шах Ьу
I 1 5

Игра не имеет седловой точки и значит, не имеет решения в чи­
стых стратегиях, цена игры находится в пределах 3 < И < 5 . 
Найдем решение игры в смешанных стратегиях. Платежная матрица 
Я  игры имеет размерность (2x5), это позволяет решить игру графи­
ческим способом.

Построим геометрическую интерпретацию игры в системе коор­
динат Р ^ ^  (рисунок 5), на перпендикуляры А\ и Аг отложим значе­
ния показателей результатов игры при различных стратегиях. Гео­
метрическая интерпретация этой игры иллюстрирует действие 
принципа доминирования стратегий: стратегия Ъ$ второго игрока 
(прямая (6,3)) доминирует его стратегию Ъг (прямая (9,6)), которая 
соответствует большему значению проигрыша игрока В  при любых 
действиях игрока А. Стратегия Ъг неэффективна и, в дальнейшем, 
может быть исключена из рассмотрения.

Нижняя граница области допустимых решений показывает ми­
нимальный выигрыш первого игрока при применении им любых 
смешанных стратегий -  это ломанная линия \М\МгЗ. Точка Мг 
этой линии имеет максимальную ординату и указывает на опти­
мальные смешанные стратегии, а ее ордината равна цене игры.

Для определения цены игры, найдем ординаты точки Мг пересе­
чения прямых (4,5) и (6,3), решив систему линейных уравнений:

'4р^+5р2=Г;
6рх+Ър2=У\

Р ^ + Р 2 = 1 .
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Рисунок 5 -  Геометрическая интерпретация игры 

Оптимальные стратегии игрока А равны
1 Р

Р* = ( Р и Р 2 ) - 2 2
, цена игры V =  4,5 .

Решим систему линейных уравнений и определим оптимальные 
смешанные стратегии игрока В:

4?4+б?5

9
5^4+3^5

^4+^5 = 1.

Оптимальные смешанные стратегии игрока В равны 

V 4  4 ,
, цена игры V  = 4,5 .

Решение игры в смешанных стратегиях

Т = {р ,Р^={{РХ,Р2)\ V

27



1 . 1
2 ’ 2 ,

0;0; 0ф Л ;  4, 5) .

2.3.2 Приведение матричной игры к задачам 
линейного программирования

Аналитический метод решения основан на представлении анта­
гонистической игры в виде пары взаимодвойственных задач линей­
ного программирования, которые затем решают симплекс-методом 
либо с использованием прикладных программных средств.

Рассмотрим антагонистическую игру с платежной матрицей Н  
{тхп). Определим оптимальные смешанные стратегии первого иг­

рока второго игрока =

и цену игры V. Элементы векторов Р* и определяют вероят­
ность применения соответствующих чистых стратегий первым и 
вторым участником игры соответственно, следовательно, для них 
выполняется условие (2.13):

Р 1 + Р 2 + -  + Р / + - + Р ш  =1 или Х а - = и У/' = 1,п. (2.13)
г=1

Аналогично 
* *

+ ^ 2 + —+ + =1 или • =1; У{ = \,т. (2.14)

Выбор первым игроком любой из своих оптимальных смешан­
ных стратегий гарантирует выполнение условия: математическое 
ожидание выигрыша первого игрока не меньше цены игры, при лю­
бых действиях второго игрока (2.15):

т
У/- = 1,й. (2.15)

Введем следующие обозначения (2.16):
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У г = у ' ’ V/ = 1,т. (2.16)

Будем полагать, что 1^0, что верно при условии, когда все 
Иу >0. Последнее условие может быть получено трансформирова­

нием исходной матрицы.
Система неравенств (2.15) с учетом (2.16) примет вид (2.17):

(=1

Формула (2.13) примет вид (2.18):

(2.17)

т 1

1=1 ^
(2.18)

Так как первый игрок стремиться максимизировать свой выиг-
1

рыш V и минимизировать величину — , задача линейного програм­

мирования для первого игрока имеет вид (2.19)-(2.21):

1=1
т ___

У/- = 1,ц;
=̂1

У1>0; Уг=1,т.

(2.19)

(2.20) 

(2.21)

Аналогично для второго игрока:

/  = 2  Ху т а х ;
7=1

(2.22)
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х , - > 0; У/’ = 1,«.
>1

(2.23)

(2.24)

Г ~г д е х  = - ^ ,  У / = 1,«.
V

Решив пару взаимодвойственных задач линейного программиро­
вания (2.19)-(2.21) и (2.22)-(2.24), определяют решение антагони­
стической игры по формулам (2.25)-(2.27).

Цена антагонистической игры равна:

V--
1 1

(2.25)

Ы  у=1

Смешанные стратегии игроков определяют по формулам:

Р1 =У-У1\ 'И=\,т\

^^=V■x^\  У/' = 1,й.

(2.26)

(2.27)

Пример 2.6 (Игра «Поставка товара») Коммерческая организация 
может осуществить поставку и реализацию товара четырех наиме­
нований Ь\, Ь2, Ь% Ъц. Покупательский спрос неизвестен, однако 
может находиться в одном из трех возможных состояний а\, аг, 
Величина полученной прибьши ру от реализации товара у-того 
наименования определяется г-тым состоянием спроса. Дополни­
тельные затраты, связанные с хранением, порчей товара, не поль­
зующего спросом, равны /у. Определить оптимальный ассортимент 
поставки товара, который обеспечит коммерческой организации 
максимально возможную прибыль.

Игра может быть сформулирована как антагонистическая игра, в 
которой первый игрок -  «природа», стратегии которой описывают 
состояние спроса на товар а\, Ог, щ. Предприятие -  второй игрок
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может реализовать одну из четырех стратегий закупать Ъ\, Ьг, Ъз, Ъц 
единиц товара соответственно.

Составим платежную матрицу Н  игры. Элемент равен вели­

чине прибыли, которую получит предприятие, закупая и реализуя 
товар у-го вида при /-ом состоянии спроса Иу = ру -Ц . Результаты

расчета представлены в таблице 9.

Таблица 9 -  Платежная матрица игры
Возможные виды продукции

Ьх Ъг Ъз ъ .

8 §  сз
^  Л-* Ой ой 2 о о.5  л н сРР я  о  о

а \ 5 3 1 4

02 3 6 3 2

«3 3 1 6 2

Проанализируем исходную платежную матрицу Н  и упростим ее. 
Четвертая стратегия второго игрока доминирует его первую страте­
гию, исключим первый столбец из платежной матрицы.

' X  3 1 4' '3 1 4"

Я ' = X  6 3 2 ; Я ' = 6 3 2

Д  1 6 2 ^ .1 6 2 ,

Найдем нижнюю и верхнюю цену игры, решение выполним в 
таблице 10.

Игра не имеет равновесия в чистых стратегиях, необходимо ис­
кать решение в смешанных стратегиях. Составим пару симметрич­
ных двойственных задач линейного программирования.
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Таблица 10 -  Решение игры
в

А
Стратегии 2-го 

игрока т т  ку V = тахттЙ 4
' }Ъг Ьъ г>4

Яг Яъ я̂
Стратегии 

1-го иг- 
рока

С11 Р\ 3 1 4 1
2аг Рг 6 3 2 2

аъ Ръ 1 6 2 1
тахку 6 6 4

2< У < АV = т 1П тах  ку 
^ 1

4

Прямая задача 
г = У\+У2+Уз ^ т т ;  

Зу^+6у^+^у^>^; 
\у^+Ъу^+ву^>\-, 
Ау,+2у^+2у^>\-,
У1 ^ 0 ;  У2> 0; > 0.

Двойственная задача 
/  = Хз + Хз + Х4 —> т а х ; 

Зхз + 1X3 + 4X4 < 1;

6x3 + Зхз + 2X4 < 1;

1хз + 6X3 + 2X4 < 1;

Хз > 0; Х3 > 0; Х4 > 0.

Решим задачи и получим следуюш;ие значения переменных:

^*=(Л^;^1;^з) = (0Д63; 0,067; 0,106); /= 0 ,3 3 7 ;

Х*=(х2,хз,х4) = (0,058; 0,096; 0,183); /= 0 ,3 3 7 .
Отсюда, по формуле (2.25), вычислим цену игры:

У = -
1 1 1

^  Д 0,337
Т у,

7=1

= 2,971.

Определим смешанные стратегии игроков по формулам (2.26) и 
(2.27):
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7̂, = = 2,971 • о, 163 = о, 486;
Р 2 = К • У2 = 2,971 • 0 ,067 = о, 200;

= К . 3;з = 2,971 • о Д 06 = о, 314;
=2,971-0 = 0;

35’
10 
35’
19 
35'

Решение игры запишется в следующем виде:

= ̂ (0,486; 0,200; 0,314); |̂ 0; 2 ,9 7 ^

^2=К-Х2 =2,971-0,058 = - 

9з =К-Х з = 2,971-0,096 = - 

= Г-д:4 = 2,971-0,183 = -

Предприятию следует закупать 35 единиц продукции в следую­
щем ассортименте 6 единиц второго вида товара, 10 единиц третье­
го, 19 единиц четвертого, товар первого вида закупать нецелесооб­
разно. В этом случае общая прибыль предприятия составит 2,971 
ден. единиц.

Поиск оптимальных стратегий игроков и определение результата 
антагонистической игры следует выполнять в следующей последо­
вательности:

1) Провести анализ платежной матрицы игры, исключить до­
минирующие и дублирующие стратегии, если необходимо, 
упростить платежную матрицу, преобразовав ее в эквива­
лентную, более удобную для проведения вычислений.

2) Вычислить нижнюю и верхнюю цену игры, и соответствую­
щие им максиминную и минимаксную стратегии игроков.

3) Доказать существование либо отсутствие ситуации равнове­
сия в чистых стратегиях:
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a. если нижняя цена игры равна верхней цене игры, и 
игра имеет седловую точку, тогда решением игры в 
чистых стратегиях являются оптимальные стратегии 
игроков, образующие седловую точку.

b. если нижняя цена игры не равна верхней цене игры, 
решение следует искать в области смешанных стра­
тегий.

4) Решение игры в смешанных стратегиях может быть получе­
но:

a. для игр с платежной матрицей размерности {2хп) 
или {тпу.2) -  графическим методом;

b. для игр с платежной матрицей размерности (тхп) -  
из решения пары взаимодвойственных задач линей­
ного программирования.

Решение двух взаимно двойственных задач линейного програм­
мирования может быть выполнено с применением инструменталь­
ных средств решения задач математического программирования 
табличного процессора М1сго80Й Ехсе1.

2.4 Информационные технологии решения 
антагонистических игр

Решение антагонистической игры с нулевой суммой удобно вы­
полнять с использованием инструментальных средств табличного 
процессора М1сго5ой Ехсе1.

Технологию решения игры, средствами табличного процессора М1- 
СГО80Й Ехсе1, приведем для игры «Поставка товара» из примера 2.6.

Расчет оформим в табличном виде (рисунок 6). Введем исходные 
данные платежной матрицы игры на рабочий лист и формулы для 
расчета в таблицу на рабочем листе, как показано на рисунке 6.
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Рисунок 6 -  Поиск решения игры в чистых стратегиях средствами 
табличного процессора М8 Ехсе1

Для определения минимально возможного выигрыша первого 
игрока при любых действиях второго игрока необходимо найти ми­
нимальное значение в каждой строке платежной матрицы. Это 
можно осуществить с помощью стандартной функции табличного 
процессора М1сго80й Ехсе1 -  функции =МИН(число1; число2, 
которая возвращает наименьщее значение из списка аргументов. 
Например, для первой стратегии первого игрока (первая строка пла­
тежной матрицы), в ячейке С4 зададим формулу =МИН(В4:Р4). 
Вьшолним аналогичные действия для всех стратегий первого игрока.

Рассчитаем значение нижней цены игры, для этого среди полу­
ченных значений минимального выигрыша для каждой стратегии 
первого игрока выберем максимальное значение. Такой расчет 
удобно выполнять с помопщю стандартной функции табличного 
процессора Мкгозой Ехсе1 -  функции =МАКС(число1; чис- 
ло2;...), которая возвращает наибольшее значение из списка аргу­
ментов. В ячейку Н6 запишем формулу =МАКС(С4;С6).

Поиск величины максимально возможного проигрыша второго 
игрока при любых действиях его противника соответствует опреде­
лению максимального значения каждого столбца платежной матри­
цы. Например, для первой стратегии второго игрока (первый стол­
бец платежной матрицы), в ячейке В7 зададим формулу 
=МАКС(В4:06). Выполним аналогичные действия для всех страте­
гий второго игрока.
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Значение верхней цены игры соответствует минимальной вели­
чине из максимально возможных проигрышей второго игрока для 
каждой его стратегии. Запишем формулу =МИН(В7:Р7) в ячейку В8.

Значения верхней и нижней цены игры не равны, в игре нет рав­
новесия в чистых стратегиях, продолжим поиск решения игры в 
смешанных стратегиях.

Процесс построения пары взаимодвойственных задач линейного 
программирования подробно изложен в примере 2.4.

Табличный процессор Мюгозой Ехсе! содержит специальное ин­
струментальное средство решения задач математического програм­
мирования, которое реализовано в виде надстройки «Поиск реше­
ния» (файл 8о1уег.х1а) и является частью стандартного пакета М1- 
СГ080Й ОШсе.

Первым этапом решения задачи линейного программирования 
является ввод исходных данных на рабочий лист.

Введем исходные данные прямой задачи линейного программи­
рования на рабочий лист М1сго80Й Ехсе1 (рисунок 7).

Для расчета введем следующие формулы на рабочий лист:
-  в ячейку Р4 -  формулу целевой функции прямой задачи 

=СУММ(А4:С4),
-  в ячейки Е7:Е9 -  формулы левых частей ограничений задачи, 

например, в ячейку Е7 формулу для первого ограничения 
=СУММПР0ИЗВ(А4:С4; А7:С7), аналогично для остальных ячеек;

-  в ячейку Р12 -  формулу расчета цены игры =1/Р4;
-  в ячейки А13:С13 -  формулы расчета смешанньк стратегий, в 

ячейку А13 формулу для определения значения первой смешанной 
стратегии игрока =Р12*А4, аналогично для остальных ячеек диапазона.

Вторым этапом решения задачи является определение парамет­
ров решения задачи в диалоговом окне надстройки «Поиск решения».
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Рисунок 7 ~  Ввод исходных данных прямой задачи 
линейного программирования

Вызов диалогового окна «Параметры поиска решения» осу­
ществляется командой Лента | вкладка Данные | раздел Анализ | 
Поиск решения.

В диалоговом окне «Параметры поиска решения» необходимо 
установить следующие параметры процесса вычисления:

-  в поле «Оптимизировать целевую функцию» ввести ссылку 
на ячейку, содержащую формулу целевой функции задачи - $Р$4;

-  переключатель «До» установить в значение ©минимум;
-  в поле «Изменяя ячейки переменных:» ввести ссылку на 

диапазон ячеек с переменными задачи $А$4:$С$4;
-  установить курсор в поле «В соответствии с ограничениями:», 

затем нажать кнопку «Добавить». Затем в диалоговом окне «Добав­
ление ограничения» (рисунок 8) в поле «Ссылка на ячейки:» вве­
сти ссылку на диапазон ячеек, содержащих формулы левых частей 
ограничений задачи: $Е$7:$Е$9, в поле со списком выбрать знак 
ограничений, в поле «Ограничение:» ввести ссылку на диапазон 
ячеек, содержащих правые части ограничений задачи $С$7:$С$9, 
нажать кнопку ОК^
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Рисунок 8 -  Окно «Добавление ограничения»

-  установить флажок 0  «Сделать переменные без ограничений 
неотрицательными»;

-  в поле со списком «Выберите метод решения;» выбрать зна­
чение «Поиск решения линейных задач симплекс-методом».

Завершающим этапом поиска решения задачи является непосред­
ственно расчет оптимальных значений переменных задачи. Для 
начала расчета следует нажать кнопку «Найти решение» в диалого­
вом окне «Параметры поиска решения». Табличный процессор 
М1СГ080Й Ехсе1 выполнит поиск решения задачи и сообщит о ре­
зультатах этого процесса в специальном диалоговом окне «Резуль­
таты  поиска решения». Если решение найдено, пользователь мо­
жет выбрать один из предложенных ему вариантов дальнейших 
действий; сохранить найденное решение либо отказаться от него, 
восстановив исходные значения. Установим переключатель в поло­
жение «Сохранить найденное решение», значения результатов 
решения задачи будут выведены в соответствующих ячейках задачи 
(рисунок 9).

Аналогично решается двойственная задача.
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Рисунок 9 -  Результаты решения задачи

ЗАДАНИЯ ДЛЯ РЕШ ЕНИЯ

№ 2.1 -  2.30. Найти решение антагонистических матричных игр Г] 
и Гг с нулевой суммой, которые заданы платежными матрицами Н} и 
Н2, в соответствии с вариантом задания, приведенным в таблице 11.

Решение целесообразно проводить в следующей последователь­
ности:

1. Упростить платежную матрицу, исключив из нее доминиру­
емые и дублир)тощие стратегии, если необходимо преобра­
зовать исходную матрицу к эквивалентной, более удобного 
вида.

2. Найти нижнюю и верхнюю цену и убедиться в существова­
нии седловой точки игры. Если седловая точка игры найде­
на, стратегии, которые ее образуют, являются оптимальны­
ми стратегиями игроков и вместе с ценой игры формируют 
решение игры.
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3. Если у игры нет седловой точки, решение игры следует ис­
кать в смешанных стратегиях графическим способом.

Таблица 11 -  Исходные данные
В ариант №  1

' - 8  0 '  

- 3  2 

9 1 

. - 3  5 ,

/
Щ  =

\

- 1 2  - 3  9 4 ' 

0 - 5  0 - 1

\

)

В ариант №  2

^ 3 - 6 "  

- 2  4  

- 4  - 6

. - 4  - 6 ,

н , =
'1 2  5 14 - 4 ^  

,  8 0 8 6^

В ариант №  3

' - 3  - 4 ^  

2  - 4  

- 3  6 

. - 5  - 4 у

'9  6 - 6  4" 

,6  - 1 2  0  3^

В ариант №  4

/

н , =

\

- 6  - 3  

4  - 1  

- 1 1  - 5  

- 5  5

\

 ̂ 1, 4 4 6 - 6 ^

/
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1родолжение таблицы 11

Вариант № 5

Я ,=

" И  - Г  
-4  4 

-6  0
, - 9  -1 ,

г
Н ,=

V

8 6 7 -10  
-10  5 5 8

л

У

Вариант № 6

'- 3  5" 
9 1 

-5  1 

. - 2  2,

Я ,=
"5 1 5  2' 
,6  9 -3  6,

Вариант № 7

Я, =

^-3  -4^ 
2 -4  

-3  6 

. -4  -4 .

Я ,=
"12 7 8 - Г  
 ̂ 8 4 -2  4,

Вариант № 8
/

\

-5  -4 ' 
4 -10 

-3  2 
^-8 -7

\

я , =

/

'7  5 -3  4'' 
^2 -4  0 1̂

Вариант № 9

Я ,=

\

-10  -7  
-8  -7  

-1  -5  

. -5  -1

\

Н ,=

/

"-3 7 9 8^ 
, 9 - 1 7 5 ,
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1родолжение таблицы 11

Вариант № 10

 ̂ 3 -3" 
-2  2 
-4  -3  

.-4  3^

Н , =
"4 3 2 -3  
, 3 1 - 2  3 /

Вариант № 11
/

\

3 -9 ' 
-7  1 

-10  -7  
-8  -5^

\

Н ,=

/

"6 11 -4  5  ̂
,5 8 2 - 7 ,

Вариант № 12

Г-6 -5^
-2  4 
-8  -5  

,10 - 8 ;

я , =
" 7 9 3 -5" 
,-11 7 1 1,

Вариант № 13

Я ,=

'  3 -6" 
-8  4 
-4  -6

1 -4  -6 .

н ,=
"6 4 6 Г  

,6  0 9 9 ,

Вариант № 14

^-5 -2" 
12 -8  
-2  4

.-5  -2 .

н ,=
 ̂ 8 9 ^  1Г 

8 8 8̂
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1родолжение таблицы 11

Вариант № 15

'- 3  -2" 
2 -4  

-3  6

.-4  -4 ,

(-1  2 4 -5"
Я^ =2 ^_4 _1 0 -2^

Вариант № 16

Я ,=

V

-11 - И  
5 1 

-4  1 
-8  -8

N

щ  =

)

'2 4 -5  - Г  

.1  1 -1 -5^

Вариант № 17

^-5 -4" 
-1 5 
-7  -4

.11  -7 ,

Нг =
^4 2 -3  0"

.7  4 1 -8 ,

Вариант № 18

Н,=

^10 -8" 
6 4 

-8  8 

.10  7,

Н г -
'  8 -5  3 5'' 
^10 10 -2  4^

Вариант № 19

"-8 - 4 ' 
-8  -4  
-5  1

. 3 -3 ,

'15 12 -3  15'
 ̂ 9 -3  7 9̂ /
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Тродолжение таблицы 11

Вариант № 20

^-2 4 ' 
3 -6  

-4  -6  
, - 4  -6 ,

Я ,=
"1 -4  4 0" 
^0 0 2 -4^

Вариант № 21

Я ,=

Г_4 _з^

-4  -3  
-2  2

V 3 3,

Н,=
"6 10 -5  1А
^ 3 - 5  5 у ;

Вариант № 22

Я ,=

^12 0" 
-3  5 
-9  0 

.-5  Ь

/
Я ,=

V

' 8  9 - 4  9' 
-7  11 11 11

\

/

Вариант № 23
/

Я ,=

V

6 -6  
-9  -1 

-13 -6  
-7  -4

я , =

у

"6 8 5 2" 

.6  9 -3  6^

Вариант № 24

Я .=

'  8 0" 
-4  4 

-5  0 
, -6  0,

я , =
"9 -12 9 0" 
^0 0 0 ^ ,
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Продолжение таблицы 11

Вариант № 25
/

\

'-5 5' 
3 -7  

-8  -10 
-4  - 4

\

я ,=
" 9 3 5 -3^ 
,10 -2  4 7̂

Вариант № 26

Я ,=

' - 1  -6" 
-8  -6  

3 -3  
^-6 6,

Яг =
"3 -5  2 -П  
, 1 - 1 - 1  - 5 )

Вариант № 27
/

Я ,=

V

-9  -10' 
-3  2 

5 -10
-8  -7^

\
1

Н г -
\

' 8  8 6 -10' 
-10 5 5 8̂

\

/

Вариант № 28

"2 Г
1 3
2 4 

,3 5,

а  г -
'7 3 8 -6^ 
,4  -2  4 4^

Вариант № 29

Я ,^

^-2 -4" 
-5  -4  
-5  -4  

^-4 -2 ,

Н , =
'-5  0 2 4̂  
, 4 -6  0 4̂
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Окончание таблицы 11

Вариант № 30

Я , -

" -6  -3" 
2 -3  

-10 -5

. -4  Ь

2 5 7 0^
н ,  =

 ̂ ^0 4 4 2у

№ 2.31 -  2.60. Найти решение антагонистической матричной иг­
ры Г с нулевой суммой, которая задана платежной матрицей Н, све­
дением к задаче линейного программирования. Варианты заданий 
приведены в таблице 12.

Таблица 12 -  Исходные данные ________
Вариант № 1 Вариант № 4

0  2 3 3 5^ 

7 4 4 5 2 

1 2 3 3 5 

1 2 3 2 2

( \2  6 10 7 14^

6 11 5 8 9

12 6 10 7 14

6 5 5 7 9 у

Вариант № 2 Вариант № 5

^2 3 6 8 9^

8 4 3 2 1

2 3 6 8 9

2 2 2 2 0

^8 7 5 3 0

5 3 2 4 6

8 7 5 3 1

4 3 2 1 0
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Продолжение таблицы 12
Вариант № 3 Вариант № 6

ГЗ 5 О 3 ^

1 3  3 6

6 3 3 -1

3 0 7 3

{'1 2 0 4)
3 2 1 2

0 4 2 3

5 3 1 4
Вариант № 7 Вариант № 11

/"6

3

2
8

7 -1

4 -2  

О 3

5 4

О 1 2

1 1  ̂

1 6 
-1  4

2 3

О -2

О

0

-2

1

7

1
4

3

2
1
3

О

4^
оо

2
6

5 ;

Вариант № 8 Вариант № 12

^3

2
11 -2

8 5 - 1 4

6 5 4 3 8

2 - 1 0 - 2 5

^ 8  6 3 6 2 

7 13 10 4 9

11 10 
7 4

9

5

8 13 

3 10У

Вариант № 9 Вариант № 13

1 7 1 8 ^

8 5 8 9

4 6 7 3

9 3 3 9

10 7 10 10у

^4

3

1

2

ч9

2 о П
5 1 2

0 4 6 

5 1 1 

4 о 8у
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1родолжение таблицы 12
Вариант № 10 Вариант № 14

^ -2  -1  2 10 9^ 

3 0 0 0 4

-2  -1  2 10 9 

- 3 - 2 0 1 4

Г1 3 6 8 9^

6 4 3 2 1

1 3 6 8 9

1 2 2 2 0

Вариант № 15 Вариант № 19

^ -1  о 3 

4 1 -2

5 7^

-1 2 
-1  0 3 5 7

-2  О - 2  -1  2у

"-3 -2 -1 3 2

3 1 0 2 -1

-3 -2 -1 0 0

к-3 -2 -1 -1 -1

Вариант № 16 Вариант № 20

Гб

э
2
8

7

4 

О

5

О 1

-1

-2
3

4 

2

1
1

-1

2
О

1  ̂

6 
4 

3

-2у

^3 -4  

2 5

1 - 6 5 ^  

3 2 4

6 3 2 4 6

4 1 1 - 3 - 2

-5 - 3 2 /

Вариант № 17 Вариант № 21

^4 6

5 9

6 7

7 8 

2

4 7'^

5 10

6 8 
7 9 

9 10

^3 5 0 3 ^

1 3  3 6

6 3 3 -1  

3 0 7 3

у
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Продолжение таблицы 12
Вариант № 18 Вариант № 22

5̂ 9 5 10 п 5 1 6'!
6 1 6 7 2 -3 2 3
7 4 7 8 3 0 3 4

8 7 8 9 4 3 4 5

\ 10 3 10 10 7 и -1 6 б ]
Вариант № 23 Вариант № 27

^5 4 5 7 " /'10 4 10 10'\

4 9 4 10 8 6 8 9
6 10 6 10 3 5 3 6
7 3 7 8 4 9 4 9

.8 2 8 9 ; \^7 2 7 2^/
Вариант № 24 Вариант № 28

(8 1 8 9 ^ ^5 10 5 10^

7 3 7 8 6 2 6 7

6 7 6 8 6 3 6 7

3 9 3 10 8 6 8 9

и 5 2 ^7 1 7 8 ;
Вариант № 25 Вариант № 29

и 9 4 10^ ^6 4 3 9 ^
2 8 2 9 5 12 7 8
6 4 6 7 3 6 6 7

7 5 7 8 8 9 8 11

и 3 8 9 ; 1б 8 5 ю ]
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Окончание таблицы 12
Вариант № 26 Вариант № 30

^8 4 6 8 10' 

7 6 10 4 3 

0 2 4 6 8 

^ - 1 0  2 1 0 ^

'- 3  - 2  1 3 5 ' 

2 - 1 - 4 - 3  0 

- 3 - 2  1 3 5 

^-4 - 2  - 4  - 3  0^

Контрольные вопросы

1. Дайте определение антагонистической игры с нулевой сум­
мой, ненулевой суммой. Приведите примеры экономических 
ситуаций, которые могут быть представлены как антагони­
стическая игра с нулевой суммой.

2. Какие способы упрощения платежной матрицы существуют? 
Какие принципы положены в основу этой операции?

3. Какие стратегии игрока называют чистыми, смешанными? 
Чем смешанная стратегия игрока отличается от его чистой 
стратегии?

4. Какие стратегии игрока называют активными, оптималь­
ными?

5. К какой ситуации приводит следование игроком принхщпа 
максимина (принципа минимакса)?

6. В каких ситуациях значение нижней и верхней цены игры 
равны (неравны)?

7. Как определить цену игры?
8. Приведите последовательность этапов решения антагонисти­

ческой игры.
9. Как решить игру графическим способом? Укажите область 

применения этого метода.
10. Запишите в общем виде задачи линейного программирова­

ния, которые можно составить для решения матричной анта­
гонистической игры? Каким образом можно получить реше­
ние игры из решения этих задач?
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Глава 3 МЕТОДЫ ТЕОРИИ СТАТИСТИЧЕСКИХ 
РЕШЕНИЙ

3.1 Основные понятия теории статистических решений

Предпринимательская деятельность осзществляется как взаимо­
действия предпринимателя с внешней бизнес-средой, для которого 
характерны риск и неопределенность. Бизнес-среда может рассмат­
риваться как совокупность большого числа внешних обстоятельств, 
не контролируемых предпринимателем, однако влияющих на его 
решения. В таких условиях информация о реализации возможных 
решений неизвестна либо известна с некоторой вероятностью (на­
пример, спрос на товар, курс валют, курс акций и т.д.).

Определить оптимальное решение в ситуациях, когда результат 
зависит от некоторых внешних обстоятельств, от внешнего состоя­
ния бизнес-среды, можно методами теории статистических реше­
ний. Теория статистических решений базируется на математиче­
ском аппарате теории игр, однако, в отличие от антагонистических 
игр нескольких участников, она моделирует деятельность игрока, 
обладающего возможностью выбора оптимальных стратегий в иг­
ре, с нейтральным по отношению к нему игроком -  природойНод. 
природой понимается внешнее бизнес окружение предпринимателя, 
игрока в игре с природой называют с/лашмстмком.Действуя слу­
чайным образом, природа не стремится реализовывать свои опти­
мальные стратегии, она может как препятствовать выигрышу стати­
стика, так и способствовать ему. Неопределенность в статистиче­
ской игре обусловлена неполнотой либо отсутствием информации о 
поведении природыу статистика.

Модель игры с природой имеет следующую структуру:
1)

2)

Множество всевозможных состояний V, природы 
у = {у,,И2,...,у.,...,и^|, где т~(-тая чистаястратегиящи-
роды. Если известны только распределение вероятности 
р(у) случайной величины V на множестве состояний при­
роды, говорят о смешанных стратегиях природы. 
Множество всевозможных действийа; статистика

а^,...,а^^, где элементы а̂  называют чистыми
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ми стратегиями статистика. Если известны только 
распределение вероятности д(а) случайной величины а на 
множестве действий статистика, говорят о смешанных 
стратегиях статистика.

3) Функция платежа, которая определяет результат выбора 
статистиком каждой из всевозможных альтернатив для 
каждого из вероятных состояний природы. В зависимости 
от экономической ситуации функция платежа может быть 
выражена функцией потерь Ь(у,а) или функцией выиг­
рыша С{у,а),  которая выражает потери или вьгагрьпп 
статистика соответственно, определяемые его действием а 
и состоянием природы V. Функция платежа, может быть 
задана в виде матрицы игры или в табличной форме.

Таблица 14 -  Матрица потерь Таблица 15 -  Матрица выигрьппей

«1 «2 «3

1п 1и Аз

^2 2̂1 /22 2̂3

\ о а^ « 2 « 3

8 и 8 и 8 п

^2 ^ 2 1 822 823

Для оценки действий статистика в игре с природой, вместе с 
функцией платежа, используется понятие «риск». Риск статистика 
показывает разность между платежами, связанными с выбором ста­
тистиком своей стратегии в условиях определенности и неопреде­
ленности состояний природы. Для функции платежа, выраженной 
матрицей выигрышей, риском статистика г у, использующего стра­
тегию о, при состоянии природы V/, называется разность между его 
максимальным выигрышем от выбора стратегии Пу, в условиях пол­
ной информации о реализации состояний природы, и выигрыша в 
условиях отсутствия такой информации:

^^=^таx.§,^)-§,^, Уг = 1,ш; У/ = 1,п.

Если функция платежа выражена матрицей потерь, под риском 
статистика г у, использующего стратегию п, при состоянии природы
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V’/, понимают разность между потерями игрока, когда он применяет 
стратегию а̂ , не зная состояния природы V,, и минимальными поте­
рями в условиях, если бы он знал его.

У/ = 1,7и; У/ = 1,л.

Проанализировав сложившуюся ситуацию в игре и возможные 
альтернативы, лицо принимающее решение, используя свой опыт, 
эрудицию, квалификацию и интуицию, осуществляет выбор окон­
чательного варианта решения с учетом некоторого формального 
критерия оптимальности. Статистик стремится минимизировать 
потери, то есть он ищет такое действие, при котором потери мини­
мальны, либо нацелен максимизировать выигрыш, и выбирает ту 
альтернативу, которая обеспечит наибольший выигрыш.

Решение задачи заключается в выборе такой чистой стратегии 
при которой средние потери в зависимости от принимаемых дей­
ствий минимальны (3.1) либо выигрьпп статистика максимален
(3.2);

(3.1)

(3.2)

^ р (1 ^ )Д г ,а > -> т ш
V

^  р{у)С{у, а)- тах

или в случае смешанных стратегий статистика соответственно
(3.3), (3.4):

(3.3)

Е  Е  а) -> тах (3.4)

3.2 Критерии выбора оптимальных решений

Решение задач теории статистических решений проводится в 
следующей последовательности:

1) необходимо определить цель решения;
2) установить возможные варианты обстоятельств -  стратегий 

природы;
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3) рассмотреть все возможные альтернативные варианты ре­
шений -  стратегии статистика;

4) определить все возможные исходы каждого варианта в зави­
симости от сложившихся обстоятельств и оценить количе­
ственно каждый исход, т.е. построить платежную матрицу 
игры;

5) используя критерии выбора, найти наилучшее решение на 
основе количественной оценки возможного развития ситуа­
ций и поставленной цели;

6) рассчитать ожидаемую стоимостную оценку каждой альтер­
нативы и ожидаемую ценность достоверной информации.

Критерии выбора оптимальных стратегий в статистической игре 
предлагают логическую схему принятия решения, они оценивают 
решение с различных точек зрения и позволяют принимать более 
ответственное управленческое решение.

Критерии выбора оптимальной стратегии статистической игры 
приведены в таблице 16.
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Таблица 16 -  Критерии выбора оптимальной стратегии статистической игры
Название крите- 

рияЮписание критерия
Формула критерия

для функции выигрыща О {у, а) для функции потерь Ь{у, а)
Критерий Вальда (или 
крайнего пессимизма или 
осторожного наблюдате­
ля). Согласно этому крите­
рию игра с природой ве­
дется как игра с разумным, 
агрессивным противником, 
препятствующим достиже­
нию успеха статистиком.

Оптимальная стратегия а* обеспечит 
максимальный выигрыш в наихуд­
шей ситуации:
Ж = т а х  шш 0{у,а) = т а х  т т  ш.

 ̂ 1  ̂ ^

Оптимальная стратегия а* гарантиру­
ет, что даже в наихудшей ситуации 
потери не превысят некоторого мини­
мума, а остальные ситуации будут в 
этом смысле более благоприятны или, 
по крайней мере, не хуже.

Ж = т 1п т а х  1{у, а) = т1п т а х  С
] > ] I ^

Критерий Сэвиджа (или 
минимаксного риска или 
минимакса сожалений). 
Критерий Сэвиджа являет­
ся пессимистическим кри­
терием.

Стратегия а* считается оптимальной, если она минимизирует максимальный 
риск.

5  = т 1 п  т а х  г..
У 1 ^

Критерий Гурвица (или 
критерий оптимизма- 
пессимизма) Л и к -  эм­
пирический коэффициент 
пессимизма-оптимизма, 
величина которого опре­
деляется с помощью мето­
дов экспертным путем

Я = т а х  Лг-штр . ч -(1 -^ )-тах^ . 

0<А:<1

Н  = тт  /1 -т ш 4  н-(1-Л .)'тах/, 

0 < 1 < 1



СУ» Окончание таблицы 16
Название крите- 

рияЮписание критерия
Формула критерия

для функции выигрыша 0 ( у ,  а ) для функции потерь Ь ( у ,  а )
Критерий «крайнего опти­
мизма» применяется при 
крайне благоприятном разви­
тии ситуации

Оптимальной стратегией а* является та 
альтернатива, при которой статистик по­
лучит наибольший выигрыш, независимо 
от состояний природы:

О  =  т а х  т а х
^

Оптимальной стратегией а* является та 
альтернатива, при которой статистик полу­
чит наибольший выигрыш, независимо от 
состояний природы:

О  = т  1п т  1п
/  '■ ■'

Критерий Бернулли-Лапласа
(или недостаточного обосно­
вания) применяется в ситуаци­
ях, когда 0 фактическом состо­
янии природы ничего не из­
вестно, тогда они 
принимаются равновероятны­
ми

Наилучшей стратегией а* является реше­
ние, которое максимизирует величину 
среднего выигрыша:

1 ^
5 1  =  т а х — ^  Я/,

Наилучшей стратегией а* является реше­
ние, которое минимизирует величину сред­
них потерь:

1

Критерий Байеса оценивает 
стратегию статистика путем 
усреднения платежей либо 
риска по всем возможным 
состояниям природы V с уче­
том априорного* распределе- 
ния вероятностей рС\>)

Наилучшей стратегией а* является реше­
ние, которое максимизирует величину 
ожидаемого среднего выигрьппа:

т

'' /=1

Наилучшей стратегией а* является реше­
ние, которое минимизирует величину ожи­
даемых средних потерь:

т
Р  =  х т п ^ р { у ,) : 1 ,^

 ̂ /=1
т

ИЛИ минимизирует средний ожидаемый риск: /3  =  ШШ ̂  р ( \ ) )  * Гу
7=1

* Априори (от лат. а рпоп) -  понятие теории познания, характеризующее знание, предшествующее опьпу



Пример 3.1. Коммерческое предприятие ОАО «Веселый жираф» 
на торговых площадях своего магазина осуществляет розничную 
продажу товаров для детей пяти товарных групп: одежда для де­
вочек, одежда для мальчиков, товары для новорожденных, игрушки 
и канцелярские товары. В летний период спрос на данные катего­
рии товаров снижается, поэтому руководство предприятия реши­
ло расширить ассортимент товаров, организовав уличную торгов­
лю в течении 100 дней. Для этого к помещению магазина планиру­
ется пристроить террасу для детского кафе, в котором будет 
организована продажа мороженного, прохладительных напитков, 
соков, и т.п. Обсуждается возможность постройки большой 
остекленной террасы площадью 50 м ,̂ или установки на этой же 
площади столиков с тентами, либо ничего не предпринимать. За­
траты по организации дополнительной уличной торговли (включая 
строительство террасы либо на приобретение столов с тентами, 
зарплату сезонных продавцов, получение разрешения и т.д.) на 
террасе составляют 185 млн. руб., под тентами -  55 млн.руб. 
Уровень спроса на эту группу товаров зависит от погодных усло­
вий: в жаркую погоду наблюдается высокий спрос, в теплую -  
средний, в холодную - низкий. Руководство магазина считает, что 
уличная торговля привлечет дополнительный приток клиентов в 
магазин, что увеличит среднедневную прибыль от основной группы 
товаров. Прогноз основных показателей работы уличной торговли 
в день приведен в таблице 17.

Таблица 17 -  Показатели работы торговли предприятия ОАО

Показатель

Среднедневной  
доход по допол­

нительной группе  
т оваров

Дополнит ельная  
среднедневная  
прибыль по ос­
новной группе

Вероят ност ь
спроса

Уровень
спроса

Терраса Тент Терраса Тент

Высокий
спрос

2,5 1,5 0,9 0,4 0,3

Средний
спрос

2 1 0,6 0,2 0,5

Низкий спрос 1 0,5 0,5 0,1 0,2
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в  данной ситуации рассматривается модель принятия решений в 
статистической игре двух игроков: руководство предприятия и 
«природа». Под «природой» понимается некая совокупность внеш­
них обстоятельств, которая определяет уровень спроса на дополни­
тельную группу товаров, который может оказаться в одном из сле­
дующих состояний: VI -  высокий уровень спроса; Уг -  средний; уз -  
низкий. В зависимости от сложившейся ситуации руководство 
предприятия может принимать такие решения: П1-построить терра­
су для организации уличной торговли; «г -  приобрести столы с тен­
тами; аз-ничего не предпринимать.

Рассчитаем возможную прибыль от принятия каждого из реше­
ний и составим платежную матрицу. Решение а\ построить террасу 
в условия высокого спроса Уз принесет доход от продажи основной 
продукции за весь период уличной торговли равный (2,5*100) млн. 
руб., прибьшь с зшетом затрат по организации -  (2,5*100-185) млн. 
руб., общая прибыль с учетом дополнительной прибьши от основ­
ной группы товаров -  ^п=((2,5*100 - 185)+(0,9*100)). Аналогично 
получаем прибыль для всех возможных комбинаций состояний 
спроса и решений, результаты представим в таблице 18.

Таблица 18 -  Платежная матрица игры
Цель руководства предприя­

тия выбрать решение, которое 
принесет предприятию наиболь­
шую прибьшь.

Сначала рассмотрим первый 
случай -  принятие решения в 
условиях риска. В ситуации, ко­
гда руководству недостаточно 

информации для принятия решения, все состояния природы прини­
мают равновероятными, используем критерий Бернулли-Лапласа:

1 "  1
Т = т а х —У я у = -т а х { 1 5 5 + 7 5 + (-3 5 ) ; 135-ь65 + 5; 0+0ч-0} = 

V т ,=1 3 1

решения р ( у )

«  §  
§  1
8  &

X а\ «2 0-3

VI 155 135 0 0,35

Т2 75 65 0 0,4

Vз -35 5 0 0,25

= тах { б 5  68,33 0} = 68,33.
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При отсутствии информации о возможном спросе руководству 
предприятия целесообразно выбрать стратегию аг, что принесет 
прибыль в размере 68,33 млн.руб. Руководство магазина получило 
у консалтингового агентства оценки вероятности спроса (таблица 
18). Применим критерий Байеса, согласно которому лучшей являет­
ся стратегия, обеспечивающая наибольшую прибыль по всем воз­
можным состояниям природы;

3

= гшх(155-0,35+75-а4+(-35)'0,25; 135-0,35 +65*0,4+ 5-0,25; 0*0,35+0-0,4+0-0,25) =у
= тах(75,5; 74,5; 0) = 75,5 . Следовательно, в условиях риска

следует выбрать стратегию а\ - это обеспечить максимальную при­
быль 75,5 млн. руб.

Затем рассмотрим -  принятие решений в условиях неопределен­
ности -  пессимистический сценарий -  ситуация с точки зрения 
скептика, предполагающего наихудщее развитие событий. По кри­
терию Вальда, при наихудщем развитии ситуации руководство 
должно выбрать стратегию аг, что сопряжено с прибьшью 5 млн. 
руб.

1̂55 135 0̂
^  = тах ПШ1 = шах шш

V

:тах(~35 5 0) = 5.75 65 о
-35 5 0̂

По критерию Сэвиджа необходимо сначала рассчитать матрицу 
риска, для этого в каждой строке матрицы определяем максималь­
ный элемент и определяем разности между ним и каждым элемен­
том этой же строки матрицы.

^155' '155 135 0 '

г = (т а х Я у )-§ ^  = 75 - 75 65 0 =

. 5 , .-3 5 5 0.
^155-155 1 5 5 - 135 155-0^ ' 0 20 155^

= 7 5 -7 5  7 5 - 65 7 5 - 0 = 0 10 75

 ̂ - 3 0 - 5  5 - 5 5 - 0 ; .40 0 5 .
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5* = т а х т т ? : ,  = т а х т т

^ О 20 155^ 
О 10 75

40 О 5
=  т а х  (о О 5) = 5 ~ аз

Оптимальной стратегией по критерию Сэвиджа является стратегия 
аз -  обеспечивает минимизацию максимального риска 5 млн.руб.

При оптимистическом подходе к оценке ситуации используем 
критерий Гурвица для к = 0,2:

Я - т а х [ 0 ,2 - ( - 3 5 )  + 0,8-155 0,2-5 + 0,8-135 0 ,2 -0  + 0 ,8-0] =

= т а х [117 109 О] = 117,следует использовать стратегию а ,,
у

тогда прибыль составит 117 млн.руб.
Крайний оптимист рекомендует стратегию а , :

О = т а х  т а х  =155 млн.руб.
у ‘ ^

Вывод: руководству в данной ситуации следует использовать 
стратегию построить террасу для организации уличной торгов­
ли, что принесет предприятию среднюю ожидаемую прибыль в 
пределах [77,5; 155] млн. руб., где величина 155 млн. руб. крайне 
оптимистическая оценка, а значение 77,5 -  пессимистическая оцен­
ка. Для минимизации риска следует выбрать стратегию аз ничего не 
предпринимать.

3.3 Информационные технологии поиска оптимальных 
статистических решений

Технологию поиска оптимальных решений в статистических иг­
рах средствами табличного процессора Мюгозой Ехсе! рассмотрим 
на примере задачи организации уличной торговли (пример 3.1).

Для решения задачи введем исходные данные на рабочий лист 
М1сгозой Ехсе1 (рисунок 10). Рассчитаем значения платежной мат­
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рицы. Значение прибыли предприятия при принятии решения а,
(строительство террасы) в условиях высокого уровня спроса соот­
ветствует элементу платежной матрицы Для его расчета в ячей­
ку 011  введем формулу =(СЗ*100-$С$6)+ЕЗ*100. Вычисление 
значений платежей для остальных состояний природы выполняется 
аналогично.

, в С 0 Р 6

По1сазах
еш

1

Срвдквдттюй 
дт оё т  

дояоягштеяшой 
врутшттщров

Дотянитеяьная 
срвдиеднетя. 

по оештоИ
Вщз'оят
н&сть

Уровень 
:2;'( спроса

1ерршж Тшт Т^?раса Тент
спроса

Высоки 
3 й спрос 2,5 1,3 0,9 0.4 0.3

Средшг 
4  й спрос

2 1 0.6 0,2 0.5

Шзкйй 
5 сщ>ос 1 0,5 0,5 0.1 0.2

•6 -Захраты 135 55
7
8 . решения

10 § 3 Ж 02 о з
Р('̂ Ч)

11 * 2 11 р а. 155 135 0 0,35
12-- 8 & 75 65 0 0,4
13 -35 5 0 0,25
Ы-

Рисунок 10 ~  Исходные данные задачи

Принятие решения о строительстве тента принесет предприятию 
прибыль в условиях высокого спроса в размере ден. единиц, ее 
значение вычислим в ячейке Е11 по формуле =(03*100- 
$0$6)+Р3*100. Распространим формулу на остальные ячейки 
столбца. Решение «ничего не предпринимать» не требует дополни­
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тельных затрат, однако и не приносит прибыли, поэтому значения 
платежа в этом случае равны нулю.

Расчет оптимального решения по пессимистическому критерию 
Вальда представлен на рисунке 11, по критерию Сэвиджа -  на ри­
сунке 12, по критерию Гурвица -  на рисунке 13.
Определение оптимального решения в условиях риска приведено на 
рисзчпсе 14.

18л

'1  я а г а»

* 1  2 
' Е X V/ 155 135 0
V ^  С.

8 с V} 73 65 0
-35 5 0

Кртч»йВаШ|Яа -МИЩВ22ФМ) =МШСЕ22Е4) =МШСР22К4) =М АКСда5И 5)
;Кра«ри8 крайкего мдимиша »1(ШСС(В22:Р24)

Рисунок 11 -  Поиск оптимального решения по критерию Вальда

8 С 5  € '  Р 
П^тежыаа

б

та*Р €Ж Й 2 о еш еш
$1

I  I
-л  3  2

I I
35 §  =

36

йг й! й2

V? 155 135 0 =$С534-В34 «50534-О 4 4 С 5 3 4 Т 3 4

V? 75 65 0 -М А Ш Л З З И зЗ =$С $35-035 = |С 535-Е35 = $С 535-В 5

-35 5 0 *М .4КС©36:Г36) =10136-036 «Ш 536-Е36 =Ю 536-Н36
4 7  : Кр1Я^рто1СШ !^ =Ш Ш {Ш 4:Н36) =МШ ВД34ВД =^йШ а34^361 °5,ШСС№37.В?)|

Рисунок 12 -  Поиск оптимального решения по критерию Сэвиджа
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Платежках махртша
решения

 ̂ 5‘ В а
■ о  ^

б §. 
8  ~

а ; й }

V; 155 135 0
V? 75 0
1-̂ -35 .5 0

■=МИНа>53©55) "■ШН(Е53г55) -3»Ш®53Г55) 0,2
”^ШСС(В5305б) -МАКС<Е53-В5б) -МАКС(Г53:Ш) а - к у - =1-Ш6

Критерий.
1___Ь ш т — -СУММШ>0ШВа>5б:057;$Ш5б:$Н557) Ч^УММПРОИЗВС -С 5тШ Р01Ш а ->мжсда58;ка>

Рисунок 13 -  Поиск оптимального решения по критерию Гурвшда
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Рисунок 14 -  Поиск оптимального решения в условиях риска
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ РЕШЕНИЯ

№ 3.1 -  3.5
После нескольких лет эксплуатации автомобили транспортного 

предприятия могут оказаться в одном из следующих состояний: 
требуется текущий ремонт (ТР), необходимо произвести средний 
ремонт (СР) либо произвести капитальный ремонт (КР). Руковод­
ство предприятия может принимать следующие решения: произве­
сти ремонт своими силами (А1), отремонтировать оборудование на 
специализированном сервисном центре (А2) или заменить оборудо­
вание новым (АЗ). Величина затрат предприятия, при реализации 
каждого из возможных решений, определяется будущим техниче­
ским состоянием автомобиля. Необходимо придать описанной эко­
номической ситуации игровую схему, установить характер игры и 
выявить его участников. Высказать рекомендации по оптимальному 
образу действий руководства предприятия.

Исходные данные задания по вариантам приведены в таблице 19.

Таблица 19-Исходные данные

Но­
мер

вари­
анта

Состо­
яние

обору­
дова­
ния

Затраты предприятия при 
различньк решениях Вероят

ят-
ность
состо­
яния

Коэф­
фици­

ент
опти-

мизма-
песси-

си-
мизма

А1 А2 АЗ

1
ТР 6 8 16 0,3

0,7СР 12 13 11 0,5
КР 10 7 17 0,2

2
ТР 5 6 21 0,4

0,9СР 7 4 16 0,45
КР 10 8 7 0,15
ТР 9 16 13 0,35

3 СР 12 11 10 0,5 0,7
КР 8 17 19 0,15
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Окончание таблицы 19

Но­
мер

вари­
анта

Состоя­
ние

обору­
дования

Затраты предприятия при 
различных решениях Вероят

ят-
ность
состо­
яния

Коэф­
фици­

ент
опти-

мизма-
песси-
мизма

А1 А2 АЗ

4
ТР 10 8 16 0,2

0,6СР 13 15 12 0,65
КР 11 10 19 0,15
ТР 14 21 19 0,3

5 СР 10 13 11 0,45 0,7
КР 16 11 15 0,25

Ха 3 .6 -3 .1 0
Предприятие планирует строительство логистического центра 

для управления товарными потоками. Интенсивность товарных по­
токов, и, соответственно, требуемые параметры логистического 
центра, точно не определены. Предложены четыре варианта про­
ектных решений, отличающихся размерами помещения, местом 
расположения и системой автоматизации центра. Необходимо 
найти наилучшее решение, если рассматриваются четыре прогнози- 
руемьк значения интенсивности товарного потока. Для этого необ­
ходимо определить:

— значения критериев Вальда, Лапласа, Гурвица для всех 
вариантов строительства. При определении критерия 
Гурвица коэффициент, выражающий долю оптимизма, за­
дать на уровне к.

— как изменятся принятые решения, если установлены веро­
ятности уровней интенсивности потоков?

— вычислить матрицу рисков и определить значение крите­
рия Сэвиджа.

Необходимо обосновать наилучшее решение, проанализировав 
всю совокупность полученных критериев.

Исходные данные задания по вариантам приведены в таблице 20.
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Таблица 20-Исходные данные

Но­
мер

вари­
анта

Уро­
вень

интен
тен-
сив-

ности

Прибыль предприятия при различ­
ных проектных решениях Вероят

ят-
ность
состо­
яния

к
А1 А2 АЗ А4

1

1 73 67 67 73 0,3

0,2
2 53 51 67 65 0,2
3 64 73 56 71 0,2
4 60 76 72 71 0,3

2

1 81 79 68 68 0,2

0,3
2 57 74 59 67 0,45
3 65 63 68 54 0,15
4 67 74 72 62 0,2

3

1 78 65 68 59 0,3

0,7
2 60 74 60 68 0,1
3 49 67 59 49 0,2
4 78 54 78 59 0,4

4

1 49 69 53 78 0,1

0,4
2 56 66 54 55 0,1
3 61 63 68 73 0,4
4 57 64 69 67 0,4

5

1 65 69 66 56 0,3

0,2
2 55 50 56 67 0,3
3 56 55 77 78 0,3
4 54 78 78 69 0,1

№ 3.11-3 .15
Розничное торговое предприятие разработало несколько вариан­

тов плана продаж товаров (П1,П2,ПЗ,П4,П5) на предстоящей сель­
ско-хозяйственной ярмарке «Кирмаш» с учетом меняющейся конъ­
юнктуры рьшка (К1,К2,КЗ,К4) и спроса покупателей, получающейся 
от их возможных сочетаний. Величина прибыли представлены в виде
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матрицы выигрышей в таблице 21. Определить оптимальный план 
продаж товаров на сельско-хозяйственной ярмарке. Коэффициент 
оптимизма-пессимизма в критерии Гурвица принять равным к.

Таблица 21-Исходные данные
Но
мер
ва-
ри-
ан-
та

Кон
ъюн
кту
ра

рын
ка

Прибьшь предприяти 
ных планах п

я при различ- 
эодаж Веро­

ят­
ность

спроса

к
Ш П2 ПЗ П4 П5

1

К1 5,6 7,4 7,3 6,2 5,6 0,2

0,6
К2 3,9 5,7 3,2 4,3 3,9 0,3
КЗ 6,6 4,4 5,8 3,5 6,6 0,1
К4 4,5 3,8 6,3 5,9 4,5 0,4

2

К1 9,1 6,4 8,2 5,6 9,1 0,1

0,25
К2 6,5 9,2 6,3 8,4 6,5 0,55
Ю 5,9 10,0 9,4 6,2 5,9 0,05
К4 10,0 8,3 10,6 9,5 10,0 0,3

3

К1 7,1 9,3 9,2 8,4 6,6 0,2

0,35
К2 9,3 7,2 8,7 6,5 8,9 0,2
КЗ 5,9 8,8 7,3 9,4 5,1 0,1
К4 8,8 6,4 6,4 7,4 9,5 0,5

4

К1 6,3 5,8 5,5 9,3 7,5 0,1

0,2
К2 11,1 9,4 5,8 6,7 10,2 0,2
КЗ 7,5 11,2 9,3 10,3 6,9 0,3
К4 6,3 10,4 11,3 9,2 8,1 0,4

5

К1 1,5 8,2 7,6 11,4 9,1 0,2

0,4
К2 5,7 4,9 13,0 7,8 11,7 0,4
КЗ 11,1 9,4 5,8 6,7 10,2 0,2
К4 7,5 11,2 9,3 10,3 6,9 0,2
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№ 3.16-3 .20
Одно из транспортных предприятий должно определить уровень 

своих провозных возможностей так, чтобы удовлетворить спрос 
клиентов на транспортные услуги на планируемый период. Спрос 
на транспортные услуги не известен, но ожидается (прогнозирует­
ся), что он может принять одно из четырех значений: С1, С2, СЗ или 
С4 тыс. т. Для каждого уровня спроса рассчитан наилучший уро­
вень провозных возможностей транспортного предприятия, мини­
мизирующий его ожидаемые затраты. Отклонения от этих уровней 
приводят к дополнительным затратам, вызванных простоем по­
движного состава, либо упущенной выгоде, из-за неполного удо­
влетворения спроса на транспортные услуги. В таблице 22 приведе­
ны прогнозируемые затраты предприятия по организации перево­
зок. Необходимо высказать рекомендации по оптимальному выбору 
уровня провозных возможностей.

Таблица 22-Исходные данные

Номер
вари­
анта

Со­
стоя-
ние

спроса

Затраты предприятия при 
различных решениях

Вероят
ят-

ность
спроса

к
А1 А2 АЗ А4

1

С1 6 12 20 24 0,2

0,6
С2 9 17 9 28 0,3
СЗ 23 18 15 19 0,1
С4 27 24 21 15 0,4

2

С1 15 12 11 23 0,1

0,25
С2 21 15 19 17 0,55
СЗ 20 16 15 21 0,05
С4 18 20 12 13 0,3

3

С1 30 80 50 16 0,2

0,35
С2 54 60 10 15 0,2
СЗ 21 26 35 48 0,1
С4 32 39 15 24 0,5
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Окончание таблицы 22

Номер
вари­
анта

Со­
стоя­
ние
спроса

Затраты предприятия при 
различных решениях

Вероят
ят-

ность
спроса

к

4

С1 15 1 6 2 0

0,2
С2 12 6 5 8 0,2
с з 40 70 30 25 0,3
С4 60 50 45 20 0,5

5

С1 50 30 40 35 0,2

0,4
С2 20 25 15 20 0,4
СЗ 25 24 10 25 0,2
С4 15 28 12 15 0,2

№ 3.21-3 .25
Инвестиционная компания имеет возможность приобрести акции 

нескольких предприятий (Ф1, Ф2, ФЗ, Ф4) на фондовом рынке. К 
окончанию исследуемого периода рынок ценных бумаг может быть 
на подъеме (81), наступить его спад (83), остаться без изменений 
(82). Финансовые аналитики прогнозируют доход по акциям в зави­
симости от состояния рынка. Величина суммы, имеющихся денеж­
ных средств для инвестирования, и номинальная стоимость акций 
содержатся в таблице 23. Процентный доход по акциям и вероят­
ность состояния фондового рынка приведены в таблице 24.

Необходимо высказать рекомендации по формированию опти­
мального портфеля акций инвестиционной компании.

Таблица 23-Исходные данные
Номер
варианта

Номинальная стоимость акций Сумма
денежных

средствФ1 Ф2 ФЗ Ф4
1 1 15 5 2 20
2 5 10 2 15 20
3 5 10 15 25 50
4 50 20 30 10 100
5 12 15 3 5 60
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Таблица 24г-Исходные данные

Но­
мер

вари­
анта

Со-
сто­
яние
рын­

ка

Доход по акции компании Веро-
ят-

ность
состо­
яния

рынка

кФ 1 Ф2 ФЗ Ф4

1
81 1 5 4 3 0,2

0,7582 1 3 2 2 0,6
83 0 2 1,5 1 0,2

2
81 4 6 1 8 0,5

0,882 2 4 1 5 0,35
83 1 3 0 -2 0,15

3
81 8 9 7 10 0,25

0,682 7 7 6 3 0,6
83 6 5 4 -4 0,15

4
81 3 1 1 1 0,3

0,482 0,5 1 0 0 0,5
83 -5 -3 -2 -1 0,2

5
81 8 8 10 10 0,3

0,382 3 4 5 2 0,55
83 -1 0 -4 -2 0,15

Контрольные вопросы

1. Каковы особенности статистической игры? Что понимают 
под термином «природа». Приведите примеры экономиче­
ских ситуаций, которые могут быть представлены как стати­
стическая игра.

2. Какие критерии применяются для поиска оптимальных стра­
тегий статистических игр в условиях неопределенности, в 
условиях риска?

3. Приведите последовательность этапов решения статисти­
ческой игры.
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Глава 4 ПОЗИЦИОННЫЕ ИГРЫ

4.1 Позиционная игра и ее структура

Игры, в которых задана последовательность принятия игроками 
решений в условиях неполной информации и/или изменяющейся во 
времени ситуации, называют позиционными играми, возможные 
варианты принятия решения игроком -  альтернативами в игре, а 
состояния игры -  позициями. Право первого хода в позиционной 
игре определяется случайным образом. На следующих ходах игры, 
игрок осуществляет выбор одного решения из множества возмож­
ных, в соответствии с правилами игры либо случайным образом, 
обладая при этом полной информацией о решениях, принятых про­
тивником. Примером позиционных игр могут служить шахматы, 
шашки, домино и др.

Позиционная игра записывается в экстенсивной форме в виде 
древовидного графа -  дерева решений. Дерево решений (рисунок 
15) содержит вершины двух типов; вершины-события (позиции) и 
вершины-решения (альтернативы). Вершины-решения соответ­
ствуют моментам принятия решений и обозначаются на дереве реше­
ний квадратами, вершины-события -  моменты возникновения раз­
личных исходов и изображаются кружками.

Дуги (ветви) графа соответствуют переходам межд}' логически 
связанными решениями и случайными событиями. Из вершины ре­
шения, выходит столько дуг, сколько вариантов решения существу­
ет, из вершины-события -  сколько отдельных исходов события воз­
можно. Над дугами, записывают номер решения или варианта со­
бытия. Над дугами, выходящими из вершины-события, также 
могут записывать вероятности реализации исхода события, соответ­
ствующего этой дуге. Рядом с конечными вершинами записывают 
финансовый результат, который соответствует данному варианту 
развития события.

Выбор конкретной альтернативы лицом принимающим решение 
соотгветствует выбору определенной ветви (варианта решения) графа.

Позиции, не имеющие альтернативы, называются окончатель­
ными, ведущие в них пути -  партиями. Часть дерева решений, 
описывающая игру из некоторой позиции, называют подыграй.

71



результат

Рисунок 15 -  Пример дерева решений

Процесс построения дерева решения выполняется от исходного 
решения или события по направлению к конечным, процесс поиска 
оптимального решения осуществляется в противоположном на­
правлении -  от конечных висячих вершин к начальному событию.

Позиционные игры моделируют поведение фирм в условиях 
рынка. Классическим примером позиционной игры является игра 
«Вступление на рынок». Рассмотрим процесс построения дерева 
решений позиционной игры на примере этой игры.

Пример 4.1 (Игра «Вступление на рыною>). На рынке домини­
рует компания-производитель -  фирма А, монопольное положение 
которой приносит ей прибыль 10 млрд. ден. ед. Фирма В  решает 
вопрос о выходе на этот рынок при следующих известных услови­
ях. В случае вступления фирмой В на рынок фирма А может отреа­
гировать следующим образом:

Аг -  не уступать в объеме производства -  прибыль фирмы А 
при этом понизится до 3 млрд. ден. ед. вследствие снижения ры­
ночной цены, фирма В  понесет убытки в 2 млрд. ден. ед. из-за па­
дения рыночной цены и из-за того, что предварительные затраты на 
проработку рынка и организацию производства не будут компенси­
рованы;

А2 -  снизить объем производства и поделить прибыль с конку­
рентом фирмой в - п о  5 млрд. ден. ед.
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Если фирма В  воздержится от вступления на рынок, то она ни­
чего не выигрывает и не проигрывает, т.е. ее прибыль будет нуле­
вой. В этом случае у фирмы Л два варианта поведения:

— не снижать объем производства с прибьшью 10 млрд. ден. ед.;
А2 -  снизить объем производства со снижением прибыли до 8 

млрд. ден. ед.
Эта конечная игра в нормальной форме описывается матрицей 

игры следующего вида (таблица 25), в экстенсивной форме -  в виде 
дерева решений (рисунок 16).

Таблица 25 -  Платежная матрица игры «Вступление на рыною>
Стратегии фирмы А

не снижать 
объем произ­

водства

снизить объ­
ем производ­

ства
Ах А2

1 да
о 2

б  ’в'

вступить на 
рынок Вх (3; -2) (5; 5)

не вступать 
на рынок В2 (10; 0) (8; 0)

Финансовый результат

0-Л )

(5;5)

( 10;0)

( 8;0)

Рисунок 16 -  Дерево решений игры «Вступление на рынок»
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Пример 4.2 (Игра «Страхование»). Отечественное предприятие 
осуществляет поставку товара на экспорт. Оплата производится в 
долларах США в момент завершения поставки. Покупатель -  мало­
известная фирма в одной из зарубежных стран. Руководство пред­
приятия, желая обезопасить себя от непоступления денег по дан­
ному контракту, приняло решение дополнительно изучить финан­
совое состояние фирмы, показатели и конъюнктуру рынка для 
достаточно надежной экспертной оценки вероятности неплатежа 
(результаты этого анализа пока не готовы) и провести переговоры 
со страховым обществом о страховании риска неплатежа. Имеются 
предположения страхового общества о величине страховой премии 
и франшизы при страховании риска неплатежа по сделке с постав­
кой товара. Задача сводится к оценке предпочтительности двух ва­
риантов действий предприятия: заключении договора о страховании 
риска неплатежа и отказа от такого договора.

Возможные стратегии предприятия:
А/ -  заключить договор страхования с суммой страховой пре­

мии размером / и  величиной франшизы/,
А2 -  не заключать договор страхования;
Возможные ситуации развития событий:
V/ -  оплата покупателем поставки в сумме Т;
У2 -  покупатель не оплатил поставку.
Пусть р  вероятность того, что фирма покупатель своевременно 

осуществляет платеж. Построим дерево решений игры (рисунок 17).
Будем следовать рекомендациям теории полезности, построим 

оценки полезности для каждого из возможных исходов.
С учетом требований нормирования полезность ситуации, при 

которой договор страхования не заключается, а покупатель не пла­
тит, будет равна нулю. Если договор страхования не заключен, а 
покупатель заплатит, то фирма -  поставщик получит максимально 
возможный финансовый результат -  всю сумму стоимости партии 
поставки. В ситуации заключения договора страхования и оплаты 
покупателем поставки, предприятие теряет сумму в размере страхо­
вой премии. Если договор страхования заключен, но, покупатель не 
оплатил поставку товара, предприятие получает компенсацию от 
страховой компании в размере платит страховщику страхо­
вую премию по договору в размере I.
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Финансовый результат

Рисунок 17 -  Дерево решений игры «Страхование»

Пример 4.3. (Игра «Поставка товара») Ритейлер мебели «До­
мовой» рассматривает вопрос о поставках дорогой элитной мебели 
из Италии. Перед фирмой стоит задача обеспечения необходимого 
запаса товаров для продажи мебели магазинам, ведущим торговлю 
в розницу. Мебель из натурального дерева пользуется большим 
спросом на рынке РБ, и реализуется по высоким ценам.

Руководство предприятия считает, что текущий уровень спроса 
на мебель зависит от уровня доходов населения страны. По мнению 
руководства предприятия, уровень доходов населения может изме­
няться в трех направлениях: остаться постоянным, начнется не­
большой рост доходов, начнется небольшое снижение доходов.

Руководство может реализовать одну из трех альтернатив: им­
портировать сейчас, отложить на полгода, отложить на один год.

Прогноз возможных прибьшей при каждом развитии ситуации 
представлен в таблице 26. Задача руководства принять такое реше­
ние, которое обеспечит максимальную прибыль предприятию.
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Решения Вероят-
ность
свер­
шения

события

^ Оо. в “
е й *  Е 2г Сх и

н 9 
§ 2

ё §

н я 8 к _ й Йо о о
р я
ё ®

События 1 \ А> ^2 ^3 Ч>
рост доходов V/ 800 600 500 0,4
постоянный уровень 
доходов V2 450 370 200 0,3

снижение доходов 3̂ -324 50 80 0,3
Дерево решений игры представлено на рисунке 18.

Ожидаемая 
прибыль

800

450

-324

600
370

50

500

200

80
Рисунок 1 8 -  Дерево решений игры «Поставка товара»
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4.2 Методы поиска оптимальных стратегий 
в позиционных играх

Поиск оптимальных стратегий в позиционных играх предпола­
гает определение платежа каждого решения и оценки среднего фи­
нансового результата каждого события. Он основан на принципах 
теории решений Байеса^, в соответствии с которьми выполняется: 
во-первых, формирование экспертом, специалистом в прикладной 
области, на основании собственного опыта, интуиции и других фак­
торов, вектора априорных вероятностей^ событий; во-вторых, рас­
чет платежей по каждому предполагаемому варианту развития со­
бытий; в-третьих, выбор наиболее оптимального варианта согласно 
установленному критерию.

Процесс поиска оптимального решения в позиционных играх 
выполняется в два этапа -  синтез и анализ дерева решений, которые 
включают следующие действия и задачи:

1. синтез дерева решений предполагает:
1.1 постановку задачи, в ходе которой выполняется формализа­

ция экономической ситуации и выделение факторов, влияющих на 
процесс принятия рещения, определение возможных альтернатив;

1.2 оценку вероятностей состояний среды и возможности исхо­
да каждого события;

1.3 определение платежей для каждой возможной комбинации 
рещений и состояний среды;

1.4 построение дерева рещений, как процесс изображения гра­
фа от начальной вершины к конечным;

2. анализ дерева решений предполагает:
2.1 расчет ожидаемой величины полезности для вершин- 

событий, как математическое ожидание оценок отдельных исходов 
с учетом их вероятности. Если из /-той вершины-события дерева 
решений, выходит несколько дуг, соответствующих отдельным ис-

 ̂Байесовская статистика -  получила свое название по имени англий­
ского математика, преподобного Томаса Байеса (1702-1761).

Вероятность - термин «вероятность» здесь понимается не только, как 
как частота появления некоторого события в будущем, но и мера убежден­
ности в истинности сделанного утверждения.
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ходам, тогда оценка Р* этой вершины-события является математи­
ческим ожиданием платежей по каждому исходу с вероятностью 
Рк по формуле:

^ • = 1  РАк’ (4-1)
УАее,

где к,к -  платеж, соответствующий А:-тому исходу /-того события;
Рк ~ вероятность Л-того исхода;
еГ -  множество дуг (исходов), выходящих из /-той вершины- 

события.
2.2 расчет ожидаемого платежа для вершины-решения Р- по 

критерию максимума (4.2) либо минимума (4.3) платежа:

Р, = т а х  Р- (4.2)

Р; = т т  Р , (4.3)

где Р̂  -  оценка полезности каждой /-той позиции, соединенной с у- 
той альтернативой;

е̂  ̂-  множество дуг, выходящих изу-ой вершины-решения.
2.3 расчет оценок вершин графа выполняется в обратном 

направлении от конечных вершин графа к начальной, полученная 
оценка начальной вершины указывает оптимальное решение.

Основным преимуществом применения позиционных игр для 
поиска оптимальных решений является возможность решать до­
вольно сложные задачи, существенным недостатком данного мето­
да является его субъективность, зависимость выносимых суждений 
от опыта и знаний эксперта.

Рассмотрим экономические ситуации, которые требуют приня­
тия решений с оценкой возможных последствий.

Пример 4.4. Проиллюстрируем процесс расчета оценок вершин 
дерева для игры «Поставка товара» из примера 4.3.

Оценку вершины события А\ рассчитаем по формуле (4.1), ко­
торая примет вид:

-Рд Р\ '^ !  Рг 'Кг + Ръ 'Кг = 0,4-800 +0,3• 450 + 0,3-(-324) = 357,8.
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Ожидаемая 
прибыль 
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Рисунок 19 -  Дерево решений игры «Поставка товара» 

Аналогично для остальных вершин-событий:

-Рх'К г+ Р! 'Кг. +Ръ'Къ =0,4-600 + 0,3-370 + 0,3-50 = 366.

Ра, = а  ■ ̂ 1 + а  ■ ̂ 2 + л  ■ ̂ 3 0,4 • 500 + 0,3■ 200 + 0,3■ 80 = 284.

Выберем оптимальное решение по 1фитерию максимизации ожида­
емой средней прибыли (4.2):

Рц -  т а х ( / ’̂̂  ;Р̂ )̂ = тах(357,8; 366; 284) = 366.
В результате оптимальной будет стратегия А2, которая обеспечит 
предприятию среднюю ожидаемую прибыль в размере 366 ден.ед. 
(рисунок 19).

79



Пример 4.5 .(Игра «Страхование»)
Рассмотрим расчет оценок вершин дерева для игры «Поставка 

товара» из примера 4.3.
Поекольку оплата и неоплата поставки случайное событие 

(вершина), ее оценка строится как средневзвешенная с учетом веро­
ятностей сумм оценок отдельных последствий (исходов) события. 
При отказе от заключения договора страхования мы с вероятностью 
р  получаем полезность 1 и вероятностью {\-р) -  полезность 0. 
Оценка вершины будет равна р  (вероятности платежа).

Если договор страхования риска платежа заключается, то с ве­
роятностью р  мы получим исход, полезность которого равна полез­
ности суммы Полезность вершины «оплата поставки» на
этой ветви будет равна средневзвешенному из этих двух вершин. 
Оценка корневой вершины дерева, соответствующей решению о 
заключении договора страхования риска неплатежа, формируется 
как максимальная из оценок вершин «случайное событие -  оплата 
поставки» на двух конкурирующих ветвях дерева.

Пример 4.6 (Игра «Инвестирование»). Администрация предпри­
ятия решает вопрос об инвестировании средств в проект А, проект 
В или в действующий торговый комплекс С. С вероятностью 0,5 
инвестиции в проекты А и В могут принести выигрыши кц и А] 2 в 
определенных денежных единицах: 250 либо -170 и А21 и Иц рав­
ные 140 либо -30 соответственно. Инвестирование торгового ком­
плекса принесет гарантированную прибьшь 25. Высказать рекомен­
дации по оптимальному варианту инвестирования.

Выполним синтез дерева решения, оно представлено на рисунке 
20. Определим прогнозируемую прибыль как математическое ожи­
дание случайной величины, которая может принимать два значения 
с вероятностями р\ жрг\

= /̂ 1 • ̂  1 + Л  • ̂ 2 = о, 5 • 250 -ь о, 5 • (-170) = 40.

Рв~Р\ + Р2 =0,5 140 + 0,5-(-30) = 55.
Ра =25.
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Ожидаемая
прибыль

Рисунок 20 -  Дерево решений игры «Инвестирование»

Если в качестве критерия выигрыша принять величину ожидае­
мой прибыли (4.2), следует выбрать проект В.

Действительно,

7̂  = тах(/^ ;Р д ;/^) = тах(40; 55; 25) = 55.

На практике для анализа и принятия ответственных решений 
исход противоположных событий редко принимается равновероят­
ным. Обычно для снижения степени неопределенности информации 
проводится дополнительное исследование и анализ, сложившейся 
экономической ситуации.

Пример 4.7 (процедура принятия решений при анализе допол­
нительных условий).

Пусть руководство предприятия из примера 4.6 решило заказать 
дополнительное исследование и оценку эффективности рассматри­
ваемых инвестиционных проектов у консалтингового агентства. 
Стоимость услуг консалтингового агентства оценивается величиной 
10 денежных единиц. Пусть уточненная информация заключается в
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следующем: ситуация будет благоприятной с вероятностью 0,55, 
причем в этих условиях вероятности р\ и р2 выигрышей для проек­
тов А и В составят (0,8;0,2) и (0,3;0,7) соответственно. Дерево ре­
шений с учетом этих условий примет вид, представленный на ри­
сунке 21.

Введем следующие обозначения: VI -  благоприятная ситуация, 
У2 -  неблагоприятная ситуация, А\ -  проводить дополнительное ис­
следование и ̂ 2 -  не проводить дополнительное исследование.

Расчет ожидаемой прибьши с учетом затрат на дополнительную 
информацию производим по формуле:

= т а х ( / ^ ;Р ^ р  = тах(102,55-10; 55) = 92,55.

Анализ результатов от вершин к корням показывает, что следу­
ет проводить дополнительное исследование: в случае благоприят­
ного прогноза, следует инвестировать в проект А, это принесет 
предприятию прогнозируемую среднюю прибыль 156 единиц, при 
неблагоприятной ситуации -  в проект С, что гарантирует результат 
25 единиц. Если предприятие откажется от дополнительного иссле­
дования, следует инвестировать в проект В, предприятие получит 
средний ожидаемый доход в размере 55 единиц.
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ РЕШ ЕНИЯ

№ 4.1 -  4.30
Рассмотреть экономические ситуации, описанные в заданиях № 

3.1 -  3.30, как позиционную игру. Необходимо:
-  определить структуру игры, вероятные исходы событий, воз­

можные варианты действий лица принимающего решения, финан­
совый результат, каждого сочетания стратегий и исходов и, по­
строить дерево решений игры;

-  найти решение позиционной игры.
В игре первый ход делает лицо, принимающее решения.

№ 4.31-4.35
Руководство предприятия из заданий 4.1 - 4.5 может провести 

дополнительное диагностическое исследование технического со­
стояния оборудования, которое требует дополнительных затрат.

Уточненная информация о вероятности состояния после проведе­
ния диагностики оборудования, а также стоимость проведения диа­
гностики для различных вариантов заданий приведены в таблице 27.

Таблица 27-Исходные данные

Н омер вари- 
анта

Вероятности состояний обору­
дования после диагностики

Д ополни­
тельные за- 

тратыТР СР КР

1 0,2 0,2 0,6 1,3

2 0,2 0,1 0,7 2

3 0,1 0,7 0,2 1

4 0,1 0,1 0,8 2,5

5 0,2 0,7 0,1 1,5

Если дополнительное исследование не производится, вероятно­
сти состояния оборудования следует принять из статистических 
данньк учета ТО и Р аналогичного оборудования, эксплуатируемо­
го на предприятии (таблица 19),
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Определить, как изменится оптимальное решение, при анализе 
дополнительной информации о состояниях оборудования, которое 
может быть получено проведением исследования.

Определить меру риска решений в игре.

№ 4.36-4.40
Для уточнения рыночной ситуации предприятие (из заданий 4.6- 

4.10) может заказать проведение дополнительного исследования 
рынка у консалтингового агентства. Прогноз развития рыночной 
ситуации консалтингового агентства может быть благоприятным 
(Р) и неблагоприятным (К). Вероятности развития ситуации на рын­
ке и стоимость услуг консалтингового агентства, а также уровень 
интенсивности товарных потоков при разных рыночных ситуациях 
даны в таблице 28.

Вероятность уровней интенсивности товарных потоков без про­
ведения дополнительного исследования принять равной значениям 
из таблицы 20.

’аблица 28-Исходные данные
Номер
вари­
анта

Вероятность  
рыночной си ­

туации

Вероятность спроса Стой-
мость
услуг

1 2 3 4

1
Р 0,4 0,2 0 ,6 0,1 0,1

10
К 0,6 0,1 0,1 0,1 0,7

2
Р 0,6 0,05 0,15 0,7 0,1

10
К 0,4 0,3 0,2 0,4 0,1

3
Р 0,7 0,2 0,45 0,15 0,2

15
К 0,3 0,1 0,1 0,1 0,7

4
р 0,65 0,3 0,5 0,1 0,1

5к 0,35 0,1 0,3 0,5 0,1

5
р 0,55 0,5 0,25 0,1 0,15

25
к 0,45 0,8 0,1 0,05 0,05

Определить, как изменится оптимальное решение, при анализе 
дополнительной информации об интенсивности товарных потоков. 

Определить меру риска решений в игре.
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№ 4.41-4.45
Коммерческое предприятие решает вопрос о целесообразности 

обращения в маркетинговое агентство для получения дополни­
тельной информации о спросе на товары, реализуемые на ярмарке. 
Маркетинговое агентство может провести исследование потенци­
альных потребителей, которое требует дополнительных затрат. Ве­
роятность спроса при благоприятном (П) или неблагоприятном (О) 
прогнозе, стоимость услуг маркетингового агентства и вероятности 
спроса при различных вариантах прогноза приведены в таблице 
29.

Вероятность состояний спроса без проведения дополнительного 
исследования принять равной значениям из таблицы 21.

Таблица 29-Исходныеданные
Номер
вари­
анта

Вероятность
прогноза

В е роятность спроса Стои­
мость
услуг

К1 К2 КЗ К4

1
П 0,55 0,4 0,3 0,1 0,2

0,1
О 0,45 0,2 0,2 0,5 0,1

2
П 0,35 0,1 0,1 0,1 0,7

0,1
О 0,65 0,7 0,1 0,1 0,1

3
П 0,25 0,1 0,2 0,6 0,1

5
О 0,75 0,1 0,4 0,4 0,1

4
П 0,2 0,05 0,05 0,1 0,8

0,5
О 0,8 0,05 0,85 0,05 0,05

5
П 0,55 0,6 0,2 0,1 0,1

0,2
О 0,45 0,2 0,6 0,1 0,1

Определить, как изменится оптимальное решение, при анализе 
дополнительной информации о состояниях спроса.

Определить меру риска решений в игре.

86



Контрольные вопросы

1. Каковы особенности позиционной игры? Приведите приме­
ры экономических ситуаций, которые могут быть представ­
лены как позиционная игра.

2. Как изображается структура позиционной игры? Каковы 
свойства дерева решений?

3. Как рассчитывается оценка вершин исходов?
4. Какие критерии используются для оценки вершин-решений?
5. Каковы способы анализа дополнительной информации при 

выборе оптимального решения позиционной игры?
6. Приведите последовательность этапов решения позицион­

ной игры.
7. Как оценивается риск в позиционной игре?
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