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(Представлено академиком АН БССР Ф. И. Федоровым)

!. Вследствие относительной простоты структуры асимптотических 
решений уравнения переноса излучения они играют важную роль при 
іііученйп закономерностей многократного рассссяния света н весьма 
'іаето используются в прпложениях теории переноса в астрофизике, гид- 
рооптике, оптике рассеивающих сред. К настоящему времени наиболее 
с\1Цествеиные результаты получены при изучении асимптотических 
евоііств решений уравнения переноса излучения для случая сред и ис- 
то'пшков, имеющих плоскоиараллсльную или сферическую симметрию 
к'м.. например, работы [1—7] и ссылки в них). Отысканию асимптотик 
фгнкний Грина для однородных бесконечной среды, плоского слоя, 
шара и цилиндра, содержащих точечные или линейные мононаправлен- 
1ш:г нсточннки, посвящено только несколько статей [8—12].

Ниже будет найдена асимптотика функции Грина уравнения пере­
носа іізлученйя для однородного слоя V больщой оптической толщины 
т , содержащего точечный мононаиравленнын источник, минимальное 
інтпчоское расстояние от которого до второй границы слоя V равно 
т‘ (T*' =  const). При этом будем считать, что точка «наблюдения» рас- 
ііч.іожена на оптическом расстоянии тг (это тоже напменынее оптиче­
ские расстояние; т 2 =  сопз1) от первой границы Śi слоя V. В отличие от 
рнботы [11] здесь не будут накладываться ограничения на взаимное 
iii.vuwcemic нормалей к границам слоя, проходящих через точку «наблю- 
ленпя» и источник. Результат, полученный в работе, позволяет, в част- 
нист:!, выписать асимптотику интенсивности излучения (при то—̂оо) 
lic кппечной оптической глубине, отсчитываемой от одной границы слоя, 
1с.еда его вторая граница облучается произвольным пучком внешнего 
IIісучешія, что представляет существенный интерес для приложений. 
П|'ш иолучеиии искомой асилттотики будут использованы соотношения 
шишриантиости, найденные в работах [13, 14] для случая сред слож- 
Ш'Ч формы, и схема вывода асимптотик, использованная в [И].  Отме- 
1І1М. что эта схема в своей основе близка к методу, который применялся 
в классических работах [2, 3] при получении асимптотик нолей излу- 
К'іііія для полубесконечной среды и оптически толстого слоя, облучае- 
кых бесконечно широкими моноиаиравленными пучками излучения.

2. Пусть однородный слой V содержит точечный монопаиравлениый 
"1ШТ0ЧІШК» б(т—X*) б (Q—Q*), где концы оптических радиус-векторов 
т I! т* задают соответственно точку «наблюдения» и положение источ-

и о* единичные векторы, определяющие направления рас- 
кшаранепия и испускания излучения. Введем следующие обозначения; 
б —пшка «иаблюдеипч» (о.диовпемешю она задает конец вектора т ) ;



Т — точка, определяющая положение источника ( Т — копей, BL-KTOj)a т 
К  — проекция точки Р на границу Si; Л̂о — проекции точки Т на г; 
нииу Ś2; Пі и П9 — единичные внешипе норма.ііі соответствеппи к г| 
иицам Si и S2; p =  arccos ( (Пз ■ а ) ), где a = | K N o |  'KNo; |т 
=  arccos ( (пз • Ь ) ), Ь =  I KNi I ' 'KNi, где .V16S2; (із =  агссо.в ( (пз • с 
где с = | К Т | ~ ' К Т ;  p:j =  arccos ( (п, • f ) ), где f =  | NqP j “ ‘NqP; pi 
=  arccos ((пз • m)) ,  где m = | P T | ^ ' P T .  В дальнейшем нам нонадоояі 
две безразмерные пря.моугольныс декартовы системы ксордин 
KXYZ и A'oXiFiZi (описанные выше и ниже геометрические объек 
задаются в этих безразмерных системах; переход от исходных геомі 
рнческих объектов к их образам в этих системах осуществляется с і 
мощью отображения вида г->ссг, где а — показатель ослабления, 
г — радиус-вектор). Они расположены следующим образом; оси Z и 
ортогональны границам слоя и имеют направления, c(JBIIaдaющнc со( 
ветствеино с направлениями векторов Пз и пд плоскости a .VF и N qX-, 
совпадают соответственно с Si и S2; оси X и Х\ параллельны друг др\ 
и й.хіеют одинаковые ианравлення; оси Г и Fi наралле.іыіы и имС' 
иротивоноложные направления; плоскости KYZ и A'oF'iZi совиада'п 
друг с другом; точка AS имеет координаты (О, то tg ji. то) в систс: 
KXYZ,  а точка К  и.мест такие же координаты в снсте.мс AS.YiFiZi.

При выводе искохюй асимптотики будем исходить из такого сос 
ношения инвариантности [11, 13]:

G(t, 12, т*, 12*, F) =Ĝ o,oo) (т, 12, т*, 12 *) —

j f dS^ i" G(o,oo)(T, 12, т', 1 2 ' ) ( п . , 2̂', т*, 12*, V)dQ',

P, T^V.
Здесь G(...) — функция Грина безразмерного уравнения переноса изл 
'юния для слоя V при наличии в нем «источника» ó(t—т*)6(12—12 
G(o,cx>)(...) — функция Грина для случая иолубссконечиой среды Гд,- 
граница которой и се внешняя нор.маліь совпадают соответственно с 
Ill и которая имеет оптические характеристики, идентичные рсализу'г 
щимся в Г; 12+— полусфера, задаваемая условием (П2-12 ' )>0 .  Зат 
ТИМ, что между G(o,„o)(...) и функцией Грииа Goo(t, 12, т*, 12*) для беек 
печной однородной среды (характеристики элементарного объе) 
одинаковы в Г(о.оо) и Voo) существует связь [11, 13], аналогичная (1 
на основе которой в [12] были найдены асимптотические выражені 
для поверхностной функции Грина на большой оптической глубине 
Г(0,оо). Используя результаты и метод, изложенный в [12], можно ио.: 
чить следующую асимптотику:

(̂О.эо) (т, 12, т*, 12*)= 0 ,0  (т, 12. т*,12 *) —

k exp (—/г|ТК|)

ХІ

2j-iGVi |TK| ' ' '  |ТК 

КТ

О х

КТ|
) ) / ( 0 ,  р", ф'З рь ерь р2, T2 )dO." +  q, ( 0 < А < 1 )

/̂ =  о( | Т К | - ‘ схр ( - * 1Т К1)),  ІТ К К оо ,  т„-^оо.

В (2) величины имеют такой смысл: k — наименьший нсотрицательыь 
корень характеристического уравнения; ((...) — глубинное тело яркое

[3, 9] (считаем, что эта функция нормирована условием j i{\{)dir-
-I
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=2/'Л [3]); Л — альбедо однократного рассеяния; М =  2 J pF(p)dp;

fli, ([ч и І)", (fi" — углы, соответствующие единичным векторам (—<>) и 
в сферической системе координат, согласованной с J\XYZ (pi =  

=  cosOi; p." =  cosO'^). Функция /(...) в (2) является предельным зна­
чением величины / (т, ą>", рь фі, (Зг, тг), которая удовлетворяет крае­
вой задаче

„  д!  (т, р " ,  ф " ,  р ь  ф1, Рг, То)

дх =  — ( l —k у 1 — (р"') - sin Рг зіпф'") X

х / (т ,  р", ф " ,  Р ь  фь р2, Т г ) + у ^  J Х{у)1{х, р ' ,  ф' ,  р ь  фь Ра, То)гій'+

+  б ( т  — Т2 ) б ( р "  — Р і ) б ( ф "  — фі),

/ (О,  I р " ' I , ф " ,  Р ь  фь Pa, Ta) = 0 ,  т ^ О ,  (3)

где л'(у)— индикатриса рассеяния; Q — единичная сфера. Асимптотика 
для б(0,=о){т. Q, х', Q')> когда х' задает точки на Śa, дается формулоіі 
(2), в которой сделаны следующие замены: т* на х' , Q* на О', Ра на Pi, 
Г iia ;\'і. Это выражение, соотіюшенйя (1), (2) и асимптотика дли
бх(т, 1}, т", ІІ*) при |т—т*|- [9— 11] являются исходными для 110-
лучечшя НСКОМОІ1 асимптотической формулы.

3. Теперь воспользуемся вспомогательным приемом, введенным в 
работах [11, 12] и играющим важную роль при выводе искомого резуль­
тата. Выделим на плоскости So круг S* с радиусом ті и центром в точ­
ке .Vo. Будем считать, что xi^oo при то->оо, но при этом х'  ̂/хо =  о{\)
при то->-оо. Учитывая сделанные выше определения, предполагая не­
прерывность функции г(|т) на отрезке [—1, 1], с помощью ряда эле- 
.ментарных преобразований асимптотического выражения для (3(о,оо;(т, 
9, т', {У) (способ его получения из (2) описан выше) приходим к такой 
агпмитотикс:

G(o,^) (т. О, х ', Q0  =  Gex, (т, Q, тТ L> ' )  +

X
 ̂ ^ cospexp (—Ato/ cos|3i) . /  /  NoK \ \

^ 2лШ 7 о ‘ '  'i “  ■ |N oKT ' '
, , /  cos в /  kxo  \  \

X<D(pib фь T2, Р)+Фь g i =o  [ ---------exp I ----------- -— I f
'  Tn '  COS ii • /

(4)

KNc
To ■ ' cos Pi 

-oo, To-^oo,  N\Yts*,  ( 0 < : Л < ; 1 ) ,
где

Ф ( , Н і , ф і .  Т2 , Р )  =  1  J  p " i ' (  У  1— ( j l " ) ‘  5І П ф "  s in  P  +  ,u" cos Р )  X
0 - 1

(>л)
X / ( О ,  p i " ,  ф " ,  ц ь  ф ь  Р ,  x-2)d\i".

При отыскании (4) были к тому же учтены следующие достаточно 
просто выводимые выраяеения:

(6 )

cos Pi =  (1+0)2) cosp,
( р ь  фь Т2 , Pi) = П ) ( р ь  фь Т2 , р) +0)3,

где (I), — функции, стремящиеся для WV+S* к нулю при то—>-оо, |KNo|-^ 
->оо. Используя фор.мулу Тейлора и геометрические соображения, мож­
но также получить такое асимптотическое выражение:
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exp [/і((то/созр) —I KNi :exp (й//'sin P) (1+fOt),

(I) =  o(l)  при |KNo|- To^co и VjVi^S",

где /7' — вторая координата точки Л'і в системе Л'оЛ'іУі ,̂ (N ,N; = 
=  (х', ў', 0) в дайной системе). Разбивая теперь интеграл но в р 
на сумму интегралов по Ś* н S'jVS*, подставляя в интеграл по Я" С(к; 
ношения (4), (7), учитывая (2) и то, что при тп—>-оо значения фупкии 
0{т', т*, ІГ, V) на границе Яг слоя V будут стремиться к соотве
ствующим значениям функции Грина для случая полубссконсчйоіі с|і' 
ды, с помощью ряда преобразованпі'і и оценок придем к сле.туюид 
пекомон асн.мптотике;

0(т, Q, X*, Q*, Г)=й(2л2уИто)“' cospexp (—/гто/cos р) X 
X фь Г2 , р) /7(рф ф*, т*, Р) +Г/2+ 1Ф,

ў̂r2 =  o(т“  ̂cos р схр (—/гто/cos р) ), Р —const,

то-^-оо, ( 0 < Л < 1 ) ,
где

и  (}х, ф, т, р) =  ехр (/п cos р) L (1 1 — (fi)  ̂sin р sin ф +  u cos р) -р

+  Ф(р,  ф, т, Р),

а величины 0*, ф"' — угловые координаты вектора Q* в сфсрнческ.! 
системе, согласованно!! с систс.мон A'oXiFiZi (}i* =  cos 0*). Фуик!.,ия ; 
в (8) задает прямое !і первые три кратност!! рассеянного !і.і.чу'.!еіш} 
При получен!!!! (8) быЛП ТаКЖС !ф !1Н Я ТЫ  во ВН!!МаННе аС!!МПТО! ііка да 
G,x.(...) [9— 11], соотношсп!!я р, =  р +  о(1)  при то->-оо {1 =  2, 3, 4; р = 
=  const) и неравенство ( | KNoi  — | KNi | )::<7 | NqN i | sin р (A',fcS7). Г1р 
р-^0, х * ^ 0 ,  тг—>-0 соотношение (8) псреход!!т в асимптотику, нолучен 
пую ранее в [11] ,  нр!!чем !ірн этих условиях функі!!ія ЛФ'ІУ(...) стрі 
М!ітся к коэффиц!!снту пронусканпя для !!олубесконечі!оіі среды [3; 
Если проинтегрировать (8) !ю р* !і ф* соответственно !!а отрезка 
[ — 1, 1] !1 [0, 2.л], а затем умножить на a~L {L — величина, !імеіоша 
размерность МОЩ!!ОСТИ), то І!ОЛуЧЙМ аС!1МПТОТ!1Ку !!1!ТеНС!!ВИОСТИ из. г 
чс1!ия в оптически ТОЛСТОМ слое, который содержит точечныіі !ізотроі 
ПЫЙ ПСТОЧШ!К М01ЦН0СТИ 4nL.

Summary
On the iMsis of the general invariant relations the asyinptolic e.vpression i- t-r.n;,! ь 

Green's function of the radiative transfer cciuaiion for a iioiiiogcneous opticailv liiiek lau 
which contains a monodirectional point source. In deriving this asymptotic і()гтп'.-іе ii 
assumed that the source and a receiver arc at fixed opticai distances from ііь' lirsi a; 
the second boundaries of a layer, respectively. Anotlicr limitations for mutual pusilion ' 
the source and the receiver arc not suggested. Being a part of tlie asymptotic e\[iressio 
the quantities arc expressed with solulions of the radiative transfer equation lor die pi; 
nc-parallel semi-infinite anisotropic alisorbing mediums.
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