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1. Многие геофизические и астрофизические объекты (атмосферы Земли и планет, моря 
и океаны, диффузные и планетарные туманности, фотосферы звезд и др.), допустимо моде­
лировать посредством рассеивающих поглощающих сред, имеющих плоскую или сфериче­
скую форму. Однако существует целый ряд такого рода сред (к ним относятся, например, 
облачные образования, протуберанцы, спикулы, коронарные лучи, аккреционные диски, фа­
келы), которые характеризуются существенно более сложной конфигурацией, не обладающей 
плоскопараллельной или сферической симметрией. Эти объекты зачастую корректнее опи­
сывать посредством тел, имеющих форму цилиндров, сфероидов и даже невогнутых или во­
гнутых областей, не имеющих каких-либо содержательных свойств симметрии.

В отличие от классических задач [1,2] о переносе излучения в плоскопараллельных сре­
дах, исследование процесса многократного рассеяния света в объектах иной конфигурации 
является существенно более сложной и практически важной проблемой, рещение которой 
еще весьма далеко от своего заверщения. С помощью метода Монте-Карло и различных 
численных методов [3], в принципе, можно найти численные оценки для характеристик 
полей излучения в дисперсных средах сложной конфигурации. Но, к сожалению, эти ме­
тоды не позволяют исследовать поведение полей излучения в рамках различных асимпто­
тических режимов и выявлять закономерности процесса переноса излучения в аналитиче­
ском виде. Поэтому представляет значительный интерес разработка аналитических и полу- 
аналитических методик рещения разнообразных задач теории переноса излучения и 
оптики дисперсных сред для случая объектов (тел), которые не имеют плоскопараллельной 
симметрии.

Ранее в работах [4—12] был развит ряд методик указанных выще типов. Метод Кейза [4, 5] 
и методы, предложенные в [6—8] и основанные на использовании свойств интегральных 
преобразований, позволили рещить ряд задач теории переноса для случая тел, имеющих 
формы конечного (бесконечного) щара или бесконечного кругового цилиндра. Способы оты­
скания асимптотик искомых характеристик полей излучения в средах, обладающих сфериче­
ской, цилиндрической или трансляционной симметриями, были описаны в [6—10]. В [5] по­
средством интегрального преобразования Радона задача о переносе излучения в среде нево­
гнутой формы была формально сведена к рещению множества краевых задач для уравнения 
переноса излучения для случая плоскопараллельных слоев. Однако в [5] на основе этой идеи, 
к сожалению, не удалось получить содержательных результатов. В [10—12] был предложен 
подход, основанный на использовании общих соотнощений инвариантности, которые позво­
ляют находить в аналитическом виде двойные неравенства (нижние и верхние оценки), 
асимптотики, точные выражения и приближенные формулы для различных характеристик 
световых полей в средах (в частности, дисперсных) различной конфигурации.

Ниже с помощью подхода, изложенного в [10—12], найдены аналитические выражения и 
асимптотики для средних интенсивностей излучения и мощностей излучения для случая 
дисперсных сред, имеющих форму невогнутых тел (в частности, щара, сфероида, бесконеч­
ного кругового цилиндра, куба). Эти результаты позволяют исследовать функциональные за­
висимости данных величин от оптических и иных параметров, описывающих свойства ука­
занных дисперсных сред. Отметим, что изучение этих зависимостей на основе других мето­
дов до сих пор практически не проводилось.
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2. Рассмотрим дисперсную среду (тело) К ограниченную невогнутой поверхностью S, ко­
торая не изменяет характеристик излучения, проходящего через нее. Будем предполагать, что 
внутри К(т. е. в Р* = [12]) есть внутренние стационарные источники излучения, описы­
ваем ы е функцией g ( r , £ i )  ( г — радиус — вектор точки «наблюдении»; Cl — единичный век­
тор, тадахоихий хлаххравление иену екании ИЛИ раснрострахгет\ии излучении), причем 
g{r,Cl)dVcln имеет смысл монохроматической мощности (она соответствует единичному 
спектральному интервалу) излучения, испускаемого элементом среды, расположенном в ок­
рестности точки «наблюдения» и имеющим объем dV, в телесный угол dQ около направле­
ния, определяемого Й . Везде далее будем считать, что характеристики элементарного объема 
не зависят от положения точки «наблюдения» и поля излучения в среде К Ограничимся так­
же рассмотрением только случая монохроматического рассеяния. В качестве искомых харак­
теристик полей излучения возьмем такие величины:

/ср.(г,У) = (4я)-'/ /(/•, Й; y)dQ,,
Q

П, ( ^; Ю= Я J («(/•) Й)/(г,Й; y)dQ,  

iCp.iS-, y) = {nm{S))-^ndS; У).

( 1)

( 2)

(3)

Здесь /(л,Й ; У) — интенсивность излучения в теле У; m{S) — площадь границы S; П — 
единичная сфера (ей соответствует телесный угол 4л); п{г) — единичная внещняя нормаль к 
внутренней стороне 5(1^) границы S, в точке заданной P;Q + {r) — полусфера, выделяемая 
из Q условием (Л(г) Й)>0; 1ср{7\У) — средняя по Q интенсивность излучения в точке,
определенной г ; Пі(5; У) — монохроматическая мощность излучения, выходящего из К че­
рез 5; Icp.(S', У) имеет смысл усредненной на множестве всевозможных пар (rs,Q+(rs)) ин­
тенсивности излучения, выходящего за пределы К(гу задает точку на 5(й^).

Приведенные ниже аналитические выражения и асимптотики были выведены на основе 
использования стационарного аналога общего соотнощения инвариантности (1) из статьи 
[10] (или (5.22) из монографии [12]), двойных неравенств для Пі(5; У) [13] и асимптотик 
[14,15] функций Грина уравнения переноса излучения (УПИ) для случая бесконечной одно­
родной среды содержащей точечный изотропный источник.

3. Пусть У — дисперсная среда, имеющая форму щара. Разместим начало О правой пря­
моугольной декартовой системы координат OXYZ в центре щара. Обозначим через х = аг , 
где а — показатель ослабления, оптический радиус-вектор, а через У — образ, в который пе­
реходит К при отображении г в х. Допустим, что источники в Появляются сферически сим­
метричными, т. е.

В(г,Й)=я(|Л|,(Л-Й)|гр') = ,g(a-' |т|,(т-Й)|тр') = ая*(1х|,Р), где ц = (т-Й )|тр '.

В рамках этих допущений с помощью интегрирования по Й в пределах Q стационарного 
аналога указанного выще соотнощения инвариантности и деления результата на 4л с учетом 
принципа взаимности [4] получим следующее выражение:

с̂р.С̂ ',У) = j -  I o'p I u-du\ d(f)'j (7^(/’і , / ’2)Я*(«,ц'Мр ' -  4л -10 - 1 0

^  I ^/ф| б(ф'/|а7і(т,„ц )ći(/^i 1,^21 )й'й-
^ ^ 0 - 1 0  о

(4)

Здесь /ср,(т; Ў) = 1ср.(г,У); F\ = F\(ii, х, р) = (гД -  2их\х + Fj = Fjiu, т, р, р', ф') = -
(Г|(д, X, р))‘‘[т((1-р-) • (1-(р')^))'/^ sin ф' + {и -  тр) р']; Fu = F\{xo, т, р), 2̂1 = т. Н,

Р'. ф'); "to — оптический радиус щара (тр = аК, где R = |л5 | — радиус шара);
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ц') = I{7s, Й;К) 1^^  ̂ = I{7s,{7s интенсивность выходящего из шара излу­
чения;

С ^(|т '-т |,((т '-х) •Й ')|т '-т| ') = G^(t ' - t,Q',Ó) = (7^(т',Й',х) = I G^(x',Q',x,Q)dQ ,
п

где G^(T, Q', X, Q) — функция Грина безразмерного УПИ для случая среды У „ , имеющей те 
же локальные оптические характеристики, что и К , и содержащей «источник» вида 
5(т'-т)5(£2'-Й). Оптический радиус-вектор т в (4) может задавать любую точку в К.

Соотношение (4) позволяет найти /ср.(г, V) в любой точке среды V, если известна функ­
ция (/£(...) и интенсивность излучения, выходящего из нее. Оно значительно упрощается, 
когда в оптически толстом шаре У (т. е. То»1) содержится точечный изотропный источник 
(при этом g(r, Q) = С*8(г) , С* = const) или источники равномерно распределены в нем (т. е. 
g(r,Q) = С)* = const), ибо для таких ситуаций известны асимптотики величин, входящих в 
правую часть (4) (см. [6, 14, 15]). В частности, для случая консервативного рассеяния (при 
этом альбедо однократного рассеяния Л равно 1) и источника вида С*5(г) из (4) следует та­
кая асимптотика:

/ с у . ( ^ ;  Ю  ~  ■ {<7оо(|т|) -  J  d ( f ) j  t / c p ' J p ' w o ( p ' ) ( / i ^ ( / ’i b / 2 i № ' } .  1 1̂ ^  t o , "Г» ^ + ° ° ,  ( 5 )
0 - 1 0  о

где Соо(|т|) = J G^(x,Q',0)dQ', г/„(р)— коэффициент пропускания однородной консервативно 
о

рассеивающей полубесконечной среды [1]. Если |т| = tit,, и (1—г|)то -» + оо (т. е. точка
«наблюдения» лежит на больитих оптических расстояниях от границы шара; г| е (0, 1)), то с 
учетом асимптотики (4) из работы [15] получим из (5) следующее выражение:

/,/,,(т;К)~а2(2я)->С*(2-'(/.(|т|)-(3-х,)(2х„)-' + Зх„-'}цЧ (ц)№ ), (1 -  ті)х„ - э +-, Л = 1, (6)
о

где X/ -  (/ + 1)-й коэффициент в разложении индикатрисы рассеяния по системе полиномов 
Лежандра. Если дополнительно точка «наблюдения» лежит на большом оптическом расстоя­
нии и от центра шара, то из (6) можно получить такую простую асимптотику:

/су.№Г)~а2(2л)-‘С*((3-Хі)(2х„р)->(1-л ) + Зт,Г^|р^гг„(ц)о'р), рт,, -э+оо,(1-п)х„ ^+оо ,л = 1.
о

(7)

Когда g(r, Q) = Cl* и точка «наблюдения» находится на большом оптическом расстоя­
нии от границы шара, из (4) с учетом асимптотик, найденных в [6, 14, 15], получим

/су.(^;Ў)~а-'Сі *[6-'(3-Xi)(x„^-х2) + 2х„|ц2„дц)ф]^ (1 _ +оо, пе [0,1),Л = 1. (8)
о

Заметим, что на основе (4) можно найти ряд асимптотик и для случая неконсервативного 
рассеяния (Л € (0, 1)).

4. Выпишем ряд асимптотик для монохроматических мощностей излучения, выходящего 
из оптически толстых невогнутых дисперсных сред, содержащих на больших оптических рас­
стояниях от всех точек их границ точечные изотропные стационарные источники с моно­
хроматической мощностью Eq.

4.1. Пусть Xo(S) — минимальное оптическое расстояние от такого источника до границы 
5 тела У Обозначим через р̂ .(0, ф) оптическое расстояние от источника до точки Р, в кото­
рой пересекается с S  луч, исходящий из начала О правой прямоугольной безразмерной де­
картовой системы координат OKYŻ (точка О совмещена с источником) в направлении, ха-
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рактеризуемом углами 0, ф в сферической системе координат, согласованной с OXYZ. Тогда 
с учетом формулы (7) из работы [14] и двойных неравенств для Пх{8\ РО [13] можно найти 
такую общую приближенную формулу;

2п
Пх(8-, У)= B{A)j с/ф/(р5 (е,ф) + ^|-')ехр(-^іР5-(0,ф))sin 0̂ /0. 

о о
(9)

Здесь В(Л) = (4 -  Л)(8л(2 -  Л)/:іТі) к\ — наименьший неотрицательный корень характе­

ристического уравнения для УПИ [1]; Yi = dTx,{z)
dz

, где
г=-А:р

.у»г Уіг 
’ 1 ’ 1 ’

— беско­

нечная цепная дробь, в которой V/ = (/+ 1)2(с/С/+і)"',с/ = (2/+ 1)[1 - Л(х//(2/+ 1))].Выражение 
(9) имеет смысл при хо( У) +° о  или Л-^1. К тому же при выводе (9) предполагалось, что 
индикатриса рассеяния является сферической или произвольной, но вытянутой в направле­
нии вперед. Отметим, что верхняя оценка относительной погрешности формулы (9) при 
То('5') ^  +°° или Л->1 будет стремиться к Л(2(2 -  Л))“'.

4.2. Предположим, что в дисперсной среде У рассеяние изотропно. Тогда величину В{А) в 
(9) надо заменить на выражение В{А) = (4л)"*/:і Лі(Л)£'о = ^і(1 -  Л)(4 -  Л)(1 -  Л]2)[4лЛ(2 -  Л) 
(Л + А:і2-1)]“’£о- Соотношение (9) при этом допускает дополнительные упрощения, когда 
форма тела К обладает какой-либо симметрией. Используя обобщенный метод Лапласа [14], 
из (9) возможно найти ряд достаточно простых асимптотических приближенных выражений.

*■ Пусть V имеет форму шара, а источник находится в его центре. Тогда имеет место такое 
выражение:

rJ\(S\V) = АпВ(^А)(х,1 + к\ ')ехр(-А:іТ„),т„-э+°о или Л -э 1, ( 10)

где То = т„(У).
Если в центре симметрии оптически толстого тела К, имеющего форму куба с оптиче­

ской длиной ребра, равной d , находится источник, то (9) примет вид

Я ,(5; V) = ЪВх{А)Е„ ехр(- {k^d/l)), k^d -> +-. (И)

Допустим, что V = V\ — дисперсная среда, обладающая формой «сжатого» сфероида 
(оптические длины его полуосей равны а , а , с , причем д = ^а , где  ̂ е (0, 1)) и содержащая в 
центре симметрии источник. Тогда из (9) следует справедливость такого выражения:

Я,(6';К) = 5,(Л)(1-^2)-1Д„ехр(-А:,с-), А:,с ^+~>. (12)

Предположим, что тело V = V2 имеет форму «вытянутого» сфероида (т. е. с = ^а , где
 ̂ £ (1, + оо)) и является оптически толстым. При наличии источника в его центре симметрии 

из (9) получим, что

Пі(8;У) -\Г^/Цпкха/2у/^ВііА)Еоехр(-кха), ^ (13)

Пусть V — оптически толстый бесконечный круговой цилиндр. Тогда на основе (9) или 
(13) можно показать, что

Я ,(^; V) = (nkxa/2y/^Bx(A)E„txp{-kxd), ^ (14)

где а — оптический радиус этого цилиндра.
5. Найдем асимптотики величины /^/,.(5; V) для случаев оптически толстых почти кон­

сервативно рассеивающих (т. е. ((1 -  Л)/(3 -  хД) = /г «  1) тел Vi и V2 (это сфероиды). При 
этом допустим, как и ранее, что в их центрах симметрии содержатся точечные изотропные 
источники с монохроматической мощностью Eq. Принимая теперь во внимание неравенства и 
асимптотики, приведенные в [13,14], с учетом (3) получим такие асимптотические выражения:

2а'^Е„с~^ exp(-A:ić)
7l2p2[2^-2+p-l ln((l + p ) /( l-p )] ’

к[С ^  -(-со. (15)
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exp(-A:ifl)
я7^^[(п / 2) -  arccos(^"'P) + ’

h 10 —̂ +00. (16)

I 11 / 2При этом в (15), (16) следует считать, что Л О, а р = |1 -
Шар Кявляется предельным случаем сфероидов V\w V2 (У\ и V2 совпадают с К при  ̂= 1). 

Соответствующую асимптотику для величины (5; F) возможно найти на основе (3) и 
формулы (14) из [14]. Она имеет вид

?̂/7.(-5';1̂ ) ~а^А:і(2л^)“' е х р ( - А : і Т „ ) ,  к^х„+°° ,  /г-> 0. (17)

6. Из полученных выше аналитических выражений и асимптотик (4)—(17) следует, что 
закономерности многократного рассеяния света в дисперсных средах, не имеющих плоско­
параллельной симметрии, носят зачастую существенно более сложный характер по сравне­
нию с выявленными при решении классических задач теории переноса излучения [1]. В ча­
стности, они достаточно сильно варьируются при существенном изменении конфигурации 
дисперсных сред. Однако имеется ряд и общих сходных черт в поведении величины lliiS; V) 
для дисперсных сред различной формы. Например, формулы (11) и (12) указывают на схо­
жесть типа функциональных зависимостей величины /7i(S; У) от Tq(5) для тех случаев, когда 
to(5)-> + со и У имеет форму куба или «сжатого» сфероида. Утверждение такого же рода верно 
и тогда, когда У является «вытянутым» сфероидом или бесконечным круговым цилиндром 
(см. выражения (13), (14)). Следует отметить, что при прочих равных условиях вид функцио­
нальной зависимости главного члена асимптотики величины /7i(S; Й) от То = То(‘̂  (при Tq-> 
+ 00) будет таким же, как и в (11), (12), если У — плоскопараллельный слой, который имеет 
оптическую толщину 2tq и содержит на оптической глубине То точечный изотропный источник.
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ROGOVTSOV N. N , KARPUK V. V.

ANALYTICAL EXPRESSIONS FOR AVERAGE AND INTEGRAL CHARACTERISTICS OF RADIATION FIELDS 
IN DISPERSION MEDIA OF DIFFERENT CONFIGURATIONS

Summary
Some analytical expressions and asymptotical formulas are obtained for average intensities and integral characteristics of 

the radiation fields in nonconcave dispersion media.


