
^ Л г о ) =  s u  { г , ) / s u :  {о, о), r , = r / a .
'U^^\r, 0 ) -U } '\r , oJ
p f \ r .  Ó)-Uf{r ,  o)

s u { r ,) ^  —  t \ e { ę .  r,)pw{ę)pXę)dę ОЯ0
7T‘

0  =

r„ ^ 1. (15)

O /1/?
Зависимость величины раскрытия трещины SU ̂  в зависимости от г„ при 1) jt„ = 0 ,2)

= 1,3) = 2 ;  й  /  Л =  1 представлена на рис. 3
Выводы:

1) Из рис.2 следует, что зависимость коэффициента интенсивности напряжений имеет 
максимальное значение при длинах волн, кратких радиусу трещины.
2) Раскрытие трещины максимально в динамике ( =  1), когда длина волны равна радиу­
су трещины, причем в этом случае она больше, чем в статическом случае (Ао =0) .
3) Таким образом, наиболее надежна методика обнаружения трещины состоит в возбуж­
дении волнового поля со спектром частот (длин волн) в области резонансных значений. Ди­
фракционное взаимодействие волны с трещиной (включением) является сигналом о наличии 
трещин определенного масштаба.
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ДЕФОРМАЦИЯ к р у г о в о й  ПЛАСТИНЫ ПРИ НЕССИМЕТРИЧНЫХ
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

Белорусский национальный технический университет 
Минск, Беларусь

Прогиб пластины под действием нагрузки распределенной 
по контуру изучается во многих прикладных задачах теории упру­
гих пластин [1]. Как правило рассматриваются нагрузки равномерно 
распределенные по контуру. В случае кинематических граничных 
условий зависимость перемещений и их производных от круговой 
координаты усложняет решение задачи.

В данной работе на основе точного решения предельной за­
дачи в интегральном виде конструируется его приближенное пред­
ставление логарифмами. Полученные в работе приближенные фор-

и

/

.... ........ ...
■о ( 0, ę  J a  Г

/ °X

Рисунок 1

161



мулы сравнительно просты, не содержат квадратур и позволяют оценить погрешность вычисле­
ний.

Постановка задачи
Круглая упругая пластина имеет радиус а и по контуру заданы перемещения и радиальные 

деформации, зависящие от угловой координаты рис. 1.
Изгибные перемещения и{р, (р) удовлетворяют уравнению

АЛи = 0, р  < а

«l=a=g{<p\ dp
= L{ę>), -  л  ę  < n.

Переходя к безразмерной радиальной координате г = р /  а запишем уравнения в виде
ЛАи = 0, г < 1. (1)

ди
(2)“ U , =  g W =  L (ę )  • =  l(ę).

„ , 5' 1 а 1 а"Оператор А = —^ + ------+дг̂  г дг dę̂
1. Точное решение задачи (1), (2) в предельном случае.
Бигармоническое уравнение (1) при граничных условиях (2) имеет единственное решение 

и искомая бигармоническая функция и = м(г, ę )  может быть представлена в единичном круге с 
центром в начале координат с помощью двух гармонических функций м, = ы,(г, q>) и 
щ -  щ{г, <р) в виде

М = (г" -  і)й, + Kj. (3)
При этом из граничных условий (2) для бигармонической функции и следуют граничные 

условия для гармонических функций гг, и

«2 1=1= g{<P)> 2м, + du^
dr (4)

Гармонические в круге фзшкции гг, и гг ̂  при граничных условиях (4) могут быть найдены 
при помощи интеграла Пуассона

<Р)= ~ ] g { i ^ )  *

м,(г. ę )  =

2л  '’ і -  2rcos{t -  ę )  + r ‘
■dr,

\ - r ^  j  duAr. ę )
—  J ‘ V‘ ) ----- — — 7---------- Ч---------t m t  -  r — ------- -
2 л  -я 1 -  Ircosyc - ę ) + r  dr

(5)

(6)

Подставляя эти выражения для іг, и гг ̂  в формулу (3), получаем точное решение предель­
ной задачи (1), (2) в виде

и{г, ę )  =
г^ - 1 l - r -

^  ЫО-
2 л  ~я 1 -  2rcoĄr -  ę )  + r ‘ 

1 - г '

■dr
du^{r. ę )

dr
(7)

-dr.
2 л  -Я 1 — 2r c o s ( t  -  <p )  +  r 

2. Приближенное решение предельной задачи (1), (2).
Для приближения интегралов Пуассона в представлении решения (7) воспользуемся полу­

ченной в [2] приближенной формулой и способом оценки ее погрешности. Можем записать при­
ближенные равенс'гва

У т2л -я 1 -  2г coĄt -  <р )  + г '
■dr » E Ą (r,

где коэффициенты

А, (г, ę?) =
2л

f

1 - z e  ^ 1 -  ze  ̂ 'h + 2 1т In -  In
1 1 J (  / /_

( 8)

( 1 0)

162



А узлы (р̂  = kh, к  = -«,...,-1, О, h -
I n

7 7 І
. Квадратурные суммы в (8), (9) обла­

дают замечательным свойством [2]: все коэффициенты {г, ę )  неотрицательны при всех г vi ę  
и удовлетворяют соотношению

(р)=\.
-п

ди^ (г, ę>)
Однако, чтобы получить приближение производной -------------- в формулах (6), (7), нам

дг
потребуется специальная приближенная формула для интеграла (5).

Гармоническая функция внутри единичного круга ы̂  (г, ę )  представима также рядом

где

=  ]g {T )c o 4 r  -  <p)dT.
2n n  -n

Тогда

r = — Ź  Лг* J g(r)co j(r -  ę)dr  = — | ]  ^ *  J g{r)d siĄ r -  ę )  =
dr n  *=i n  *=i -*

- - I r '
Л *=1

g (r )« n  k { t —ę ^ ^  -  f g '{r)sin  k{v -  ę ^ ir

1  r* J g'{r)sm  k{r -  ę)dT  =
7 t Ar»I

*=1
- \ g '{r )sin k id r \co s  k ę +  \ — \ g'i^^cos kixiT\sin kę

у n  -Я  )  -)T )

Заменяя последний ряд интегралом, получим

= - fdr 2n -я 1 -  2r cos\j -  ę)-\- r
По системе точек (11) построим квадратную формулу для интеграла в (12). Пусть

g'{(p) « f{<p) = 10A<p)g'{<Pk),

( 12)

(13)

e,{ę>) =
l, ę> e

0, ę  i

h h
<Pk----- • +  ~4'k ^ Tk 2

<Pk---- > 9k + —^“ 2 2
Тогда

Эм,(г, ę )  1 f f/- \ 2rsin{r -  <p) , Л  ̂ ^
dr 2n -X 1 -  2r cos[T -  ę )+  r -»

Где коэффициенты
h

T> ( \ 1  ̂>( \ 2r sinir -  ę )(p) = - —  \ g \& .— г-------f --------2n h 1 -  2r cos\T -  ę )+  r

(14)

(15)

Займемся вычислением коэффициентов 5* (г, ę). Преобразовав ядро под знаком интегра­
ла в (12)в ряд

2г 5ш(г -
1 -  2rcoĄ r -  ę})+ г^

= = - I r r i -  \
t ~ z t - z

-  - 2  Im
00 у

Z —
\ m^ l t  J

= - 2 1  r ” sin т{т -  <p)

получаем
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я

h
* 2

С''- = — Ё  ?•'" I g ' 5/и w(r -  ę)dx  = -----Е“ А -  -
г ” f  h Лcos т -  cos т
т 1 2 j

= -  — Re 
п Ет=1

Г е г е
т т

Заменим ряды их суммами. Тогда коэффициенты
Г /  Г1-  В^(г. <p) = - R e  

п
In 1 -  ze - I n 1 -  ze

■( *'1̂
( 16)

Подставляя приближенные выражения интегралов (8), (9), (14) с коэффициентами (11), 
(16) в формулу (7), находим приближенное решение предельной задачи (1), (2)

и(^  ę’) = t Ą ( r .  < p ) g { ę , ) - ^ - ^  І А { г. <p)l{<Pk)-iB^{r, ę>)g'{ę,)\.
-Я ii L "" J

Оценим погрешность приближенного решения.
Теорема. Пусть функцш 1{<р) непрерывна на отрезке [- л, л], а g{ff>) — непрерывно 

дифференцируемая функцш на этом отрезке, тогда имеет место следующая оценка погрешно­
сти приближенной формулы (17):

1 —\и{г, ę )  -  и{г, ę \  < —^ ® ( / ,  /г) + Ą g ,  h) + Ą g \  h), (18)

где co{l, h), a>{g, h), o){g', h) -  модули непрерывности соответствующих функций.
Если же функции l{(p) и g'{<p) также непрерывно дифференцируемы на [- л, л \  то 

справедливо неравенство

\и{г, <р) -  и{г, <р} < + М ^+  М ' \ . (19)

Доказательство. Сравнивая формулы (7) и (17), получаем

и{г, <р) -  и{г,

- ] Ц г )

1 -  г*- L  ]а{т)__ ________________
2л Л ' \ -  2г со5(г -  ę)  У г

j d r - Z A , ( r ,  ę ) g { ę A  +

У 1 -  г ' 1
2 2я-

1 -  г ' dl
2

1 - / • '
i d T - Ź A ^ r ,  9 У{<рЛ  + (20)

dr -и
Воспользовавшись способом оценки приближенных формул для интеграла Пуассона в ра­

боте [2] находим, что
ч 1 - г '  .

если функции l{(p) и g{(p) непрерывны на отрезке [- 9, 9 ] и
1 _  „2

£,(г, <р) ^  ^  M,h, £ j(r, ę

если функции /(ę?) и g{(p) непрерывно дифференцируемы на этом отрезке. 
Далее, слагаемое {г, ę )  запишем в виде интеграла и оценим его

1 -  г '

oi{g. h). (21)

М
- f K (22)

е Хг. 9 ) ^ ~  l U ' W  -  g'(^)]r  ^ ч ,2л -я 1 -  2г -  9)У г
1 - г '

dx

^  у -  I k 'W  -  — z-------7---------ч-----2л  -я 1 -  2г cos[x -  (р)У г
Под знаком последнего интеграла снова имеет ядро Пуассона.
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Следовательно
Е, ^  ^cDcJg'{<p) -  g'{(p} -  a)(g'. h), 

когда g'{(p) непрерывна на отрезке [- ж, ж\ и
„  / \ М  .

л .

(2 3 )

(24)

когда g'{ę>) непрерывно дифференцируема на этом отрезке.
Подставив в (20) вместо £',(г, ę), Е^{г, ę), Ą (r, ę )  соответствующие оценки (21)-(24), 

получаем неравенства (18), (19).
Приближенная формула (17) с оценкой погрешности (19) позволяет нам получать прибли­

женное решение предельной задачи (1), (2) с заданной точностью.
Примечание. Как известно, действительная часть интеграла Шварца представляет собой 

интеграл Пуассона с такой же плотностью, т.е.

Re —  \  / ( f )  - - ^ dr  = —  J / ( т ) ---------- ^~Т~— ^
2ж L  г -  z 2п  Л '  \ -  2г cos{r -  ę )+  г

где / = е", z = ге'^, |f| < 1, -  ж й ę  й ж •
Точные методы вычисления интегралов Шварца и Гильберта, изложенные в монографиях 

[4, 5] часто дают возможность получать точное решение предельной задачи (1), (2), не содержащее 
интегралов.

Пример. Пусть граничные условия (2) имеют вид

м| = s in n ę  (л -целое) —
дг

= \fĄ, -  ж < (р < ж •

Интегралы Шварца с такими плотностями вычисляются точно
1 '"г t л- z\ sin пт 

2ж -п t -  z
d t  = -iz",

2ж -J ' t -  z  2 ж
[l \ z) - I I { z '^

где L^{z) и Ll{z) -  полилогарифмы второго порядка, определяемые в круге [г] < 1 следующими 
рядами:

Тогда, учитывая взаимосвязь (25) интегралов Пуассона и Шварца, на основе формулы (7) 
находим

2и{г, ę )  = ^ — -----Re{l}{z) -  2.5(z)) -  nr" sin n ę
2 ж

+ г sin nę.

Пусть л = 1, ограничимся в (z), L\ {z) членами с л = 2, тогда получим
1 - + г sin ę.Ąr, ę )  = ж 2-------- г cos ę  -  г sin ę

2 ж
Таким образом, предложенный метод позволяет получать приближенные решения в тех 

случаях, когда отсутствует симметрия задачи.
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