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Н. Н. РОГОВЦОВ

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ СРЕДНЕГО ВРЕМЕНИ СВЕЧЕНИЯ 
ОПТИЧЕСКИ ТОЛСТОГО ШАРА, СОДЕРЖАЩЕГО 

ПРОИЗВОЛЬНЫЕ ВНУТРЕННИЕ ИСТОЧНИКИ

Известно [1—3], что рассмотрение сред, имеющих форму шара, 
представляет определенный интерес для изучения процесса многократ­
ного рассеяния света в реальных объектах. Существенное отличие шара 
от плоскопараллельного слоя, который используется в подавляющем 
числе работ в качестве модели для изучения переноса излучения, со­
стоит в том, что он имеет конечную оптическую толщину в любом на­
правлении (большая часть естественных и искусственных мутных сред 
удовлетворяет этому условию). Поэтому шар, так же как и ряд других 
тел, обладающих какой-либо содержательной симметрией и имеющих 
конечный объем, может служить удобным промежуточным звеном меж­
ду плоскопараллельным слоем и множеством моделей сред, обладающих 
сложной формой. Исследование переноса излучения в сферически сим­
метричных средах при наличии в них источников заданных типов про­
ведено в работах (см. [1, 2, 4—12] и ссылки в них), в которых получен 
ряд асимптотических, точных и приближенных решений уравнения пе­
реноса. При этом часть асимптотик была найдена с помощью одной об­
щей идеи, применявшейся еще в классических работах [13, 14] при изу­
чении переноса излучения в плоскопараллельных слоях, которая почти 
без изменения применима и при исследовании многократного рассеяния 
света в средах сложной формы [15]. В общем случае суть ее состоит в 
том, что асимптотические решения уравнения переноса для рассеиваю­
щих тел некоторой конфигурации можно находить из выражений типа 
соотношении инвариантности (они связывают между собой решения раз­
личных или однотипных задач) или их следствий посредством подста­
новки в них известных асимптотик входящих в эти выражения величин. 
При реализации данной идеи наиболее удобно использовать такие со­
отношения, в которые входят решения относительно просто решаемых 
канонических задач теории переноса для сред более простой формы по 
сравнению с конфигурацией исследуемого объекта.
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В данной работе указанным способом будут получены асимптотичес­
кие неравенства и выражения для среднего времени £* свечения опти­
чески толстого рассеивающего шара, содержащего произвольные внут­
ренние нестационарные источ’ники. Будет также найдена двухчленная 
асимптотика для t*, когда в центре шара имеется точечный изотропный 
импульсный источник. Для простоты ограничимся рассмотрением толь­
ко случая консервативного рассеяния.

Рассмотрим однородную консервативно рассеивающую среду V, 
ограниченную полностью прозрачной для излучения невогнутой поверх­
ностью S и содержащую внутренние нестационарные источники g(r, £2, t) 
(г — радиус-вектор; единичный вектор £2 будем использовать для зада­
ния направления испускания или распространения излучения; t — вре­
мя; g(...)==0 при /<0). Под средним временем выхода энергии излу­
чения из тела V (среднее время свечения) понимается следующая вели­
чина:

оо оо

/*=( J H(t)dt ) * J tn(t)dt.
О о

(1)

Здесь П(7)— поток излучения через границу S тела V. В работе [9] 
была найдена общая формула для t* при Л=1 (Л — альбедо однократ­
ного рассеяния). Ее можно записать в виде

= to + —
av

jfjdV [7(т, £2, V)d£2
v н

2 Я
V

(2)

= (ШX2(rW) ’ПИУZi(r> Q)dQ-

Здесь т=аг(а — показатель ослабления); v — скорость света в среде 
о о °

V; V и V— образы, в которые переходят V и V(V=V\S — внутренняя сю
часть тела V) при отображении г в т; yj(r, О) = J tg(r, Q, t)dt, 

о
сю

%2(г)= /х°(г> f2)rf£2, /о (Г, £2)= J g(r, £2, t)dt; £2 — единичная сфе- 
Q О

ра; 7(т, £2, V)—решение уравнения переноса излучения, записанного 
в безразмерных переменных, для области V, имеющей «источники» 
/(т, £2)-~Схо(г, £2) (С — константа, имеющая размерность, обратную 
той, которой обладает %о(г, £2)).

В статье [7] получены следующие неравенства для'

^* + —(77-¥*)^^^^ + -У(/7-Р«) (Л=1), (3)
и гу 7 и г/ 7

F = ( Р рУ Р (т, £2) dQ)-' [ [ j dV J (т, £2) d£2,
"i h у s
v

где Zoofr, £2) — решение уравнения переноса излучения для бесконечной 
однородной среды имеющей в области Й «источники» /(т, Si); у, и 
Р* соответственно максимальное и минимальное значения величины
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1И dV J Goo(tz, —Й7, t, Q)dQ, когда tz задает точки на S и й'бй-н 
_й й

(S — образ S при отображении_г в т; Goo( ... ) —объемная функция 
Грина уравнения переноса для Voo; Q+ — полусфера, определяемая ус­
ловием (п/-й|')>0, где п' — внешняя нормаль к S в точке, заданной 
т'). Формулы (3) позволяют оценить t* для любого невогнутого тела че­
рез характеристики полей излучения в Роо. Они весьма удобны для по­
лучения асимптотических неравенств для t*, когда тело V является ша­
ром, содержащим произвольные внутренние нестационарные источники.

Пусть в центре шара V расположен точечный изотропный импульс­
ный источник g(r, й, t) = 6(r)f(t) (при этом здесь и везде далее будем 
считать, что начало системы координат, в которой посредством радиус- 
векторов г, т и т. д. задаются точки шара, совпадает с его центром). 
Тогда выражение (2) упростится и примет вид

/* = ^ + (аи)-ч"ср(0). (4
Здесь 7ср(0)—средняя «интенсивность» излучения в центре шара 
V, содержащего, равномерно распределенные «источники», равные еди­
нице. В общей форме асимптотика для 7ср(0) при то^-°о (то — оптичес­
кий радиус шара) была найдена в [12]. Для данного случая ее можно 
записать в такой форме:

7ср(0) = J J Goo(lT'l’ -И^-( i—т2 +

(5) 
+ -7732 2' J f ds'f (n'.fi')27i(rz, Й', 7)dQ'+O(l), То^оо, Л=1.

1ЬзХ То 5* Щ

Здесь Xi — соответствующий коэффициент в разложении индикатрисы 
рассеяния по полиномам Лежандра; ц'= (|т'| )-1 (т-Й'); G,x>( |т'|, р/) = 
= J Goo(tz, Й', 0, й)о!й, 7i (tz, й', V) равно 7 (rz, й', V) при

%(< й')ве,1.
Из формул (3) — (5) видно, что для получения искомых асимптоти­

ческих выражений для оптически толстого шара необходимо найти 
асимптотики величин ш ^г/)7оо(т, й)</й, у*, |3*, 7i(tz, й', V) при 

у Q
То-^-оо и Л=1. Для этого достаточно отыскать асимптотику функции 
Грина G<x>(|tz|, |Д) при |tz|->oo. Учитывая представление Gx (| rz |, р') 
в виде суммы обобщенной qi и регулярной q2 функций [16], особеннос­
ти qi [16] и единственность разложения q2 в ряд по полиномам Ле­
жандра, из формулы (12) работы [12] получим следующую асимпто­
тику :

3pz 
4л | tz |2 +qi+(h,

(6)

Первый член асимптотического выражения (6) был найден в [17]. 
Асимптотика для Gco(|rz|, р') при р/<0 была получена в [12].

Принимая во внимание определения 7ос(т, й), у*, р* и принцип вза­
имности [18], на основе (6) находим такие асимптотические соотноше­
ния:

7ТС(Т, Й)6/Й =
у Q '
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= Jx(t\ О') (Зт2б —|т'|2) —(т'-О') IrfQ'-h
ой °
V

-4-0 [ In То Jf J dv' f х(т' O')dH'J,
о Q
г

Y* = ( 1---- ^~) т20+О(1пт0),

₽*=( 1-----у~) т20—То + 0(1пто),

То->оо, Л=1.

Подставляя (7) в (3), получаем искомые асимптотические неравенства 
для оптически толстого шара:

Р IJ J dv' J (т2 — |т'|2) — (т'-О') ] х« O')dO'+
о Q 0

4-/11 sCt*^h2-\- ------ Н
ац

+Р Ш dv' J [ —— (т2 — |т'|2) — (т'-О') ] х(т' Sl')dQ', 
о й °
V

Р=~~( Ш Jx(T, O)do)
о Q
V

То—>-ОО, Л=1.

Из (8) следует, что для среднего времени свечения шара имеет место 
асимптотика

JJJ dv' Ц_А-^(т2-|т'|2)-(т'-О')] O')dO'+
о Й °
V

То-ч-оо, Л=1, (9)

где величина хб [О, 1]. Частный вариант формулы (9) при х(т', О') = 
= С1б(т/) (Ci = const) был получен ранее в [12].

Если на внутренней стороне границы S шара V находится точечный 
источник с угловой диаграммой /(О') (—O'GQ+), то из (9) получим

То—>-оо, Л—1,

причем постоянная xi удовлетворяет неравенствам
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1

J h'W'W'
о

1

J A(n'W'
о

2 Л

где Л(ц//)= J f(—S2')d(p", ц"
о 

источника на S), ср" — азимут проекции вектора 
перпендикулярную т'. Заметим, что параметр xi 
ном виде из формулы (2), если учесть асимптотику [16]

Л(т', — (п'-й')> у)~_ToUo(-(n'-Q')),О

(10)

2Л

) (т' задает положение

(—Q') на плоскость, 
нетрудно найти в яв-

(11)

7

то->оо, Л=1 (—£2'0й+, |т'| =То)

и тип источника. В (11) величина и0(—(п'-О')) =ц0( | ц"|)—коэффи­
циент пропускания полубесконечной среды для случая консервативного 
рассеяния [14]. В итоге получим

1 1

Х1=-у ( J/i(n)dji ) f Uo(p)fi(p)d|i. (12)
о о

Например, 
такого вы-

Отметим, что из (10), (12) при /т (ц) = С36(ц—щ) (C3=const, piO (0,
4

1)) следует неравенство — Wo(pi) <Ц14~1, которое было найдено 
в [14] другим способом. В качестве приближенного значения xi можно 
взять полусумму левой и правой частей неравенства (10).
при fi(p.") =C4p//(C4=const) относительная погрешность е 
бора параметра xi составляет (1/8).

Найдем теперь двухчленную асимптотику для t*, когда в 
ра находится точечный изотропный источник. Подставляя 
(5), с учетом (4) получим искомую асимптотику

t------at/t~lTLT2o+2To Н2«о(н)^] >

центре ma­
te), (11) в

(13)

То-^-оо, Л=1.
1

Сравнивая (13) с (9), находим, что для данного случая x = 2j ц.2«0(ц)</ц. 
о

Принимая во внимание неравенство, приведенное выше, которому удов­
летворяет Uo(p), получаем, что хб| —, — (для любой индикатрисы рас- 

сеяния. Формула (13) дает асимптотику t* при условии, что отсчет вре­
мени ведется от момента ^=0. Однако для рассматриваемой задачи бо­
лее разумно вести отсчет времени от момента прихода света к границе 
шара. При этом для среднего времени t* свечения шара из (13) легко 
получить

'• ~ ’•+(4 *л*’ 1> т° 1 •
т0-->-оо, Л=1.

105



В заключение подчеркнем, что метод исследования асимптотических 
свойств полей излучения, использованный в данной работе, применим 
и для изучения переноса излучения в средах более сложной формы по 
сравнению с шаром, причем для любых значений альбедо однократного 
рассеяния.

Summary

Some inequalities and asymptotic formulas have been derived to calculate average 
luminosity durations of an optically thick uniform conservatively scattering sphere with 
random internal sources.
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