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Введение. Понятие оГ> инвариантности (н его настно.м случае cii.v 
мстрнн) фн:н1 ческн.\ объектов, процессов нлн математических кош 
|)укц|ц"| но ОТІЮШСНІПО к некоторым операциям играет в современно; 
і'ауке фундамента.;іыіуіо ролі.. Наиболее важный шаг, который нут 
но сделат 1> в бо.нынннствс случаев при нроведеннн исследований в он 
р.еделснной об.іастн на основе ука.занного понятия, состоит в введсни 
операций, оставлякощих инвариаитиы.ми (в частности, неіі:імс:інымііі 
и д чаемые объекты или манематическне конструкции. Утверждешн;, 
ука::ываіоіцне на инвариантность чего-.нибо при вынолнеинп опреде 
ленных операций, обычно называют приицнпами инвариантиосг 
(ИИ). Следствия же И! них, которые носят более частное содержашк 
('/удем нменоваті) соотнотеннями инвариантности. Отметим, что П1: 
нс только сами но себе несут фундамеитальную информацию, но і 
віяполняют ряд поле ны.х функций, например, эвристических и ото 
ра. Заметим, что а.тгсбрайческіій по.дхстд оказа.тся тем матсматнчг 
скпм аппаратом, на основе которого уда.тось весьма удобно опнеат 
и иоият1 > круг идей, связанных с частным случаем пнвариантностп, г 
пменио с понятием симметрии. Сначала это было сделано в криста: 
тографи1 [ и гсомет рии, а . атем, и в теоретической физике. Следуе: 
однако, подчеркнуть, что в данных об.тастях при формулировке П1І 
ц получении их следствий, в основном, использовалась теория груя: 
п теория представлении групп (см,, например, [I] ) .  Исключением я= 
ляется работа [2], где дополнительно к групповым преобразования' 
привлекались пі)собразоваііня двойственности, онйсывасміяе бу'лсвоІ!
а.тгеброй. Как бу.дст покаянно ниже, указанные алгеб['анческие пі:
I ятня иедостаточтл для формумнровкн ИИ в теории переноса,

Вііерііые рассмотрение и])об,зсм тео|тии переноса излучения ,т: 
случая и,тоскопараллельных сред с точки зрения ПИ было выполпе
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пи в. А. Амбарцумяисш [3—6]. Им бі.іліі внесены в теорию переноса 
излучения ряд новых у;іементов. Он ввел ('перацни, оставляющие нн- 
парпантиымн искомые характеристики ноля н:итучсння в плоскопа­
раллельных средах (нрн этом в работе [3] был предложен метод 
зсложення слоев» н сс1)ормулнрован первый ПИ в теории переноса),
1І схему, описывающую «в.займодеГіствйе» подслоев, на которые онсра- 
. ■ 1 1 1 1  разбивали йсходныіі слой. К то.му же было пока.заио, что 
указанные опеііацнн н схема «в:іаймодснствіія» позволяют по­
лучить нетрнвііа.іійіые слелст:шя и решить ряд задач теорнп перено­
са излучения, ранее не ноддававтиеся аналитическому рассмотрению. 
Бблыпая часть последующих работ, і'де форму'лировались ПИ, н была 
посвящена обобщению в различтчх направлениях указанных выніе 
конструктивных элементов. Существенное развитие теории переноса 
П ЭТОМ направлении было выполнено в работах [7—9, II, 12, 14—36]. 
При это.м за исключением работ [11, 18, 24, 31, 34—36] рассматрива­
лись задачи для плоских сред.

В данной рабслс проведено построение множества операций, ос- 
'іавляіоіцйх инварнанттлмн поля иллучения в рассеивающих, погло­
щающих телах любой коифигурацнн, а также указана их алгебранче- 
1 кая природа. І1)іііве,чена обобщенная формулировка принципа нн- 
іырйантностн [см. также З-э], вк.іючаюіцая в себя наиболее супщет- 
пспиые аспекты ,іанных ранее в теории переноса его формулировок. 
Для случая пронзнолыпях рассеивающих объектов найдены общие след- 
СТШІЯ ИИ в виде соотношений ннварнантностн и даны некоторые их 
:ірйложсіійя. Данное обобщение ио существу является неносредствен- 
ІІІ.ІМ 1)азвитием указанных выше конст|іуктйвні)іх элеме[ітов метода, 
ІВСЛС1 ІНОГО в теорию переноса В. А. Амбарцумяном.

Алгебраическая трактовка принципа инвариантности. Рассмотрим 
■люжество ( элементами которого являются произвольные рас-
ипвающие, иог.'ющающис объем],і И, (а определяет расположение,
I'.neninee окружение, фи:!ическнс и геометрические свойства самого 
I. т. д. ; .4—множество индексов). Э.пементы множества {V oi}^^a бу- 
;ісм счптаті, равными, если они полностью идентичны в геометриче­
ском и физическом смыслах во всех точках, принадлежащих нм. От- 
ікчікчше равенства разбивает множество на классы эквива-
.|('птности. Заметим, что эквйвалентності. тел может определяться раз­
ными физическими н геометрическими нрнчннами, в частности симмет­
рией, которая онпсыііается в рамках теории групп. Фактор-множество 
множества { но введенному отнопіенйю эквивалентности обо:;-
пачим через {V-].(-n (1!—множество индексов). Обо.значнм через ::,з 
границу 1'  ̂ причем будем считать се носителем геометрических
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и физических своііств. Предположим, что з. можно представить в 
виде объединения конечного или счетного числа поверхностей, для ко­
торых можно ввести понятие стороны и которые имеют нормали, при­
чем направление нормали для заданной стороны согласуется с пере­
ходом через поверхность к другой стороне. Любая часть з, может 
быть подстилающей поверхностью, т. с. такой поверхностью, для ко­
торой локальные операторы отражения и ироиускаипя Т не могут 
быть одиовременно соответственно нулевым и единичным (локальные 
операторы определяют свойства выбранноіі стороны поверхности в 
окрестности точки, лежаідеіі на ней; в статье [34] использовалось бо­
лее общее определение подстилающей иоверхностн, а именно, часті) 
поверхности а,, считалась таковоіі, если хотя бы доля излучения, 
падающего на нее изнутри каким-либо образом опять попадала в 
1/^). Пусть задано множество поверхностей, каждая из ко­
торых в произвольный момент времени t имеет меру нуль в любом 
ограниченном подмножестве пространства (под мерой здесь и в
дальнейщем будем понимать меру в J  —соответствующее мно­
жество индексов). Будем считать, что положение элементов множеств 

{'S’/lyf,/ задается в одной и той же системе отсчета. Теперь 
введем следующие совокупности унарных операиий над множеством

а. Сечение каждого объема ^ С (63— любое подмножество 
{'^зісв) поверхностью (5/Г'ІС), не вносящей дополнительных разры­
вов в физические характеристики к уже имеющимся в V-j. Элементы, 
принадлежащие { П;,},(:/;' \С  остаются без изменений;

б. За.мена влиянии каждой 3,(IC^D, где О —любое подмножест-
во па 'оле излучения в V-j другой границей, в геометричес­
ком смысле совиадаюиаей с з, и на которой расположены излучатели 
и поглотители. Первые соответственно испускают излучение, равнее 
реализующемуся в исходном обі>еме Пз и идущего от в любой 
выбранной на ней точке в направлениях, определяемых лучами, ис­
ходящими из нее и которые пересекают все области {Е — лю-
бая окрестность данной точки в а -  внутренность множества 

Поглотители полностью пог.тоигают падающее на них с любого 
направления излучение. Элементы, принадлежащие {1д},ев\-0, оста­
ются при этом неизменными;

в. Замена влияния части з.,( ар'уо-,) каждой границы аф где
/ / — любое подмножество {У н а  поле излучения в другой 
границей зр, в геометрическом с ысле совпадающей с з, и на кото­
рой расположены излучатели и поглотители. Поглотители полностью
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поглощают падающее на них излучение. Излучатели испускают из- 
лученно, равное рсализуюнгемуся в исходном объеме и идущее 
ит :■ в любоП выбранноГі на нсіі точке в направлениях, определен- 
иы.\ .п’чамн, исходящими из нее и которые пересекают все области

F-fjZ: пли (/?■’* \ F i ) П /з' -  любая окрест юсть данной точки в
При этом элементы множества {F;,};ie/n\/^ остаются без изменений;

г, Любая упорядоченная последовательность операций, опреде­
ленных пунктами G-; в.

Операции по определению считаются равными, если они пере­
водят равные тела в равные. Л\ножество унарных операций над 

введенных выше, обозначим через Л’. Элементы задают 
отображения - ’{F-.}-(-.«. Относительно бинарной операции
помпознции отображений м іожество Ж’ является полугруппой. Под­
полугруппа рж./Л которая содержит только элементы типа а., когда 

и любые упорядоченные последовательности таких опера­
ций, являются регулярной абелевой полугруппой (определение см, 
нтпример, в работе [37]).

Алгебраическую формулировку принципа инварнаитности дадим 
І! гледующем виде; поле излучения в любом ограниченном подмноже­
стве каждого F^,^{F,,},igfl почти везде ннварнантно относительно унар- 
іііт.ч операций, являющихся элементами полугруппы .з?.

Заметим, что полугруппу н даже подполугруппу р нельзя до- 
эі'ределнть до группы, т. к. они содержат операции, отображающие 
различные элементы множества {F-};-,f.B в равные. Из сказанного 
следует, что в работах В. А. Амбарцумяна было положено начало нс- 
слсдованням, с алгебраической точки зрения выходящим за рамки 
традиционного группового описания понятия об ииварнантностн п его 
слсдствиГь Отмстим, что в работах [3, 6] кроме сугубо полугрупповой 
сиерацпн была фактически йсполі>зована также и групповая операция 
(трансляция).

Соотношения инвариантности. Сформулируем на основе ПИ об­
щие соотношения инварнаитностл в рамттах скалярного варианта тео­
рии переноса и без учета перераспределения излучения по частотам. 
Ограничимся также рассмотрением объемов, не меняющих своих па­
раметров с течением времени. Отказ от этих ограничений не является 
иринцнниальным, однако, вносит в соотношения инвариантности су­
щественные упронтення.

Пусть внутри F,i содержатся истопники излучения 12, i!)

(г, И —соотретствекно радиус-вектор, единичный вектор, задаюнгий
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направление) и в начальный мо.мент вре.менн интенсивность излуче­

ния Дг, Q, t, V-) в равна 1{г, Q, О, V-,). Будем считать, что па­
раметры среды в Vf  не зависят от поля излучсмшя, а на а и вне Г 
могут от них зависеть. Применим к {ПДдв операцию б., когда
D =  {V. \ .  Поле излучения в при этом не изменится (см. ПИ), а 
У 1 отобразится в объем 1Л,(ЗД/1г), который отличается от только 
свойствами границы. 11з { всегда мо жн і ) выбрать такой ібьем 

который содержит часть с точки зрения свойств среді.і и источ­
ников идентичную Б',.. (1Д есть Г-.,, из которого удалены поглоти­
тели и на их место «поставлена» подстилающая поверхность з,, с за­
данными линейными локальными оператора.ми отражения и пропус­
кания), а в Уд,\ V'-., обладает любыми 4шзнческн допустимыми харак­
теристиками, но не завісяіцйміі от поля. ,'1,ля упрощения положп.ч

‘-2, Л -зеО вне . Применив к (ППг.юв операцию а., когда С= 
=  а (равенство понимается только в геометрическом

смысле), разоб'ьем V-, на три полспстемы I/,,, и П д \  1б.; (эта one-

рация не изменяет поля в \бд с.м. ПП). 1 Інтенсйвность/(г , Q, ^ У,,) 
нзчучення в Уд, можно представить двумя способами. Предваритель­
но заметим, что наличие начального ноля излучения интенсивности

/(г, О, Уд) в У;, эквивалентно заданию обьемнідх источников bi u;i

/(г, Q, О, У;-,)(іУ(г)) '3(2), где т'(л) — скорост., распространения излу­
чения (символом Д...) здесь н везде да.тее будем обозначать ь-фупк-

ции). Интенсивность /(г, 2, УД) по тностыо определяется первич­

ными источниками 1^',(г, Q, 2) !-/(г, Q, О, V-)\v{r))^^''Ąt)\ в У-.,, излу­

чателями, расположенными на з., , п функцией Грина G,.,(r, Q, г', О', 
Д Дд) уравнения переноса для случая обт,ема У--,,. Подчеркнем, что 
функции Грина О’,;,(г, Q, г' Й' Л зд,, ГД) и (д;-Д/', У, /■', Q', t, з;.,, У.,)

для объемов 1Д, и У-,, равііы (ГД есть обьем Уд,, из которого уда­
лены излучатели). Поле излучения в VA, можно записать, рассма­
тривая «взаимодействие» указанных подсистем. Оно равно сумме 
двух слагаемых. Первое равно ннтенснвпостн поля в исходной зада­
че дли V;-,, причем оно совпадает с той пнгенсивиостыо излучения, 
которая возникает за счет с|)огонов, испущенных в пре.челах ГД, и 
непересекающнх в процессе многократного рассеянии границу з,, до

о

прихода их в точку наблюдения в ГА. (это следует из 111 1). При эгое
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пол пересечсішем фото!іл rpamiiun поішмаотся переход Через нее 
и итражеппг оі з, . Второе слагаемое лает ту часть вклада в общее 
iio-'le излучении и которая образуется в V за счет выхода тех
фотонов, которые йсгіуіцсны исключительно в V и многократно рас­
сеяны только в У;-,, до прихода их в точку наблюдении в V  или з̂  

(тітенснвйость излучении, поипивтегоси таким образом и падающего 
на 3:, из Г-._, равна топ, которая реализуется на з_ в У ;, т. e . I ( r ,Q ,

t, У;,), СМ. ПИ), за пределы У;-:, и 1 В)следующего случайного блуж- 
.ишия их но всем объеме V-,. Для случая плоскоііараллелыюГі среды 
аііалоі'іічйые расс\ждения при получении соотношений инвариант­
ности бы.ш впершее применены в работе [ЗЗ]. Приравнивая выра-
жеіпя для /(г, ‘2, /, У-,), полученные указанными вьите способами, 
п|)1 1 хо,тим к следуюйіему соотпоійенйіо инвариантности общего типа

<Д,(г)/(г, П, t, У,.)= I I I ^ У ' І  К /Д . . .Д ~ П ,  3, ,̂ Уд)йД..-У/П -

\д

ch' (//' • Ll')dQ’ ОД..., / - 0 ,  з,„ 7 , ,  ) /(г' ,  Q', t ' , УДг/0 б (12

d V  ОД..., О 1Д )(п(г ' ))"7(г ' ,  Q', О, V;,)d9J,

где ОД. ., /, 3S, У д ) = О Д ж о ;  з,_, ТД, Q', О);

( г) -  характеристическая функция множества (см., например, [38j)‘ 
«'—внешняя нормаль к з_ в точке, за чайной г'. Интегрирование в

поверхностном интеграле в (1) проводится по зДУД, указывающей 
нее стороны поверхносгей, обьелннение которых есть з,, соприкаса­

ющиеся с Уз.  В качестве пояснения подчеркнем еше, что все мыс­
ленные операции, производимые над телами при получении (1), долж­
ны выполняться .мгновенно и в одни и тот же момент. Из (1) мож­
но получить ряд полезных соотношений инвариантности, если кон­
кретизировать свойства 3,̂ , J, , у... н исходные данные о первич­
ных псточниках.
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1. Если V i\ZV е- V;i явллгтсл рзалько частью Уз, и име­
ет те же локальные операторы отражения и пропускания, что и з.),

—rj )o(^' — то имеем из ( 1)

'"'кз(7)0.^(Я Q,Tj, t 3,̂ , Уз, ) =

--Wy(r,)G,(r ,  Q , x  Qj, ^  Уз,)- ( 2)

-  I'jrfa' . Q-)iQ' й,  г \  Q\ i - t ' ,  У,Уз, ):<

хкз) «

><G„(>, ‘Л', rV Qi- Г, аз, Уз. )dt'.

При выводе (2) предполагалось также, что свойства Уз и Уз, не за­
висят от поля излучения. В остсі льном они могут быть 1ТрОИЗВОЛ1,ИЫМИ,

2. Пусть а,.=;а,., I j а ,, о,, [ ! а,„ —кривая линия или пустое множество 
0 , а,,, — поглотитель, а̂ „ — часть з,̂ , для которой операторы R и Т 
р, вны соответственно нулевому и единичному почти во всех точках 
а.„,,(т. е. почти везде на R^={) и Т=В)\  33̂ =3̂ ,; ]- .̂, з̂ , и з_„ в гео 
метрическом смысле идентичны соответственно з.̂ , и з_„; на з̂ , почти 
везде /?==0, Т—Е, з „ — поглотитель (У, 3" , -т/,-/,"^й). Тогда из (1,1 по­

лучаем
/

^ v i r ) l { r ,  у,  Л Уз) d V ' \ d i l ’ G , i - t ' ,  3,,, У„ )gĄ...)dt' -

’у(Х) +

I
-d R ')d 9 d ^ G ,A .. . , i - t \  3 .,, у , , ) / ( г ' ,  Q-, Г, У, )dt' (3)

rfa' 0^( . . . ,Т -Г' ,з,  , У, .) / (Г ' ,  У', У, Уз)с//'Н

%”'П)

ь U/У '  G.,(...,G з;,̂ „ у , . )(г-(г ' )) -V(r', П' ,0,  У з)^/П'.

Интегрирование в (3) проводится по тем сторонам кусков поверх­

ностей (их объединение есть а и а,„), которые соприкасаются с У



(это и отражено в обозначениях и ^))\ --н п задают

пэлесфер'Д, которые задаются соответственно условиями • « ' ) ^ 0  

и (fr • rt 'XO.
3 Если нлн з „ =с1 .  ̂ / (гд Q', О, У ф ■ 0  ̂ то выражение (3)

переходит соотпетствепно в соотнотення инварнантностн «первого» 
или «последнего» пересечения (для с.тучая плоскопараллельных сред 
такие сс.'отнотения встречаются, например, в работе [29]; на основе 
вероятностных соибраженпн такого типа соотношения независимо бы­
ли получены также 1 Ійкіічяііом).

4. (д)0 Т1 1 0 1 пе!ше инвариант(кги (1) существенно упрощается, ког- 
ла R=Q н Г--/;' на л._ . Если дополнительно к этому оба>ем V; в У „ 
побьем У , вне У-, нс- имеют подстнлаюших новерхностой, то мож­
но получить ряд соотношснпн нннариантиостн, отличающихся по фор­
ме от (1) (см. [34]). Ві.іпнінем для примера одно еоотноніенне нн- 
в.'фппптності! из этоГі |)абот'ы
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Ev(r)'(/-, іф t, У,)== d V  diV G J f ,  12, г', 12', f~-r V :u ,?„)X

: [g {r', Q', Г) H (r(r'))--V(r' ,Q', 0, Y:YAt ') \dt ' (^)

- |  \dz'  |(/E • 12')т/12' | '0:,(г, 9., У, Й', У ,„:„)У(У, Q', V -)dt'.

car-.) - ^ ^

В отличие от (1) здесь 67, (̂г, І1, г ' , 9' ,  f, V ; q) — усеченная функция 
Грина, введенная в работах [33, 34]. В данных статьях была поставлена 
ІІ в ііівес'піоГі мерс решена задача о восстановлении поля излучения 
шіутрн нроіізволі.ной среды по его характеристикам на границах те­
ла. Соотношения пнпарнатностн, полученные в этих работах на ос- 
noise физических рассуждеііін’і и метода инвариантного доопределения,
І. давали решение за.тачн о посстановлонпн. Интересно отметить, что 
задача, решенная Кирх 1 Ю(])ом [см., например, 39] с целью обоснования 
принципа Гюнгснса-Френеля, имеет но своей постановке формально 
много общего с указанным выше вопросом.

5. Пусть 76=0, Т==У на и т,. ; в Уз и Уз, отсутствуют подсти­

лающие поверхности, й"ф...)^з0; /(г, Q, 0, У,з)=з0. Тогда с учетом прин’
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цппа взаи.мности (с.м. [12]) из (1) или (4) можно получить такое со­
отношение инвариантности:

I
'с1-/ [’(«' . р Д р ,  Q', Г, V . )d t '=0,  (5)

где /,( — нитеисивность излучения и обьеме V при пр.дізвольно.м
внешнем облуш'нии У;,, {і;з=0).

Замечание 1. Для получения соотношении шшарііаігпюстіі для ста- 
кионарного случая достаточно в иыписаниы.ч соотноійенйя.х поло:'КИТЬ

/(г, Q, О, 1д) О и заменить свертки ([пункции ироп.'шеднием и.\ стацио­
нарных аналогов.

Замечание 2. Для вывода следствии ПИ в диффсреициалыюи фор­
ме (в отличие от интегральной, оиисанной пі>іше) надо рассматривать 
ьоследоватслшюсти или семейства, .зависящие от некоторічх парамет­
ров, опсрайн'і, п[мшадле>кащих -У. Отметим, что в работах [3.3—З.о] 
::плучсиы соотношения инвариаитиости, содержащие функцию источ­
ников, а также одно общее соотношение ішва|шантііостіі дііугого ти- 
га.

Замечание 3. Соотношения инвариаитиости (2) и (.3) яв.чяются 
специфическими «нелинейными интегралами» уравнения переноса.

Приложения. Кратко сформулируем ряд с.зедствнй соотнонісййГі 
инварнаитностн, приведенных выше.
1. Формула удвоения. Рассмотрим однородный рассенваіоійш'і объем 
V';i с иевогнутон полностью прозрачной для излучения границей 
Предположим, что после проведения сечения У;, поверхностью з,.

которая получена из з. посредством трансляции па вектор а вглубь 
среды, из У, можно выделить часть V y ,  в геометрическом смысле

совпадающую с У с точностью до трансляции на вектор (—и). След­
ствием соотношеиня инвариантности типа «последнего пересечения» 
является в этом случае следующая формула удвоения:

+2а.  Q, Я , П. , С УД=

t
|'с/з" І’ОЗ, (Сгей- г", Q', t - t \  V : ) G , . { . . . ) d t \

( 6)

дуг)

Здесь G j , ( . . . ) С,  V■) поверхностная функция
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Грина объема Vy, г*̂  и /л, задают точки на а.. Из (6) видно, что 
па больших глубинах, отсчитываемых от границы вдоль направления,

определенного вектором а, выражается через свои “значения" на мень­
ших глубинах.

2. Связь функции Грина конечного объема с функцией Грина 
бесконечной среды и обобщенным коэффициентом яркости.

Если 3, полностью прозрачна для излучения, то с учетом прин­
ципа взаимности из (1) или (4) можно получить

0'*(г, Й, г*, Й*, t. z .,VĄ=G*(r,  Й, г*, Й*, Л V )- (Г

(Ь‘ I (л' ,й')г/й’ G*(r, й, г ' ,й' ,  t ~ ł ' , Й', г*, й*, t' 3 :)dt' \
IP) ‘о о

G*(r', Q', г", t, У , )=0*(Г /  Q ' , 'h ,  Й*. /, y ^ )  +

I I с/з"\(п" . Vi") I G*(r", Й", Й*, / - Г ,  V J V { . . . ) d t ’ й?й",

H(.- ) - -

где !’( . . . )=  ]’(r"r Й", r ' ,  й ' ,  t ' , 3,, У .)=(т:/|«' ■ Й'()0',,(г", 

Г , У ; ) -  обобщенный 1 0 з{) {)ин іе.ч г ирхостл, У^ -

_ ()", г , —Р'

бесконечная

среда; векторы г, г* и г , г задают точки, лежаидие соотпетственио и 
и на 3 . Заметим, что (|)ункция Грина для бесконечной среды и 

Г(...)- - канонические фуикнии теории переноса.
3. Обобщенные поглощательные способности рассеивающих тел 

произвольной формы. По определению иод обобщенной поглощатель­
ной способностью тела V- будем поннматі, отношение

‘'ш(;^й^ t, У = Й*. G Ул V;-,)]. (8)

где £'о(П—энергия, испускаемая в единицу вре.\.ени точечным моно- 
направленным пли изотропным (в это.м случае из обозначения для
(!,■(...) будем убирать й*) источником, который расположен вУ,,  на

3. или вне причем Уу может быть частью объема У у, г* и

й*задают координаты источника); уГ,.(...) —энергия, выходящая в еди­
ницу времени за пределі,; У,-, через з,. Если границы объемов Уу и
9-1640
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Уз, гюлностыо прозрачны для из.аучеиия и /-olO пропорционально 
'f(i) (предполагаем, что с1)ункция f (0  0 при ^<^0, дифференцируема
при / > 0  и имеет размерность интеисинности излучения), то следст­
вием соотношения ннзариантностн (2) является такое выражение

(г*, Q*, л V, .): ( 9 )

dV - Q ^ л ,  о , Т Уз.)[(а(г)-
V ' о

1
^(г))т(Г)-4 (-р(0)г1(У)4-У(Г));с^г,

где а(л), з(г) —коэффициенты ослаплсння н рассеяния. Формула (9) 
является одним н.з ооопіценпй классического .закона Кпр.хгофа (отио- 
сптел1 ,но .други.ч обоГицений и соотношении, іірймыкаюіцй.\ к этому 
.закону см. работы [34, 36, 10, 40]. Нетрудно заметить, что все члены 
в (9) физически легко интерпретируемы.

4. Выражение для поглощательной способности шара. Рассмотри.м 
бесконечную среду 1ф, возбуждаемую точечным изотропным стацио­
нарным источником. Віііпншем для случая изотропного рассеяния фор­
мулу для доли энергии, поглощаемой шаро.м, на.ходящимся в одно­
родной бесконечной среде и в центре которого находится источник 
(эту величину обозначим через uv.j(V^)\ она является обобщенной 
ноглощательнон способностыо для случая сгацнонарного источника). 
Для указанной ситуации с учетом стационарного аналога формулы 
(9) приходим к такому выражению для

a v A Y 2(1-/.)
( 10)

где /. — вероятность выживания кванта, Ф,^(-,/ ) — известная функция, 
где Г() — радиус шара.

5. Оценка светимости произвольного невогнутого тела. Пусть 
R — 0 и Т— В на 3., обі,ем У-, не облучается внешним излучением 
(это ограничение несуніественно), но содержит внутренние стацио­
нарные источники возбуждения g ^ , Тогда светимость Ł{V ■) тела 
Vf, удовлетворяет неравенству

(' р з  I' (п ■ Q)dil і’ I" p v *  [  g^:(Py Й*)Х
v'3
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X 0*(r> r \ Q*, J, , 3,6^, (11)

где V — o5i)evi, содэржаідйй часть, c точ:<и зрения параметров и г;с” 
точникоп, идентичную Vi. Наиболее простой вид (11) принимает тог­
да, когда Vр, является однородной бесконечной средой, т. к, в та­
кой ситуации можно в принципе найти Aj. Особенно просто это сде­
лать для изотропного рассеяния. В этом случае (11), в частности, 
допускает такое уточнение

A(lX)=Aj-f A=Ai 1-0(1-},), ).->1, ;12)
где Â sO.

('). Стационарный точечный мононаправленный источник в среде, 
ограниченной ламбертовской подстилающей поверхностью и имеющей 
сферическую или цилиндрическую симметрию. Пусть У,-, имеет указан 
иые симметрию и границу з;. Выпишем выражение для энергии
£(/■*, Q*, У ,), падающей в единицу времени на всю границу -1''̂ )
-координаты источника). Оно имеет вид

У(гУ У Л  = (1-А'(/-*, - Й л  Vp'))i \~-oi-oE,{Vp'))-^E,

/^'i(V:/)= \п' . Q-\E{ г', - й ' ,  y / ) i Q ' ,

(13)

(14)

Здесь /*(г, й)  — решение уравнения переноса в среде У;-/, в которой 
Х(...)=(т(г)—ч(г)) (У ; /— объем, который получается из V-, заменой

на полностью прозрачную для излучения границу з;/); г' залает точ­
ку на з!, ттр —альбедо поверхности а!). Формулід (9), (13) сводят вычис­
ление искомых величин для случая мононаправленного точечного 
источника к рассмотрению задач для распределенных источников, 
которые уже можно решать, в nacTtiocTu, и численными методами. 

7. Заключительные замечания. Соотношения инвариантности (1),

(3), (4) при г=г.-., — О • н с учетом рсальны.х граничных условий, могут 
служить основой для получения различных систем уравнений для ин­
тенсивностей излучения на границах (см. также работы [32— 34]). 
В данном аспекте іігложеннілй выше подход имеет сходные черты с 
методом поверхностных псевдоисточников (см., например, статью [41]), 
ссновная идея которого основывается на теореме единственности. Од­
нако изложенный в данной работе подход, основанный ita ПИ, выхо­
дит, по существу, за рамки целей п возможностей метода поверхност-
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І1ЫХ псевдопсточииков как со стороны общности и гибкости возмож­
ных схем рассуждении, так и с точки зрения получения конструктив­
ной информации о полях излучения в средах сложных конфигураций, 
содержащих произвольные подстилающие поверхности. Заметим, что 
частный случай стационарного аналога формулы (4), когда в ней сто­
ит функдпя Грина для бесконечной среды, был получен Кейзом из 
фундаментального тождества [13]. При этом не рассматривались сре­
ды с подстилающими поверхностями и не было дано физической ин­
терпретации результатов. Один из вариантов формулировки ПИ для 
случая однородных тел произвольной формы (считалось, что подсти­
лающих поверхностей нет) был предложен в работе [11]. В данной 
статье был использован групповой аспект ПП, предложенного В. А, 
Амбарцумяном.

В заключение, подчеркнем, что в рамках терминологии, предло­
женной Е. Вигнером, ПИ носит по существу характер динамического 
приниппа инвариантности.

INVARIANCE PRINCIPLE APPLICATION FOR MEDIA OF 
ARBITRARY CONFIGURATION:

ALGEBRAIC TREATMENT APPLICATIONS

N. N. ROGOVTSOV

set of operations is introduced which leave invariant the fields of radiation in 
media of arbitrary configurations. The set is shown to form a semi-group. An algebraic 
treatment of principle of invariance is given. The works of V. A. Ambartsumian arc 
shown to give rise to a new lirancli of general theory of invariance. .\ numircr of gene­
ral invariance relations are obtained which represent an interest to radiative and 
neutron transfer theory. On basis of these and some other relations ob­
tained Iry the autliors earlier solutions of a number of transfer tlicory prob­
lems arc given in the case of media having composite configurations. Par­
ticularly, one possible generalization of tlic Kirchoff law is given for the case of 
inequilibrium nonstalionary radiation also tire expression for generalizied absorptioii 
ability of a sphere is obtained, and one generalization of doubling formulas is given 
Besides that an estimate of luminescence of a nonconcave body si obtained and on 
basis of example of spherically and cyllindrically symmetric media it is sliown now 
;.he solution of the problem in presence of underlying surfaces should be reduced to 
:he corresponding problem in their absence,
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