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Р ассм ат ривает ся класс задач  о  свободны х колебаниях вязкоупругих конических оболочек  
средней длины. О болочки не обязат ельно являю т ся оболочками вращ ения, края оболочки в общем  
случае являю т ся не обязат ельно плоскими кривыми. М ат ериал эт ой ст ат ьи опирает ся на р е ­
зульт ат ы раб от ы  [1 ], в кот орой  был предлож ен м ет од пост роения реш ения уравнений пологих 
оболочек, сосредот оченного  в окрест ност и «наиболее слабой» асимпт от ической линии.

1. Основные асимптотические формулы
Рассмотрим свободные колебания некруговой конической оболочки.На сре­

динной поверхности введем ортогональную систему координат s и ср, причем ко­
ординату (р на направляющей выберем таким образом, чтобы первая квадратичная

2 2 / 2  2 2 1  0 ~ 1  Оформа поверхности имела вид do = R \ds -ł-л' c/cp j. Здесь s = s R , s -  рас­
стояние до вершины конуса, R — радиус срединной поверхности, ср — коорди­
ната на направляющей. Считаем, что оболочка ограничена двумя краями 
5,(ф )<5 < 52(ср), 0<ф <(рі. Материал оболочки -  линейновязкоупругий с 
мгновенным модулем Юнга Е и коэффициентом Пуассона v. Для описания 
спектра колебаний может быть использована система уравнений пологих 
оболочек [1,2], записанная в безразмерной форме:
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Здесь 8 -  малый параметр. W*, Ф* -  нормальный прогиб и функция напряжений 
соответственно, р -  плотность материала, K { t - r )  -  функция скорости релакса­
ции. Слагаемые в (1), содержащие функцию K {t-x )  будем называть «вязкими».

В качестве граничных условий на краях (ф) рассмотрим группу
шарнирного закрепления. Напряженное состояние оболочки состоит из ос­
новного напряженного состояния и простого краевого эффекта вблизи кра­
ев. Для построения основного напряженного состояния необходимо на ка­
ждом крае удовлетворить лишь двум условиям. Для группы шарнирной 
опоры эти условия с точностью до величин порядка 8  ̂ имеют вид [1]

W' = Ф = д при ŝ  = 5,-(ф), i — \ ,  2. (2)
Представим решение системы (1) в виде
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fF' = fV(s,(p,e) exp(/Qr), Ф = F(s,%e)exp(iQt), Q = (o + ?a, (3)
где CO -  искомая частота, a  -  число, характеризующее скорость затухания
колебаний. Подставляя (3) в (1) и замечая, что
/ +00
jF ( / -  т)ехр(іОт)с/т = exp(/Q/)C, где С = f АГ(0)ехр(- /Q0)t/9 получим следую-
-00 о
щую систему уравнений:

(1 -  = О,
 ̂ (4)

^ (c p X i-c )a V  о
5 ds^

Принимая во внимание зависимость радиуса кривизны и краев оболочки 
5,(ф) от ф, мы предполагаем, что оболочка имеет «наиболее слабую» обра­
зующую, вблизи которой локализуются собственные формы колебаний [1]. 
Рещение системы уравнений (4) при удалении от «наиболее слабой» обра­
зующей может быть представлено в виде ВКБ-функций [1,2]:

fV -  lPj;(5,^)exp] (5)

= Q q+ 8^ ,̂ +8^Q2+•••’ ^(ф)= ^(фо)+Б^'(фо)+^-^^^^"(фо)+— (^)
+00

й=0
где w^{s,^) полиномы по ф = Фо -  «наиболее слабая» образующая, в окре­
стности которой локализуются колебания, р, Ь -  неизвестные числа 
{1т р  = 0,1т Ь>0). Число р  определяет изменяемость в направлении ф, а па­
раметр Ь характеризует скорость уменьщения глубины вмятины при удале­
нии от нее. Функция F  ищется в виде (5). Учитывая (6),

С = 7  •)®йіе = Со + 8Q,Ci ,

где Со = I
о

-(ПпО ,

(8)

Cl = - i  \ QK{Q)e~'̂ '̂̂ '̂ dQ. 
о

Подставляя (5)-(7), предварительно исключив функцию F, учитывая (8) и 
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 8*''̂ , получим после­
довательность уравнений для определения w„(5,^), которая может быть запи­
сана в виде

LqWq = О, + I,Wo =0, Zo^2 + + ^2^0 = ^ •
Здесь
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(1-С р)р ‘ г  ̂ * Д ф ,Х і-С ,)  8
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( 10)
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Граничные условия для w„ при 5, =5', (ф) получаются из (2) с учетом (5),
(7) и имеют следующий вид:

(^,4)=0, ^ ^ ~  = 0, w ^ { s ,^ )+ l^ s '^ ^ 0 , ^ ^  + ̂ s ' ^ ^  = 0. (11)
ds ds ds^ ds^

2. Краевая задача в нулевом приближении
Рассмотрим краевую задачу (12) в нулевом приближении

(1- C q) / wo  ̂ А:^(фоХі-Ср) а  ̂  ̂ 1 d^w, ^
ds^ ds^

■mQlswo=0; (12)

w
ds^

= 0 при =5і(ф).

Здесь

Cg = B q - iA q , Wg + B q =  I ^(0)e““® cos((co,
+00

^g = J ^(0)e“®® Sin(cOg0)j0 , Qg=COg+/ag.
O

Отделяя вещественную и мнимую части в уравнении (12), получим следую­
щую систему уравнений:

t4< P oX i-.B o) Г , а Ч ‘П ^ ^ (ф оК
(  a 2 j2 )4  

„3 Wq
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^ 0

1 J
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+

+

(13)

t^(cp„Xi-So)a' ^  д2 (2)47 а ^ '
ds^ ds^

+ ^^(ф оК  \
р"̂  ds^ ds'

-ь

-I- (1 Во)р Wq _ ̂  Ą p _ ^ —  mp(o)g - t t g - 2 m p a g C 0 g = q.

(1) - J 2) _ d ^ _ d ^
wó -  wó = ds^ ds^

0 . (14)

Заметим, что для рассматриваемого варианта граничньк условий имеет ме­
сто равенство

S2

. " ds'

f  д2 (2)41 а w v '
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Умножая первое из уравнений (13) на второе -  на складывая и
интегрируя по отрезку получим следующее выражение:

тр Й - а р )
1-5п

= Z . (16)

Если же умножить первое уравнение (13) на - а второе на сложить„(О

их и проинтегрировать, то получим, что
2%ао®о = Z. (17)

где

7 _^Ч^о)
1 - S(О

ds^ ds^
+ w,(2 ) . 5 Ч П

ds^
ds + p^

|5[(w?)4(wP)']c/5

Из (16) и (17) следует, что
2аоСОо _ (юд ttg )

А) 1 -В ,
Учитывая (18), уравнения (13) можно переписать в виде

^ Ч^ о)  Г „3 2гПра^со^ (D _-  г------------ -----
И ds^

кЧ^Ро) 3^

ds^

7̂  ds'̂ ds^

+ -

+
2т^аР Щ І Л д Ю д  ^2) „

-------- 5WA ’ = 0.
Л

(18)

(19)

Отсюда, с учетом граничных условий следует, что, во-первых = M w f\  
где М - произвольная константа; во-вторых

(20)
2адС0д _ 2

0̂
где cOg -  собственная частота колебаний соответствующей упругой конической 
оболочки.
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