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Рассмотрена задача об отыстіанйп ноля излучения ]шутри однород­
ных II неоднородных плоскопара.члельпых мутных сред, ограниченных 
подстилающими поверхностями с прои.нюльпымн отражательными сной- 
стпамп. ІІаіідены аналитические формулы, выражающие характеристики 
поля излучения внутрн слоя через пптепспвностн па его границах п 
функцию G. Величина G — функция Грнпа интегрального ураппення для
функции источников и случаи среды, которая не имеет подстилающих 
поверхностеіі и содержит в себе внутреннюю часть исследуемого слоя. 
Показано, что основные фор.мулы, полученные в работе, можно тракто­
вать, как соотногпоиня инварнаптности. Сформулирована система урав­
нений для интенсивностей излучения на внутренних сторонах подсти­
лающих поверхностей рассеивающей среды. Найдена в явном виде ну­
левая гар.моппка функции источипков внутри слоя, имеющего одну под­
стилающую поверхность и возбуждаемого внешним излучением. При 
выводе зтого выражения существенных ограничений на свойства коэф­
фициента отражения подстилающей поверхности не налагалось, а инди­
катриса считалась линейной.

1. Введение. Известно, что решеппо краевой задачи для уравненя
переноса дает распределение поля излучения внутри рассеивающего 
объекта и на его границах. Однако такой путь не всегда прост н экономи­
чен. К тому же он требует знания свойств подстнлающих поверхностей и 
не позволяет естественным образом использовать данные о поле излуче­
ния, которые можно получить из эксперимента. Зачастую бывает также 
сложно пли невозможно эксперпмептальпо найти характеристики излуче­
ния в любой точке рассеивающей среды. Это, например, имеет место, когда 
исследуемый объект недоступен для прямого зондирования нлп нельзя 
ввести зонд внутрь рассеивающей среды без значительного нарушения ее 
структуры пли самого поля излучения. В таких ситуациях прямые изме­
рения можно проводить только в некоторой части области изменения 
переменных, от которых зависят искомые величины. Поэтому представ­
ляют интерес такие косвенные методы диагностики, которые позволяли бы 
восстанавливать характеристики поля излучения во всей рассеивающей 
среде по экспериментальным данным, полученным в областях (в част­
ности, лежащих на границе), малых по сравнению со всем объектом.

В данной статье решен только один вопрос указанного типа. Найдены 
аналитические формулы, выражающие характеристики поля излучения 
внутри плоскопараллельной рассеивающей среды (в общем случае пеодно- 
родпой), ограниченной подстилающими поверхностями, через интенсив­
ности па ее границах, а также получен ряд результатов, вытекающих из 
этих соотношений. Оптические параметры элементарного объема и первич­
ные источники излучеппя при этом считались известными. Исследование 
проведено только для случая плоскопараллелыюй среды в рамках скаляр­
ной теории переноса и при допущении о неизменности частоты кванта при
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рассеянии. Однако результаты можно обобщить, отказавшись от этих огра­
ничении.

Кратко отмстим статьи, имеющие прямое отношение к дашіоіі работе. 
Вопрос о иахожденип функции источников внутри плоскоиараллелыюй 
среды для частного случая изотропного рассеяния подробно изучен ранее 
в [1—3] II с учетом подстилающих поверхностей в [4]. В [5] интенсив­
ность излучения внутри слоя, возбуждаемого внешними источниками, вы­
ражена с помощью метода Кейза через коэффициенты яркости [6] (при 
наличии внутренних источников аналогичная задача была решена іі [4 ]). 
В работе [7] па основе метода «сложения слоев» была кратко рассмотрена 
задача, изученная в [1—3], но уже с учетом анизотроппости рассеяния 
(считалось, что подстилающих поверхностей нет). Результаты, іізлоліешіые 
в [1—5, 7], были получены лишь для случая однородных сред; азнмута.!іь- 
ная зависимость иско.мых характеристик учитывалась только в [5].

2. Исходные уравнения и соотношения. Рассмотрим илоскопараллель
пую рассеивающую сроду, характеризуемую вероятностью выживания 
кванта 1̂ (т) (т — оптическая глубина, отсчитываемая от йокотороіі нло- 
скостн), индикатрисой рассеяния ('у —угол между направлениями
падаюіцеіо на элементарны!! объем и рассеянного им излучения). Пусп. 
источники излучения описываются функцией g(x, р, ф), где 0=arcco,sp — 
угол между вненшей ііормаліно к плоскости, задаваемоіі условием т=с, 
II паправление.м наблюдения, ф — азимутальный yio.'i. Предиоло/ким, что 
среда ограничена подстіі.’іаюіцймй поверхностями (первая определяется 
условием т=с, а вторая x=d; c^d).  Поле излучения, сфор.мйровавніееся
в таком рассеивающем слое, удовлетворяет уравнению nejieiioca излучения

а /(т , р,ф)
-------X--------= / (т ,  р,ф)-' дт

>-(т)
4л

j  d(f' I  X (т, у) /(т , р', ф') c?p ' - ^ ( t, р, ф) =1  (т, р, ф) - 5 (т, р, ф),

О,

5(т, р, ф) =  - - — J dcp' J ж(т, у )/(т , p^ф')^^p'-fg■(т, р, ф)
4л

( 1 )

( 2)

II соответствующим граничным условиям, конкретный вид которых зави­
сит от свойств подстилающих поверхностей (в общем случае они пе обла­
дают азимутальной сй.мметрнеіі) п типа внешних нсточпикоп возбуждения. 
В (1), (2) /(т , р, ф) — интенсивность излучения, идущего па оптической 
глубине т в направлении, характеризуемом углами 0, ф, а ^(т, р, ф) — 
функция источников. Решая уравнение (1) совместно с указанными усло- 
впями, можно в принципе найти /(т , р, ф), S{r, р, ф) внутри слоя и на его
границах т=с-Ь0, x= d —0 (имеются в виду виутреипне стороны подстилаю­
щих поверхностей). Однако ння?е будет показано, что, пе имея решения 
этой прямоіі задачи, можно выразить характеристики поля излучения 
внутри слоя через 7(с-Ь0, р, ф), I {d—0, р, ф) и функцию Грина иптеграль-
пого уравнения для функции источников в случае плоскопараллелыюй 
среды, не и.люющей подстилающих поверхностей, оптическая толщина 
которой не меньше, чем (d—c).

Получим интегральное соотношение, которое будет исходным для вы­
вода основных результатов этой работы. Функции g-(T, р, ф), /(т , р, ф), 
5(т,р,ф), входящие в (1), (2), продолжим за отрезок [с, d] (пока счи­
таем его конечным) тождественными пулями, т. е. предполагаем, что они 
финитны (под финитными функциями будем в далі.нейшем понимать 
такие, которые определены при —оо<х<оо^ —К р ^ 1, 0^ ф < 2я и обра­
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щаются тождественно в нуль вне некоторого конечного отрезка оси т). 
Введем обозначение

ь
^ (со,. . .  ,а, &)= |ехр(—і(йт)В(т ,.. а^с,  b>d, (3)

а

где под F ( t, . . .)  будем понимать любую из функций от т. Используя (3),
из (1) имеем

1
/  (со, |Т, ф, с, d) == ------- - [ ?7 (0), ц, ф') -,S  (ш, ц, ф, C,d)], (4)

гмц—1
f/((o, ц, ф )=ц[ехр (—гозс)/(с+0, ц, ф)—ехр {—i(od)I{d—0, ц, ф)].

Так как, по предположенпю 7(т, ц, ф)=зО при т<с, j>d ,  то, вычисляя
• (̂т, |х, ф) по формуле (2), получим, что функция нсточпиког. будет тож­
дественно равна нулю при т<с, r> d  даже тогда, когда х(т, 'у)л(т)^ 0  вне
отрезка [с, Используя этот фаі;т, продолжим функцию >.(т).г(т,"() за 
пределы [с ,d], причем будем считать, что ?і(т)ж (т,'у) = 0  при т< я^ с, 
r > b ^ d  ( —оо<а, й<оо). При этом потребуем, чтобы функциям Я(т),
л:(т,'у) вне \c,d] можно было бы приписать соответстветю смысл вероят-
яостн выживания кванта и нплпкатрпсы і)ассеятшя. Используя фнннт- 
ность фупкцніі, входящих 1! (2), обобщенное равенстАіо Парсеваля [8,9] 
н определение (3), .можно получить следующее выра/кепие;

S (со, щ ф, с, d) =^(со, ц, ф, с, d) -h

+
 ̂ 2л 1 оо

—  J с̂ ф' Jd\y' J x (co—со', |я, ф, ц', ф', а, Ь)Т{а)', р.', ф', с, d)d(o', (5)

где

d ^
Х(со,р, Ф, р',ф',с7, 6)== —  f  е -’“Х(т)а:(т, "/(р, Ф, р',ф'))сгт. (6)

4гс а
Подставляя (4) в (5), приходим к искомому соотношению 

S (со, р, ф, с, d) =q  (со, р, ф', а, Ъ, с, d) +

+ 8 (̂со', р ',ф ',с, d)

Здесь

' с>(.со,р,ф,— с/ф с̂ р X  (со-со , р, Ф, р , Ф , а, 6) ------ -—
2л э о о 1—гео р

q (со, р, ф, а, Ь, с, d) =g(co, р, ф, с, d) +

йсо'.

(7)

 ̂ 2Я 1 оо
+  ^ j *  j  Х (со-со ', р, ф, р ',ф ',а , Ь)

П (со',р ',ф ')
О— ! ” Т I - Г' I — -Г J Г“ 1 Т- ł ” 1 ” / . / / , • (8)
I n * }  j  j гсо IX —1о - 1 -ж ^

Учитывая (6) II обобщеипоо равоистио Парсеваля, достаточно лсп;о покг- 
зать справедливость формулы

6
^(со,р, Ф, а, Ь, с;, с^)= [  ехр(—гсот) ę (т, р, фі, сг, &, с, с̂ )с̂ т, (9)

в которой д(т, р, ф, С1, Ъ, с, d) , сг<т=^&, равна

ę (т, р, ф, а, Ь, с, d) =g{x ,  р, ф) +
4я

2Я 1
1 [ | ^ ( т , т ) X

X (ę. (т, р', d)I{d-0, р', ф') - t ,  (т, р', с)/(с;+0, р', ф '))c?p'+
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о
+  J ^(т, l )  (£;2(т, \i',c)I(с+ 0, ц ',ср ')-^ 2(т, i i ' ,d)I{d-0,  рі', cp'))d|.i'j dą,'

причем функция g(x, р, ср), как п ранее, считается тончдсствснно раішоіі 
нулю вне [с, d], “f='p(p, ср, р', cpOł величины даются следующими 
соотношениями:

(1 0 )

5і(т, р, г /)= 0 ((/-т )ехр  I
т у

^2(т, р, г /)= 0(х -!/)ехр  .

(И)

( 1 2 )

где 0 (х) =  1 при х^О п О (х) = 0  при х<0.
Если а=с, b=d  и слой [с, d] не имеет подстилающих поверхностеіі, то

из (9) —(12) следует, что д(. . . ) —#(•••) • Следовательно, (7) представляет 
собой в такой ситуации фактически уравнение для функции .S((o, р, ср, с, d).
Это уравнение для случая изотропного рассеяния исполь.'ювалось в рабо­
тах [ 10, И ] при нсследованин переноса излучения в неоднородной среде 
(в частности, «кхазиконочной»), а в статье [ 12] был предложс}! метод его 
решения, когда (x)=const и слой н.чеет іюнечііую оптическую толщину.

3. Связь функции источников II интенсивности излучения внутри сре
ды с характеристиками светового поля на границах слоя. Рассмотрим 
плосконараллельиый слой, ограниченный плоскостями х=а, х=й (я^с, 
b>d). Пусть в нем распределены источники излучения, описываемые
функцией q{x, [I, ц),а, Ь,с, d) , извне па его границы ие падает из.хученне
и отсутствуют подстилающие поверхности. При этом будем считать, что 
Я(х)х(х, "f) совпадает при с-|-0=^х<(^—0 с пстниным выражением этой 
функции в слое [с, rf], а вне его продолячона в согласии со сделаииы.м 
после формулы (4) замечанием. Обозначим функцию источников, характе­
ризующую поле излучения в такой среде, через 5, (х, ц, ср) (я ^ х< й ); 
5, (х, р, ф) ^ 0  при х<я, т>Ь. Она удовлетворяет следующему интеграль­
ному уравненшо:

S, (х, р, ф) =q  (х, р, ф, а, Ъ, с, d) +

+ >̂ (т)
4л

2П  ̂ / \ Ь
■J J -^ T ^ -d p ' J 0 [ (х '-х )р ']Х

X ехр^-|  5і(х ', р ',ф ')^т ', а<х^Ъ, (13)

которое несложно получить из уравнения переноса, если учесть сформу­
лированные в начале этого пункта условия.

Проведем теперь сравнение фуикцин источинк’ов 5, (х, pi. ср) для вве­
денной выше вспомогательной задачи с велйчпііоіі 5(х, р, ф). Учитывая 
(11), (12) и то, что Х(х)х(х, "р) = 0  вне отрезка [я. й], по аналогии с вы­
водом выражения для 6’ (со, р, ф, с, rf) мояспо получить соотношение для 
iSi(co, р, ср, а, Ъ). Оно имеет вид формулы (7), в которой надо только в.место
5(со, р, ф, с, d) подставить 5і (м, р, ф, я, й), т. е. при заданных значениях 
/(е-ЬО, р, ф) и /  (с/—о, р, ф) эти функции удовлетворяют одному и то.му ясе 
уравнению. Нетрудно заметить, что разность (.?(со, pi, ф, с, с̂ ) — (ы, pi, ф, 
a,b))=S.{u}, р, ф) будет удовлетворять одноріодному уравненшо, а именно
выраясепию (7) при q { . . . ) = 0 .  Принимая теперь во шшмаипе фшштпость
5(х, р, ф), 5|(х, р, ф), >ч(х)х(х,"(), полноту трш-онометрических функцйіі и 
используя теорию преобразования Фурье [8 ,9], получим из (7) при 
q(.. .)=0 , что при почти всех х, pi, ф функция S.{x, р, ф) будет удовлетію-



рять однородному интегральному уравнению, соответствуюш;ему (13). По 
это уравнение в свою очередь имеет только тривиальное решение при вы- 
полпеппн одного из условий: X(x)=Sl(6—а< °°), (т)<сонз1< 1(&—а=°°),
которые будем считать выполненными. В итоге имеем

5і(т, р, ф )=5'(т, р, ср), (14)
Обозначим через G(x, р, ср, х', р', ср', а, 6) функцию Грина интеграль­

ного уравнения (13) (она будет решением этого уравнения, если заменить 
гДх, р, ф, а, 6, с, d) на б (pi—р') б (ф—ф') б(х—х ') ). Тогда с учетом (13), (14) 
находим

2п 1 Ь

б'(х,р,ф) =  ̂  <̂ ф"| G(x, р, ф, х', р', ф', а, Ь) д(х', р' ц>' ,a,b,c,d)dx'

а^ х<5 . (15)

Заметим, что резольвента Г(х, р, ф, х', р', ф', а, 6) интегрального уравне­
ния (13) удовлетворяет ему же самому, если в нем заменить д(х, р, ф, а, б,

^(т) т' т
c,d) на----- — 0[ (х '—х)р']а:(х, 7)ехр — -------- . Принимая во внима-
f 4л I р I L I рГ 1J
нне этот факт, линейность уравнения (13) и выралчсние (10), из (15) 
получим следуюгцее существенно более простое соотношение:

2я i (2
S(x, р ,ф )=  jd(p' jd p '  j  G(x, р,ф, х', р ',ф ',а ;6)^ (х ',р ',ф ')й х '+

О - 1 с

2п 1

+  J j  ц"Г(в р, Ф, (2, р',ф ',н , b)I{d—0',yi',(f')d\]L' —
о -1

2я 1

— j"d(ę' J р Т (х , р, ф, с, р', ф', а, Ъ)1{с+0, р', ф ')йр', а^х^Ь.
о -1

(16)
Из выражения (16) с учетом соотношений, связывающих интенсивность 

излучения с функцпоіі источников II следуюгцих прямо из уравнения 
переноса( 1), а также из того, что 5(х, р, ф)= 0  вне [с, d], нетрудно вы­
вести выражения для 7(х, р, ф) внутри исследуемого слоя [c,d\. Они
имеют вид

2я i d
/(х , р, ф) =  J <2ф' J G,{x, р, ф, х', р', ф', а, Ь, a)g{x',  рГ, cp')dx'+

I) -1 с.

2я 1
+  J d(p' ' I  li'G* (т, |.i, ф, d, ф', a, b, a )I {d—0, ц', ф') d\x' —

о - 1

2-n 1

одесь

— І^^ф' I  p'G.(x, p, ф, с, рГ,ф',а, б, а ) / (с -1-0, р ',ф ')с2р', 

c+O ^ x^ d —0.

G. (х, р, ф, х', р', ф', а, б, а) =

=  ^  J ехр 1̂ -  I I ]  G (х", р, ф, х', рГ, ф', а, б) dx",

(1 7 )
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причем а= т  {d^rn^b)  при р>0 п а = п  (а^п^с)  при р<0. Если т=Ъ
II п=а,  то последнее выражение представляет собой функцию Грппа
G.(t, ц, ср, т', р', ф', а, Ь) уравнения переноса для тех же условий, которые
принимались при выводе (13).

Основные выражения (1б), (17) н дают в явной форме результат, сфор- 
муліцювапні.ііі в начале работы. Они, в частности, показывают, что поле 
излучения внутри исследуемой плоскоиараллелыюй среды [c,d] можно
в аналитическом виде выразить через значения /(т , р, ф) па границах п 
функцию Грппа (или резольвенту) для задачи о многократном рассеянии 
света в слое, не имеющем подстилающих поверхностен и внутри которого 
находится область с оптическими параметрами, пдептнчнымп реализую­
щимся в [с, d]. Соотношения (15) —(17) прямо пли косвенно содержат 
в себе в качестве частных случаев псе полученные ранее в [1 -5 , 7] ре­
зультаты по данному вопросу.

4. Интерпретация основных выражений н их следствия. Формулы (17
соответственно при т = с +0 и т= й —О вместе с граничными условиями, 
связывающими между собой /(с-ЬО, — | р|, ф) и /(с-ЬО, | р|, ф), а также 
/(d—О, |р|, ф) II I(d—0, — ІРІ, ф), представляют собой по существу си­
стему из четырех уравпепий (для каждоіі пары значений т и п) для пп-
тснсивиостей излучения на границах слоя [с, ci]. Для случая изотропного 
рассеяния и однородной среды (при с=п=0,  d=m=Xa) в работах [3,4]
была показана эффективность использования этих уравнений для отыска­
ния интеисивпостсй излучения па границах слоя (считалось, что границы 
отражают падающее на них излучение по закону Ламберта либо не задер­
живают его вовсе).

Соотпошеиня (16), (17) обладают двумя весьма важными с точки зре­
ния нриложеиий свойствами. Во-первых, при расчете 5(т, р, ф) и 7(т, р, ф) 
внутри слоя по этим формулам, когда /(с-ЬО, р, ф) и /(</—О, р, ф) находят­
ся эксперішейталі)ііо, не надо проводить отдельного исследования оптиче­
ских характеристик подстилающих поверхностей. Во-вторых, выраікеішя
(16) . (17) при весь.ма общих предположениях относите.пыю оптических 
свойств э.ііемеіітарііого объема рассеивающей среды ока.чываются устойчи­
выми по отношению к отклонениям /(с-ЬО, р, ф), / ( d —О, р, ф) от своих 
точных значений, что позволяет эффіектйвпо использовать данные экспе- 
риыеита при расчете /(т , р, ср) и S{%, р, ср).

Отметим, что при Х(т)<сопз1<1 выражения (16), (17) остаются спра­
ведливыми и тогда, когда некоторые из величин я, b,c,d не являются
конечными. Строгое обоснование этого утверждения сводится к доказа­
тельству единственности решения уравнения (13), когда в нем не все 
параметры а, Ь, с, d конечны, в классе функций, содержащем в себе тот,
которому принадлежит с|іуіікцпя источников 5(т, pi, ф) для слоя [c,d],
Вчастпости, при >.(т)^соп8І<1 и |g'(r, р, ф) |<оо решение уравнения (13) 
удовлетво])яет этим условиям.

Выражения (16), (17) сильно упрощаются, если Х{х)х{х,  у) не зависит
от т, а слой [я, Ь] бесконечен или полубескопечеп (именно такая ситуация
при я=с=0 Н.ЛИ b=d=0  II рассматривалась в [7 ]). Ес.лн при этом инди­
катриса рассеяния представима конечной суммой полиномов Лежандра, то 
функции Грина G (...)  и можно найти в аналитическом виде (при­
чем различными способами) и результат, выражеипый формулами (16).
(17) , является законченным общим аналитическим решсиие.м поставлен­
ной в начале работы задачи. Отметим еще один важный частный случай, 
когда сфупкцтти Гішііа возможно задатг> в явной форме. Это имеет место д.ля 
двухслойной среды, когда Я(т).г(т, 7) принимает внутри [с, d] отноентель-
по т только два 3iia4cnnH (.т(т, 7) задается опять конечной суммой поли- 
II0M0I! Лежандра). Если в (16), (17) полоікіітг, я =  —о°, /= о о  и продолжить 
7(т).г(т, 7) за пределы [с, d] соотвотствеиио теми же значениями, которые 
реализуются в пеійшм и b t o ] ) o m  слоях исследуемой двухслойной среды, то 
G (...), С .(,..) II Г ( . ..) представляют собой функции Грппа и резольвенту
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для случая переноса излучения в среде, состоящей нз двух прилегающих 
друг к другу однородных полупространств. Функция Грина урав­
нения переноса для такой ситуации была паіідепа в [13]. Поскольку через 
нее выражаются G ( ...) и то сказанное выше становится очевпд-
ІТЫМ.

Общеизвестна та большая роль, которую играют ирп исследовании 
различных физических процессов (и уравнешпг, их описывающих) свой­
ства инвариантности по отношению к })азличиого рода операциям (физи­
ческого пли математического характера). Впервые проблемы переноса под 
этим уг.лом зрения были рассмотрены Лмба|щумяпом [14], который ввел 
в теорию метод «сложения слоев» (см., напрікмер, [15]), являющийся 
важпьш конструктивным элементом данного подхода. Дальпсіішее сущест- 
'юштоо развитие теории в этом нанравлепип было выполнено в работах 
[6 ,7 ,16—22]. Покажем, что формулы (16), (17) можно трактовать, как 
соотношения инварнаптностп. Физически достаточно очевидно, что поле 
яз.чучсипя внутри слоя будет инвариантным по отношению к замене под- 
стилагогцих поверхностей «фиктивными» источниками с распрсде.пеннем 
интенсивностей по углам, равным соответственно 0 (—р,)/(с-Ь0, — | ц |, ф) 
для левой границы и 6 (ц ) /(й —О, | ц ], ф) — для правой. При этом надо 
считать, что «новые границы» не оказьишют ншшкого влияния на прохо­
дящее через них излучение (реальные подстплающпе поверхности этому 
условию не удовлетворяют). Рассмотрим слой [а, Ь], внутри которого при
c < x < d  {а^с, d^b)  имеются источники ^(т, ц, ф), а при т= с и x=d — ука­
занные выше «фиктивные» излучатели. Предполагаем также, что [а, 6] 
не ограничен подстилающими поверхностями и функция Я(т)х(т,'у) сов­
падает при c<T<d  с ее истинным зпаченпем в слое [с, d]. Вне [с, d] функ­
ция Х(т)а:(т, у) может принимать любые физически допустимые зпачеипя. 
Проводя мысленно в такой среде разрезы при т= с, x=d и учитывая инва­
риантность поля излучения к такой операции (в методе «сложения слоев» 
проводят обычтю один разрез), можно представить, например, функцию 
источников S'(t, ц, ф) (а^х^Ь)  для даппоіі задачи в виде суммы двух
слагаемых 5(т, ц, ф )+52(т, ц, ф). Первое определяет поле излучения, 
сформировавшееся исключительно за счет многократного рассеяния в слое 
[с, d] фотонов, испущенных в нем (5'(т, ц ,ф )=0  при т< с, x>d). Второе 
слагаемое дает вклад в >?(х, ц, ф) за счет возбуждения внешних слоев 
[а, с], [d, 6] выходящим из [с, d] излучением с интенсивностями /(с-ЬО, 
I ц|, ф), 7(d—О, — I цI, ф) и последующего случайного блун^дания фотонов 
в [я, 6]. Записывая (с помощью формальных выкладок или вероятпостпоіі 
трактовки теории переноса [6]) выражения 3{х,  ц, ф), 5'2(х, ц, ф) в явыоіі
форі!0, придем к формуле (16), а затем и к (17). В случае однородных 
сред и при отсутствии подетшлающих поверхностей формула (17), когда 
п=а, т — Ь, g(x, ц, ф) = б (х —т ')б (ц —р-0 б(ф—ф̂ ) и с = 0, a = —t, d=b=^Xo или
я = с= 0 , b=Xo+t, d=Xo (i> 0 ), аналогична соотношениям инвариантности
(24), (25) работы [22]. Отметим, что пеодпородпость среды и наличие 
подстилающих поверхностей вносят принципиальные усложнения в соот­
ношения инвариантности (в качестве которых выступают выражения 
(16), (17)), поскольку, за исключением частных ситуаций (слои [с, d] и 
[я, ?;] однородны и границы х=с, x=d  пе задерживают вовсе падающее на 
них излучение пли отражают его по закону Ламберта), они пе связывают 
і г̂ежду собой однотипные функции Грппа для слоев различных оптических 
толщин.

5. Определение поля излучения внутри однородной рассепваюп(
среды при возбуждении ее впеганпми псточнпка^пі. Здесь будет найдена 
функция источников внутри однородного плоскопараллелыюго рассеиваю- 
тцего с.поя [с, d], имеющего то.лько одну подстилающую поверхность (при 
х=с) II возбуждаемого внешним излучением, проходящим через нее (счи­
таем, что g(x, ц, ф )= 0 ). При этом конечная формула, выражающая функ­
цию источников через интенсивности излучения, падающего иа подсти-
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лающую поверхность, идущего от нее н выходящего через границу т=<і, 
будет получена прямо из соотношения (7), минуя рассуждения п. 3. От­
метим, что принятая выше модель прпыенима для псследовання много­
кратного рассеяния света в море, внешним источником для которого яв­
ляется излучение, идущее из атмосферы, а в качестве подстилающей 
поверхности выступает граница вода — атмосфера. Положим в (7) а =  — °°,
6= 00, Я(т)а;(т, ^)=Хх{ ’̂ ) (т. е. 1 (т), х(т, "() не зависят от т при —оо<х<
<оо). При таком способе продолжения функции А,(т)а:(т, ■у) за пределы 
однородного слоя [c,d\ выражение (7) представляет собой фактически
характеристическое уравнение теории переноса излучения. Его качествен­
ная теория подробно развита в [23, 24]. Решив это уравнение относительно 
5(м, р, ф, с, d) II применяя обратное преобразование Фурье, можно паптп 
5(т, р, ф). В частности, такнді способом возможно рассчитать функцию 
Грина уравнения (13) для случая однородного бесконечного плоскопарал- 
лелыюго слоя.

Для упрощения выкладок ограничимся учетом только двух членов 
в разложении индикатрисы х(у)  по полиномам Лежандра РДсозу) (жо=і
и — соответствующие коэффициенты) u вычислим лишь нулевую азиму­

тальную
1 I-

гармонику (т. е. 6'» (т, р) =  —  S (т, р, ср) dcp) фу
2л J

ІІК Ц Ш І источни­

ков. Положим также с=0, 7̂=To. При сделанных в этом пункте предноло- 
жениях из (7) находим

\ 1 \ Л
5о(ю, р) ,\) ^ a+f5X

3=1

ХА аЗ(І0), X) J‘ /о (+ 0, р)—0(—р)ехр(—гюто)/о(то, р)
гсор—1 pPa-l(p)dp,

2 \ / J 1-іыр ’
- 1

ЛаДгсо, A.) = 6„D — J Ąi,

(18)

2 a 1—гоір 
- 1

^ii(p) ^iP , ^̂1г(р )—P, H2i(p )—â iP, Й2г(р )—1, (19)

где /о(+0, p), 7о(то,—ІРІ), <So((D, р) — соответственно пулевые азимуталь­
ные гармоники /(+ 0 , р, ф), /(то ,-| р | ,ф ), 6'(ш, р, ф. О, То). Из (3) видно, 
что Д.1ГЯ вычисления пулевой гармоники 8’о(т, р) самой функции источни­
ков нужно к (18) применить статное преобразование Фурье п умножить 
полученное соотношение на (У2я)“ ‘ . Найденное таким образом интеграль­
ное выран̂ ;01ше можно вычислить с помощью элементарных преобразова- 
uiiii II контурного интегрирования только в верхпеп полуплоскости, если 
учесть (18), (19) и формулы Сохоцкого — Племелп [25]. Проделывая соот­
ветствующие вычнслоння, в итоге находим

‘5с(т, р) — ^ р -Л -і(р ) ^ (—! ) “+'’ ((?„р(т, Я)-ГЯ„ц(т, ^ )—ЯоДт, к)) ,
0=«1

(20)
3=1
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(?„ц(тД) =  | ехр( —т/г)
ТЛг,Х)

D (̂,{r,K) /о{+0, —г) +

^  f  !- i^V i(p )/o (+ 0 , р)+  —  ^сгДгД) J -----

Я„р(тД) =  -^ |  ,іД Д -і(-р )( J —
О

Яо() (т, к)

Др) dr.
г + р  /

• схр[-(т,,-т)//-]С„„(гД)
(р + г) Г Д гД )

dr  ̂ /о(т„, —p)dp,

1 рр/Д,(р)
•'̂ ДТТ -----p,/v)(ip,Гг (/с) p/v+1

Lop(t, p,fc)=exp (—/vt)^„p(—А-, Я)/о(+и, p) +
+ (-1)""*0(р)ехр(-А(то-т))Л„ДА, А)/о(то, - р ) ,

Г і ( г Д ) = / - ( г Д )  + -------— п ' { г , Х ) ,
4

А, И”г/г (г, >к) =  1+лгі (1—Я)Я, 1{г, к)=Ь{г, /.)------ 7Vi (/•, >.)1п -
1—7

, dl" {а, X)
Ь{г, X) =\+Хх^{\—Х) г-,

D <j(ł

, C„fiir,X)=a„si{r)l{r,X)—n{r,X)Aae^— д |  , 

Я ^ Д г Д )= —тг(гД)Лаі) ^ — +a„e,{-r)l{r,X),

(г, X) =P a -i (г) ( - 1 ) ■a.fi-r) п {г, X) +1 (г, А) Д  j  j  ,

где А — корень прнмедешюго характеристического урашюния (для пулевой 
азимутальной гармопнкн) в случае лнпеііной нпднкатрнсы рассеяния. 
Расчет ■S'o(t, р) по формуле (20) несложен, если свойства подстилающей 
поверхностн т =0 таковы, что |р|/о(+0, — |р|) удовлетворяет условию 
Гельдера [25] (п]ш выполнепнн последнего не возникает затрудпепніі при 
расчете квадратур, входящих в (20)). В противном случае лучше пользо­
ваться обіцігмн формулами (16), (17). Когда индикатриса рассеяния 
прсдстав.лена конечной суммой полиномов Лежандра п имеются две под­
стилающие новерхиостп, получаются результаты, сходные с тем, который 
дастся форму.лой (20).

В заключение автор выражает свою признательность Ф. Д. Рахову, 
Л. М. Самсону и И. В. Коновалову за обсуждение ряда вопросов, рассмот­
ренных в данноіі работе.
Академия паук БССР 
Институт физики
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RESTORATING ТИЕ INTERNAL RADIATION FIELD
BY ITS CHARACTERISTICS AT SCATTERING MEDIUM BOUNDARIES

N. N. UOGOVTSOV

The problem is considered of radiation field restoration within homogeneous and 
inhomogeneous plane-parallel turbid media bounded by surfaces луіВі arbitrary reflec­
tion laws. Analytical formulae relating the radiation field characteristics within the 
layer and intensities at its boundaries and the Green’s function are found. The Green’s 
function of the integral equation for the sources function is studied in the case of 
medium which does not have the reflection surface and contains in itself an internal 
part of the layer. It is shown that the basic formulae obtained in the paper can be 
interpreted as the invariance relations. The equations for radiation intensities on insides 
of the reflection surfaces of scattering medium is formulated. An explicit zero har­
monic of the sources function within the layer having one reflection surface and excited 
by the outer radiation is found. At deriving the given expression there were no consi­
derable limitations to the properties of reflection coefficient from this surface and 
the phase function was considered to be linear.
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