
Белорусский национальный технический университет, Минск

ПРИМЕНЕНИЕ СООТНОШЕНИЙ ИНВАРИАНТНОСТИ К ВЫВОДУ 
НОВЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ ЯРКОСТИ 

ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЙ ДИСПЕРСНОЙ СРЕДЫ

Роговцов Н.Н.

The new integral equations for brightness coefficients o f pkineparellel dispersive medium of optical thickness 
Tq are obtained using invariance relations, involving usual Green’s functions or their generalization (for example, 
reduced Green’s functions) o f radiation transfer equations. It is shown that the structure o f these integral equations 
enables to obtain multiterm asimptotics o f brightness coefficients when Tq —>+ or Tq ^  + 0 . Such kinds of asimptot- 
ics o f transmission coefficient a(...) when X o ^ + ° °  are given to illustrate.

1. При рассмотрении целого ряда проблем, связанных с исследованием свойств атмо­
сфер Земли, Венеры и планет-гигантов, приходится решать следующую краевую задачу;

^ ЭС,(т,р^,^,Л,То) ^  ^ д -с  J + А  ц ') (х, р', t  Л, То )d\k ,
ĆT Ł _1

( 1 )

(х, р)е[0,Х(,]х[-1,1], ^е(0 ,1], Л е ( 0 ,1], XqG/?^;

= (2)

Здесь Р(р, р ')= (2 л :) '‘ |%(ро)^^Ф. где P o = ( ( l c o s c p - h p p ' ,  x ( p j  неотрица­

тельная вещественная функция, удовлетворяющая условию нормировки Jx(po)jpo = 2;
-1

СДх, р, Л, Xq) — поверхностная функция Грина [1] уравнения переноса излучения {RTE), 
5(...) — дельта-функция Дирака.

2. При решении обратных задач теории переноса излучения необходимо не только про­
анализировать общие качественные свойства решения краевой задачи (1), (2), но и найти са­
мо это решение в удобном аналитическом (или хотя бы в полуаналитическом) виде. Фор­
мально исследование указанной задачи можно свести к изучению уравнения Фредгольма 2- 
го рода для случая прямоугольной области [о, Х(,]х[-1, 1]. Общие методы решения такого
рода уравнений в замкнутой форме не разработаны. Однако, краевую задачу (1), (2) с помо­
щью общих соотношений инвариантности [2, 3] возможно переформулировать так, чтобы 
отыскание (х, |0,, Л, х,,) сводилось к нахождению коэффициентов яркости

р(|р|, 4, Л, Xq), <7(|д|, л , Хд), которые определяются такими выражениями:

G ,(0 -  |р|, ą. Л, Хд)= 2^р {4  Л, Хд),

Gs (xg, I р|, А, Xg) = ехр(- (Xg /ą))5(]p| -  4) + 2 ą o  ( I p|, A, Xg). (3)
Кроме того с использованием общих соотношений инвариантности [2, 3] удается сфор­

мулировать новые интегральные уравнения для р(...) и о(...), структура которых позволяет 
находить многочленные асимптотики для коэффициентов яркости при Хд—м -0  и Хд-^-г«>. 
В работе будут кратко описаны процедуры получения этих интегральных уравнений и упо­
мянутых асимптотик.

3. Из результатов работ [2, 3] следует справедливость такого соотношения инвариант­
ности
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0[о, Х„] ('^)G, (х, |1, Л, То) = (т, |1, О, ą, л ) -
I

-  1^1'%оо)(х, |1, То> Л)сДТо, |l', л , XoVli', (4)
О

где 0[о ^j(x) — характеристическая функция множества [О, Tq] G(q (х, р, х', р', Л) — «объ­

емная» функция Грина |1] для RTE для случая полубесконечной дисперсной среды 

содержащей «источник» б (х -х ')  б (р -р ') .  Так как к настоящему времени разработаны эф­
фективные алгоритмы отыскания функции Ĝ g „^(х, р, х', р  , Л ), то будем считать ее извест­
ной. Заметим, что соотнощение (4) получено посредством погружения слоя “ [О, Хд]” в полу- 
бесконечную среду “ [О, -t-оо)” и учета всех изменений в рещениях краевых задач для RTE, 
которые при этом в них возникают (см. подробные разъяснения в [3]). Из (3), (4) следует, что 
верно выражение

Р (Н ’ Л’ G(0.~)(0’ -  И ’ О’ 2"' eXp(-(Xg/ą))G(g.^,(0,-|p|, Xg, л ) -

Jp '<̂ «).o. ) ( 0 ,- |p 1, Xg, р ', Л )а (р ', ą. Л, Xg>/p'. (5)

Используя (3) и соотнощение инвариантности, родственное (4), можно показать, что 
имеет место

ст(|р|, ą. Л, Хд)=2-' (G(g,^)(o, - \ Ą  Xg, ~ л ) -  (2^у' e x p (-(x g /ą )) 6 fe - |p |) ) -

-  1p 'Ĝ (0.o.)(0 ,- Ip I, Xg, p ', Л) p (p ', Л, XgVp'. (6)
0

Выражения (5), (6) образуют систему интегральных уравнений, которую можно исполь­
зовать для определения коэффициентов яркости. Система (5), (6) расщепхшется на два от­
дельных интегральных уравнения для данных коэффициентов. Эти интегральные уравнения 
имеют следующий вид:

р(|р], ą. Л, Хд)=2-' G(g^„)(o, - |р |.  О, ą, л ) -  2-' Jp'G(g „)(о, - |р |,  Xg, р', Л)х

I I

XG(g,„)(0, -  р', Xg, Л ) ф '+  jp '[  |p 'G (g „ )(0 ,- |p l, Xg, р ', Л)Х
о о

X G(g -  р'. Xg, р", Л )ф ']  р (р ',  ą. Л, Xg Vp ' ;

о(|р|, ą. Л, Xg)=2-' (G(g,^) (о, - |р |, Xg, - ą ,  л ) -  exp(-(xg /ą ))  5fe-|p |) ) -  

-2 - ' Jp'G(g „ ) (0 ,- |p |,  Xg, p ', Л) G,g ^)(0, - p ', 0, +

(7)

+ 2~' ex p (-(x g /^ )) |p 'G (g ,„ )(0 ,- |p |, Xg, р', A)G(o ,„)(0, - р ' ,  Xg, Л>/р' +

1 1
+  Jp '[ jp 'G (g „)(0 ,-tp |, Xg, р', A ) G ( g  „)(0 ,-р ', Xg, P ' ,  А )ф ']  О ( P ", A, Х д ) ф " .  (8 )

О о
Заметим, что интегральные уравнения (7), (8) имеют одинаковые ядра и отличаются 

только свободными членами. Эти ядра выражаются через обычные «объемные» функции 
Грина RTE для случая полупространства (точнее полубесконечной плоскопараллельной 
дисперсной среды Г(д ^j). Интегральные уравнения (7) и (8) можно использовать для получе­

ния асимптотик функций р(|р|, А, Хд), а(|р |, А, Хд), но только тогда, когда Хд —
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4. В работах |2, 4J впервые были получены соотношения инвариантности, содержащие 
усеченные функции Грина. Такого рода соотношения позволяют получать интегральные 
уравнения для коэффициентов яркоети, которые можно использовать для отыскания асим­
птотик функций р(||і|, л , Xq), a(|)i|, Л, Tg) как при х„-^-ьоо, так и при х „ -м -0 . Для
вывода соотношений инвариантности, которые содержат усеченные функции Грина или их 
обобщения, доетаточно воспользоваться обычными соотношениями инвариантности [2, 3], к 
которым относится и выражение (4), и учесть определение характеристической функции 
множества [5].

Положим в (4) X = Хд -ь О и р = - |р | . Затем полученное выражение умножим на функ­

цию 1̂ 1)’ ^ результат вычтем из еоотношения (4), в котором предварительно положим

=-f О, р = - |р | . В итоге получим одно из искомых соотношений инвариантности. Оно име­
ет вид

р(|р|, ą. Л, Хд)=2-’ [G(g_) (о, - |р |. О, л ) -  л, (хо> И)<^(0.о»)К^ -  И ’ 0. л ) ь

-  2"' [G,g^)(0, - |р |, Хд, t  л ) -  л, (Хд, |р|) G(g (Хд + 0, - |р |, Хд , Л ) ] СХр (~(Хд / ̂ )) -

-  К  [<5(0.-)(0’ “ И ’ л ) -  Л, (Хд, И)С(д,^,(Хд + 0 , - |р |, Хд, р ', Л)]Х
о

х о (р ',  л , Х д ) ф '  (9)
Аналогичным образом можно получить второе искомое еоотношение инвариантности
а(|р |, Л, Х д)=-(2^)-’ exp(-(xg/ą))5fe-|p |)-b2-'[G (g.^,(0, - |р |, Хд, - ą ,  л ) -

Лг H )S .~)('^o  +0> - И ’ Л) ] -

-  |М' [G(g.^, (о, - |р |, Хд, р ', л ) -  Лг (хо, Н )% н ( '^ о  + 0 ’ - Н ’ Л'. Л )]х 0 0 )

Х р ( р ' ,  ą ,  л ,  Х д ) ф ' .

Заметим, что если положить Лі(хо> И ) = ^^Р(“ (Хо/|ц1))> то ядра интеграль­
ных уравнений (9), (10) будут одинаковыми и будут выражаться через уееченные функции 
Грина [2, 4].

Из системы интегральных уравнений (9), (10) несложно пол>шить отдельные уравнения 
для коэффициентов яркости. Выпишем эти уравнения только для того частного случая, когда
Л[ (хд, |р|) = Лг('’'0’ И )~  л(хо» |pj)- Представим эти уравнения в такой форме:

I

Р(|Р|, Л, Xg)=g,(]p|, t  Л, Xg)-T Jk (]p |, Р ', Xg, Л )р (р ', Л, Х д )ф ', (П )
0

а(|р|, Л, Xg)=g2W> Л, Хд)-т|к(|р|, р', Xg, л)а(р', t  Л, Х д )ф ', (12)
0

g,(|p|, t  л , Xg)=2-' [G(o_^)(o, - |p |, 0, a ) -  л(хд, H)0(g „.)(xg, - |p |,  0, ^  л ) ] -

- 2 - ' Jp ' [G(o_„, (o, - |p |, Xg, p ', a ) -  л(хд, |p |)G(o „)(xg +0, - |p |,  Xg, p ', a )]x
0

x[O(0,„)(0, - p ' ,  Xg,-^, A ) - л(Хд, p')G(g_)(xg +0, - p ' ,  Xg, Л ) ] ф ',  (13)

Л, Xg)=-(2^)-^' exp(-(Xg/^))5fe-|p|)-T2-'[G(g „)(o, - |p |, Xg, a ) -

Л(Хд, |p|)G,g )̂(Xg +0, - |p |,  Xg, - ą ,  Л ) ] -
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-2 " ' j |i ' [G(o,.)(o, - ||i | ,  To, л ) -  Ti(xo, H)G(o.~)('Co +0, - ||i | ,  To, Л )]х
0

х[С(о,^)(0,-й', О, Л)-ті(То, (то, 0, Л )-(С (о.^)(0 ,-ц ', То, Л ) -

Л К , h ')G(o,„)(To +0, -[і', Хо, Л))ехр(-(х„/^))] d\i',

К (]4  ц ', Хо, л )= ц '| |х '[С („ „ ) (0 ,- | |і | ,  Хо, [і', Л )-ті(хо, ||i |)g ,o,^,(xo + 0 , - |р | ,  х„, р', Л)]х
0

x[G („^)(0,-p ', Хо, \і", Л) -гі{хо, |i ')G(o, .) (xo + 0 ,- і і ',  Хо, р ',  Л ) ] ф '.

В отличие от (7), (8) интегральные уравнения (П ), (12) позволяют посредством соот­
ветствующего выбора функций ri(xo, р) отыскивать асимптотики коэффициентов яркости не
только при Хо —>+оо, но и при Хо —> + о.

5. Перейдем к краткому описанию процедуры получения асимптотик коэффициентов 
яркости, когда Хо—> + Для отыскания этих асимптотик, во-первых, следует принять во
внимание принцип взаимности [1], согласно которому
G(0, (о,- |р I, о, ą, л )  = |рр' G, (о,- ̂ ,|р|. Л; V(o, ),

A) = G ( o , „ ) ( o , - Хо, 14 A )= ą - 'G ,(x o ,-  4  V(„

G(o,^) (0 ,- |p I, X„, л ) =  Ірр' G, (хо,- 4  Л; V(o.„)),

G(o,„) (о,- Ір I, Хо, Л )=  |рр‘ G, (х„, ą, |р|. Л; V(o,~)). где G, (х,р, Л; V(„ „)) — поверхно­
стная функция Грина RTE для случая среды V(o <„). Во-вторых, надо учесть соотношение ин­

вариантности (см. [2, 3]), связывающее функции G^...) и G„ (...), где G^ (х, р, х', р ', Л) — 
функция Грина RTE для бесконечной плоскопараллельной среды V^, содержащей «источ­
ник» 5(х -  х') 5(р -  р ') . Оно имеет вид

G, (х, р, р ,. Л; V(o.„))= Jp 'G „ (х, р, о, р', Л) G, (+0, р', р ,. Л; Г(о,~))ф'- (14)

где х > 0 , р, е(0 , 1], р е [-1 , l]. В-третьих, необходимо воспользоваться такими представле­
ниями для функции G„(...) [6, 7]:

р
G„ (х, р, х', р ', Л )=  G„ (х -х ', р, р ', Л )=  (р, Л)ф,^ (р', л ) ехр (-/:Д х-х )) +

/=1

+ G r ( x - x ,  р, р ', л ) = с ,  (р, Л )ф, 4 р ', Л )ex p (-^ ',(x -x '))  + G ;( x - x ',  р, р ', Л),
х - х '> 0  (15)

Здесь С, — нормировочные константы: ф,^.(р, Л) — собственные функции, соответст­
вующие дискретному спектру характеристического уравнения для RTE ; р — число учиты­
ваемых в явном виде дискретных неотрицательных корней k^, к^ , ... этого характеристиче­
ского уравнения (если существует только один неотрицательный корень /с,, то р = 1); G* (...) 
и G “ (...) — функции, учитывающие часть вклада в G „(...), которая порождается дискретным 
и непрерывными спектрами характеристического уравнения и не входит в первые слагаемые 
в правых частях (15). В-четвертых, надо иметь ввиду, что неотрицательные собственные зна-

I
чения принадлежат полуинтервалу [0,1) и функции jG * (x -x ', р, р ', Л ) ф ' и
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|G "  ( т -х ',  |і, ц', л)<і}і' допускают соответственно оценки 0 (ех р (-^2('^~'^))) ^
о
0 (ехр (-^^ ,+ ,(т-1'))) при (х -х ') -^ + о о  (при этом следует полагать к^= \ и = 1 , если 

корни /?2 и не существуют. В-пятых, следует использовать то, что ядра интегральных
уравнений (7), (9) с учетом сказанного выше в этом пункте допускают представление в виде 
суммы вырожденного ядра и остатка, порядок убывания которого при х,, — известен.
Посредством учета указанной информации о свойствах функций (...), G„ (...), G^(...),

из (7), (8), (14), (15) с помощью достаточно трудоемких преобразований и оценок 
можно получить искомые асимптотики для коэффициентов яркости р(||х|, Л, Хд) и 

а(||х|, Л, Хд) при Хц —>-1- 00. Выпишем для иллюстрации только наиболее простую асим­

птотику для о(||т|, Л, Хд), когда Л е (0,l). Она имеет вид

о(|)т|, Л, Хд)=(8/Л^ С, w(A,Xg))exp(-^,Xg) {м, (|р|, л)[м,(^,Л)-ь
'()

-ьехр(— /С|Хд)[ (л ) ^  (-^)/ C()uf (^, л )ехр(— Xg )-t-
e=2

+ {w {A, Xg))''w, (^, Л)(^,.Дл, Xg)3(xg, Л ) -f 9(A) ( л )g J a , Xg)exp(-2/c, Xg))]]-f

+ a ,, (a )m, (ą, A )X a ,,(a )m J p | , A )exp( - {k̂  +k,)i^)}+  (16)
e=2

+  | ] ( 8 / A ^ c J mJ | i |,  A ) M ,f e  A ) e x p ( - / : ,X o ) + 0 ( e x p ( - ( / c ,  + 2 k ^ ) x ^ ) )
e=2

Xg->+00 (AG (O, 1)).

Асимптотика (16) получена в предположении существования корня к  ̂ и выполнения 
условия k̂  + Ік^ < 1. Функции, входящие в (16) имеют следующий смысл:

u  ̂d)i|, а ) = (АС, /4 ) d|i|, а ) - 2 ||т 'ф , ( - Р ,  А)р|°’“) (\Ą р ', а ) Ф '
L о

где р |“’ dH’ —  нулевая азимутальная гармоника коэффициента отражения от полу-
1

бесконечной дисперсной среды [8]; а^.Дл)=(4/Л) J|i'(p Л )нДр', Л ) ф ',
о

S

(А, Хд)=1 -a f , (А)ехр(-2/:, Хд); g, (А, Хд)=Уа„ (а ) а„(А )ехр(-/:, Хд);
£=2

(3(Хд, А ))~ '= 1 -(4 /А )ех р (-^ , Xg)(w(A,Xg))'’ | р ' м,(р ',А )^ р ' | р ' ф, Л - р ',А )х

w

Glixo,  - р ' ,  О, р', А ) -2  Jp"G;(xg, -р " . О, -р " ,А ) p f  (р", р', А )Ф ' Ф ';

А — множество решений системы неравенств ЗА:, +kf <2kj ,  где i  = 2,3,..., a r ,  — макси­
мальное значение i , для которого А не пусто; 0(a ) — характеристическая функция множе-
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ства А (если А = 0 , то 0(0)=О); Гд — наибольшее натуральное число, для которого выпол­
няется неравенство /г, где > 2 ; г — максимальное натуральное число С, для

которого верно неравенство к̂  <к  ̂ + 1к.^.
Все входящие в (16) величины и функции могут быть найдены по алгоритмам, изло­

женным в работах [6—9]. Асимптотика (16) обобщает известные асимптотические выраже­
ния для а(]р|, Л, То) [8] и может использоваться для решения обратных задач теории пере­

носа излучения, когда А е  (О, l) и » 1 .  На основе приведенных выше интегральных урав­
нений и соотношений инвариантности возможно найти асимптотики коэффициентов яркости 
и для случая консервативного рассеяния (т.е. тогда, когда А = 1 и в  среде отсутствует по- 
глошение излучения). Посредством итерационной процедуры из полученных интегральных 
уравнений можно вывести и асимптотики с остаточными членами более высокого порядка 
по сравнению с 0(ехр(-(/г,-г2/:2)Хо))- Заметим еще, что при Tq-^  + 0 нормы ядер (в про­
странствах ограниченных или суммируемых на [О, 1] функций) интегральных уравнений 
(11), (12) стремятся к нулю, когда Vp.G[0, 1] 1ітгі(то,||і|)=1. Именно это обстоятельство и

+̂0
позволяет найти асимптотики коэффициентов яркости при Хд ^  -f 0 .
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