
ЛУЧЕВОЙ МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ ПРИБЛИЖЕННЫХ РЕШЕНИЙ ЗА 
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In the context of nonlinear dynamic elastic theory the peculiarities of constructing boundary -value problems so­
lutions in vicinity of the wavefront by expanding into the ray series behind the deformations discontinuity surfaces are 
discussed. In constructing ray series being the approximate boundary-value problems solutions it is suggested to use 
front curvature dependences of discontinuity intensities.

Метод исследования переходных процессов, называемый лучевым, широко использу­
ется в геометрической оптике, акустике, динамике деформирования. По своему существу он 
является асимптотическим методом [1]. В настоящей статье остановимся на разновидности 
этого метода, связанной с построением приближенных решений краевых задач нелинейной 
динамической теории упругости в форме разложений решений по лучевой координате за по­
верхностями разрывов деформаций. Следует заметить, что в своей основе этот метод опира­
ется на теорию рекуррентных условий совместности разрывов, вытекающих из геометрии и 
кинематики движущихся поверхностей разрывов, которая включает в себя условия совмест­
ности Адамара, обобщение последних, данное Т. Томасом [2], полную систему таких соот­
ношений, впервые записанную Г.И. Быковцевым [3] для параметрического задания движе­
ния в прямоугольной декартовой системе координат и обобщенную на случай изначально 
криволинейной системы координат сравнительно недавно [4]. Если поверхность разрывов 
является характеристической, что справедливо в случае линейных сред или в случае поверх­
ностей разрывов ускорений (слабых волн), то теория рекуррентных условий совместности 
предоставляет возможность для коэффициентов лучевых рядов, следуя законам сохранения, 
выписать обыкновенные дифференциальные уравнения (уравнения затухания), последова­
тельным интегрированием которых осуществляется построение приближенного решения. 
Такой способ был предложен в [5,6] и с его помошью были получены решения краевых задач 
теории упругости [7,8], теории пластичности [9], гиперболической термоупругости [10]. Об­
зор работ данного направления содержится в статье [11]. Отдельно следует отметить осуще­
ствленную возможность переноса этого метода на случай неоднородных сред, осуществлен­
ный Анатолием Власовичем Чигаревым [12]. Именно на такой методической основе были 
получены А.В. Чигаревым классические теперь уже результаты по распространению волн в 
деформируемых средах, включая поверхностные волны.

При исследовании поверхностей разрывов деформаций в нелинейных средах складыва­
ется принципиально иная ситуация. Отличие скоростей ударных волн от характеристических 
не позволяет, следуя законам сохранения, кинематическим и геометрическим условиям со­
вместности разрывов, получить уравнения затухания. Способ избегания данной математиче­
ской сложности был предложен в [14,15]. Здесь развивается данный подход с целью учета на 
каждом шаге последовательного построения решения изменения интенсивности разрыва за 
счет изменяющейся кривизны фронтальной поверхности [13].

И нст ит ут  авт ом ат ики и процессов управления Д В О  РАН, Владивост ок

I. Общие модельные соотношения.

Для описания движения нелинейно-упругой среды остановимся на представлении Эй­
лера, где -  пространственная криволинейная система координат, г > 0
этом случае общая система уравнений имеет вид:

время. В
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p = PQdet{b'j-u‘j), v' - й '  + и'j v ' , 

и ^  ^ = P(^' + ( 1.1)

p dW \Xi = j

в  (1.1) p и Po -  плотность среды в текущем и свободном состоянии; и' и м, -  контра- 
и ковариантные компоненты вектора перемещений; а,  ̂ -  ковариантные компоненты тензора 

деформаций Альманси; и oV -  контравариантные и смешанные компоненты тензора на­

пряжений Эйлера-Коши; v' -  контравариантные компоненты вектора скорости; W -  функ­
ция упругого потенциала, вид которой определяет свойства среды; точкой над символом 
обозначена частная производная по времени; латинский индекс после запятой означает кова- 
риантное дифференцирование по пространственной координате. Для рассматриваемых в 
дальнейшем процессов ударного деформирования примем гипотезу адиабатического при­
ближения, т.е. остановимся на чисто механических эффектах деформирования. Будем счи­
тать среду изотропной, так что W . Считаем, что упругий потенциал зависит от
линейного, квадратичного и кубического инвариантов тензора деформаций. Представим W 
его разложением в ряд Тейлора в окрестности свободного состояния. Для сжимаемых сред 
это разложение вида

X
W = —  +РІ 2 +  / / Д г  +  +nl3 +ljl+ Г\І̂ І2  +  к / Д з  -I- + ■

Д = a ' , 12  = а (а / , = aVa^af,

( 1.2)

где A,, p -  параметры Ламе, / ,  m , n , Т], к ,  % - упругие модули третьего и четвертого
порядка. Для изучения процесса распространения поперечных ударных волн в чистом виде 
без влияния предварительных объемных деформаций более удобна модель несжимаемой не­
линейно-упругой среды. Наличие геометрической связи р = рд = const позволяет уменьшить
число независимых переменных для W , так что W =W {l^,l2 )- В этом случае принимаем 
представление

W = { а - р)/, -гаІ2 + - к/Дг -9^^  + + d l l  + ‘ ’ (1-3)
В (1.3) перед некоторыми слагаемыми взят знак «-», т.к. < 0 ,  / j  ^ 0  для несжимае­

мых сред. Также необходимо внести поправку на добавочное гидростатическое давление в 
формуле Мурнагана в (1.1):

(1.4)

В рядах (1.3) и (1.4) дальше ограничимся выписанными членами ввиду малой инфор­
мации о величинах упругих модулей более высоких порядков. Система (1.1) наряду с (1.2) 
или (1.3), (1.4) оказывается замкнутой относительно определяемых полей.

II. Типы и особенности движения ударных волн.

Если рассматриваемая краевая задача включает большие изменения краевых условий за 
малое время, то ее решение можно строить в обобщенном виде, считая, что эти изменения 
задаются скачкообразными изменениями первых и вторых производных поля перемещений -
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разрывами производных. Созданные в начальный момент времени на границе, они распро­
страняются посредством фронтальных поверхностей разрывов. Движение поверхностей раз­
рывов в нелинейно-упругих средах подчинено определенным закономерностям. Прежде все­
го, считается, что разрывы на них являются регулярными, т.е. для них выполняются геомет­
рические и кинематические условия совместности:

Ы э /
Эу

Э/
Эу

+ 5[/]
Ъг

v, + a “'^ [ /L g y 4 , \ f ] ^ - G

[ / ]  = / ^  - / “  ̂ == f   ̂ f ~ =  ^ '4 .^ 4  /  ’

дх' дх'

(2 .1)

Э /  ^  ,• d z 'd z “
Эу •' ’ " дх‘ дх^ ау" э /

где у“(а  = 1,2) -  внутренние координаты на поверхности разрывов X; греческие индексы и 
здесь, и всюду в дальнейшем принимают значения 1, 2; g.j и -  пространственный и по­
верхностный метрический тензор соответственно; буквой /  обозначены компоненты любо­
го пространственного тензора, который может рваться на X вместе со своими производны­

ми; ——  обозначение производной по времени в данной подвижной точке поверхности X, 
5/

для этой точки в процессе движения постоянными будут только у“ = Уо ’ индексами «-І-» и 
«-» выделены значения величин перед X и сразу за ней; vj  -  компоненты единичного векто­
ра внешней нормали, направленной в сторону движения X ; G -  скорость X в направлении 
нормали; греческим индексом после запятой обозначается тензорная производная по поверх­
ности в смысле определения [16].

Решения, содержашие поверхности разрывов, носят название обобщенных, т.к. на них 
(1.1) не имеет места. Но (1.1) является дифференциальным следствием обших законов сохра­
нения массы, импульса и энергии. Из этих же законов на X вытекает связанность разрывов 
искомых величин между собой динамическими условиями совместности:

| p ( v ' y , - G ) J = 0 ,  

k J v ;  =piv^"y^.-G )[v'J, (2.2)

a'^^[v,]y. =p^(v^^y^-G)
[v'lv,.]

первое из которых -  следствие закона сохранения массы; второе следует из закона сохране­
ния импульса; третье -  из закона сохранения энергии, причем в нем Е  -  плотность внутрен­
ней энергии, q. - вектор теплового потока. Из (2.1), (2.2) для сжимаемых сред следует нали­
чие трех возможных ударных волн, квазипродольной и двух квазипоперечных [17]. Пристав­
ка квази- означает, что наряду с основной составляющей разрыва (продольной или попереч­
ной) волна может нести на себе дополнительную составляющую разрыва. Скорость волны 
является сложной функцией предварительных деформаций и характеристик разрыва. Если 
даже считать поле предварительных деформаций известным наряду с геометрией волны, 
продольный и поперечный скачок остаются неизвестными и могут быть определены только в 
процессе решения краевой задачи. Это приводит к включению скорости G в число неиз­
вестных задачи, поэтому ряд из краевых условий оказывается связан с поверхностью X , по­
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ложение которой заранее неизвестно. Это приводит к дополнительному усложнению задачи, 
исходно уже нелинейной, и тем самым к логически обоснованному построению их решения 
с помощью приближенных, в частности аналитических методов. Что касается несжимаемой 
среды, здесь также возникают две поперечные волны, зависящие от предварительных де­
формаций и скачков на волне и различные по своим свойствам и назначению [18].

III. Один вариант лучевого метода решения задачи о нормальном ударе 
по упругому полупространству.

Рассмотрим задачу, в которой поле перемещений сводится к компоненте u\x^ ,t) ,  воз­
никающей в результате нормального удара в момент t = 0 по границе упругого полупро­
странства JC, > О . Следствием (1.1) буде нелинейный аналог уравнения Навье:

1 ( і - г а м ,  1 ) н —  =  ( і - -I— ) ;
^1

( 3 . 1 )

дх^ X -ь 2fi Po

Под действием удара граница полупространства = О начинает движение, которое 
может быть представлено рядом Тейлора в окрестности нуля:

к Г\
 ̂ ^ V o t  +  -  +  - - - ,  V o > 0 . (3.2)

В (3.2) ограничимся квадратичными слагаемыми ряда. Этого вполне достаточно для 
отражения сути метода и особенностей задач рассматриваемого типа. Для скорости Vq важ­
ным является выписанное строгое неравенство; его выполнение приводит к мгновенному 
формированию ударной волны X(f), причем Z(0) занимает положение х̂  = О . На 2(?) необ­
ходимо поставить следующие краевые условия:

I
j G ( 4 ) r f ^ ;  G  = C , 1 + l P ,

/' - Л

Ar=1 c у
(3.3)

r, 9 3 1+ m + n aB. = — -H--------------= —
' 4 2 l  + 2[i 4 2 X + 2[i 4

В основе применяемого далее лучевого метода лежит идея о замене точного решения 
краевой задачи (3.1-3.3) его приближенным прифронтовым разложением вида

«і(чэ)=м °(чэ)-Х т7■ =1 к.
(3.4)
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ty = —т!т> t> ty .
i G i ^ y  ^

Представление (3.4) включает u°{x^,t) - поле перемещений, созданное в области перед 
волной (в нашем случае u\{x^,t) - перемещения за волной. Скачки производных
по времени до произвольного порядка означают, что в окрестности волны требуется большая 
гладкость решения, чем для исходной краевой задачи, что позволяет заменить точное реше­
ние на приближенное (3.4) в некоторой области. Ее протяженность зависит от конкретной 
задачи. К примеру, для линеаризованной задачи (3.1-3.3) два первых слагаемых лучевого ря­
да (3.4) совпадают с точным решением во всей области задачи. Если считать, что нелиней­
ность задачи слабая, то аналогичный ряд должен дать хорошее приближение к решению. 
Отметим, что название «лучевой» связано с тем, что в обшем случае ряд строится вдоль ли­
ний, проходимых каждой точкой х(у“ ,г) - лучей. Их геометрия задается уравнениями

(3.5)

И в обшем случае определяется совместно с решением. В нашем простейшем случае лучевое 
направление задается декартовой координатой х^. Чтобы построить ряд (3.4), необходимо

знать его коэффициенты, =
dt^

. Для их определения можно применить (3.1), или

следствия его частного дифференцирования по времени, причем все полученные уравнения 
записываются в разрывах на Z(f). В результате на ^-ом шаге метода (^ = 0,1,2,..., А') полу­
чаем рекуррентные уравнения вида

5 к k+̂
bt

= F ,(k„K2,...,K„K,^1,K,^2), (3.6)

где значение ^е позволяет проинтегрировать эту цепочку уравнений, последовательно
определяя искомые разрывы, что отличает ударные волны от слабых волн. Это обстоятельст­
во, как правило, считается исключаюшим для применения лучевого метода. Как вариант из­
менения метода для ударных волн в работах [13,14,18] применяется дополнительное разло­
жение разрывов в ряды по 5 -производным в окрестности нуля, так что

к , Кю+-
5к10

bt
t+-

1 5  ̂к
2

10^2+. (3.7)

к . К20 + -
5к20

bt
t + - Skio _  6Кі

§r 5r /=0

и т.д.
На (3.6) в этом случае смотрят, как на алгебраическое соотношение в нуле. К примеру, 

если в нашей задаче ограничится нулевым шагом метода, то (3.6) переходят в одно уравне­

ние
5к
— ^ =  F o (k .|,K2 ); в  (3.7) считаем к., = к. 
6/ 10 + t , К2 = К20 . Вместе с краевым условием 

ot
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бк
(3.2) получаем замкнутую задачу относительно к.,,,, Кзц, . Сразу отметим, что если для

ot
плоской задачи линейная по времени структура разрывов в принципе хорошо согласуется с 
характером движения волны, то при наличии кривизны волнового фронта, что рассматрива­
ется далее, линейное приближение имеет малую допустимую область.

Предлагаемый вариант лучевого метода основан на включении в (3.6) величины 
определенной из решения соответствующей линеаризованной задачи. Тогда (3.6) относи­
тельно к , .  K g , . . . ,  становится замкнутой системой обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Иногда их можно проинтегрировать точно; если это невозможно из-за их слож­
ной нелинейной структуры, то их можно решить приближенно аналитически, либо численно.

Если в нашей задаче ограничиться нулевым шагом метода, то из уравнения движения, 
записанного в разрывах, следует

8к,
5/ С, Во + В , ^  + -  

'-'1

« 1 (3.8)

4 - - 2 Р , ;  Ą = 5 p f + 2 p 2 - a p , ;  В ^ = -2 ;  В , = - 3 ^ , - 2 а  + 2 ,

где многоточием обозначены слагаемые более высокой степени малости по степеням . 
Приближенно можно считать

5Кі к , к,— R '̂ 2 '̂ 1
С,

(3.9)

Для сходной линейной задачи Kg = Kgg = const. Подставляя это приближение в (3.9), 
получим

к., = к^о Kgo? (3.10)

откуда следует экспоненциальный, а не линейный характер изменения к.,, величина исход­
ной интенсивности волны может как увеличиваться, так и уменьшаться в зависимости от 
KgQ, т.к. < 0  для известных модулей материалов. Подставляя найденную величину кДг) в 
уравнение эйконала, получим на волновом фронте

^ ---- +
^1 Рі1̂ 20

ИЛИ же обратную зависимость

ехр І12 -1 (3.11)

к 10

к,20

Pi ̂ 20^ -iexp ^  -1 1 Р 2 *̂̂10 2p,Kgor ^
L с , ^Р і ^20^1 L c ,  J

(3.12)
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с  учетом (3.11), (3.12) из (3.4) получаем приближенное представление для поля пере­
мещений:

u{x^,t) = —
Ki о exp

C f

1 + РіКю
Сі

exp^PlKgQ-̂ l -1
t ---- - Ci

Cl PiK
-ln<^ +

PlK10
20 Ci

exp Pi
c;

2 Кго-̂ і -1

2̂0 ^ _ A  + _ ^ J l + P i b o  
Q  P1K20 1 ^1

exp 2 K20-̂ 1 -1 (3.13)

в  (3.13) K.,0 , K20 - неизвестные константы. Для их определения используем краевое ус­
ловие (3.2). Приравнивая коэффициенты рядов с одинаковыми степенями по времени, полу­
чим

к /  л
10

а<

К20 ~

^0 +  ■■■
Сі С

Г \

Сі

(3.14)

1 - 2 ^  + ( l- 4 p J  ^
Сі Сі

-!-•

Если бы в краевом условии (3.2) учитывались более высокие степени времени, то ре­
шение не ограничивалось бы нулевым шагом метода. Отметим, что краевое условие (3.3), 
ставящееся на Х(г), в этом методе выполняется автоматически. Далее рассмотрим, какие из­
менения в решение вносятся присутствием кривизны волнового фронта.

IV. Нормальный удар по цилиндрической полости в упругом пространстве

В нелинейно упругом пространстве присутствует цилиндрическая полость радиуса Гц,
неограниченная по образующим. А начальный момент времени изнутри по всей поверхности 
полости создается ударное нагружение в направлении нормали. Следствием нагрузки в ци­
линдрической системе координат г ,ф ,г  будет поле напряжений u j r , t ) ,  = 0 . Перед­
ним фронтом распространяющихся деформаций будет ударная волна (предварительные де­
формации в среде отсутствуют). В системе координат г , ф , z уравнения движения сводятся к 
одному уравнению:

и (  и Л
1 -ь  ̂ - I - а 2 —

V ' г )

им.и м .
г г г г г

1
с;2 | “г

л (4.1)

V
-Г 2 й й , , + •

г ;
Э м ,. Э м ,.

188



= - 9  + 6 l + m + n
; ttp = -

4A,+ 2[i 2.1 + Sm- +
'к + 2\х. ’ X + 2[i  ^  +

5 X  +  7 li 4 /  +  6 m  +  3 n
tto = -------- — -  —-------------- ; a .  = -

X + 2\i X + 2|j,
8Х  + 1  3 li 4 /  +  Sm + 3n „

—̂ :-------- ; a s  = 3 .
?і + 2д X+2\i

Ha границе полости L{t) поле перемеіценйй известно:

« г і  fL =  fo +  8{t ) '^ g { f ) ^ V o t  +  ̂ - ,  Vq ^ 0 ;  t > 0 (4.2)

Положение волнового фронта Z(r) определено уравнением

1
(4.3)

где G{t) вычисляется по формуле (3.3).
Первоначально рассмотрим решение лучевым методом соответствующей линейной за­

дачи до второго порядка включительно. Для нее получим

5Кі _  1
"б Г ”

5к,
2г.

Ск,;

СКз 3 Ĉ K1
bt

Tj- — 4- C t,
2r^ 8

(4.4)

откуда следует

к
Кі = 10

1+
а

'b

; Кр = - '■20 3 С
1 +

Ct 8
4)

. Ct
1 - h  —

,3/2

V ^OJ

u, = — 1̂0 V
V7

^ r - r \  1Y_L__A. ^
V

K.20 Г-Гп
C

1̂0 ~ '̂ О’ 2̂0

(4.5)

Отметим, что если бы точное решение (4.4) заменили приближенным вида 

Г , ~  к̂ Q + — —t, д*2 ~  Г 2 0 , ТО для к  ̂ получили бы:
St

== 1̂0
 ̂ а  ^1 - -

2го у
Следовательно, уже на расстояниях Ct -  Іг^ получаем /г, = О, тогда как точное решение 
должно только асимптотически приближаться к нулю. Сравнение К2 (?) из (4.5) и ~ к^о 
показывает, что это приближение (в отличие от плоской задачи) имеет серьезную погреш­
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ность, связанную с быстрым изменением на волне ее кривизны, которое существенно изме­
няет искомое решение.

Теперь остановимся на решении основной нелинейной задачи. Ограничимся в лучевом 
ряде (3.4) первыми двумя слагаемыми. Это позволяет рассмотреть только нулевой шаг мето­
да, т.е. уравнение затухания, следующее из (4.1), записанного в разрывах. С учетом геомет­
рических и кинематических условий совместности из (4.1) получим

5к, _  ̂ С, 2г,

5̂  ■ 1 - у ^

2 у - 2 - 7 ( 3 „

«4^,
2tv

(4.6)

где многоточием обозначены невыписанные слагаемые более высокого порядка относитель­
но малой величины /С|С,“'. Если даже в (4.6) использовать для приближенную формулу
(4.5), относительно х", (4.6) будет интегро-дифференциальным нелинейным уравнением, т.к. 
Tj- определяется из (4.3). Вообще, если не сводить решение к одному уравнению, то (4.6) 
можно дополнить уравнением

&  (  к  ^
^  = = 1 + Д ^ - ь . . .
dt ^ С, J

(4.7)

Таким образом, можно решать (4.6, 4.7) совместно относительно двух неизвестных 
функций /г, и Tj.. Отметим, что хотя кривизна волнового фронта явным образом не содер­
жится в формулах для скоростей волн, она все-таки входит в уравнения затухания, определяя 
скорость изменения интенсивности волны и через нее влияя на скорость самой волны. Полу­
ченную систему уравнений ввиду ее сложной зависимости от искомых функций можно ре­
шать численно, либо аналитически, на основании приближенных методов. Темой статьи яв­
ляется прежде всего аналитические методы, на которых и остановимся. По своим данным 
задача содержит величину, которую практически всегда можно считать малым параметром: 

К
е = —̂ . Введем безразмерные переменные:

С,

S -
C^t

к,о
(4.8)

Из (4.6), считая, что приближенно задается решением линейной задачи (4.5), полу­
чим в новых переменных:

5^
5s

Д  — ^ £ w - ( l - i -  Д а г  +  . . . ) —
^10^1

^4^0 2-VV----
Іг^  2r^

^2 4) 2̂0̂ 0

1-}£W
3s

/ f jo C iV l+ T  8(1 +  5) ^
t t

h = r{t) = 'b + jc, =Го -Н jc, (l + Дат -Г +.. )d̂ .

(4.9)
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Величина аГзо' о̂ іо^ і ‘ своему смыслу может считаться константой, сопоставимой с 
единицей, так что в дальнейшем А = /Г2(,ГоЛ:,о'С|"'. Если считать, что все решение сводится к 
определению одной неизвестной функции w , то относительно нее (4.9) -  уравнение интегро- 
дифференциального типа. Неизвестную функцию w(5) представим асимптотическим рядом

w(5')= W(,(s)+£\V, (4.10)

Решение (4.9) проведем последовательно для ограничившись этими
функциями. Это ограничение не является принципиальным, построение решения для w(5) 
можно продолжить до любой требуемой степени точности. В нашем случае

w\(5)̂ : + £
P^As <Р + ■ д

■yjl + S (л/і + ‘S' 1 +  ̂ (1 + 5) ^  л/і + S
■ + . . . (4.11)

Положение волнового фронта определяется приближенной зависимостью

Гу +С,н-2йГрД (V T b 7 - l) -  Гу +С,г + 2 -^ Г у Д  І1 + —
^1 VV 'с

С,/ J (4.12)

Укажем на следующую особенность построенного решения: если реальная величина 
К2 отличается от приближения линейной задачи незначительно, так что поправка имеет по­
рядок £ , Т О  учет этого отклонения не скажется на решении для W y , W j , а лишь на прибли­
жениях более высоких порядков. Найденная в (4.11) w(s) отличается от своего линейного 
аналога и отражает основные особенности нелинейной задачи. Обрашение (4.12) приводит к 
соотношению

= l{r) = —с. г -  Гу -г 2гу Д 10

с. 1 + . . . (4.13)
о 2У

Если ограничиться расстояниями, проходимыми волной, для которых С,/ ~ Гу, то мож­
но рассматривать в качестве прямого разложения решения только (4.11, 4.12, 4.13). Переход 
в удаленную от Гу область связан с нарушением регулярности прямого разложения и требует 
построения дополнительных асимптотических разложений. В представляемой статье основ­
ное внимание уделяется особенностям метода лучевых рядов, поэтому удаленную от Гу об­
ласть оставим без дальнейшего исследования. Переходя к исходным переменным г, t , ряд 
типа (3.4) возможно переписать в виде:

<Дг;г) = -г ,( 1 1 Л-,0 Д  ̂ 20̂ 0 Н { г ) - \ (р I д Г + оСа { ,  '■ „ (H (r)-l))

4 и { г )  с, 1̂0̂ 1 л 1 н { г ) »(<■) н Ц г ) ^ Н [ г ) _ 1 с, J
2̂0 1 ЗС,/г,у Я (г )-1 Ф ( г И ) ]
2 л /я(г) 8ГуХ-2у цУіі^г) [  с. J

Я(г) = ^  + 2 Д ^
Гп С,

(4.14)
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Подстановка найденного решения в (4.2) позволяет определить неизвестные и :
V,

1̂0 ■
о

1 - ^с.

2̂0 а - - ‘'о

С. С.
/  л 

1 - ^
V С I у

а
2

■̂0

2гоС,
V у

(-1  + Х +0Г4)

(4.15)

1 +  -
2vn

С,
V СI У

Как видно из (4.15), учет нелинейности и ненулевая кривизна волнового фронта вместе 
приводят к большему влиянию на /Г20 значения начальной скорости, чем в сходной плоской 
задаче, где определяется прежде всего величиной ускорения (3.14). Решение, подобное
приведенному здесь, может быть получено для сходных по типу задач с известной заранее 
геометрией волнового фронта (к примеру, для сферической продольной волны). Также легко 
могут быть получены решения для сходящихся к г - 0  от границы ударных волн, распро­
страняющихся по сферически и цилиндрически симметричным телам.

V. Задача об одномерной поперечной ударной волне.

Для сравнительного анализа продольных и поперечных ударных волн рассмотрим 
задачу об одномерной поперечной цилиндрической волне, распространяющейся по не­
сжимаемому нелинейно-упругому пространству от цилиндрической полости радиуса г .̂ 
Считаем предварительные деформации отсутствующими. На с момента t = 0 дейст­
вует нагрузка, приводящая к одновременному появлению антиплоских перемещений и 
скручивания среды, при этом каждая точка среды движется по своей винтовой линии. 
В линейном приближении такое движение задается компонентами мДг;г), м^(г;г), а 

= 0 .  Нелинейная постановка задачи связана с учетом всех трех компонент перемеще­
ний, для них выполняется;

= r(l -co s 'P ); 
= rsin 'F ; 

м, =мДг;г);
Ч' = 'К(г, t).

(5.1)

откуда следует, что имеет второй порядок малости по отношению к . Но если эту со­
ставляющую перемещений не принимать в расчет, получим некорректное решение уже на 
уровне выполнения условия несжимаемости р  = = const. В (5.1) - угол поворота
точек среды. Связь напряжения-деформации в этой задаче задается на основании (1.3, 1.4). 
Ее решение определяется из уравнений движений:
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h  +  + (1 + 0 ) r ^ l  + (1 + r ) —  = + • • •a

4'^1і + 3 а г ^ 4 '1 + с ш і] + ^ 1 з  + 5схг^4 '1+ 3ш і]+ 20^^й^^й^^^ = ^  + . . . ^ b ^  + ... (5.2)

+ + « r ^ 'P ^ ] + - ^ [ l  + 3£ir^'Fj +(Xul^]+2ocu^^r^'¥^4* ̂

_ p a + b + K + d „ 2 ci + 2 b + 2 u  + K a 2
P = —; a  = ---------------- ; p  = --------------- ^ ----- ; y ^ — \ C2 = — ;

M M  M M Po
3'F ■ Э'Рvp = _ ;  ' Р ^ — .
dr dt

Для описанного воздействия зададим краевые условия на в виде;

С

ч-І = ^ » + ^Іго 2

at
+ 0łT o)'+^o^O ; ^^0 -

(5.3)

При отсутствии предварительных деформаций условия совместности приводят к суще­
ствованию единственной ударной волны, поперечной по типу. Ее скорость может быть пред­
ставлена рядом:

G = C,
f  1 2 2 ЛГ К{ +W,

1=1 Cl

,л

у
; ^ > = f ’ ^ i= [ " z l (5.4)

В (5.4) приведено значение только у , остальные коэффициенты ряда также зависят только 
от упругих модулей среды. Из (5.4) следует, если ограничиться только первым слагаемым 
ряда, что волна движется быстрее, если за ней есть деформации обоих типов. На Z можно 
поставить условия:

zll

[“̂ 1 K L = - “ ; L=>^. '
(5.5)

Они приведены здесь для законченности постановки краевой задачи. Для лучевого ме­
тода они выполняются автоматически. В системе (5.2) последние два уравнения задают по­
ведение поля перемещений, тогда как первое определяет функцию добавочного гидростати­
ческого давления по найденным перемещениям. Основной задачей, таким образом, стано­
вится определение функций 'Е и . Для этого, как и раньше, применим лучевой метод. На 
его нулевом шаге из (5.2), записанных в разрывах, получим
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д к .

a

av^
-  a  -  ■

w. к. w, К.Ст \ 3 ГуК'!
2 i. 1 + g-j  ̂+ . ■ ■

Ct a

k k̂.w jI  w.C.\ 1 a wf ЪагуК ,̂
2 +or + ^ ^ - -  + - ^  + — ^ U . . .

(5 .6 )

a  C2 2 2 c ;  2 Q

ł

fz=f'o + \G 2 {^)d^-

Из (5.6) следует, что характеристики интенсивности волны лг, и ŵ  влияют друг на дру­
га и антиплоское деформирование и кручение за волной взаимозависимы. Насколько сильна 
эта зависимость, можно ответить в процессе решения (5.6) с применением метода разложе­
ния по малому параметру. Будем считать, что порядок малости для антиплоского деформи­
рования и кручения одинаков. В этом случае можно принять

£  - 1̂0̂ 0 1̂0̂ 0
с . 1;

W,10

^  = В; s =
1̂0̂ 0 0̂

/• 1̂ . ^ 1 . 1  . 1  /  1 8 — ’ ^1 ,^  ~ ^10’ '̂ 1 , - п  “  ^10-
МО w10

(5.7)

Решая вспомогательную линеаризованную задачу, получим

к,
=■

10 /с, =■ 2̂0 ЗС ,v •J ł . ^ 2 ' 0  'М 0 ‘
J/  ̂/2

(  c  Л  i + b i
«i j  ̂ 'b j

^  8 { r ,+ C ,t f 2 '

w,
w, =■ 10 w.20 ^10^2 ̂

z' (2 ^\У2
1 + Ь і8/-о'

V 'о у

(5.8)

Далее считаем, что к^, Wj приближенно задаются (5.8). Тогда, записывая (5.6) в пе­
ременных (5.7), приходим к системе уравнений

^  ^ 2  2—  = o f  £
Ss

3s

8 (14-5)^ {\ + s + +oD B^£^fg 1

_V r+7 8D (H -i)^_
-I-

-I -- / + ...

Ss

-г-

= oD

8

1

v m  sD{i+sfy^
£^g^B^ + 0 A£ ^ { 1  +S + . . .y  g f 3s

(H -5) ^  8Л(і + 5)^
+ (5.9)

 ̂ ^  2 2 r>2 ЗОС / \2 2 r  2---- + — £ g B^ + ---- [\ + S + ...) £
2  2  2  ̂ ^

+ ...

^ 1 0^2 W10C2

1 9 4



(5 .1 0 )

Искомые функции представим асимптотическими рядами

в которые, как и в (5.9), малый параметр входит только в четных степенях. Для приближения 
f  ~ fo-> 8  ~ 8 о получаем разделенное решение, соответствующее линеаризованной задаче;

/о =(1 + 5) ^ ;  §о=(1 + 5 ) ^ . (5.11)

Это показывает, что на расстояниях Ct ~ кручение и антиплоское движение мало 
влияют друг на друга. Их влияние проявляется на решении для f^, g^. Для положения волно­
вого фронта находим поправку к линейной задаче:

г = Го{і -і-5 4-/,£^(і -і-5 ^ ) іп(і -і-5)}-і--"  (5.12)
Не останавливаясь на простой, но трудоемкой процедуре получения / i , g , ,  приведем 

окончательный результат для функций и ;

8

2 ЛIn Я

Я К
1-1-от

2 ^

Г̂2 ^Уг

2̂0 5C2K■^Q(Я—l)

1 + а
9  +  1 В  

8

2 Л

Я к
+ ...

3  +  В  

8

2 Л 1

г - ^ ( Я - 1 )

к

я

“ z =->^10“!

К

1

8гоЯ К

Я Уг
+

( к г ^  ^10'о
сV '-"2 у

а

о

A - ^ B ^ D - ^ ^

-f...

2 Л

а

АН'  ̂ \  Н  Н

In Я

Я У2
-{в^+з> 5 а R.

8Я К

г - - ^ ( Я - і )
V "̂2 

(

Л - . . .

8 ''о 2
1̂0̂ 0

\2

С\  '-'2 J
(і + 5 ^ ) і п - ;  Г , = ^ ( я ( г ) - 1 ) .

(5.13)

Подстановка (5.13) в (5.3) приводит к выполнению точного условия:
1̂0 = -2 ';  ^ 2 0 = -^ ; vv,o=-Vo; W 20=-a, (5.14)

что, по всей видимости, является характерным отличием елучая поперечного деформирова­
ния от рассмотренного ранее продольного. Если в решаемой задаче есть только антиплоское 
движение или скручивание, то ее поле перемещений может быть также получено из (5.13).

В заключении отметим, что проведенный анализ показал, что предложенный способ 
построения приближенных решений в [13, 14] содержит в себе непозволительные погрешно­
сти в тех случаях, когда кривизна поверхности разрывов значительна и быетро меняется. 
Предложенное видоизменение в подходе к построению прифронтовых разложений решения 
позволяет исключить отмечаемое несоответствие.

Другое замечание связано с тем, что при изначальном использовании криволинейных 
систем координат (как в рассмотренном случае) следует пользоваться соответствуюшим 
обобщением [4] теории рекуррентных условий совместности [3] разрывов.
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