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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 3 

ПРОГРАММА 

Тема 1. Неопределенный интеграл 

Первообразная. Неопределенный интефал и его свойства. Таб-
лица основных мнтегралов. Замена переменной. Интегрирование по 
частям. 

Интефирование простейших дробей. Интефирование рациональ-
ных функштй, ]Метод ращюнализаш1и. Интефирование тригонометри-
ческих функций. Икгефирование простейших иррационаяьностей. 

Тема 2. Определенный интеграл 

Задачи, приводящие к понятию определенного интефала. Опре-
деленный интефал и его свойства. Формула Ньютона-Лейбница. 

Замена пере.менной и интефирование по частям в определенном 
интефале. Несобственные интефалы. 

11р1-гложсния огфеделеяного интефала к вычислению площадей 
плоских фигур в декартовых и полярных координатах. Вычисление 
объемов и длин дуг. Приближенные методы вычисления определен-
ного интеграла. 

Тема 3. Функцин нескольких переменных 

Функции нескольких переменных. Область определения. Пре-
дел. Непрерывность, Частнь[е производные. 

Днфференцируемость функции нескольких переменных, полный 
дифференциал. Производные от сложной функции. Инвариантность 
формы первого дифференциала. Неявные функции и их дифференци-
рование. 

Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Геометриче-
ский смысл полного дифференциала функции двух переменных. Ча-
стные производные высших порядков. Дифференциалы высших по-
рядков. Формула Тейлора. 



Экстремум функции нескольких переменных, _ _ 
достаточное условие экстремума. Условный экстремум. Ме 
жителей Лагранжа. Метод наименьших квадратов. 
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1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

1.1. Понятне неопределенного интеграла 

Определение ]. Функция F{x) называется первообразной для 
функции/х) на отрезке [а, если во всех точках этого отрезка вь!-
гтолняется равенство F'{x)=j[x). 

Определение 2. Совокупность всех первообразных [F{x)+C}, где . 
С - произвольная постоянная, для функШ1и/А-) называется неопреде-
ленным интегралом и обозначается 

J/(,v)A^F(,v) + C . 

Функция Лх) называется подынтегральной функцией, выраже-
ннеу(л-) dx- подынтегральным выр;1>кением. 

Отыскание лия функцииу(А-) всех ее первообразных F{x) назына-
ется интегрированием. Интегрирование есть действие, обратное 
дифференцированию. 



Основные правила интегрирования 

2) [ ( / ( д - ) ± ф ( л ' ) ) ^ ' = \ f{x)dx±\^(x)dx ; 
3) I af(x)dx = а\ f(x)dx (а =• const); 

4) если [ fix )dx = h\x) + (:, TO 1" fiax + h)dx = Ъ'Хаг + b) + C при VC-
a 

ЛОВНИ, что a, 6 - постоя[{иые числа, а-Д); 
5) если \f{x)dx = Fix)-rC и г; = ф (д:) - любая дифференцируемая 

функция, то j f(u)du= F{u)+C. 

Таблица основных неопределенных интегралов 

1. jdu^u + C; 10, = + С; 

2. - - + С , г д е а ^ - 1 ; 11. = 1п 
а +1 

3. С—-1п[»:+С; 
• и 

4. 
!па 

5. je"du = e"+C: 

6. jsimit/ii = -cos!< + C ; 

7. cos itdu - sin и ~ С 

8. ^/giidu = - I n I COSH I -rC; 

9. jcxgudu = ln;sinii]-(7: 

' и iri} „ 
/gi --• + - ! + C ; 

cosK \2 4 

12. f-^^-ctgi^^c; 
sin и 

cos' Ц 
, . . du I и 
14. 1"- -= --arclg- + C ; 

a^ +U-. a a 
. ^ r d u .11 _ 15. ^ arcsin - + С ; 

Ча'-и' a 
, , du i , 
16. ^ = 

2(1 
du 

a f и 
a-u 

+ C ; 

17. = + + C. 

В приведенной таблине буква и может обозначать как независи-
мую переменную, так и непрерывную лифферениируе.мую функцию 
w=<|)(x) аргументах. 



1.2. Основные методы интегрирования 

L2.1. Непосредственное интегрирование функций 

Задача нахождения неопределенных интегралов опт многих 
функций решается методом сведения их к одному из табличных ин-
TerpajTOB. Этого можно достичь путем аагебраических тождественных 
преобразований подынтегральной функции или подведением части ее 
множителей под знак дифференциала. 

Подведение функции под знак дифференциала состоит в том, 
что под знак дифференциала за11ись[вают функцию, дифференциал 
которой равен заданному выражению. 

Пример г. 1. -- = (In jc)'c£*: = .х). 
j : 

IIptLMep 1.2, сояЗхсЬ: = ^-^cosjxtit = ^(;/(sin3.r). 

Пример 1,3. Jsm(5x + l]dx = ^Jsin(5j; + l)d{bx + 2} = - i e o s ( 5 x + 2) + С . 

Пример 1.4. 
J(3.r 3)clx = iixcix - +2\smxdc -2jdx = 

= 3 • — - -Icosx - 3.x + С = -2cosx- Ъх + С. 
2 12 7 2 12 

1.2.2. Интегрирование зсьнвной переменной (подстановкой) 

Пусть ф{/) - непрерывно дифференцируемая функция на некото-
ром промежутке, причем тогда справедлива формула 

\/{х)сЫ-^\П(р{1))<рУ)Ш. 

Замена переменной в неопределенном интсфале часто произво-
дится по формуле 

J7(Ф(.v))ФЧ-v)л•=^/{/)й, 

где /=ф(дг). 



Пример l.S. f - 3dx ^j-fx^" ~3), так как Zxdx = - 3). 

Обозначим x^ - 3 = и, тогда получим 

J V̂ r - 3 - 2xdx = I u^-du = J- + С = (л-̂  - 3)2 + С . 

Пример 1.6. 

Р msxdx 
л/ 3 + 5 sm -т 

3 + 5 sin j: = / 

dt - Scosxdx 
COSJiZr =r — 

5 2 

L2.3. Интегрирование при помощи тригонометрических 
подстановок 

Интегралы вида |Л(.х,VV^^ ; [ й ( х , ) d x \ \ R { x а ^ + х^)dx, 
где R{u.y) : рациона1ыгая функция от « и v, вычисляются соответст-
венно при помощи тригонометрических подстановок х = , х= " cost sint 
X = asm!, X - acost, x-=atgt. 

1 
cos/ 

„ , - fMx -\ , , Sin/ , npiLuep 1.7. [ dx = = ——dt 
X \ ^ t secf cos^ f • cos-1 

Л-cos" г J , К 1 - J ^̂ — (ij = Щ1 _ ^ + c. = ^^arccos-) - arccos— + С 
cos-r Jf 

Пример 1.8. 
X = 2 sin; 

dx = 2cosrdc 
i J 

•v'4-.t = 2cosf 

= j"4co.s- /df = 2j(I + cos2/W^ = 



Л' f JC ~ 
2/ + sin 2/ + с = 2arcsin - + 2 sin / cos г + С =-2arcsin | + 2 • ^ • -̂ jl - -7- + С ^ 

= 2arcsin —+ + C. 

1.2.4. Интегрирование no чаапям 

Формула интегрирования по частям имеет вид \udv=w-\ydu, 
где и{х), v{x) - непрерывно дифференцируемые функции. 

Классы функций, интегрируемых по частям: 
1) dx, J-v" sin.rdx, J x " cos.v<it . За U принимается x" (м=.г"). 

2 ) jx"lnxdx, jx"arcsinxdx, jx"aKtgxdx. 3 a м в ЭТОМ случае Прини-

маются логарифмическая или обратная тригонометрическая функции. 
3) Je^ sinx<;&, Ja^cosxfifr И другие. Выбор и п dv равносилен. В 

этом случае вычисление интегралов сводится к двукратному приме-
нению формулы интефирования по частям. 

Пример 1.9. \\nxdx = 

= .vln.x -jdx = . г - 1 п л - - х + С . 

Пример 1.10. 

г arcsin xdx 

In .X = и du = —dx 
X 

dx = dv X 

dx 

X Inx - j x — d x 

Г 
arcsinx = « du--

l ^ x ' _ "arcsmx 

. .V .V . 

dx 

rli 
I . . , arc,sinx r 

^ = I 
: ^ £ - 1 Ĵ . 

xVl-x^ 

dt 
i - ^ ' 1 I 

.• Ч r-

arcsin X arcsmjr , ' l + л/Г-?^ 
~ln t + ^r •. + C = In + C . 

< r л 



1.2.5. Интегрирование функций, содержащих квадратный 
трехчлен в знаменателе 

Интефалы вида 

Adx , Adx I 2 ^ J Г Т ах •гЬ+с •dax'^ \ах + ijc + с 

приводятся к табличным выделением полного квадрата в знаменателе 
дроби, 

Пример 1.11. 
г ^ г г ^{х-Ъ) ^ г-J — = 1 — = J - ^ :^arctg(j:-3)4-C. 
х^-блг+Ю (Л--ЗГ+] 

Для вьЕчисления интегралов вида 

, {Ах +B)dx г + 
i '> . J ax^+hx+c 'Jax'^ + bx +с 

надо сначала в числителе дроби выделить дифференциал трехчлена 
аг^ + + с, то есть выражение (lax т byt. 

Пример 1.12. 

, ^^^ Ъг2х(к .. dx 3, 2 п V , ^ ^ |——dx=-\—^^ dx = - — - 7 — =-Ini.r^+9|--arctg- + C. 

1.2.6. Интегрирование рациональных дробей 

Рациональной функцией R{x) называется функция, равная отно-
шению ДВУХ многочленов: 

OQx" 

где m w n - целые полояштельные числа; 
bj. О; ER, I ~ О,т, J = 0,п. 



Если /и</з, то Л(д:)называется правильной дробью, если ш>п, -
неправильной дробью. 

Всякую неправильную дробь гт>тем деления числителя на зна-
менатель можно представш:ь в виде суммь! некоторого многочлена и 
правильной дроби: 

где М,„_„{х), Oi(.x), Р„(х) - многочлены; 
Oi(x ] ^ , 

- правильная дрооь, /<п. 

Так как всякий многочлен легко интегрируется, то интегрирова-
ние рациональных функций сводится к интегрированию правильных 
дробей. 

Простейшей дробью называется дробь одного из следующих че-
тырех типов; 

,, ^ А , Mr+.V Мг + Л^ 
V •• 2у Зу 4у 

х-а' (х~а/' .x' + px+q' /'•f + ' 

где А, а, М, N,p, q - постоянные числа; 
к>1-, к - натуральное, 
Для интетрирования правильной дроби необходимо: 
1) разложить знаменат^:ль дроби на простые линейные и квадра-

тичнь[е множители; 
2) представить дробь в виде суммы простейших дробей с неоп-

ределенными коэффициентами; 
3) найти коэффициенты; 
4) проинтегрировать простейшие дроби. 

Flpujuep 1.13. Г——- cix. 
X - 4х 

Дробь неправильная, поэтому сначала раздели.м числитель по-
дынтегральной дроби на знаменатель: 

10 



X" -ix 

л ' '~4д" X +X + 4 

4x^+4x^-8 
-[6x 

+ 1 - 8 = + 4.1; - 2) - остаток . 

Подьгнтегра^ьная дробь запишется в виде 

хЧл-'^-Х 2 , 4(х^ + 4х-2} +JC + — i . 

х'-4х х^-4х 

Разложим правильную дробь натри простейшие дроби; 
illi^zl- А л 

-4х ^ 'х(х - 2){.v - 2 ) ^ х^ х-2* х + 2' 

Приравнивая числители, получим тождество 

х^- +4х-2 = А(х - 2)(х ^ 2) 1- Вх(х + 2) + Сх(х - 2). 

При х=0 имеем: -2 = -4А, А = -. 

При .г = 2 имеем: Ю = S5, й = - . 
4 

При х = -2 имеем: -6 = 8С,С = --•. 
4 

Таким образом. 

; Jx = i .(• + -Г + 4 + ; Jx -

J i 
3 ^ 

4 
.X ,v - 2 X+ 2 

И 



^ + + + 2/н I л-} -ь5/п ^ | | + 2 | + С = 

л'̂  , , ;с" I j; - 21' ^ ^ — + — + 4,т + //7—̂  г^ + С. 
3 2 i:c + 2 p 

UpiLHep 1.14. I -г т dx . 

В данном примере подынтефштьная функция является непра-
вильной дробью. Путем деления числителя на знаменатель выделим 
целую часть рациональной дроби и правильную рациональную 
дробь; 

Правильную рациональную дробь 
+ 2 x + 5) 

Представим в виде суммы простейших дробей с неопределенными 
, , 2X2+10J:-5 А ВХ+С 

коэффициентами: = — + — . 
Х-+2Х+5 

Приведя дроби к общему знаменателю и приравняв числители 
дробей в левой и правой части записанного равенства, получим 

2х' + Юх - 5 = + Iv + 5) + (Вх +С)х = (А + В)х- + (2А +С)х + 5.4 . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях jc, имеем: 

А + В = 2; 

2А + С = 10; 

5 А = - 5 , 

откуда Л = С=\2. Окончательно получаем 

12 



= f(.r - 2)dx + 
x'+2x-+Sx 

1 3x + \2 V 
- . - + _ = X x^ + 2x + 5j 

(Х-2Г 
2 

(x -2-r 
2 

(x 

dx 

, , , 3 г 2X + 2 + 6 

2'x^+2x + 5 ' ( j f + l ) ' + 4 

2 2 ' ' 2 2 

1.2.7. Интегрирование тригонометрических функций 

Рассмотрим интеграл вида jsin'" JCCOS" xdx целые. 
а). Если хотя бы одно из чисел m или п нечетное, положитель-

ное, а второе - любое, ix) интеграл находится с помощью подстано-
вок sin .t = г, cosxdx = cli или cosj =1, - = dt. 

б). Рхлн т и А7-четнь!е, положительные числа, то применяются 
формулы понижения степени; 

1 . ^ 7 l + cos2x . 2 l - c o s 2 x 
sin-vcosj: =- -sm2-r ; cos x = ^ ; sin x = ^ . 

Пример 1.15. 

Vcos.v vcosx 

Ы! 5 5 

npimep 1.16. 
t 1 • J , f f l + с о з 2 д г У I - , 
cos- X sm xdx = ! ax = 

V 2 X 2 j 

= A|(1~COS2.V - c o s ' 2.V + C0S' 2x)dx = 

= -- .V - — sui 2л- - — f {I + cos 4.T + ~ f {! - sin - 2 sin 2.V = 
8 16 

= - . Y - ™ s i n 2-v - — — s i n 4 . i ; sin^ 2.v + C = 
8 !6 16 64 16 48 
I 1 . , 1 . , , 

= — .T sm4.t sm 2x-^C ^ 
16 64 48 

ax = 
- sin xdx = dt 

2 

Ч 

2 I 

13 



в). Е с л и п о д ы н т е г р а л ь н ы е функции имеют вид 

sin тл cos их, sin тх sin их, cosm.\ cos п.х , 

где ТО их п р е о б р а з у ю т по формулам 

sin /пх cos «.V = -- [sin ; т •^п)х+ sinf' т-п J.v]; 

sin тх sin их = - [cos/'т - п)х - c o s f т + п)х]\ 

cos тх cos /f.v = [cos (т - п/х + casfm + п )х\ 

г). Интегралы от функций, содержащих tg"x и ctg^" х и где w и г/-
целые, приводятся к табличным с учетом того, что 

(tg х ) ' - - V - , (ctgx)' = - , 1 + tg^ X = •, ! + ctg- .г = - - . 

cos X sm-, t cos х sin л' 

Пример /. / 7. 

Itg^jcsec"* xdx = J t g - 4 ( I + tg^ = Jtg^t<^(tgx) + J t g ' ' = 
' s 1 s . . T 1 = - tg x + - tg .V - L. Здесь sec.r = -6 • 8 " cosjr 

л). Интеграл вида |j4(sinA%cos,v)iiv, где R{uy} - раиионатьная 
функция от и, V, всегда сводится к интегралу от рациональной функ-
ции огносительно нового аргумента t с помощью [юдстановки 

= f; тогда 

1-г , idt 
sin X = ^ = cos.r = ^ = dx = . 

2 2 
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Пример 1.18. 

X , 2di 
f ^ - 1 + r 

1 + /' 
' 2? Y 4-' i ' 

di = 

1 ; J / 1 f i / t 1 1 1 , ! , I 1 , 

4 - /- / 4- ' 8 r 2 8 ^ 2 
tg: 

1 , JC 

e). Если лодынтефальная функция содержит только функцию 
tgx или R(smx,cosx) = !H~sm.x-cos.x) (R - четная), то удобно приме-
нять подстановку tgx=t: тогда 

dt 7 I . Т г 
ах = X = arclgt, cos' х = sm х ~ 

1 + ;- \ + f 

Пример 1.19. 

dx 

dx 
c o s " X 

3 sin " + 5со5д- sin -i- c o s " .r + 5igx + 1 

dt 

dt 

t = tg.v 
dx 

1 
c o s ~ x 

= 1-
dt 

З Г + 5/ + 1 

= i | •In 

t + 
1) 6 J 

6 6 „ 1 , ^6tg.r+5-Vl3 
5 ^/Гзl %/Гз Ugx + S + Jn 

1+- + ^ 
6 6 

+ c 

ж). Если функция / ? ( - s i n . T , c o s x ) = - / ? ( s i n . T , c o s x ) , TO применяется 
подстановка cos х-/. Если ^ s m j t - c o s . v ) = - / ; ( s i n - i ; , c o s - i : ) , то применяет-
ся подстановка sin x^t. 

Пример 1.20. f c i c . Обозначим cos sin xclx--dl, тогда 
' c o s X 

; sin \v J л - C O S " . г . . r ' / r"^' j - — - A - - J sin.r^ = /-—-( - JO = + = 
cos X COS X / r /-

! 1 1 I = +-f --- + (, ^ 
3 ! Зсоъ\х cos.v 
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1.2.8. Интегрироеание иррациональных функций 

т г 
а). Интегралы вида \R(x,x " сводятся к интегралам от 

рациональной функции относительно z подстановкой х ^z^, где к -

общий знаменатель дробей 
п S 

б). Интегралы вида 

зирующая подстановка 

т г 
' ах + п (ах^ йА i 
Ксх + dJ ' Л сх + jJ 

ах + b J-
сх + d 

dx . Рационали-

= г", где к - общий знаменатель дробей 

т 

1.2.9. Интегрирование дифференциальных биномов 

Рассмотрим инте1рал вида \х'"(а + Ьх"dx. 

а). Если р - целое число, то применяется подстановка л- = t\ где j -
общий знаменатель дробей т и ri. 

б). Если т + \ - целое число, го применяется подстановка 

(34- hx" = t^, где S - знаменатель дроби р. 

в). Если т +1 - целое число, то применяется подстановка 

or " + h = {\ где S - знаменатель дроби р. 

Пример 1.21. 

= 

I " 

X = ! 

dx = 6!\lt\ = I • = 6J- dt 

Дробь раскладываем на простейшие дроби: 

i 6 



1 А в с D Е ^ + + _ + _ + ; 
t(t+\) f Г t 1+\ 

= О 
= - 1 

А = 1; 
Е = 1; 
D + E = OD = -\: 
r + Z) = OC = 1; 

di 

/•'{г + 1) Ч ' 
6,-3 6 6 

dt dt dt 

/ + 1 

= - - r ' + - - Г ' - - - 6 1 n IH +6!л I/ +11+C = 
3 2 f 
2 3 T+-

^ ^ 
6 ^ ^ 3 

^x \Гх 
-111 |л-|+1п i U l a l+C. 

Пример 1.22. \ 40/2, 

Так как и=4, то = — = - целое число. Имеем 
n 4 

случай б) интегрирования дифференциального бинома, Тогда 

vr —dx = — 
2 

t-idt 
-dt. 

Раскладываем дробь" 
(1 -0 -0 +О 

- на простейшие дроби: 

Л с D 
+ — 

+ П - 0 " (1 + 0^ ' + ' 

17 



Приведя дробь к обшеыу знаменателю и приравнивая числители, по-
лучим 

АО СП - -г ОП + 1 - t / = Г-
= -1 4С = 1, С" - I 4; 
= 1 4 ^ = ), А = 1 4; 

- j5 + D = О, й = Z3; 
'lA+B + C + D = 0. 

4 + 2Z) + r 4 = 0.2D = - l 4,j3 = -]/4. 
1 г tJf t г 1 г 1 г 

dt = -— г + f + t 

8 ( 1 - 0 8 
, • ' r, " 2 / i , + - - I n ; l - / + + + / - C = rin . + C = 

8(1 + 0 8 8 ( 1 - ^ ' ) 8 n - ' l 

+ - I n , •- + С = : — + —In ; -i-C . 
4 8 4 

2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

2.1. Формула Ньютона-Лейбнииа. Замена переменной 
в определенном интеграле. Интегрирование по частям. 

Вычис^тение плошадей плоских фигур 

2.1.1. ЕслиДх) непрерывна на [а, Ь] и Fix) - любая ее первооб-
разная на этом отрезке, то имеет место формула Ньютона-Лейбница 

npuAtepI.l. Вычислить определенный интеграл j iix 

o V I ^ 

1 dx X 
Решение. = 

0 V 4 - . v -

1 
= aycsin arcsinQ = — 

2 6 • 
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2.1.2. ЕслиуГх) непрерывна на {а, Ь], а лс=ф(/) непрерывно диф-
ференцируема на [c,d\, ц>{с}-а, Ф(ЙО"-=Л, ТО справедлива фор-
мула замены переменной в определенном интеграле: 

h d 

а с 

Пример 2.2. Вычислить определенный интеграл ^х^^л-х^сЫ, 
о 

Решение 

j : = 2s inr jc = 0 , f = 0 

dx = 2costdi x = 2j = Til2 

n г 
4sm' /••2cos/--2cosf£̂ f = 

я • i "c • t Я; i 
= ]6 jsin^ I COS" tdt = 4 \ m'-2tdt = 2 |(1 - cos4r)c/r = 2 I 

Ч 4 
= 71. 

2.1.3. Пусть u=u(x) и - непрерывно дифферсн1щруемые 
функции иа [а, д]. Тогда имеет место формула интегрирования по 
частям 

I udv = uv -1 vdu. 

JC/6 

Пример 2.3, Вычислить определенный интеграл jx . 
о 

Решение 
.т. 6 

3 
Л". 6 и~х dv=sm'ixdx 

О 3 

^ , 1 . . ^ 1 • 'Г + - J COS ЪхЫх ~ - л (« 3 Д-! = - sm — = --
О 2 9 
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2.1,4. Площадь тоской фигуры 

а). Плошадь криволинейной трапеции, ограниченной прямыми 
х^а, х~Ь {а<Ь), осью Ох и непрерывной кривой у=/(х) {у>0), вычисля-
ется по формуле 

ь 
S = j/(.г . 

Пример 2.4. Найти площадь области, ограниченной линиями 

Решение. Построим область (рис, 2.1). Находим абсциссы точек 

пересечения А, В: 1 _ ^_^г , -v̂  +1 = 9-л-^, л-̂  = 4, л- = ±2. Так как фи-

гура симметрична относительно оси Оу, то 

2 2 9 ^ 

5 = 2|[(9 - ) - 1)]dT = 2|(8 - = 2(8^ - - х^) = — . 

Picc. 2.1 
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Пример 2.5. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
у=х',у=4,х, 2х+у-3==0 (рис. 2.2). 

Решение. Находим абсциссы точек пересечения,/^, 5 и <9. Тогда 

0,5 1 п 
J iAx-x'^')ik +• \{Ъ~-2х-х-)сЬ: = — . 
о 0.5 ^̂  

б). Если фигура ограничена кривой, имеющей параметрические 
уравнения .т=х{г), у=>'(г), а</<р, прямыми г=а, х=Ь и осью Ох, то 

Р 
5 = ]y{t\x\t)dt, 

а 

где а=х(а), (у{/) >0). 

Рис 2,2 

Пример 2.6. Найти площадь фигуры, ограниченной циклоидой 

л-- ar'f - sin / л О < / < 2л-,• 
y=йf'l-cos^j и прямой (ySO). 

Решение. Для нахождения пределов интефирования по / реша-
ем систему 
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v = a(\-<zost); ^ к Ът: 
=>cos;<0, - < ? < — 

v > a 2 2 • 

Площадь фи17ры Л[АСВВ\ (рис. 2.3) выражается интегралом 

л/2 л/2 
--2C0S/+-
2 

N 
4 + — 

1 2J 

так как А 

Площадь прямоугольника АЛуВ'̂ В равна Sj^-- ^ гг{2 + п). 

Искомая площадь = .S"] - 52 = а '̂ ' ^̂  

а 1 ,£7 
V ч 2 / / 

, В 

4 + ' 
1) 

У 

3 

/ \ 
А, в, •з: 

Рис, 2.3 

в). Плошадь сектора, ограниченного непрерывной кривой в по-
лярных координатах р =р (ф) и лучами ф^а, ф=(3 (а>!3), выражается 
интегралом 

] ? 2 

а 

Пример 2.7. Найти площадь части фигуры, oi-раниченной лем-
нискатой Бернулли (л--+>•-}- ^ (г{х - - у-), лежащей внутри окружно-

1 а' сти j: " + у" = — 
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Решение. Уравнение лемнискаты Бернулли в полярных коорди-

натах Р" = ЙГ" С052ф, а окружности р = (рис. 2.4). 

\ р~ = сгсоч2(р: 
Решае.м систему 

v2 
л/6 „2 J л/4 

cos2(p = ф = - ^ . - S = i"]+.S'2 = - J" + ~ J a^ cos2ipd((> = 
~ 0 ^ ' k / 6 

a •z 8!п2ф 

4 ' 6 2 

31 S } 

6 2 J 

PIDC. 2.4 

2.2. Вычисление длин дуг кривых. Вычисление объемов 

Если плоская кривая задана уравнением г), Дх) - непрерывно 
дифференцируемая функция, а<х<Ь, то .хпина / дуга этой кривой вы-
ра1кается инте111алом 

Ь : 

а 

Если же кривая задана парамсфическими уравнениями x^x(t). 

{а</<р), то I = I V(a ; )- + !>•; d!. 
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Аналогично выражается длина дуги пространственной кривой, 
заданной параметрическими уравнениями x-~x(t), z=z{(), a<t<p: 

Р 

Если задано полярное уравнение кривой р =р (ф), а<ф<|3, то 

е 

а 

Если плошадъ S{x) сечения тела плоскостью, перпендикуллрной 
оси Ох, является непрерывной функцией на отрезке [а, то объем 
тела вычисляется по формуле 

b 
V = . 

а 

Объем V тела, образованного вращением вокруг оси Ох криво-
линейной трапеции, ограниченной кривой y=j{x) (Дд:)>0), осью абс-
цисс и прямыми Уг=а и (ci<b), выражается интегралом 

b 
У = njf(x)dx. 

Пример 2.8. Вычислить длинл' дуги кривой у̂  = отсечегшой 
4 

Прямой л: = - (рис. 2 .5) . 

Решение. Длина дуги ЛОВ равна удвоенной длине дуги OA. 

•4/3 я г 
1 г П Г-^^ ^ 9 " Д'*'"' 

(I ' ^ 

^ „ / - о 56 _ Ш 
9 3/2 ! 27^ • 27' 27 ^ 27 • 

а 

I 4 ; 

Г 9 
d г-

I 4 J 
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Рис 2 .5 

Пример 2.9. Вычислить длину дуги кривой 

1 / - , ^ , о т / 1 = 0 д о ^ 1 = 7 1 ; . 

Решение. Дифференцируя по получаем 

jc'i - It sint + (r - 2)cos( + Icos! - Itsint - t cost; 

y' = -2tcost -(1- r )sint + 2sint + It cost - sint, 

о т к у д а + O 7 f ~ cos- / + f s i n ^ / = / + sin^ / ) = , 
Tt , 

С л е д о в а т е л ь н о , / ^ r d i = — ' . 
0 

Пример 2.10. Найти длину дуги кардиоиды р=а(1+С05ф ) (Q>0, 
0<ф<27г) (рис. 2.6), 

25 



Решение. Здесьр;|, = -cisiny), -Jipiy)^ + Р" = л/2я~(1 +cos(p) = 

Ф . В силу симметрии / = 2- 2aJcos^i^(p = 8а. 1 Т (р : ф 
= , 4 а cos" — = 2o|cos— 

V 2 2 

Рис. 2 6 

npimep 2.1 L Найти объем тела, образованного вращением во-
круг оси Ох фигуры, ограниченной линиями = и 2.v + 2.v-3 = 0 
(рис. 2.7). 

Решение. Найдем абсциссы точек пересечения кривых: 

-V̂  3 - 2 . Т 3 .V - 3 - о , „ V = и у = = - " .V; - - = - - Л-; .t" + 2,v - 3 - 0; .т, = -3, л, = 1. 
2 т 2 2 2 ' I ' ^ 

Рис 2.7 
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Искомый объем есть разность двух объемов; объема Vi, полу-
ченного вращением криволинейной трапеции, ограниченной прямой 

у = ^-jT (-3<л'<1), и объема 1-2, полученного вращением криволи-

нейной трапеиии, ограниченной параболой У = —- ( -3<.т< 1). Исполь-

0 
зуя формулу V = Kif-(x)dx, получаем 

'/3 ^̂  

-3 -3 
1 

V ^ У 
л - -JT J 

-3 

'гГз ^ / 3 
v2 / 

Л 4 

Гз V-
--Х 

[2 

- 3 

х ' I 272 
20; 

-i 
15 

2.3. Несобственные интегралы 

2.3.1.Интегралы с бесконечными пределами 
(несобственные интегралы первого рода) 

Если функция /(jc) непрерывна при o<jr<+oo, то несобствен-
ным интегралом первого рода называется 

j 7 ( j r ) A = Iim \f{x)dx. (2.1) 

Если существует конечный предел в правой части формульЕ 
(2,1), то несобственный интеграл называется сходящимся, если этот 
предел не существует или равен оо, то - расходящимся. 

ь ь 
Аналогично определяются J f(x)dx = lim \f{x)dx; 

с h 
\f{x)dx= lim \f{x)dx+ lim \f{x)dx. ' (7->-ОС Ь^МХ,' 
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ripmtep 2.12. Вычислить \ ê '̂̂ dx. 
t: 

Решение. Имеем 

lim limf-je-^^; 1 = - lim (1 -б-'Ъ = • 
и 0 

Пример 2.13. Вычислить f . 

Решение. = ~—^ = \ непрерывная функция на 
A - 4 2 J C + 5 (Л' + 1 ) ^ + 4 

] ^ _ r dx j ? ^ 

f — — ^ = lim f — — = lim 
i,x-i-2x + 5 ^4 + (лч--I)-

1 1 1 Й + П 1 I n 

dx 
= l im 

Л- + 2x - 5 

dx {] b + l I 
, = lim ! —arctg arctg — 

4 + + 'v2 2 2 2 

7T I I ^ a r c t g " , 
4 2 2 

"r dx 7T Тогда = - . Интеграл сходится. 
•L x * + 2 j ( + 5 2 

2.3.2. Интегралы от неограниченных функций 
(несобственные интегралы второго рода) 

Если /(л) непрерывна при а^-<Ь и в точке х-Ь неограиичеиа, то, 
по 0пределе11И10, несобственным интегралом второго рода называется 

b h-e 
• f(x)dx = lim f(x)dx. (2.2) 

n a 

Если существует конечный предел в правой части формулы 
(2.2), то несобственный интеграл называется сходящимся, если этот 
предел не существует или равен ад, то - расходяшимся. 

Аналогично определяется интефал и в случае /(д) = сс. 
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b tr 
f{-x)dx= hm (/\.v)(h. (2.3) ^ ... n " 

Л+С 

В случае к о г д а c € { a . b ) . то 

h t-c Ь 
\ f\x)cb: = lim f f{.x)dx + lim f f{x)dx . 
n a c + P 

' dx Пример 2,14. Вычислить или установить расходимость J — 
о 

Решение. = ^ - непрерывна на (0,1]. lim A'Ĵ ) = l i m = + ° о , 

Следовательно, f—- - несобственный интеграл второго рода, 
i о 

i Л ^ 1 
1 1 л = - ] + - . 1 — = Inn 

расходится. 

\ 

- 1 . 1 
s ; 

= со, следовательно., интеграл 

3. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

3.1. Понятие функции нескольких переменных 

Пусть D - произвольное множество точек и-мерного арифмети-
ческого пространства. Если каиоюй точке поставлено 
в соответствие некоторое действительное число ДР)=_/(х1,.г-2,...,х„), то 
говорят, что на множестве D задана числовая функция / от п пере-
менных а"| 2̂,- -Л7- Множество D называется областью определения, а 
множество E{tieR\ii^J[P). P&D] - областью значений функции y=j{P). 

В частном случае,/1=2,функцию двух переменных z=j{x,y) можно 
изобразить графически. Для этого в каждой точке (xj')eZ) вычисляет-
ся значение функции 2=j{x.y). Тогда тройка чисел (x.y,z)=(x,yj{x,y)) 
определяет в системе координат XYZ некоторую точку Р. Совокуп-
ность точек образует график функции г==/{ху), являющей-
ся некоторой поверхностью в пространстве F .̂ 
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3.2. Предел и непрерывность функции 
нескольких переменных 

Число А называется пределом функции при стремлении 
точки К точке Pfjiai.ai а„), если для любого £>0 суще-
ствует такое 6>0, что из условия О < ) = .Дд-, - а,)' + - + - )" < ^ 
следует | /(a'I , . v j х „ ) - А \< е . При этом пиш>т: 

А= lim / ( р ) = lim 
Л; М) 

функция v=J[P) называется непрерывной в точке Рц, если: 
1) функция f(P) определена в точке Г^,: 
2) существует lim /(Р); 

3) 1ш f(P) = .m)-

функция называется непрерывной в области, если она непре-
рывна в каждой точке этой области. Если в точке Р„ хотя бы одно из 
условий 1)-3) нарушено, то точка Р̂ , называется точкой разрыва 
функцииДР). Точки разрыва могут быгь изолированными, образовы-
вать линии разрыва, поверхности разрыва н т.д. 

3.3. Дифференцирование функций нескольких переменных 

З.ЗЛ. Частное и полное приращения функции 

Пусть - функция двух независимых переменных и D(/) -
область ее определения. Выберем проювольную точку D(f) 
и дадим лд приращение Ах, оставляя значение >„ неизменным. При 
этом функция A .YJO получит приращение 

Д , , ' = fix, + 

приращение Д̂ г называется частным приращением функции 
Лх,у) по лс. 
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AHAIIOI HHHO, считая JCI, ПОСТОЯННОЙ И давая >П приращение AV, 

получим частное приращение функции z^Jix,}/) по^-: 

Д , .Г = = - Ф') - fix,; у,). 

Полным приращением функции z = f{x,y) в точке на-
зывают приращение Дг, вызываемое одновременным приращением 
обеих независимых переменных л- и v: 

Д2 - , V,;) - /(л-„ + Дх,>•„ + Д;') - /(л-„, J^o). 

Геометрически частные и полное приращения функции 
Д г̂, Д,^, Д7 можно изобразить соответственно отрезками 

А А . Л.В, и Л,В, (рис. 3.1). 

Pit. 3,1 

Пример 3.1. Найти частные и полное приращения функции 
в точке Pq (1;2), если Лд- = 0,1; Д>' = 0,2. 

Решение. Вычислим значения 
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Л^; = f(\Xi2Я) - f(-\;2) = (Хо+ Axjy^ -х^у^ = A.xyi = О,] • 4 = 0,4, 

Л= /П,0:2.2)- .((1:2) = ̂ оГл + A>'J- - л-цуо^ = 2.ToyoAv + Av^ = 

= 2 - 1 - 2 ' 0 , 2 + 0.2- =0.84. 

Д.- - ,ГПХ22) ~ /Пй) = (XQ + Ax)(yQ - -Xi^yl = 

= 1 , 1 - 2 . 2 ^ = 1 , 3 2 4 . 

Если и = f{x,y,z), то для нее, естественно, рассматриваются ча-

стные приращения ^у^' и полное прирашение Ли. 

3.3.2. Частные производные 

Определение. Частной производной функции z=J[x,y) по пере-
менной х называется предел отношения частного прирашения функ-
ции A ẑ к прирашению аргумента ДА-, когда последнее произвольным 
образом стремится к нулю: 

Ип, 
Ai--+0 Дд-

Частную производную функции z = f{x,y) по переменной д: обо-
значают символами 

ОХ дх 

Таким образом, 

= lim = lim ^ . 
дх Д1-+о Ах AI-+0 Ах 

Определение. Частной производной функции z='_f{x,y) по пере-
менной у называется предел отношения частного приращения функ-
ции Д̂ .г к приращению аргумента Av, когда последнее произволь-
ным образом стремится к нулю; 
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— = lim • — = lim 
ay Д^' V ' A y 

df(x,v) , 
Применяются также обозначения — • 

Частные приращения и частные производные функции п пере-
менных при /7>2 определяются и обозначаются аншюгично. Так, на-
пример, пусть , .--̂ Н епроизвольная фиксированная точка из 
области определения функции и = f(xi,x2,...,x„}. Придавая значению 
переменной х,.(к =1,2,..„п} приращение AXj,, рассмотрим предел 

Нш + Л х , , . . . „ т „ ) - ) 

AXj. 

Эгот предел называется частной производной (1-го порядка) дан-
ной функции по переменной х^. в точке и обозначается 

— ИЛИ / 

ди ди ди 
Tlptmep 3.2. Найти , где . 

Решение. Для нахождения считаем >', г константами, а функ-

Ц И Ю и = х"yz + Х + У~ - функцией одной переменной х. Тогда 

~ = VZ-' + .V + v^ у, = •); + + = 
ах 
= Ixyz^ +1, 

Аналогично — = --~3z-x~y. 
ду ' д: 

Частными производными 2-го порядка функции н = f(xj,x-,,...,xJ 
называются частные производные от ее частных производных перво-
го порядка. Производные второго порядка обозначаются следующим 
обра;юм: 

33 



д ЗиЛ 
дх^ ах, 

at, 

J 
ди-' 

= = ••'J' ах. 

^ c x j 
= /",/.v,,.t, .тJ и т.д. 

Аналогично определяются и обозначаются частные производ-
ные порядка выше второго. 

Пример J . J . Найти частные производные второго порядка для 

функции г = ^ . 
У 

Решение 

& & 
at у' ду 

= 0;-

дхду V / ; 

/ 2х] 2 
' дубх К У J т 

2 2 , 
\ 

X 6х 
у-'' ду- V Г 

3 
У Г / 

3,3,3. Полный, дифференциал функции 

Полным приращением функшш ffx\.x2 в точке P(.v-i .v;,...,^,,), 
соответствующим приращениям аргументов называется 
разность ^u = /(.I, +ilx,,.T2 + Дх,,)-/(A-,,.V2,.,.,.rJ. функция 
u=j{P) называется дифференцируемой в точке если в не-
которой окрестности этой точки полное приращение функции может 
быть представлено в виде 

где р = • Дл;" + Д.-С; +,,.+Д;с; ; . Л т А„ - числа, не зависящие от 
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Полным дифференциалом du 1-го порядка функцни 
и = В точке (л-;,.!:̂ ,...,̂ ^) называется главная часть полно-
го приращения этой функции в рассматриваемой точке, линейная от-
носительно то есть 

du = + ... + A^dsX„. 

Дифференциалы независимых переменных по определению 
при!!имаются равными их приращению: 

Для ПОЛНОГО дифференциала функции и ^ справед-

лива формула 

ди , ди , 8и , 
аи = —ах-^ + — dxj ++ —ах„. 

avi ол-з - дх„ 

пример 3.4, Найти полный дифференциал функции 

Решение 
д: ^ 1 2х 
дх у + ^ х ' + у ' ^Jx' ч- V' (у + /д-- + 

д= 1 1 

у Ф у + ^х' + у- [ + у-

xiix ^ dy 
V - v + y 

+ у ' + у') -Jx-+y-

Полный дифференциал используется для приближенных вычис-
лений значений функции. Так, например, для функции двух перемен-
ных Z = /{х,у), зшиеняя Дг = cfe, получим 

/ ( х , + Дт, .V, + Av) ~ / (X, ,>•,) + с// (X,, ) . 

Пр1счер 3.5. Вычислить приближенно с помощью полного диф-

ференциала arctg 1,9_7 j ) 

[т )' 
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Решение. Рассмотрим функцию f{x,y) = srctg 

вышенаписанную формулу к этой функции, получим 

- -1 i. Применяя 
J 

или 

arct<i 

arctg, 

г 1 л f JT + AJC , 
^ N 

X , 
j' \ / 

X 1 = arctg + arctg „ - 1 arctg — 1 
i^j. + Ay J v>' ; X I >• ; 

/ X \ / \ 

1 =s arctg - - 1 
U' + Ay У 

- Д 1 - - -Av. 

Положим теперь у=1, Лд:=-0,03, Д>'=0,02. Следовательно, 

arctg 2 - 0 , 0 3 

S, ] + 0,02 
- 1 ! arctg 

Г2 
1 

1Г"0,037 
V+(2-\r V+(2~\) 

у 0,02 = 

= arctg 1 - - • 0,03 - 0,02 = - - 0,015 - 0.02 ^ 0,75. 
2 4 

3.3.4. Дифференцирование сложных и неявных функций 

Функция где м=ф(х,>'), v=\\i{x,y), называется сложной 
функцией переменных д: и у. Для нахождения частных производных 
сложных функций используются следующие формулы: 

dz dz ди , dz dv 
дх ди дх av дх 

д: д: dtt dz 
ду ди су av СА' 

В случае, когда v=i|/(.v), г = _ / - функция одной 
переменной и 

ct ^dz du CZ dv 
dx ди dx dx 
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Пример 3.6. Найти частные производные функции z = arctg" , где 

и~х+у, v=x-y. 
Решение 

1 
^ = у . 1 ^ v!_. 1 = ^ ? •} ^ 2 ' ОХ , и , гг Г; + V 

V" V" 

dv , ti^ , и^ w'+v^ ' 1 ^ U - у 
V V 

Если уравнение F(x.>')"0 задает 15скотор>то функцию ji'(x) в неяв-
ном виде и Flix,y) О, то 

dx F;{x,yy 

Если уравнение F(x,y,z) задает функцию двух переменных 
z(x,y) в неявном виде и F[{x,y,z)^Q, то справедливы формулы 

8z ^ F'My,^ F'y{x,y,z) 
дх~ F:{x,y,zy ду" Flix^y^z-)' 

IJpiLMep 3.7. Найти частные производные функции г, заданной 
неявно уравнением .vvz + .v' - v̂  - г' -г 5 = О. 

Решение 

dz y;+3.Y" 

дх ху - 3J • Зг" - .tv 

dz .i;r~3v' 
ду .vv-Зг" 3r--.v;' 
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3.4. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 

Если поверхность задана уравнением z=f{.x,y). то уравнение каса-
тельной плоскости в точке Л / о ( д - ( 5 , к данной поверхности 

- - -о = /̂ (Ао,.VoХ-»- - -vo) + /: (-vo,>0X1' - V,,), 

а канонические уравнения нормали, проведенной через точку 
поверхности: 

Л' - X» у - у о : " 1(1 

В случае, когда уравнение поверхности задано в неявном виде: 
уравнение касательной плоскости в точке 

имеет вид 

( '̂о' Vo. 'о - ) ̂  к {Ч^Уа' 'О)(Д' - >'о) + (-̂ О > Д̂о ̂  -о) ( ' - - о ^ = О < 

а уравнение нормали 

^^Л^о^Л.'о) 

пример 3.8. Найти уравнения касательной плоскости и нормали 
к однополостному гиперболоид}' х- + 2у- - . - - - 5 = 0 в точке /'()(2;-1 ;1). 

Решение 

Поэтому уравнение касательной плоскости к данной поверхно-
ста запишется в виде 4(.v-•2)-4(>.' + ! ) - 2 ( j - 1 ) = О или 2л-- 2 v - г - О , 
а уравнение нормали - в виде 

J - 2 j.' + l - - 1 
или 

4 - 4 - 2 2 - 2 - I 
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3.5. Экстремум функции нескольких переме11ных 

Функция u=f(p) имеет максимум (минимум) в точке 
если существует такая окрестность точки Рц, в кото-

рой для всех точек отличных от точки Ро, выполняется 
неравенство f[P) (соответственно /(7о)< /(Л)-

Необходимое условие экстремума. Если дифференцируемая 
функция f{P) достигает экстремума в точке Ро, то в этой точке все 
частные пронзводные 1-го порядка = G, к = 1 , 2 , . . . 

Точки, в которых все частные производные равны нулю, назы-
ваются стационарными точками функции и = f(P). 

Достаточные условия экстремума. В случае функции двух пе-
ременных достаточные условия экстремума можно сформулировать 
следующим образом. Пусть - стационарная точка функции 
z^f{x,y), причем эта функция дважды дифференцируема в некото-
рой окрестности точки Ро и все ее вторые частные производные не-
прерывны в точке Ро- Обозначим 

^ = в = rjx„y,), с = f:jx„yj, D = AC-B\ 

Тогда: 
1) если D>0, то в точке функция z = /(.v,>) имеет экс-

тремум, а именно: максимум при А<() (С<0) и минимум при А>0 (С>0); 
2) если D<0, то экстремум в точке /'„(.x .̂j-̂ ) отсутствует; 
3) если то требуется дополнительное исследование. 

Пример 3.9 Исследовать на экстремум функцию + у^ -З.тт, 
Решение. Найдем частные производные 1-го порядка и прирав-

няем их нулю. 

дх ду 

Получаем систему 

х ' - у = <д: 
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Решая систему, найдем две стационарные точки Р|(0,0) и / (̂'>5) 
Найдем частные производные 2-го порядка: 

—- = 6х, = - J , • V Б V . 
дх^ дхду ду'-

Затем составим дискриминант D = АС - В^ для каждой стацио-
нарной точки. 

Для точки Л= .̂, = 0, = - 3 , с = = 
дх^ ' схсу ду^ ' 

О = -9 < О. Следовательно, экстремума в точке /', нет. 

Для точки Р^ : Л = -—I- = 6, й = = -3. С ,, = 6, 
да' ^ атоу CV" " 

D = 3 6 - 9 > 0 , ^ > 0 . Следовательно, в точке Л функция имеет мини-

мум, равный = 2 
1'=! 

3.6. Наибольшее и наименьшее значения функции 
нескольких переменных в замкнутой области 

Функция j = f{x,y), определенная и непрерывная в замкнутой 
области D с границей Г и дифференцируемая в открытой области D, 
достигает своего наибольшего и наименьшего значения (глобального 
эксфемума). 

Точки глобального экстремума следует искать среди стационар-
ных точек функции/в открытой области D н среди точек границы Г. 

Пример 3.10. Найти наибольшее и наименьшее значения функ-

ции г = e•̂  ^ ' ^ в области х* + v" < 1. 
Решение. Граница области .r- + v -=] - окружность радиуса 1, 

Сделаем чертеж (рис. 3.2). 
0кр\/кн0сть разбивает плоскость на две части. Координаты то-

чек круга удовлетворяют неравенству + ; - < I Найдем стационар-
ные точки функции 2 в круге. 

г; = + 6 л - = 0.-| f3x46 .v = О,-

г : , - 1 2 v e ^ ' " ' ^ ' О ' " ^ j v - O . 
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Рис. 3.2 

Решая эту систему, находим для функции z две стационарные 
точки Afj(0,0) и Л/2(-2,0). Кругу принадлежит точка ^,(0,0); 

Найдем наибольшее и наименьшее значение функции z на окруж-
ности Ji-- + v' = l. На ней > • - = = Имеем 
r{- i ) = = е\ Далее, решая уравнение z'(x} = (Зл' -бхУ^=0, 
находим стационарную точку; .г, = О е (-1;!); ) = z(Q) = . 

Итак, получим следующие значения функции z: 
ziiV/;)-], = = = Отсюда видно, что 
max г = е'̂ , min г = 1. 

Если граница Г состоит из нескольких частей, то наименьшее и 
наибольшее значение функции г на границе Г следует искать среди 
наибольших и наименьших значении функции на ка}кдой части. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

1-20. Найти неопределенные интегралы: 

1. а) Isinlxe'-'^'^^^dx: б) в) .f 

г) lsin~ jfcw"^ xdx . 

fx- -x + \)(x+2) 
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^̂  60A r'̂ "-̂  Vv 
2. a) J — ^ ^ ; 6) f - ^ - ; B) ^ - Г Г " - — Г Т i ^ X ' 

T „3 .cas '^x , , И х + 16 
3. a) l - A - ^ dK' 6) J - — E ) f ^ dx-_ 

X f x - I J / 4 . 4.V + 4 / 

r) [fx~ --A)sm5xcLx. 

2.Г - + .V + 3 
4, a) imsxe" ; 6) \cos^ xsm-\xdx -̂  в) \ ^ 

r ) J arccos 2xdx . 

. .sin- X . x~2 xr , - 2 5 a)J—j=^dx: o)f —iix: в)/— -dx; r)jxln( x +4}dx. 
vx l + coi-.T 

6. a) 6) j . V ' r f x ; ^ 
cos-X - ' • ' (x-+\j(x~2)(x-l) 

dx 
r) 

7. a) 6) в) j sinlx ' > ' - - • ' ' ' 

г 
r I 3 , -

4dx о 
8. a) i—r^: 6) '\ amg-Jxdxв) J ; r) xcos^ xdx. 

9. a) J 6) \(x--?,x}ln{x+2}dx\ в) f - f 
1+9.V- • Г х - 2 / Л г - 4 / 

^ 5'' """ г) \snr x\cas^ xdx . 

, .arctg~2x T , , -5Л- + 1 J , , со.? 2x 
10. a) { O) j.vcoj-Зд-Л; в) ^̂ —tix ; r) 

1 + 4.Г" Л-' --2x- 2j-

i 1. a) J j 6) f.v-. B) ; r) • 
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12. а) б) /л-лш2.«/л-; в) 1 , 
cos-3.x {х~\Г(х + 3) 

л г г) J- - — , . COSX -isinx 
с 

13. а) б) ixlnfx^-rljdx- в) J 
+ l • • (х- +AJ{x + 2)fx + l) 

dx о • 

sin .V -1 б sin X COS X 

с/х 
г)! ^ , • 4sin х-5CUV .V г -) -х^-5х 15, а) J т ; б) jx/i/fx- ~2x + 3jdx: в) cfc; cos.x^ fx'^ +x + lJ/'x-2J 

. cLx 
Г) IT 5 + Asinx ' 

1 V r 5 - r ^ + 1 , 
16. a) \xsmf\-:'x-)cLx-, 6) \2xe~^dx\ в) 

.V̂  + .V 

r) J T Г - . 
3sm~ X + 5smxcosx - cos" x 

7 f ^ , ,4.v"+16.t—S , 17. a) \xcos(3x-+2)cix-, 6) \ xarctglxdx в) J 
.Y"' - 4.V 

r) {sinSxcosAxdx. 

18. a) I .—^ dx- Q) \xlnxcb:-, в) . f ^ — — r ) jcoi-" ^Jx + 2 x(x + 2) 

f . . 3.V+2 p-— с 
1 9 . a ) J 7 ; G) ixsn.^lxdx^ в ) i—^ r ) j-Msinxcos xdx. 

4 + Л' x-(x + A) 

20. a) j.v-v3-4.Y-\&; 6) l^y-f/-^-: B) 1- '"t'^ M-; 
j-ZW .Y .Ŷ .Y" + 4 

dx 
Г) J 

4-3cos~ x + 5snr x 
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21-26. Вычислить плошали фигур, ограниченнь(х линиями: 

21. V' = sm Л", д- е 
J -

23. 

- 1 , 1 

22. v = = х = \. 

(v- ls in^ + l; 
24. , [.V = ЗсокЛ 

26. р= 2siii2(p. 

27-33. Найти ллит' дуги кривой: 

27. v = lnco5j:. j t € !0 : -
• 4 

28. 
X = t': 

29. 
X = COS7,- jx -1 -^ 'mr; 

0;1 

ге[0;2я 30 \ 3] 
0:.T 

32. p=3(l-cosip), фе[0,г4. 33. ф! 

34-40. Найти объем тела, полученного вращение.м вокруг оси Ох 
фиг>ры, ограниченной линиями: 

34. = Д£[0,1 . 
36. = v = 0. .V=2. 

38. V—In.v, .v = 4, v = 0. 

40. , , , ' e O.-'T, 
I V = ! +COS/. 

35. v = -Д-- =1. 
37. = .1=0, л-=0, .v=l. 

f.v = cos f • 
39. 

- .'̂ sin̂  

41-60. Вычислить несобственные интефалы (или установить их 
расходимость): 

dx 
41. f ^ - . 42. 43 I - 4 4 . J J J . 1 J 1 J. n.-̂  ,. j: In' X (I 4-х' 

dx dx 45. 46. \xc-'\ix. 47, f - . ' ^ . 48. . 
0 ;.г-Лпд-

49. 
sm.v 

- - d x . 50. 
, COS" .V 

_cix-
51. 52. М Ц . 
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5 3 . } - 4 - . 5 4 . ? - - . 5 5 . } ^ . 
ixln'A- .vlllA- -A'lnjr 

n 
-n r -Tv , CO г •'̂ 'd-'̂  cn 1 (ix zn 57. jxe •• dv. 58. j . 59. f . 60. — . 

0 0 16-.г"" -̂vln-'.v oSin-.v 

e-- 3--
61-80. Найти — ^ для функчши r = r(.v,.v). 

дх с.х'ду 

ll ' - i 
= 62. r = - -2s in2a- . 63. : = + tg^ r. 64. . 

Л- Л' 
i ! - £ ^ £1 

65. 2 = 66. r = e ' \ = 6%. : = ye> . 69.: = xe'. 
70, z = COST(X + y). 71. r = sin^.v+vj, 72. z = ln(.r^ -2.)')• 

1 
73. r = ln(.T-' - 3 v-̂ ). 74. г = Л -г V-'. 75. г = + v. 

>•" ' Л 
I 

76. г = — + д-' - у. 11. : = - + 2х^у. 78. г = cos(.v + ) . 
у- X 

7 9 . г = sm(y + .V-). 8 0 , = cos(.v- + .v), 

81-100, Найти наибольшее и наименьшее 311ачения функции 
z{x,y) в заданной замкнутой области D . 

81. J = x\v'(4 - л- - .у), D : .V > О, .v > О, х + .)• < 6, 
82, - = x ' - v - , Z ) : x - + . v - < l , 
83, 2 = 2 Х - - 2 Г , D:X'+.V- <9, 
84 , : = l - x + x - + 2 v , D . . \ - > 0 , v > 0 , x + у < 1 . 

8 5 , г = 2x-̂  - 6.XV + 3.) ' , b : X > 0, у < 2, у > | х". 

8 6 . Z = + 4х- + у- - 2.1-у, b : у > х%0 < у < 4 . 

87. - = Ь \х- + у- < А. 
88. Z = х ' + у-' - 9ху ^ 27, 1):0< х <4,0 < у <4. 
89, Z = X' + 4x1- - у- - 6х - 2у, Ь:х>0,у>0,0<х + у^4. 
90, 2 = х- - 2у- + 4ху - 6х + 5, D : х > О, у а 0 ,0 < х + у S 3. 

9 1 . z = x 4 x y - 3 . v - y , У 9 : 0 < х < 2 , 0 < у < 3 . 

9 2 . г = х - + 2ху - у ' - 2х + 2у + 3, Б : х < 2 ,у > О, j- S х + 2 . 
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9 3 . z = V - - 6 . v + 4 y + 2 , D:0<x<i,'}<y<2. 

9 4 . ; = x ' - 2xy + 3, D:0< у <4-.v . 

9 5 . ; = Sx'̂  ^ 3.vy 1- V ' + 4 , /5 ; - I < .V < 1 , - 1 < V < 1. 

9 6 . - y- + Ixy + 4 .V , D : .v < 0, >' < 0, )' > - i: - 2 . 

9 7 . г = -v ' + 2xy - V " - + D:x<2,y>Q, > s 2 . 

9 8 . 2 = 6 j f v - 9 .v - - 9 4Л- + 4 V, /.) : 0 .< .1- < 1,0 < .1' £ 2 , 

9 9 . J: = .w - 3jf - 2.V, D : 0 < .r < 4 ,0 < .v < 4 . 

1 0 0 . ; = 3x- + 3y- - 2x " 2у - 2, D : X > 0, > 0. .v ^ .r < 1. 

1 0 1 - 1 2 0 . Н а й т и у р а в н е н и я к а с а т е л ь н о й п л о с к о с т и и н о р м а т и к 

з а д а н н о й п о в е р х н о с т и S в т о ч к е 

1 0 1 . i ^ . r ' + z 4 6 r - 4 x + 8=:0 , Л/„{2Л, -1 ) . 

1 0 2 . : + Z- - 4 V- = - 2 x v , M „ ( - 2 J . 2 ) , 

103 . + = ,V/,,0.2,1). 

1 0 4 . S: x^ + у Ч 6y + 4.V- = 8, ,W„r- ! . ! . 2 ) . 

1 0 5 . S - 2 x - ~ y - + z " ^ A z + y = \X <Wo{2 . l , - l ) . 

1 0 6 . , V : . v 4 y 4 r = - 6 y + 4 j + 4 = 0, 1,-^1)-

107 . S : A-- + z - - 5.1C + 3T = 46, :V/,;(L2,- 3) , 

1 0 8 . 5 ; .V- + y - - .ТГ - yz = 0, M o ( 0 , 2 , 2 ) . 

1 0 9 . + y ' ^ 2 v r - z - + y - 2 z = 2, l / o d U ) -

n o . f x - - 2 x z + 2x = z, 

1 1 1 . 5 : z = x 4 y ' - 2 x y + 2 j - y , 

1 1 2 . : z = y - - . c 4 2 x y - 3 y , 

1 1 3 . 5 ; z = ,v- - V - - 2 . v y - x - 2 v , M n ( - l , l . l ) . 

114 . .li + 

1 1 5 . .S':z = 2 x - - 3 y - + 4 x - 2 > .-10, ;W, ( - L 1 J ) . 

1 1 6 . 5 ; z = + -4л-у - З.т - 15, .V/,(-1 .3 .4) , 

1 1 7 . . S : r = x - - 2 y ' + 4 x y - 5 y - 1 0 , 

1 1 8 . 5 : z = 2 x - - 3y- + xy 4 3x + 1, .W,j{ 1, - 1.2). 

1 19. : x - - y - - z - + = . 

1 2 0 . V - - X J + v z - З х - П , Д/,.(1.4.-1). 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 4 

ПРОГРАММА 

Обыкновенные дифференциальные уравнения 

Задачи, приводяшне к дифференциальным уравнениям. Диффе-
ренциальные уравнения 1-го порядка. Задача Коши. Теорема сущест-
вования и единственности решения задачи Коши. 

Интефирование дифференциальных уравнений 1-го порядка с 
разделяющимися переменными, однородных, линейных, уравнения 
Бернулли и в полнь1х дифференциалах. 

Дифференциальные уравнения высших порядков. Задача Коши. 
Формулировка теоремы существования и единственности решения 
задачи Коши, Уравузения, допускающие понижение порядка. 

Линейные дифференциальные уравнения высших порядков. 
Свойства линейного дифференциального оператора. Линейно-
зависимь!е и линейно-независимые системы функций. Определитель 
Вронского. 

Линейные однородные дифференцнальные уравнения, условие 
линейной независимости их решений. Фундаментальная система ре-
ше1и1й. Сфуктура общего решения. Л»нейнь[е однородные диффе-
ренциальные уравнения с постоянными коэффициентами. 

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения. Струк-
тура общего решения. Метод Лагранжа вариации произволь[1ых по-
стоянных. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения с 
постоянными коэффициентами со специаг1ьной правой частью. 

Нормальнь!е системы дифференциальных уравнений. Автоном-
ные системы. Геомефический смысл решения. Фазовое пространст-
во, Задачи Коши для нормальной сисгемы. Теорема существования и 
единственности решения задачи Коши. Метод исключения для реше-
ния нормальных систем дифференциальных уравнений. 

Системы линейных дифференциальных уравнений, свойства 
решении. Решение систем линейных дифференциальных уравне1[ий с 
постоянными ко:)ффициентами. 

Понятие о качественных методах исследования систем диффе-
ренциальных уравнений. 
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4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

В общем случае дифференциальное уравнение первого порядка 
может быть записано в виде 

= 0 (4.1) 

или, если разрешить ого относительно >•', в нормальной форме 

v' = /(A-,jO. (4,2) 

Решением дифференциального уравнения называется такая 
функция которая при подстановке в уравнение вместс.* неиз-
вестной функции обращает его в тождество. 

Обгцим решением уравнения первого порядка называется функ-
ция у-(р(х,с), когорая при любом значении постоянной с является 
решением данного уравнения. 

Теорема Кошп. Если функция /(.i-, v) определена, непрерывна и 

имеет непрерывную частную производную — в области D. со-
ду 

держащей тогда найдется интервал ( . v ^ + на кото-
ром существует единственное решение у = ф(х) дифференциального 
уравнения (4,2), удовлетворяющее условию y(.i'(i) = >o. 
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Пару чисел (-v,i:.v<)) яа-'зывают нача1Ь11ыми условиями. Решения, 
которые получаются из общего ретеимя 1'=:ф(.х-.с) при определенном 
значении произвольной постоянной с, называются частными. 

Задача нахождения частного решенни. удовлетворяющего на-
чальному условию у = У;, при ; = .1-,,, !;;13Е.!вае'гся задачей Коши. 

4.1. Дифференинллкные уравнения 
с разделяющимнся переменными 

Уравнение вида 

p{xUx^O{y)dy^(i (4 .3) 

называется дифференциальным уравнением с разделенными пере-
менными. Его общим интегралом (5удет | + j O ( v V y = с , где с -

произвольная постоянна.я, 
Уравнение вида 

Miix)Mj{y)dx + N^{x)N2{y)dy = О (4.4) 
ИЛИ 

у '^ ' ' - -^ (4.5) 
dx 

а таюке уравнения, которые с помошью Ш1гебраических преобразова-
ний приводятся к уравнениям (4.4) или (4.5) называются дифферен-
циатьными уравнениями с разделяющимися переменными. 

Разделение переменных в уравнениях (4.4) и (4.5) выполняется 
следующим образом: если то разделим обе чисти 
уравнения (4.4) на jv,(.r).v/j(y). Если то умножим обе части 
уравнения (4.5) на dx и разделим на ^(v). В результате получим 
уравнения с разделенными переменными вида 

——dx + — — d v = 0; 
-•V,(.0 \-LJy) • 

J:(y) 
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Для нахождения всех решений полученных уравнений нужно 
проинтегрировать обе части полученных соотиошеннн. 

Пример 4.1. Решить уравнение v' = 

Решение. Заменим ;••' = — . Разделив переменные и интегрируя, 
dx 

получим 
y^z.. - - . - Г = ^ + С 

Разложим подынтегральную дробь на простейшие: 

, = 0 = 0. 
, r ( l + . r ) .V [ - r X ^ 

Отсюда 

b i K l + x ' x i + J'^) = 2 1 n i a | . 

+ + = - общий интеграт уравнения. Разрешая отно-
сительно >', имеем общее решение уравнения 

vl + ,v 

4.2. Однородные уравнения 

Функция /(-tjO называется однородной функцией «-го измере-
ния относительно переменных -v и у, если при любом t справедливо 
тождество 

/(a-,;,v) = /"/(.v,v)- ( 4 , 6 ) 

Например; f(x,y) = .x'^3x-y - однородная функция третьего измере-
ния относительно переменньгх х и у, так как 

/{ix,ty) = (ixy +3(tx)-(y = Р{х-' ^Зх-у) = 
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функция ц>(х,у) = — я в л я е т с я однородной функцией нулевого 
X + 2у 

измерения, так как ф(№,/>') = /"ф(х,>) = (р(д:,>'). Функция (р(ху) = 
однородной не является, так как для нее условие (4.6.) 

не выполняется ни при каком л. Дифференциальное уравнение в нормальной форме 

v' = — = f{x, v) называется однородным относительно переменных х и 
dx 

у, если fix, у) - однородная функция нулевого измерения. 
Дифференциальное уравнение в дифференциальной форме 

M(x,y)dx + N{x,y)dy = 0 

называется однородным, если функции М(х,у) и N(x,y) - однород-
ные функции одного и того же измерения. При помощи подстановки 
у = их, где и(х) - неизвестная функция, однородное уравнение преоб-
разуется к уравнению с разделяющимися переменными. 

Пример 4.2. Решить дифференциальное уравнение 
1 

х" 
1 

Решение. Это однородное уравнение, так как f{x,y) = ̂ -2 - од-
X 

нородная функция нулевого измерения. Полоисим = их, у' = и'х + и. 
Тогда и'х + ы = -2 , и'х = 1Г-и-2. 
du 7 du dx 

= -it-2, - J ~ уравнение с разделенными пе-

ременными. Интегрируя, получим 

, dit ,dx 1 , iJi и + \ 
=-1п\х\+1п\С\. 

С'х', = v-2x = Cx'(v + x) -

общий интсфал данного уравнения. Разрешая относительно у, полу-

чим общее решение v = ^ . 
1-Сх^ 
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Пример 4.3. Н а й и и ч а с т о е р е ш е н и е у р а в н е н и я 

( у - ~ 3.V- )с/у + ixydx = о , у д о в л е т в о р я ю щ е е н а ч а л ь н о м у у с л о в и ю yi = 1 . 

Решение. v ) = 2 . v y , j V ( ^ , y ) - у " - З л - " - о д н о р о д н ы е ф у н к ц и и 

в т о р о г о и з м е р е н и я . П о д с т а н о в к а у iLx,y ' ^и'х + и п р и в о д и т у р а в н е н и е 

к в и д у 

(ы" ~3)J» _ dx 

Интегрируя, получим 

, or-Ъ/dii .dx 1Г-З А В D j -^ = j — , = —+ + , 
u(\-!l Л" ll(\-u)(\ + u) и 1-1/ 1+U 

A^-i. 5 = D = {. 
-J In )( I f /f5 I 1 - H I + / n L r II = in X + In ' С . 

Z l 
„3 

j : ' - y - -^cy - обший интеграл данного уравнения. Найдем ча-
стный интегра!, удовлетворяющий условию 

= у' - х- - частное решение уравнения. 

4.3, Линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка 

Линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка имеет вид 

/ + = (4.7) 

Такое уравнение можно решать с помощью замены 

где и v(.v) - неизвестные функции, 

~ dv du dv , , 
Тогда = V-- + и— и уравнение (4,7) примет вид 

ах ах dx 
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du +u 
(h ? - - n - v ) v l = e ( x ) . ( 4 . 8 ) 

dx 

Функцию V подбираем так, чтобы выражение в скобках было 
равно нулю, то есть в качестве v возьмем одно из частных решений 
уравнения 

dv 
dx 

Подставляя выражение v = v{x) в уравнение (4.8), получаем 
уравнение с разделяющимися переменными 

dx 

Найдя общее решение этого уравнения в виде и = и{х,С), полу-
чим общее решение уравнения (4.3) = ii{x,C)v{x). 

Пример 4.4. Найти общее решение уравнения 

J ' ' - yctgx = . 
smj: 

Полагаем y = u{x)v{x), тогда y' = u'v + v'u и данное уравнение 
примет вид 

1 
и V + V и -UV ctg .V = ; 

s m x 

u'v + vctg.v) = . 
sin-Г 

Решая уравнение v'-vctgx = 0, найдем одно из его частных ре-
шений 

dv dv , 
— = vctg-r, — = cigxdx, 
dx V 

In V - In sin .r => V = sin X 

Подставляя v в уравнение (4.9), получим 
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I dii и sm-T = 
s i t i j : ' d x s i n ^ ^ f ' 

du - =>u = -ctgx + C. 
sm" JT 

Общее решение исходного уравнения 

У = UV = ( - c t g j r + C ) s i n j : = -COSA" + Cs in х . 

4.4. Уравнение Бернуллн 

Уравнение Бернулли имеет вид 

у'+ Р{х)у 0(j:)y'", где П7 о, 

Такое уравнение можно проинтегрировать с помощью подста-
новки у = т ' или свести к линейному уравнению с помощью замены 

V 

Пример 4.5. Решить уравнение ; ' - - = — . 

Полагая у = uv, приводим уравнение к виду 
(du и 

dx X 

т л dy X 
dx UV 

= 0 . ( 4 . 1 0 ) 

Уравнение — - = о имеет частное решение и = л-. 
dx X 

Подставляя и в (4.10), получаем уравнение 

dx JV " dx v' 

Его общее решение v = ±-.2х+1:":. Обшее решение исходного 
уравнения j/= х(± ;2хТС) . 

Пример 4.6. Решить уравнение Бернулли относительно .v = х{у). 

dx X 1 

dy ~ ly ~ 1х ' 

Полагая л- = j/v, получим 
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J ^Jli-—' 'Jv I 
•.J - = (4 .111 

2 ; - , ^Jy' Jjiv^ 

Уравнение — - — = o имеет частное решение ii = J y . Подстав-
dy 2y 

ЛЯЯ значение и в уравнение (4.11), перейдем к уравнению 

ф' 2v-..y ]у\ 

Отсюда X = . . I n 

4-5. Дифференциальное уравнение в полных дифференциалах 

У р а в н е н и е Р{х, y)dx + 0{.х, y)dy = 0 ( 4 . 1 2 ) 

называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая 
часть является полным дифференциалом некоторой функции и{х,у), 
то есть 

P{x,y)dx+0{x,y)dv = du = — А + —с/у . 
дх ду 

Пусть функции р{х,у) и 0{х,у) непрерывно дифференцируемы 
по у и X соответственно в односвязной области D. 

Теорема. Для того, чтобы уравнение (4.12) было уравнением в 
полных дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лось условие 

— л .V.J-! = 
л L̂ r 

Решение уравнения (4.12) в полных дифференциалах можно за-
писать в виде 

и{х^у) = С. 

Функция и{х,у) может быть найдена из системы 
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(4.13) 
пх ду 

Общий интеграл уравнения (4.12) можно представить в виде 

•fu .'о 

где 
Пример 4.7. Решить уравнение 

f^.tsin v + vcos V jiix + (̂ .vcos V - ysmy)dy - О, 

— -e f jrcosv + cos>'->'Sinv/' — = f^cosj'--vsm^' + cos^v/ 
ay ' ' dx 

Следовательно, данное уравнение является уравнением в полных 
дифференциалах. Найдем функцию u(.v, v). Система (4.13) имеет вид 

ди X, . X. • . 
— - е {j:.sm >'cos>'); — = е' .̂tcos v-^ysin;/). 
дх ' ду 

Из первого уравнения этой сястемь( находим 

- e*'.vsm >• -e'' sin у + с ' vcos v + tp(y), 

где <p(.v) -- произвольная дифференцируемая функция. 
Подставляя во второе уравнение системы, имеем 

е ̂  X cos V - ii cos V + е i: OS > - £.' V' sin >• + ф'( у) = 

= Й '',vcos V - V =:> ф'( v) = О ф( v) = С, 

Следовательно, и(х,у) ^ с' (л-sin у - sm v + vcosy) + С . 

Обший ннтегра,'! уравнения имеет вид 

e''{.vsin v-s in.v f _t'Cos>') + C = 0 . 
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4.6. Дифференциальные уравнения высших порядков. 
Дифференциальные уравнения, допускающие 

понижение порядка 

Дифференциальное уравнение «-го порядка имеет вид 

или если оно разрешено относительно то v*"' = 
Задача нахождения решения v = (р(х) данного уравнения, удовлетво-
ряющего начальным условиям 

_ V _ . («"П 
У х=ДО~ •-r=.vo ~ ' 

называется задачей Коши. 
Укажем некоторые виды дифференциальных уравнений, допус-

кающих понижение порядка. 
1. Уравнение вида = fix). После п-кратного интегрирования 

получается общее решение. 
2. Уравнение не содержит искомой функции и ее производных 

до порядка (Аг-1) включительно: 

Порядок такого уравнения можно понизить на к единиц заменой 
= Р(х). Уравнение примет вид 

Из последнего уравнения, если это возможно, определяем 
P = / ( A - , C | , C , . . . , C „ _ J , а затем находим у из уравнения 

= / ( х , С | , С т , ) А'-кратным интегрированием. 
3. Уравнение не содержит независимой переменной: 

Подстановка у' = г(у) позволяет понизить порядок уравнения на I. 
Все производные выражаются через производные от 

новой неизвестной функции r( v) по у: 
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^ '' dx cly cix dy ' ' dy- ^dy, 

ИТ. Д. Подставив эти выражения в уравнение вместо i ' , п о -
лучим дифференциальное уравнение (и-1)-го порядка. 

Замечание. При решении задачи Коши во чтногих случаях неце-
лесообразно находить общее решение уравнения: начальные условия 
лучше использовать непосредственно в процессе решения. 

Пример 4.8. Решить задачу Коши 

уу' = у'+{у')\ .V(0) = 1, .vYn) = 0, 

Решение. Данное уравнение не содержит независимую пере-

менную, поэто.му полагаем j' =Jiv). 1огла i - и уравнение при-
dy 

НИмает вид 

СЬ 2 4 
у:-,--: =у • 

dy 

Пусть .vzTiO, тогда мы получаем уравнение Бернулли относи-
тельно г = ::(у) 

dv V г 

Решая его, находим г ±y- j - ' . Из условия >•' = z = О при у = ) 

имеем С| = - 1 , следовательно, ^-^tv j '^- l или = ±v i " - 1 , Интег-
clx 

рируя это дифференциапьное уравнение с разделяющимися перемен-

HbiN!H, имеем arccos- + х ~ Cj . Полагая >• 1 и .х = о, получим Cj = О, 

откуда - = COSX или j- = secj:. 

Осталось заметить, что случай >г = 0 не дает решений постав-
ленной задачи Kouni. 
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5. Л И Н Е И Н Ы Е ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ У Р А В Н Е Н И Я 
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ С ПОСТОЯННЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

5Л. Линейное однородное дифференциальное уравнение 
«-Г0 порядка с постоянными коэффициентами 

Линейное однородное дифференциальное уравнение и-го поряд-
ка с постоянными коэффициентами имеет вид 

+ + аз +... + / + = О, (5.1) 

где о, = const, о, 6 7?. 
Для нахождения общего решения уравнения (5.1) составляется 

характеристическое уравнение 

+ + (5.2) 

и находятся его корни к^,к2,...,к„. Возможны следующие случаи; 
1. Все корни ку,к2,...,к„ характеристического уравнения (5,2) 

действительны и различны. Общее решение уравнения (5.1) выража-
ется формулой 

у = + + (5.3) 

2. Характеристическое уравнение имеет пару однократных ком-
плексно-сопряженных корней А-,; =а±р/ . В формуле (5.3) соответст-
вующая пара членов заменяется слагаемым 

cosp.r + C; smpjc). 

3. Действительный корень к̂  уравнения (5.2) имеет кратность 
r{kj Тогда соответствующие г членов С,^'-''+...+ в 
формуле (5.3) заменяются слагаемым 

+ С.л-+ ГзхЧ. , . + С.х''"'). 
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4. Пара комплексно-сопряженных корней уравнения 
(5.2) имеет кратность г. В этом силчае соответствующие г пар членов 

в формуле (5.3) заменяются слагаемым 

Пример 5.1. Решить уравнение у" -5>'' + 4>' v=0. Характеристи-
ческое уравнение j f * + 4 = 0 имеет корни Об-
щее решение дифференциального уравнения 

пример 5.2. Решить уравнение v' + 5v =0. Хараю"еристиче-
ское уравнение t̂̂  -2^ + 5 = 0 имеет корни ^ = 1±2/. Общее решение 
имеет вид 

(С, cos2jr н-С; 5Ш2Д-). 

Пример 5.3. Решить уравнение >"-2>' + > =0. Характеристиче-
ское уравнение Р ~2к + \ = (} имеет 2-кратный корень ii n = 1, поэтому 
общее решение имеет вид 

Пример 5.4. Решить уравнение >''+Sy"'+16>' = 0. Характери-
стическое уравнение -8/:" + 16/i-= О имеет корни А, =0, 
jti 3 = 2t, 5 = -2i. Общее решение уравнения 

у = Ci+ С2 cos2jf + С. sin C,,xcos2.v + C5xsm2x. 

5.2. Линейное неоднородное дифференциальное уравнение 
с постоянными коэффициентами 

Линейное неоднородное дифференциа-пьное уравнение с посто-
янны.ми коэффициентами илтеет вид 

+ + (5.4) 

где й; € R, f(x) ~ непрерывная функция. 
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Пусть 

+ (5.5) 

- общее решение однородного уравнения (5.1), соответствующего 
уравнению (5.4). Метод вариаши постоянных состоит в том, что общее 
решение уравнения (5.4) ищется в виде 

где Ciix),...,C„{x) - неизвестные функции. Эти функции определяются 
из системы 

С[(х)у, +С/х)у,+... + С:(х)у„ = О,-
С/х)У1 + а{х)у', + ... + CJxJyl = 0; 

где с ; = - производные функций С,{х). Для уравнения второго 

порядка у' + р + д = f{x) данная система имеет вид 

jC[(x)y+C,(x)y, = 0. 
•C[(x)y[+Q(x)y[=f(x). 

Пример 5.5. Решить уравнение у" - >•' = - ' 
l + ĉ ' 

Решение. Характеристическое уравнение имеет корни 
^1=0, /с2 = 1. Поэтому общее решение однородного уравнения будет 
таким: у^С^+С^е". Положим C(=Q(.x) и C2=Ciix) . Запишем систе-
му для определения С[ = С|'(х) и Cj = с ; { х ) : 

= 0 ; 
J 1 

I + е 

Решая эту систему уравнений, получим: 
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откуда 
dx f 

= - " T T - , ' ^ = — = /n f 1; : e' + 
,-2. 

f , . . ,, , (• fi'j.' -Д. re'dx 
= ( e - l W v + =-e ~x + 

J J /•> г - + I 1 + 

= - X + In I (?"' + 1 - f C j , 

где C|, С2 - произвольные постоянные, 
Обшее решение запишется так; 

; = + 1) + C i + й - - л- + |п( 1 + ) + С , ) . 

6. ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
СО СПЕЦИАЛЬНОЙ ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ 

Рассмотрим неоднородное дифференциальное уравнение ?т-го 
порядка с постоянными коэффициентами 

(6.1) 

где a,eR, f(x) - непрерывная функция. Соответствующим одно-
родным уравнением будет 

+ + = ( 6 , 2 ) 

Пусть 

к" + (6.3) 

характеристическое уравнение для уравнения (6.2). Обшее решение у 
уравнения (6.1) равно сумме обшего решения у соответствующего 
однородного уравнения (6.2) и какого-либо частного решения v* не-
однородного уравнения (6.1), то есть 
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>' = >' + >•*. 

1). Е с л и правая часть уравнения ( 6 . 1 ) имеет вид /(jt) = 
где Р„{х) -многочлен степени п, то частное решение уравнения (6.1) 
может быть найдено в виде 

где Q{x) = А^х" + А^х"'^^ + ..Л - некоторый многочлен степени п с не-
определенными коэффициентами, а г - число, показывающее, сколь-
ко раз а является корнем характеристического уравнения для соот-
ветствующего однородного уравнения (6.2). 

Пример 6.1. Найти общее решение уравнения у " - у - .те'". 
Решение. Составляем характеристическое уравнение = 0 

для соответствующего однородного уравнения. Его корни 
ki =1,/:, = - 1 . Так как число а = 2 корнем характеристического урав-
нения не является, то г = О. Степень многочлена в правой части равна 
единице. Поэтому частное решение ищем в виде 

у* = (ах + Ь)е''~. 

Находим = (2<3JC + 2/) + у" = {4ах + 4 h И , ПОДСТавляя 

у", у'иу в уравнение, получим (после сокращения на е^^) 

4а + 4ах + 4b-ax~b = x. 

Эткуда находим: 

л- За = 1, а = 1/'.3,-
+ = А = - 4 , 9. 

Искомое частное решение имеет вид 

а общее решение уравнения будет = + C j e " + J-(3.V - . 
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2). Если правая часть уравнения (6.1) имеет вид 

/(л-) = ( ( - V ) cos 4 ) sm pJ^), ( 6 . 4 ) 

где /̂ {̂л) и 0„,{х) ~ многочлены п-й и т-й степени соответственно, 
тогда: 

а) если числа не являются корнями характеристического 
уравнения (6,3), то частное решенне уравнения (6.1) ищется в виде 

у* = + Vs(ĵ )sinpj<-), (6.5) 

где к, и v̂  - многочлены степени j; с неопределенными коэффициен-
тами и .V = max{«,m}; 

б) если числа а + /р являются корнями кратности г.харак-гери-
стического уравнения (6.3), то частное peuieHHC уравнения (6.1) 
ищется в виде 

у* ^ J: ( Д Л' J с OS рл- +1'Д л-) S ill рд-), (6,6) 

где ы̂  и v̂  - многочлены степени 5 с неопределенными коэффициен-
тами и s = max{f),m}. 

Замечания. 
1. Если в (6.4) = 0 или 0 j x ) = 0, то частное решение 

также ищется в виде (6.5), (6.6), где s = ni (или .? = »). 
2. Если уравнение (6.1) имеет вид L{y) = /j(x) + filx), то частное 

решение у * такого уравнения можно искать в виде у* = >•' + vs, где -
частное решение уравнение = а у̂  - частное решение 
уравнения /-(;') = fi i^) ' 

Пример 6.2. Найти общее решение уравнения 

Решение. Соответствующее однородное уравнение имеет вид 

характеристическое уравнение = Q имеет корни t̂j = О, 
Общее решение однородного уравнения: 
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Правая часть данного уравнення есть сумма 

fix) = / , (.г) + /2 + Мх) = + е-^ + . 

Поэтому находим частные решения для каждого из трех уравне-
ний: 

у'-У^е', v"-v' = e'\ у"-у = х. 

Частное решение первого уравнения ищем в виде у\ = Ахе", так 
как а = 1 является однократным корнем характеристического уравне-
ния и Р„(х) = 1 - многочлен нулевой степени. Поскольку 

* р 

у^ =Ае' + Ахе\ j^* == Ае''+ Ае" + Axe'= 2Ае''+ Ахе\ 

то, подставляя эти выражения в первое уравнение, имеем 
lAe"-' + Axe" - Ае"" - Axe"" = е'' ИЛИ Ае' = е' ^ А --=1 и >'j* = xe"". 

Частное решение второго уравнения будем находить в виде 
У2 = Ае^", так как в правой части второго уравнения а = 2 не является 
корнем характеристического уравнения и Р„(х) = 1 - многочлен нуле-
вой степени. 

Определяя, как и выше, постоянную А, получим У2 == Част-

ное решение третьего уравнения будем находить в виде = х(Ах + В), 

так как в правой части третьего уравнения а = О является однократ-

ным корнем характеристического уравнения и Р„{х) = х - многочлен 
г ft 

первой степени. Поскольку уз =2Ах + В, уз =2А, то, подставляя эти 
выражения в третье уравнение, имеем 1А-1Лх- В- В ^ х. Приравни-
вая коэффициенты при х и свободные члены в левой и правой частях 
равенства, получаем систему -2А = \, ЗА-8 = 0, откуда находим 

A = В = -\. 
2 

Следовательно, у1 = -х -Л- + 1 
ц .•! 
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Суммируя частные решения, получаем частное решение ис 
1 /1 ^ 

ходного уравнения v* = .у* -н >'* = хс"' + - - .т д- + 1 I. Тогда общее 
2 у 

решение данного неоднородного ураииепия будет 

V = у + у* - Ci + С.^ + хс' + У е - X 
u 

Пример 6.3. Найти частное решение уравнения + = 
удовлетворяющее начальным условиям у{0) = О, у'(0) = 1, 

Решение. Характеристическое уравнение 0 имеет корни 
к̂  = I, kj - - i . Поэтому обшим решением соответствующего одно-
родного уравнения у''+y^O будет у = С, coŝ ^ + Cj sm^-. Для первой 
части данного уравнения а = О, р = 1, Р„{х) - 4х - многочлен первой 
степени = О„.(х)^0 - многочлен нулевой степени ( т = 0); 
.s- = max{l,0} = ], а + (Р = ; являются корнями характеристического урав-
нения. Поэтому частное решение данного уравнения находим в виде 
>•* = + + + ИЛИ = + A r ) c o s J i - + I > x ) s m A ' . 

Находим 

у * ' + В ) cos X + (2Сх -г D) sm х -

- (Ах^ + Вх ) sin х + ( Сх^ + Dx)cosx = 

= (lAx^ В + Сх^ +Dx)cosx + flCx + D-Ax^ -Bxjsmx: 

у*' =-- (lA + 2Сх + Djcosx- (2Ах + В + Сх^ + Dx) sinx + 

•t~{'2C-2Ax - Bjsmx + (2Cx + Bxjcosx = 

-=(2A + 4Cx^2D~Ax^-Bx)cosx^(2C-AAx-2B~Cx--Dxjslnx. 

Подставляя у* .у ' .у" в заданное уравнение, имеем 

(2А + 2Ж:х + 20-Ах^ ~ Bx)cosx+ {2С - 4Ах-2В-Сх^ -

X sin + (Ал^ + &v)cosj + (Сх^ + Dx)sin х = 4д'со5х. 
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приравнивая коэффициенты при cosx, sinx, JTCOSX, jrsin J: В обеих 
частях равенства, получаем систему 

COSX 2A + 2D = Q: 
1С -2В = 0; 

4 С - 5 + 5 = 4; 

xxinx\~AA-D+D = 0. 

о sin X 

XCOSX 

Решая эту систему, находим л = 0 , 5 = 1, С = 1, D = О. Тогда 

У* = XCQSX + X^ S i n . V . 

Общее решение будет >• = J7 + >'* = С, cosx + Cj з т х + хсозл + л:̂  sinx. 
Находим v ' = - С , sm-x + C j cosx + cos.x-xsmx + 2xsmx + j:^ COSJC. Так как 

= О, у'ф) = 1, ТО О = Ci,С = Сз +1. Таким образом, С, = О,Cj = О. Под-
ставляя значения С, = о, Cj = О в общее решение, получим частное 
решение v = ^cosx + х- sin х. 

JpuAtep 6.4. Определить вид частного решения линейного неод-
нородного дифференциального уравнения, если .известны корни 
/г, =3-2/, ^2=3 + 2/ его характеристического уравнения и правая 
часть 

f(x)-e(cos 2х + sin 2л) . 

Решение. В правой части а = 3,р=- 2,/'„(х) = 1,0,„(х) = 1 - много-
члены нулевой степени, а±р/ = 3±2; являются корнями характери-
стического уравнения. Поэтому частное решение будет иметь вид 

где А и В - неопределенные коэффициенты. 
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7. СИСТЕМЫ ДИФФ1:РЕНИИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. 
МЕТОЛ ИСКЛЮЧЕНИЯ. РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ 

СИСТЕМ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
МЕТОДОМ ЭЙЛЕРА 

7Л. Нормальная система л-го порядка обыкновенных 
дифференциальных уравнений 

Нормальная система л-го порядка обыкновенных дифференци-
альных уравнений имеет вид 

Т = 

— ш 

где независимая переменная; л,, ?, ,. - неизвестные функции от 
^'JlJ'^^-•J'n - заданные функции. 

Метод исключения неизвестных состоит в том, что данная сис-
тема приводится к одному дифференциальному уравнению п-го по-
рядка с одной неизвест[10й функцией (или к нескольким уравнениям, 
сумма порядков которых равна п). Для этого последовательно диф-
ференцируют одно из уравнений системы и исключают все неизвест-
ные функции, кроме одной. 

Пример 7.1. Найти общее решение системы дифференциальных 
уравнений 

dx у dy _ у(х+ 2у-\) 
dt t' lit t{x -1) 

и частное решение, удовлетворяющее начальным условиям 
.v(l) = - l , y(i) = 4 . 

v't - V Решение. Дифферениируел-, первое уравнение по .v" = 

Заменяя здесь у' ее значением из второго уравнения системы и под-
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ставляя y - x ' t , найденное из первого уравнения, получим после уп-

рошения уравнение второго порядка л- = . 

Интегрируем это уравнение, предварительно понижая порядок: 

, dp dp 2р dp Idx 
X =р, р = р(х), X = = 

dx dx X -1 p X -1 

dt X -1 
C.t + C\ -1 X = —i =-— 

Дифференцируя эту функцию и подставляя в выражение y = x't, 
получим 

С,/ 
{C,t + СjY' 

Общим решением заданной системы дифференциальных урав-
нений будет 

Су + С г - ! С,? 
C^t + Cj (C^t + C.f 

Для нахождения частного решения подставим начальные условия 

х(1) = -1, XI ) = 4. Получим - 1 = 4 = — ^ — , откуда 
С, +С2 ( C 1 + C 2 ) 

Следовательно, искомым частным решением системы будут 
функции 

Ъ-З At 
2 / - Г 

Пример 7.2. Найти общее решение системы 

dx , dy .2/ 
— = 2 V-5х + е , — - х~Ьу-е 
dt • dt 
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Решение. Дифференцируем первое уравнение: х' =2у' -5х' + е'. 
Заменяем у' се значением из второго уравнения и подставляем затем 

= 5 л - - й ' ) . Получим линейное неоднородное уравнение второ-

го порядка с постоянными коэффициентами 

Его обпаее решение 

' ^ 2 40 

(получено как сумма общего решения .г = Q t ? ^ ' с о о т в е т с т -

вующего однородного уравнения и частного решения jc* = * ^̂  е' 

неоднородного уравнения), 
Подставляя X и л' в выра;ксние для>\ получим 

= ~ • + - с') = i С , е ' " - С^еГ" + 1 1 Й' . 
2 2 ' ' 10 40 

Общее решенне исходной системы имеет вид 

х = С,е'" е-" +—е': 
- 5 40 

у = — - С.е '' + —-t'""' + -—е'. 
• 2 ' ' 10 40 

7.2. Линейная однородная система я-го порядка 
с постоянными коэффициентами 

Линейная однородная система н-го порядка с постоянными ко-
эффициентами имеет вид 
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dx, 

i 

где fly = const, a,у e R, x, - неизвестные функции от /. 
Данную систему можно записать в матричной форме 

где 

/1 = 

«11 «12 
'21 "22 

««1 Йп2 

dt 

'гп Х = 
dx 
dt 

dt ; 

dt 

При решении линейной системы дифференциальных уравнений 
методом Эйлера частные решения системы ищутся в виде X = Ve'", 
где V^i О - матрица-столбец, к - число. 

Если корни характеристического уравнения 
det(^-ii?) = 0 действительны и различны, общее решение системы 
имеет вид 

где С,.С2,...,С„ произвольные постоянные; Vj - собственный вектор-

столбец матрицы А, соответствующий числу к, то есть {A-kjE)Vj =0, 

где Е ~ единичная матрица. 
Замечание. Если ki„,k„, ~ пара простых комплексно-

сопряженных корней характеристического уравнения, то им соответ-
ствуют два действительных частных решения ReCF ê̂ ™'); 
где Re л, Im2 - действительные и мнимые части z. 
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пример 7.3. Пай™ обшее решение системы 

dx . -— = x-2v+ 2r; 
I d! 
[dv , -

1 dl 

dt 

и частное решение, удовлетворяющее условиям л(0) = 1, v(0) = - 2 , 
z(0) = 0 . 

Решение. Составляем и решаем хара1стеристическое уравнение 

-2 2 

1 А-к -2 
• \ 5 -Зк 

= 0, (к^ -к-2)(]-к)^0, Л:, =-1, = 1, кз=2. 

Находим собствеинын вектор i'\, соответстБующий корню 

1/, ^ 4 -2 \ V, 
5 - 3 f - l ^ v j 

2V| - 2;'. т 2vj = 0; v̂  = -v, 
V] + 5V2 - 2v, = 0; Vj = -2v, Fj = 
V; - 5v, - 2>з = 0 , V, ^ 0 

loj 
^ i ^ 

1 
_ 0 

Аналогично находим собственные векторы 

- 1 > ^3 = 1 
l - l j 

соответствующие з̂ =!, А - == 2, 
Обшее решение системы 
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А- = + CzF,^"^' + CjF^e"'' = С ы .Ml (^ ^ f ̂  ^ 
- 1 - 1 е ' + С з 1 

- 9 1 1 \ У 

или 

Для нахождения частного решения подставим в общее решение 
г = 0, х = 1, J ' = - 2 , Z = 0и определим С,,С2,Сз из полученной системы: 

'1 = с , + а , ' 

4 - 2 = - с , - с , +Сз => с , = - 2 . Q = 3, Сз = - 1 . 

С = - 2 С , - C + C j . 

Искомое частное решение 

. л = -2е'' +3е',у = le'' - Зе' - е^', г = Ае'' - Зе' - е^'. 

Пример 7.4. Найти общее решение системы ' 

Решение. Характеристическое уравнение 

2-к - 3 

dy Зх + 2у. 

3 2~к\ 
= 0, ^г'-4А: + 13 = 0 

имеет корни к^=2 + 3/, = 2 - 3/. Находим собственный вектор 
'"у •'i 

У1= ' ,, соответствутоший корню А:, = 2 + 3/, из системы 

"-3/V,-3V2 =0,- 1 
3v - 3(v - О Полагая v, = 1, получим v, = -/ => = . . Составим 

выражение 

73 



' 1 ' '' 1 ^ ' 1 ' '' 1 ^ 
С^ = 

~ ' J \ / 

e ^ ' ( c o s 3 / + ism3r)~' 

Здесь использована формула =a'"(cosp/ + /smp/). Согласно 
замечанию, два частных решения исходной системы имеют вид 

е^' cos3r 'i 

/ 

£?'' c o s 3 / 

Обшим решением системы будет 

к,I. c o s j f l f . 
•C,i 

или 
J: = Qif'' cosit + sin^t; 

у ^ С.е^' хтЪ! - Cf" cosjt. 

7.3. Задачи динамики, приводящие к решеиию 
дифференциальных уравнений 

К задачам динамики точки, приводящим к решению дифферен-
циальных уравнений, относятся те задачи, в которых определяется 
движение точки по заданным силам. Силы, действующие на точку, 
могут быть как постоянными, так и заданными функциями времени, 
координат, скорости, го есть 

F^^FJt.x.yr-Xy.t): 

F, = Fj!.x.y.z..x.y,z). 

Решение таких задач сводится к интегрированию системы диф-
ференциальных уравнений движения точки: 

в координатной форме 
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rtJX - F^; 
my = F^; 
mi = F. 

(7.1) 

или в естественной форме 

и 

т — Т-,;, 
Р 

(7.2) 

В этих уравнениях под F понимается равнодействующая всех 
С1Ш, в том числе и реакций связей, если точка не свободна. При ин-
тегрировании системы уравнений (7.1) в обохем случае появляется 
шесть произвольных постоянных, которые определяются по началь-
ным условиям. Под начальными условиями движения точки пони-
маются значения координат и проекций скорости точки в начальный 
момент движения, го есть при t - О 

'г = -О-

Если движение точки происходит в плоскости, то число уравне-
ний (7.1) сокращается до двз^с, а число начальных условий - до четы-
рех. При движении точки по прямой будем иметь одно дифференш!-
альное уравнение и два начальных условия. 

При решении задач второго типа полезно придерживаться сле-
дуюпдей последовательности. 

1. Составить дифференциальное уравнение движения, 
а) выбрать координатные оси, поместив их начало в начальное 

положение точки; если движение точки является прямолинейным, то 
одну из координатных осей следует проводить вдоль линии движения 
точки; б) изобразить двюкущуюся точку в произвольный текущий 
Момент t и показать на рисунке все действующие на нее силы, в том 
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числе и реакции связей; при напичии сил, зависящих от скорости, 
вектор скорости направить пpeдпoлoжитёльiю так, чтобы все его 
проекции на выбранные оси были положигельными; в) найти сумму 
проекций всех сил на выбранные оси и подставить эту сумму в пра-
вые части уравнений (7.1). 

2. Проинтегрировать нолученные дифференциальные уравнения. 
Интегрирование производится соответствующими методами, зави-
сящими от вида полученных уравнений. 

3. Установить начальные условия движения материальной точки 
и по ним определить произвольные постоянные интегрирования. 

4. Из полученнь[х в результате интегрирования уравнений опре-
делить искомые величины. 

Замечание 1. При интегрировании дифференциальных уравне-
ний иногда целесообразно определить значения произвольных посто-
янных по мере их появления. 

Пример 7.5. Автомобиль массой т движется прямолинейно из 
состояния покоя и имеет двигатель, который развивает постоянную 
тягу F, направленную в сторону движения, до полного сгорания го-
рючего в момент времени Т, после чего автомобиль движется по 
инерщ1и до остановки. Найти пройденный путь. Силу сопротивления 
считать постоянной и равной R. Изменением массы автомобиля пре-
небречь. 

Решение. Весь путь S складывается из =| ЛС на котором дей-
ствует сила F до полного сгорания горючего, и S, который ав-
томобиль идет по инерции. На пути АС mx = F-R, (7.3) 

на пути СБ mx^--R. (7.4) 
Решим дифференциальное уравнение (7.3); \mdx - j{F~R)dt, 
mx = {F -R)t + C-„ при /=0,.v = 0, отсюда 

(7.5) 

Интефируя, получим +С;, при r = 0.i: = 0. отсюда 

(F -
С\ = О, -т = ^ . Опре.делим ПУТЬ S, , который пройдет автомобиль 

2т 

до полного сгорания горючего в .момент с = 7'; S. =х = — — Р е ш и м 
2 т 

уравнение (7.4): mx = -Rjmdx=^-jRd!,mx = --Ri-t-C^. При ; = 0 скорость х 
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будет равна скорости, которую имеет автомобиль в момент Т сгорания 
I у - W ' 

горючего и которая из формулы (7.5) равна mi = (F-R)T,i=-
т 

Используя эти начальные условия, найдем С :̂ 

т 

Подставляя С,, имеем тх = -Rt^ +(F-R)T. (7.6) 

Rt^ mx = —j- + {F~R)Tt + C, при t = 0,x=:0. 

Отсюда C,=Q,x = --:- — + {F-R)Tt 
(a" •J 

Чтобы найти путь S ,̂ надо знать время t движения автомобиля 
по инерции до остановки {х = 0). 

Из (7.6) пол}'чим 

— + = — — — ^ путь, прои-
.'1Г 2R' P. \ 2Rm ' и 

денный по инерции; 
„ ^ (F-R)T' (F~RfT' T\F~RfF 

S = + ^ + i — = — : - искомый путь. 
' • 2m 2Rm 2Rm ^ 

КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

1-40. Проинтегрировать уравнение. При заданном начальном 
условии найти соответствующий частный интеграл или частное ре-
шение. 

1. хф + у^ + y-J\ +X'у'~ о. 2. sin.vsin>'(£c + cos,tcos_v((v = 0. 

3. 4.{l+/-)dx = xydy, X - у 
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, 2у 3 
X 

7, у ' + ±У + х = 0. 
X 

6. {х + e''*')dx + е' 

8. = 

, У) 

9. Ъе>' cosxdy ~ sin(9 + е̂ ' )dx = 0; „о = О • 

10. cigxcos^ydx +sin"xigydy = 0 . 11. j^'sinx = ;'С05л: +2со5д:. 

12. sin X tg ydx - = 0 . 
sin>' 

13. e'\gydx = {\-e')ssc' ydy. 

dx x 
16. y' + ytgx = secx; ;<0) = 0. 

18. y ' + x i U ! ^ 3 y . 

15. (x ' - 2xy)y' = xy- y^. 

n. x\v' + .xy + \ = 0- y{l) = 0. 

19. y' - y + y^ cosx = 0 . 

21. Ivy" ^3(у'у- +4y'\ Я0) = 1.>''(0) II 

22. Зу'у" = 2у- y(0) = y'(0) = 1. 23. уУ = 1, .v(0,5) = y'(0,5) = 1. 

24. + In x) + f In x; >̂ (1) = 0,5, y'(l) = 1. 
X 

25. / / + ( / ) ' = ! ; KO) = y'(0) = l. 

26. = + >•(]) = 0,5,/(1) = 1. 
X X 

27. 2УУ' + у ' = ( / ) ' ; у(0) = У(0)=1 . 
28. 2уу'' = ( у ' У + у ' ; y(0) = y'(0) = I. 
29 . ( / + (> ' ' ) '=2 ; X l ) = 0 , / ( 1 ) = 2 . 

30. = + ^ 1 ) = 4,/(1) = 6. 
X 

31. x / = >''ln;^'; y(l) = e,y'( l) = e. 

32. x ' y ' + xy' = L 3 3 . y ' = e' 
34. x(y'-x) = y'; y(l) = y'(l) = I • 
35. у' + у = (у'У-, Я1) = "0,25, V'(l) = 0,5. 
36. I - » ' ' = ( / ) ' ; >'(-l) = l , / ( - l ) = l . 

37. = 38. + >'tg.r = sin 2x . 
39. X(.v" 4- y') = y'; y(0) = -1, v'(0) = 0. 

40. x ( / + ! ) + >•'= 2; X I ) = -4, >•'(!) = 

^ 0 ) = 0, = 1. 
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41-60. Найти общие решения уравнений. 
41. у'~4у+4у:=х\ 42, у' + 8у'=^8х. 
43. y' + Ay' + Ay^^Se'^'. 44. у'+ 4у'+ Зу 
45. 7у'-у' = 14х. 46. у' + 3у'=^3хе-". 
47. у" + 5у' + 6у = 10(1-х)е-'\ 48. у"+2у' + 2у^1 + х. 
49. у"-3у + 2у=:хе'. 50. у'+ у'-2у = 
51. у"--3у' + 2у = (х' +х)е'\ 52. у''-2у' + у = х\ 
5.3. у'-4у'-5у = (27х-39)е-". 54. у''~4у' + 3у=10е". 
55. у" + 4у' ==-2x6'"'. 56. у' + 4у' + 4у:=3хе''\ 
57. у'+ у'-^бу^^хе". 58. у'-у' + у:=х' +6. 
59. у' + 2у' + у-^е". 60. у' + Зу'-Юу^Юх' +4х~5. 

61-80. Составить дифференциальное уравнение явления, опи-
санного в задаче, и решить это дифференциальное уравнение. 

61. Моторная лодка движется по озеру со скоростью 20 км/ч. 
Через 40 с после выключения .мотора скорость лодки уменьшается до 
Fi=8 км/ч. Определить скорость лодки через 2 мин после выключе-
ния мотора. (Сила сопротивления воды движению лодки пропорцио-
нальна ее скорости). 

62. Пуля входит в брус толщиной 6=12 см со скоростью 
Fi=200 м/с, а вылетает, пробив его, со скоростью ^2=60 м/с. Сила со-
противления пули в брусе пропорциональна скорости движения. 
Найти время движения пули через брус. 

63. Катер движется в спокойной воде со скоростью Ki=10 км/ч. 
На полном ходу двихатель катера был выключен, и через 2 минуты 
скорость катера уменьшилась до 0,5 км/ч. Определить скорость, счи-
тая сопротивление воды пропорциональным скорости движения ка-
тера. 

64. С высоты падает тело массой т с начальной скоростью 
У(0)=0. Найти скорость тела F=F(/) в любой момент времени t, если 
на него кроме силы тяжести P=mg действует сила сопротивления 
воздуха, пропорциональная скорости с коэффициентом пропор-
циональности, равным 3/2. 

65. Согласно закону Ньютона, скорость охлаждения тела про-
порциональна разности температур тела и окружающей среды. Тем-
пература вынутого из печи хлеба снижается от 100° до 60°С за 
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20 мин. Температура воздуха 25°.Через какой промежуток времени 
(от начала охлаждения) температура хлеба понизится до 30°С? 

66. Найти уравнение линии, проходящей через точку ^(2,4), 
зная, что угловой коэффициент касательной в любой ее точке Л/в три 
раза больше углового коэффициента прямой, соединяющей точку Л/с 
началом координат. 

67. Записать уравнение линии, проходящей через точку /4(5,0), 
если известно, что отрезок, отсекаемый касательной в любой точке 
этой линии на оси 0Y, равен расстоянию от точки касания до начала 
координат. 

68. В моторной лодке, движущейся прямолинейно со скоростью 
Го-5 м/с, выключается мотор. При своем дв^шении лодка испытыва-
ет сопротивление во.ды, сила которого пропорциональна квадрату 
скорости лодки, причем коэффициент пропорциональности А-ш/50, 
где т - масса лодки. Через сколько времени скорость лодки умень-
шится вдвое и какой путь пройдет за :)то время лодка? 

69. Скорость свободно падающего тела в момент г равна g/, где 
g=9,8 м/с^ Найти, на каком расстоянии от земли находится тело в 
момент 1, если оно начало падать с высоты ho.' 

70. Составить уравнение кривой, проходящей через точку 
А{'2,3), если известно, что угловой коэффициент касательной к этой 
кривой в любой ее точке равен абсциссе этой точки. 

71. Составить уравнение кривой, проходящей через точку 
Л/(0,4), если известно, что зтловой коэфф1щиент касатслъной в каж-
дой точке равен ординате этой точки. 

72. Скорость тела пропорииокальпа пройденному пути. За пер-
вые 10 секунд тело проходит 100 м, за 15 секунд - 200 м. Какой путь 
пройдет тело за время г? 

73. Записать уравнение кривой, проходящей через точку ^(2,-1), 
если известно, что угловой коэффициент касательной в любой ее 
точке пропорционален квадрат>' ординаты касания. Коэффициент 
пропорциональности равен 6, 

74. Материальная точка массой w?-l г движется прямолинейно. 
На нее действует в направлении движения сила, пропорциональная 
времени, протекшему от момента, когда скорость точки равнялась 
нулю, с коэффициентом пропорциональности ki-2r см/с ;̂ кроме того, 
точка испытывает сопротивление среды, пропорциональное скорости 
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движения,с коэффициентом пропорциональности кг^Зг/с. Найти ско-
рость точки через 3 с после начала движения. 

75. Тело массой т движется прямолинейно под действием по-
стоянной силы Р. Найти скорость движения тела и пройденный им 
путь как функции времени, если в начатьный момент они оба равны 
нулю, а сопротивление среды пропорционатьно квадрату скорости. 

76. Найти закон прямолинейного движения материальной точки 
массой т под действием отталкивающей силы, обратно пропорцио-
нальной кубу расстояния от точки до неподвижного центра. В на-
чальный момент точка находится в покое и отстоит от центра на рас-
стояние Х(). 

77. Материальная точка массой m движется под действием си-
лы, прямо пропорциональной времени, отсчитываемому от момента 
/=0, обратно пропорциональной скорости движения. В момент г-=10 с 
скорость равнялась 50 м/с, а сила F=4 динам, Какова будет скорость 
движения в произвольный момент г? 

78. Лодка замедляет свое движение под действием сопротивле-
ния воды, которое пропорционально скорости лодки. Начальная ско-
рость лодки 1, 5 м/с, через 4 с скорость ее 1 м/с. Через сколько секунд 
скорость изменится до О, 01 м/с? 

79. Материальная точка движется по прямой со скоростью, об-
ратно пропорциональной пройденному пути. В начальный момент 
движения точка находилась на расстоянии 2 м от начала отсчета пути 
и имела скорость м/с. Определить пройденный путь и скорость 
точки через 8 с после начала движения. 

80. Локомотив движется по горизонтальному участку пути со 
скоростью 72 км/ч. Во сколько времени и на каком расстоянии он 
будет остановлен тормозом, если сопротивление движению после на-
чала торможения равно 0,2 его веса? 

81-100. Найти общие решения систем дифференциальных урав-
нений. 

(х' = -7х + у; V; 

^ ^ • !>'' = -2.V 5 у. 1 у' = 2л + 2у. 

д:' = 2х 4- у; 

у = + 2у, 
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84, 
\х = х +у; 

= -2х + Зу. 85. 
= Зд: - 2 v; 

>• =4х + 7у. 86. 
Л:' = -х + 2у: 

у'= ~2х-5у. 

87. 
х=-2х + у; \x^Sx-3y: 

89. < , 
•х=3х~2у; 
[у ^2x + Sy. 

90. 
' V = 4х - у; 

=--х + 2у. 

X = x-3v; j: = v; 
у' ^ -2х + Зу 

X = 2л - 5 v; 

[ у = 5х-6>' . 94. 
I г = х-у: 
I v ' = ~4х + V. 95. 

X =2х + у; 

у'^-6х-3у. 

\х = 2х + 3 v; = -x + 2v: \\' = -2х- Зу; 

.т;' = 2х - у; х' = х + Зу; 
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