
вариант IV, обеспечивающий простоту конструкции, минимальные капи­
таловложения, необходимые для его реализации, и большую экономию 
топлива.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ 
ПРОЦЕССОВ НАГРЕВА И ТЕРМООБРАБОТКИ

Канд. техн. наук, доц. ВОРОНОВА Н. П., инж. КЛИМОВИЧ Г. А.

Белорусский национальный технический университет

Математическое моделирование технологических процессов широко 
применяется при их исследовании и оптимизации. Возможность при­
менения ЭВМ позволяет реализовывать сложные математические модели, 
получая весьма точные результаты. Адекватность данных моделей предпо­
лагает их практическую реализацию с заранее заданной точностью и воз­
можность обработки большого объема информации. Таким образом, при­
менение таких моделей приносит значительный экономический эффект, 
позволяя исследовать процессы при неизмеримо меньших затратах, чем 
натурные исследования на реальных агрегатах, стендах или физических 
моделях. С помощью математических моделей можно еще на стадии про­
ектирования найти оптимальное конструктивное решение и выбрать опти­
мальные режимные параметры работы [1].

Различают стохастические, детерминированные математические моде­
ли и модели смешанного типа. Стохастические модели разрабатываются на 
основе экспериментальных исследований натурального образца и изучают 
лишь реакцию системы на подаваемые на вход возмущения. Результаты 
обрабатываются методами математической статистики. Эксперименталь­
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ные исследования удобно организовывать на основе методов планирования 
эксперимента, в результате получая регрессионные уравнения.

Достоинством стохастических моделей является их простота, что позво­
ляет применять их в системах автоматизированного управления различны­
ми объектами. К несовершенству этих моделей можно отнести их недоста­
точные содержательность и универсальность. Для каждого индивидуально­
го объекта необходимо строить свою стохастическую модель.

Более универсальными считаются детерминированные модели. Они 
строятся на основе дифференциальных либо интегральных уравнений. 
С точки зрения содержательности такие модели значительно превосходят 
стохастические. В них заложены не только формальные связи между вход­
ными и выходными параметрами, но и фунісцйональные зависимости, от- 
ражаюгцие физические механизмы процессов. Недостаток детерминиро­
ванных моделей -  сложность расчетов.

Модели смешанного типа строятся на основе меньшего числа урав­
нений, чем детерминированные. Математически описывается механизм 
лишь наиболее существенных для данного натурального образца процес­
сов. Влияние всех других процессов учитывается с помощью настроечных 
коэффициентов. Степень универсальности таких моделей выше стохасти­
ческих, но для их реализации необходима адаптация, т. е. по результатам 
эксперимента получение значений настроечных коэффициентов.

Актуальность проблемы разработки и использования математических 
моделей в практике исследования, совершенствования и проектирования 
агрегатов для нагрева и термообработки привела к необходимости созда­
ния комплексного метода, включающего все параметры, которые влияют 
на качество протекания процесса.

Задачу оптимизации процесса нагрева и термообработки материалов по 
ряду параметров можно рассматривать как функцию 0{к ,̂ 1<̂, к ^ ,  где
ki -  параметр, характеризующий точность математической модели в зави­
симости от точности коэффициентов, входягцих в математическую модель; 
кг -  параметр, отражающий влияние математических методов, применяе- 
мьгх для реализации модели; къ -  параметр, учитывающий технологические 
изменения процесса; ką -  параметр, определяющий оптимальность проте­
кания процесса.

Процессы нагрева и термообработки непосредственно связаны с изме­
нением температуры вещества Т  согласно уравнению теплопроводности

дТ ^
( 1)

где X -  коэффициент теплопроводности; t -  время;

. ^  д^Т д^Т д^Т 
дх  ̂ ду dz~

где X, у, z -  координаты, позволяющие рассматривать пространственный 
случай, плоский или линейный.
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Для объектов различной формы можно рассматривать различные сис­
темы координат. Уравнение (1) представим в виде

5 J  __1__5 f  
dt х” дх[^ д х ) ’ (2)

где при п = О уравнение (2) исследуется в прямоугольной системе коорди­
нат, при и = 1 -  в цилиндрической и при п = 2 -  в сферической системах 
координат.

Однозначность решения обеспечивает начальные и граничные условия. 
Граничные условия в общей постановке имеют вид:

Ą T  + Ą ^ )  =А,;

(3)

л=/

Задавая параметры /41, А 2 , В\, В2 в (3), можно варьировать краевые усло­
вия задачи. При Â  = B̂  = Q -  граничные условия I рода; A ^ - B ^ - l ,  
Д = Д = О -  граничные условия П рода; при Д  = 5з = О -  граничные усло­
вия Ш рода.

Поставленную задачу можно свести к системе уравнений:

dT{x,j) d T ^ x Ą  <
dt x" ' дх J ’

■X ^ J h jd A - y ,  /!5±ікді1.
' дх ~ дх ’

ах- ' дх ’ ' '

где т -  число слоев, на которые разбивается слой 0 < х <1.
В качестве базовой рассмотрим смешанную задачу для однородного 

уравнения теплопроводности в цилиндрических координатах:

а г
dt = л

дг^ г э н  ’ч А

_ d T M  + h y t ) - T { R , t ) k 0 -

дТ{0,і) _
dr =  0 ,

где 0 < r < R ,  /(г )  =Tq -  начальное значение температуры, ф(?) = Го + 
+ ДГзіпсйГ.
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Применим ортогональный метод Бубнова -  Галеркина [3] к реше­
нию поставленной задачи. В изображениях по Лапласу задача приводится 
к виду:

4 ' - у  |-Р '-7 ' + ' / И = 0 ;
V J

dT .= — — + пТ dr = h + -
IP  р ' + ю '.

ŚL
dr =  0 .

Приблинсенное решение для изображений будем искать в семействе 
функций вида [4]

, Р 1 = -  X  а* (Р V »  ( -F
к-\

В качестве координатных функций выберем функции:

( г \  М + 2 ( г
'*'4,  к] м I / ? ! ’

М л ' " ' " [ л

R

2 ч2(і-2)

я)

где М -  критерий, зависящий от I — j .

Определяющая система уравнений Бубнова -  Галеркина приводится к 
виду:

-----------------= L . и — РФ
I

I

бд = j pv^(pV*(pRj;
0

1

C j =  - j  р/(р)н/у(р)ф;
О

1

=fpv>(pVp. р=-^-
о

Из системы (4) получим

(4)
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Ż Q A t(p )+ Z -D ,A ,t(p )
m=l_________ m=\________

A(P)

где A(p) -  основной определитель системы (4); A^ (̂p) -  алгебраическое 

дополнение m-й строки и Л:-го столбца определителя А(р).
п п

^C„A„j(.(p) и представляют собой дробно-рациональные
т -\ т=\

функции, поэтому существуют функции f̂ if) и (pj(?) такие, как

1 С „ А »
і?Ы_

А(р)
т = ]____________

А(Р)
= . Тогда, обозначив

рф(р) = Р
Т, , АГш
р р А  oł

получим

а^(р) = Л(0 + 1 Ф*('̂ к-(̂  -  "гк  •

Температура на оси опишется формулой

Г(р, t) = ф ( / )  -  ^  + J  ф ’ ( х к ( ^  -  Vt(p) •
*=1 [ о J

Распределение температур в первом приближении имеет вид:

^(р) -  [ М - \  р +

4 (м )= бм(м + 4)
М Ч 6 М + /2

Переходя к оригиналу, получим

Ді(р ) ^ 4 М а7ю
со sin со?-1-

R ‘ l  )
< o 4 l '4 M T

V  R‘ )

Значение температуры в первом приближении опишется формулой
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^  I -  + AJsin со/ -  a j i
М + 2

М (5)

На основании сравнения значений температур в контрольных точках и 
вычисленных по (5) легко показать, что относительная погрешность повы­
шается с ростом критерия М и достигает своего максимального значения
3.7 % при М -» со.

ВЫВОДЫ

1. Сформулировано и предложено решение задачи оптимизации нагрева 
и термообработки материалов, в которой учтены все основные параметры, 
влияющие на качество и характер протекания процессов.

2. С помощью ортогонального метода Бубнова -  Галеркина решена сис­
тема уравнений, включающая уравнение теплопроводности, граничные 
условия I, П, Ш рода и соответствующие начальные условия.

3. Оценка адекватности расчетных результатов опытным данным пока­
зала, что их максимальная относительная погрешность не превышает
3.7 %.

4. Разработанная математическая модель может быть использована с 
целью оптимизации теплотехнических режимов работы и конструкции 
различных нагревательных устройств.
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