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В различных электроустановках на большие токи применяются метал­
лические конструкции в виде перегородок и ограждений из листов, плит, 
щитов и т. п. В них могут иметь место значительные величины мощности 
потерь, недопустимый нагрев и вибрация, вызванные вихревыми токами, 
которые наводятся электромагнитными полями рассеяния. Эти явления 
влияют на надеясность и экономичность установки, а также на ее термиче­
скую и динамическую стойкость. Поэтому важна разработка методов ко­
личественной оценки отмеченных явлений, которые основываются на ре­
шении классической задачи анализа электромагнитных процессов в прово- 
дяпщх средах, расположенных в неоднородных магнитных полях 
переменных токов. Анализ таких процессов проводят экспериментально, 
аналитически или численно-аналитически [1-4]. Следует отметить, что 
указанные методы являются частными. Они ориентированы на определен­
ный круг задач с заданными граничными условиями и заданным располо­
жением проводящей среды относительно источника поля.

Решение задачи расчета электромагнитного поля в проводящих средах, 
напоминающих листы, плиты, шцты и так далее, рассмотрим на примере 
рис. 1. Плита с изотропными однородными электромагнитньпуш свойства­
ми расположена в неоднородном переменном магнитном поле источника. 
Принимаются известными параметры этого поля в любой точке простран­
ства при отсутствии проводящей среды. Геометрические размеры плиты 
(длина I и ширина h) всегда такие, что намного превышают ее толпщну 5 и 
глубину проникновения электромагнитной волны. Эти условия позволяют 
при решении задачи, из-за незначительного влияния, исключить из рас­
смотрения диффузию в плиту электромагнитного поля через ее узкие грани 
и не рассматривать электромагнитные процессы вблизи краев плиты.

Поле (рис. 2) в среде I, т. е. над и под проводящей средой П, является 
результирующим, создаваемым источником и вихревыми токами среды П. 
Поле в плите обусловлено вихревыми токами. Так как вихревые токи вы­
званы магнитными потоками, пронизывающими сечение плиты, при опре­
делении их величин и других параметров поля простые соотношения полу­
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чаются при использовании в решении задачи маінйтного векторного по­
тенциала. В технических системах токи источника поля и вихревые токи 
являются замкнутыми. Это позволяет однозначно определять величины их 
магнитных векторных потенциалов, так как для таких случаев условие од­
нозначности divA = 0 (калибровка Кулона) выполняется автоматически [5]. 
Обозначим комплексную величину магнитного векторного потенциала ис­

точника Aj(x,y,z) ,  а вихревых токов -  Ą (x , y , z ) . Тогда результирующий 
потенциал в среде 1 при xe (0 , k ) ,  у е  (0,1), z € (6,оо) и г е ( - » ,0 )  будет:

4(x,y,z)  = Ą(x,y,z) + Ą„(x,y,z), ( 1)

а в среде П -

Aa(x,y,z) = A2^(x,y,z) (2)

Рис. 1. Геометрическая модель листа в неоднородном магнитном поле

A,x(x,y,z)
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Puc. 2. Векторный потенциал источника и вихревых токов на поверхностях плоскостей
сечений листа xOz (а) и >>02 (б)

25



При этом вектор A^(x,y,z) содержит все три проекции A^^(x,y,z),

A^,(x,y,z) и z ) , а векторам Ą^(x,y,z) и Ą^(x,y,z) присущи только

тангенциальные составляющие к поверхностям плиты. Через циркуляцию 
А^ц(х,у,г) и A^,j(x,y,z) по соответствующим контурам Zi и Z2 опреде­

ляются величины проекций магнитных потоков в сечениях плиты.
Электромагнитное состояние среды в неоднородном магнитном поле 

для установившегося режима определяется дифференциальным уравнени­
ем относительно комплексной амплитуды магнитного векторного потен­

циала A(x,y,z)  [5, 6]

AA(x ,y , z ) -a^A(x ,y , z )  = 0, (3)

где Д -  оператор Лапласа;

для среды I; A(x,y,z) = Ą(x,y,z) ,  а^=-со^іБ). Pj =Мо=4я-10''’ Ом-с/м,
1е, =Ео с/(Ом м) -  диэлектрическая проницаемость;

для среды II: A(x,y,z)  -  Aj^(x,y,z), aj, = /ооу2Ц2= У2 ~ электропровод­
ность среды; p j “  магнитная проницаемость; со -  круговая частота.

При исследовании поля в плите полагаем известными тангенциальные к 

ней составляющие векторного потенциала и магнитной индукции B(x,y,z)  
на границах раздела сред I и II и их зависимости от координат х и у .  Разло­
жим эти зависимости в двойной косинусный ряд Фурье [7] по пространст­
венным координатам с дополнением зависимостей потенциала и индукции 
до четных функций, т. е.;

00 00

Ą(x,y,z) = '(z) cos(^co,.x) соз(7псо^у), z = о, 5; (а)
k̂ 0m=0 

00 _»
(4)

4 (4 P,z) = ^^5*;'"(z)cos(to^)cos(m co^y), z = 0,5, (6)
fc=4)m=0

где z = I, П, (i>^=Tilh , a>y = л / І ; cOj, cô , -  пространственные частоты раз­

ложения по соответствующим координатам; -  комплексные
амплитуды {к, ш)-х гармоник пространственного разложения соответст­
вующих функций.

Теперь расчет электромагнитного состояния можно проводить методом 
наложения результатов диффузии поля в среды I и II от каждой гармоники. 
С учетом (4) уравнение (3) для проекций векторного потенциала среды II 
примет вид:

5 Ч '.п (- )
5z^

-Pn"At;Z(=) = o-,
(5)

Pu
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где = ^ а і  + + ( т ю /  .

Для среды I уравнение (3) разрешается только относительно потенциала 
реакции вихревых токов (поле от источника считается известным):

л*.'"^ Дпу1в(̂ ) к.т -Л.т /ч
— Т1— Pi =

£72

(6)

где /т,*’" = + (шсо̂ У + .

Уравнения (5), (6) формально определяют распределение магнитного 
потенциала в рассматриваемых средах с безграничными пшриной и дли­
ной. Их решение покажем для проекции вектора (z ) . Изменение про­

екции A^"i (z) в проводящей плите по ее толщине определяется выражени­
ем [8]:

sh{p„ 5) sh(p„ о)

где Л*;7i (0), (6) — неизвестные значения магнитного векторного по­
тенциала вихревых токов на нижней и верхней поверхностях плиты.

Для воздуха решение (6) относительно вихревой составляющей потен­
циала определяется выражениями:

^u;C^) = ^ :(0 )exp(p f'"z ), z e  (-00,0);

= ^7в(5) exp(pf''”(6 -  z)), z е (6, + 00),
( 8)

а {к, т)-я гармоника результирующего векторного потенциала в воздухе 
определяется выражениями:

Ą ”\x,y,z)  = ^{"'(x,y,z) +

+ (0) expljj^'^z)cos(łm^x)соз(»гы^,у), z е (-со,0); (а)

У, z) = ^ Г ( х ,  у, z) +
(9)

+ ехрОі '"(5 -  z))cos(A:co^x) соз(шсо,,у), z e (5, -I- oo), (6)

где Â {"’(x,y,z) -  известные величины, определяемые магнитным полем 
источника.

Величины ^^ГДО), Л;^п(5), 4:1Ф ) и ^ '„ (5 )  в (7)-(9) подлежат опре­
делению. Для их нахождения составим уравнения равенства магнитного 
векторного потенциала на границах раздела сред для отдельных (к, т)-х 
гармоник, т. е.:

Д1н(0)+^:и(0)=л1'.';;(0);

4^T(8) + 4t^(8) = 4^7(5).
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Два других уравнения составим на основе равенства тангенциальных 
составляющих напряженности магнитного поля H{x,y,z)  при z = О, 5, оп­
ределяя последние по величине магнитного векторного потенциала из ус­

ловия H{x,y,z)  = ~ B { x , y , z )= —ro\A{x,y,z). В результате получим;
И В

к,т

Иг

Иг

к,т ^
/Й ,(5 ) сШ(р Г 5 ) - 4^7 (0 )

бЬ(р Г5)

it, т с

-4li';;(0)cth(/7,*'”5)
( 11)

1
sh(/^rS)/

где (0), (5) “  известные амплитуды гармоник двойного ряда Фу­

рье индукции магнитного поля источника на границах раздела сред.
Из совместного решения уравнений (10), (11) находятся неизвестные 

амплитуды гармоник магнитного векторного потенциала вихревых токов 
на границах раздела сред:

4!;S(0)=-
Р\ Pu ( :̂^7(0)я '̂" +5,t;T(S))Sn( Pjj o) Po

^ 2j

k̂.m
Pn

\2

sh(pj"5) Ц2,

( 12)

-4^T(o);

/  k̂,m
Pn Ml

shlp̂ Ŝ)

(13)

4tS(S)=-
_̂_____________ HaT_________________sh(pn o)[i _̂______________

f Pu’" ftT 
(sh(Pu ""б) )

• 0 5 )  =

(14)

_______________  W

- 4 !;T(5)- (15)

Выражения (12)-(15) совместно c (4), (7), (8) позволяют рассчитывать 
параметры электромагнитного поля в рассматриваемых областях сред I и 
П. При этом необходимо знать только электромагнитные свойства сред и 
параметры магнитного поля источника (гармоники индукции и магнитного 
векторного потенциала двойного ряда Фурье) на границах раздела сред.
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у ч ето м  о тм еч ен н о го  д л я  р ас см атр и в ае м ы х  л и сто в  и  п л и т  р езу ль ти р у ю - 
тй м агн и тн ы й  в е к т о р н ы й  п о тен ц и ал  (к о м п л ек сн ая  ам п л и ту д а) буд ет  рас- 
и ты в аться  по вы р а ж е н и ю

к=0т̂ 0'у
X cos(/£:(o^x)cos(m(a^,y).

V/ кпі5і\ , , к,т̂ \ Г у с.\
ship^a д) sh(/>5 5)J (16)

Т ак  как  в д а н н о м  сл у ч ае  о тсу тству ет  п о те н ц и ал ь н а я  со ставл яю щ ая  в 
іпряж енностй  эл ек тр и ч ес к о го  п оля , ее  в е л и ч и н а  о п р ед ел я е тс я  через зна- 
:ние векто р н о го  п о те н ц и а л а  по ф орм уле [6]

^хп У’ Z) = -7'ю4 п (x,y,z),

аап р яж ен н о сть  м агн и тн о го  п о л я  н ах о д и тся  со о тв етств ен н о

о л

Р2

- _ L V V  Я'ПАХЧ Pil '-̂ <■̂ '11 'Л.т.г..рп  >̂ П(Рп
~  U L u l aP2̂ =0m=o'v S^lPn 5) 5Іі(/?ц 6̂

X cos(^:a)^x)cos(wm у).

(18)

А н ал о ги ч н ы е  ф о р м у л ы  п о л у ч аю тся  при  р е ш е н и и  у р ав н ен и я  (3) относи- 

ш ьно с о с та в л я ю щ ей  век то р н о го  п о тен ц и ал а  A ^ ( x , y , z )  с у ч е то м  за м е н ы  в

элучен н ы х  в ы р а ж е н и я х  и н д ексо в  х  н а  у  и  у  н а х. Ф о р м у л ы  (1 2 )- (1 8 )  я в ­
и т с я  общ и м и . О д н ак о  д л я  п р ео б л ад аю щ его  ч и с л а  за д а ч  р ас ч е та  п о л я  в 
лите, осо б ен н о  п р и  н езн ач и тел ь н о й  ее то л щ и н е  (ли ст), м о ж н о  п ри н и м ать

С,)Т (0) -  (5 ) -  4 x 7  и  (0) -  (5) =  4 у 7  ■ П р и  так и х  д о п у щ ен и ях

ы раж ения д л я  р а с ч е т а  н ап р я ж ен н о стей  эл ек тр и ч ес к о го  и  м агн и тн о го  по- 
ей п р и во д ятся  к  виду:

4 ;? p f '" c h (p r(S /2 -z ))к,т/

A=0m=0\ + ^P^'"th(p^'”5/2)Ph(p^,”5/2)

^;^7sh(Pn"'"(5/2-z))
Ы ' " ' + РірГ ‘=*(а^'”3/2)>Ь(рГ '5 /2)

cos(A:®^x) cos(wco^,y);

(19)

^*-;pf'"Pn'”sh(p„"'"(5/2-z))
"■ + ^i,p^"'cth(p^r5/ 2) >Ь(р Г  S / 2)

Hyxi^x,y,z)^ 2 ^ 2 ^
A=0m=0

5;l;pS '"ch(pS '"(5/2-z))
(20)

(li2P.‘ "’ +P.PS”c‘h(;2^-5/2)>h(pS''"5/2)^

i ф орм улы  д л я  р а с ч е т а  вел и ч и н  4 ^ ”в(0) и  Д и й ©  будут;

cos(A:tL)j^x) cos(mco^.y).
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.n .  ^  Ы Г а:;:М р Т ‘ь і 2)
/  ^к.т  , . .  ^KmĄ.i^{ k ,m ^  j  rs\ k.m  , ^ k ,i\х,рГ  -̂ )х,рТ Ч рГ о і2) + р ^ - сЛ(;2^-5/2)м,

; (21 )

. ^ ( 5 )  =  -
ц ,а '5 '"-^;Т& (р Г § / 2 )

Л.шс
Ц2С '

І̂2А"'” + Ь /^ Г а д '" 5 /2 )  Ц,а' ’'” + р Г сЛ(р Г '8 /2 )ц^
(22)

В случае, если рассматривается металлоконструкция, расположенная в 
однородном магнитном поле (к = О, т = О, рц’" '= а ц , 7̂*’" '=а[Д :0  и 

^ту\(^’У>̂ ) ~ ^ту\ )> получасм широко извсстныс выражсния
по расчету напряженностей электромагнитного поля (с учетом переноса 
системы координат в середину толщины плиты, т. е. z = z' + 5 /2 )[8 ,9 ];

р  ( - ^ =  s h ( a n z ')

V Y2 '  '"^‘ c h ( a , 8 / 2 ) ’
(23)

/^™,.D(’f > y .z ) -
_ ^myl ch(Ol0Z )

u, с1і(ац5/2)
H .my\

c h ( a ц z ')

сЬ(ац5/2)
(24)

Часто для количественной оценки отдельных параметров электромаг­
нитного поля используют вместо удельных величин усредненные значения 
на отдельных участках. В таких случаях в расчетные формулы подставля­
ются значения амплитуд (О, т)-й или {к, 0)-й гармоник. К примеру, усред­
ненное значение плотности вихревых токов на поверхности плиты
а'^|(х, у, 0) будет определяться по формуле

8xn(^>.V,0) = Y2£“S(x,y,0) = УсоузРгХ
m=0V

^0,/ті 0,m
Аплі P\

\і , рГ  У\^гРТН рТЫ 2)

nu, W
^mx\

Й2р Г'" + 1̂іЙ''"сА(р Г 5/2),,
cos(mG) у).

(25)

Приведенные выражения по расчету величин параметров электромаг­
нитного поля в рассматриваемой среде позволяют разделить их на две со­
ставляющие. Первая их них обусловлена тангенциальной величиной на­
пряженности электрического поля источника ), ( /1„„,) или

нормальной составляющей индукции . Вторая вызвана тангенциальной 
индукцией (напряженностью магнитного поля) В^уу{Н^уу).

При принятых допущениях и произвольной ориентации плиты по от­
ношению к токам источника (рис. За) в расчетах учитываются все три со­
ставляющие индукции, а при ее расположении к току источника под углом 
90° (рис. 36) или в области, где отсутствует или незначительна величина 
индукции В„,у (рис. Зд), учитываются только составляющие, содержащие 

^тх\ и В^уу. Если ток ориентирован в направлении осей координат Ох или
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Оу, то  в р ас ч е та х  у ч и т ы в а ю тс я  со о тветствен н о  со с та в л яю щ и е и  

(рис. Зв) или  5 ^ 1  и  5,„,| (рис. Зг).

Рис. 3. Примеры расположения листа относительно токов (источников магнитного поля) 
и составляющие вектора магнитной индукгщи на его поверхностях

Таким образом, рассмотренный алгоритм по исследованию электромаг­
нитных процессов в металлических листах и плитах, обусловленных неод­
нородными магнитными полями переменных токов, позволяет количест­
венно оценить величины параметров поля по результатам разложения в 
двойной ряд Фурье распределений магнитного векторного потенциала и 
магнитной индукции источника поля на поверхностях указанных объектов.

В Ы В О Д

Предложен метод расчета электромагнитного состояния металлических 
листов, плит, щитов и т. п., расположенных в неоднородных магнитных 
полях переменных токов с использованием двойных рядов Фурье, позво­
ляющий определять электромагнитные величины по параметрам поля ис­
точника на поверхностях исследуемых объектов и их геометрическим раз­
мерам и электромагнитным свойствам.
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