
 

МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ 
РЕСПУБЛИКИ БЕЛАРУСЬ 

 
Белорусский национальный  
технический университет 

 
Кафедра «Высшая математика № 1» 

 
 
 
 

 
 

 

МАТЕМАТИКА  
 

Практикум   
 
 
 

 
ЧАСТЬ  I  

 
 
 
 

 
 
 
 
 

Минс к   
БНТУ  
2 0 1 4  



МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ РЕСПУБЛИКИ БЕЛАРУСЬ 
Белорусский национальный технический университет 

 
Кафедра «Высшая математика № 1» 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

МАТЕМАТИКА  
 

Пр а к т и к у м   
 

В 4 частях 
 
 

 
ЧАСТЬ  I  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Мин с к   
БНТУ  
2 0 1 4  



 

УДК 519.2 (075.8) 
ББК 22.1я7 

М34 
 
 

С о с т а в и т е л и : 
Е. А. Бричикова, Е. А. Герасимова, Л. А. Раевская,  

Е. В. Сагарда, В. И. Юринок, Т. С. Яцкевич 
 
 

Р е ц е н з е н т ы :  
А. Н. Исаченко, В. П. Грибкова 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

М34 
Математика : практикум : в 4 ч. / сост.: Е. А. Бричикова [и др.]. – 

Минск : БНТУ, 2014–    . – Ч. 1. – 2014. – 134 с.  
ISBN 978-985-550-340-9 (Ч. 1) 

 
Издание написано в соответствии с действующей программой курса «Математика» 

для студентов инженерно-технических специальностей БНТУ. 
Практикум состоит из 34 занятий по основным темам разделов «Линейная алгебра 

и аналитическая геометрия», «Введение в математический анализ», «Дифференциаль-
ное исчисление функций одной переменной», «Дифференциальное исчисление функ-
ций нескольких переменных». Каждое занятие содержит задания для аудиторной и са-
мостоятельной работы студентов. Задания снабжены ответами, что позволит студен-
там проконтролировать правильность решений задач. Издание содержит также вари-
анты типовых расчетов, которые могут быть использованы и для индивидуальных за-
даний студентов, и для проведения текущего контроля знаний студентов. 

Практикум предназначен для студентов дневной и заочной форм обучения и по-
служит лучшей организации их самостоятельной работы. 

 
УДК 519.2 (075.8) 

ББК 22.1я7 
 
 

ISBN 978-985-550-340-9 (Ч. 1) © Белорусский национальный  
ISBN 978-985-550-341-6 технический университет, 2014



 

3 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

Занятие 1. Декартова и полярная системы координат.  

Построение графиков функций .................................... 5 

Занятие 2. Матрицы и действия над ними ..................................... 6 

Занятие 3. Вычисление определителей ......................................... 11 

Занятие 4. Обратная матрица.  

Решение матричных уравнений ................................. 15 

Занятие 5. Решение невырожденных систем  

линейных уравнений .................................................... 18 

Занятие 6. Ранг матрицы ................................................................. 20 

Занятие 7. Решение произвольных и однородных систем 

линейных уравнений .................................................... 22 

Занятие 8. Векторы. Линейные операции над векторами.  

Скалярное произведение векторов ............................ 25 

Занятие 9. Векторное и смешанное произведения векторов ..... 28 

Занятие 10. Прямая на плоскости .................................................. 31 

Занятие 11. Плоскость ...................................................................... 34 

Занятие 12. Прямая в пространстве.   

Прямая и плоскость в пространстве ......................... 36 

Занятие 13. Кривые второго порядка на плоскости ................... 40 

Занятие 14. Поверхности второго порядка ................................... 46 

Занятие 15. Функция. Предел последовательности   

и предел функции .......................................................... 48 

Занятие 16. Первый и второй замечательные пределы ............. 52 

Занятие 17. Сравнение бесконечно малых функций.  

Непрерывность функций. Точки разрыва ............... 55 

Занятие 18. Производная функции, ее геометрический  

и физический смысл ..................................................... 57 

Занятие 19. Производная функции.  Логарифмическая 

производная.................................................................... 61 

Занятие 20. Дифференцирование функций, заданных 

параметрически и неявно.  

Дифференциал функции .............................................. 63 

Занятие 21. Производные и дифференциалы  

высших порядков .......................................................... 66 

Занятие 22. Правило Лопиталя-Бернулли .................................... 68 

Занятие 23. Формула Тейлора ......................................................... 70 



 

4 

Занятие 24. Монотонность функций. Экстремум.  

Наибольшее и наименьшее значения функций. 

Выпуклость и вогнутость графиков функций ........ 74 

Занятие 25. Асимптоты. Построение графиков функций .......... 79 

Занятие 26. Кривизна кривой.......................................................... 81 

Занятие 27. Область определения и область значений функции 

нескольких переменных. Частные производные .... 83 

Занятие 28. Полный дифференциал функции нескольких 

переменных и его применение.  

Частные производные и дифференциалы  

высших порядков .......................................................... 85 

Занятие 29. Производные сложных функций нескольких 

переменных. Производная функции,  

заданной неявно ............................................................ 88 

Занятие 30. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

Производная по направлению. Градиент ................. 92 

Занятие 31. Экстремум и условный экстремум функции 

нескольких переменных .............................................. 94 

Занятие 32. Наибольшее и наименьшее значение функции 

нескольких переменных в замкнутой области ........ 95 

Занятие 33. Комплексные числа и действия над ними .............. 97 

Типовой расчет № 1 Элементы линейной алгебры  

и аналитической геометрии ...................................... 101 

Типовой расчет № 2 Предел функции. Производная  

и ее применение  к исследованию функций  

и построению графиков ............................................. 116 



 

5 

Занятие 1.  

Декартова и полярная системы координат.  

Построение графиков функций 

Аудиторные задания 

1.1 Построить графики функций: 

1) x
y

coslog22 ; 2) 
|1|2

23






x

xx
y ; 3) 














.03,2

,20,2

2

1

xxx

x
y

x

; 

4) 1|2|2  xxy ; 5) 
2

2cos1 x
y


 ; 6) 1||sin  xy ;  

7) 1log 2
2/1  xy ; 8) 

1||

1




x
y . 

1.2 Построить графики функций, заданных параметрически: 

1) tytx  2,21 ; 2) 4, 2  tytx ; 

3) tytx sin,cos2  ;  4) 32 ,1 ttytx  ; 

5) 32 , btyatx  ; 6) tytx 33 sin2,cos2  ; 

7) tytx sin23,cos21  ; 8) )cos1(2),sin(2 tyttx  . 

1.3 Записать уравнения кривых в полярных координатах: 

1) xy  ; 2) 1y ; 3) 422  yx ; 

4) yyx 222  ; 5) 01 yx ; 6) 222 ayx  . 

1.4 Построить графики функций, заданных уравнением в 

полярной системе координат: 

1) 1r ; 2)  2r ; 3) 2cos r ; 4)  er ; 

5)  cos4r ; 6)  2sin3r ; 7) )cos1(2 r ; 8) 



cos23

6
r ; 

9) 



sin1

2
r ; 10)  3cos2r ; 11)  2sin362r . 

Домашние задания 

1.5 Построить следующие кривые: 
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1) |2| 2  xxy ; 2) |3|  xxy ; 3) tytx  ,12 ; 

4) 23, tytx  ; 5)  sin2r ; 6) )sin1(3 r ; 

7)  2cos4r ; 8) 



cos1

3
r . 

Ответы:  

1.3 1) 
4


 ; 2) 




sin

1
r ; 3) 2r ; 

4)  sin2r ; 5) 



cossin

1
r ; 6) 




2cos

2
2 a

. 

Занятие 2.  

Матрицы и действия над ними 

Аудиторные задания 

2.1 Найти CBA 32 , если 



































































768

231

543

,

651

432

011

,

534

312

201

CBA . 

2.2 Найти 3A+2E, если 
























212

131

452

A , E – единичная 

матрица третьего порядка. 

2.3 Найти матрицу X , если 








































93

82

71

3

1

50

42

31

2 X . 

2.4 Найти матрицу, транспонированную матрице А: 

1) 




















102

131

452

A ; 2) 


















3

2

1

A ; 3)  aaaA . 
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2.5 Даны матрицы 















 




















07

13

11

,

05

31

01

BA , 





















32

65

31

C . 

Найти: 1) 2А; 2) CBA 32 ; 3) 
TC2 . 

 

2.6 Даны матрицы A и B. Найти AB и BA, если: 

1) 






































531

423

172

,

504

310

201

BA ; 

2) 




























01

43

70

,
513

011
BA ; 3)  325,

2

4

3


















 BA . 

2.7 Вычислить 


















































1

1

05

22

11

103

012

103

. 

2.8 Найти те из произведений 
22,,, BABAAB , которые суще-

ствуют: 

1) 






 











21

10
;

43

21
BA ; 2)  
























1

4

3

5

;0321 BA ; 

3) 

































5

3

4

;
121

302
BA ; 4) 































15

03

42

;
022

153
BA . 

2.9 Найти произведение матриц (AB)C и A(BC): 
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




















































3

2
,

34

12

03

,

351

232

114

305

CBA . 

2.10 Показать, что матрица 






 


13

12
A  является корнем мно-

гочлена 53)( 2  xxxf . 

2.11 Найти значение матричного многочлена  Af , если: 

1)   











10

01
,132 2 Axxxf ;  

2)  






















233

120

031

,232 Axxxf ;  

3)   













13

21
,32 23 Axxxf . 

Домашние задания 

2.12 Найти: 1) BA 23  , если 




















21

10
;

43

21
BA ;  

2) AB 52  , если 






















01015

1050
;

046

420
BA . 

2.13 Найти 2)3( BA , если 










































014

201

112

,

963

852

741

BA . 

2.14 Найти те из произведений CBBCCAACBAAB ,,,,, , кото-

рые имеют смысл, если 
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






 


202

311
A , 







 


11

10
B , 



















0121

0021

0210

C . 

2.15 Проверить, коммутируют ли матрицы A и B: 

1)  


















6

5

4

,321 BA ; 2) 






















12

35
;

53

21
BA ;  

3) 










































336

135

167

,

351

493

372

BA . 

2.16 Найти значение матричного многочлена  Af , если: 

1)   











12

01
,722 2 Axxxf ;  

2)  






















125

410

332

,253 2 Axxxf . 

2.17 Найти матрицу A
T
, если: 

1) 









43

21
A ; 2) 

























214

753

021

A ; 3)  4321A . 

Ответы: 2.1 






















21313

449

914

. 2.2 






















436

373

12158

.  

2.3 






















39

06

399

. 2.4 1) 























114

035

212
TA ; 2)  321TA ;  
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3) 


















a

a

a

AT . 2.5 1) 



















010

62

02

 ; 2) 





















333

32

64

 ;3) 












6126

4102
.  

2.6 1) 








































18321

8213

3076

,

291313

19110

1114

BAAB ;  

2) 































011

20115

35721

,
172

113
BAAB ; 

3)  13,

6410

12820

9615
























 BAAB . 2.7 























1

8

1

.  

2.8 1) 






 

















 











32

21
;

2215

107
;

107

43
;

54

32 22 BABAAB ; 

2)   существуют неи;

0321

01284

0963

015105

;1 22 



























 BABAAB ; 

3) существуют не,,;
3

7 22 







 BABAAB ;  

4) существуют неи;

52317

3159

2214

;
810

1114 22 






























 BABAAB . 

2.9    
























32

31

18

33

BCACAB .  
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2.11 1) 








60

00
 ; 2) 























3120

133

300

 ; 3) 












230

2018
. 

2.12 1) 








167

43
 ; 2) 









000

000
 . 2.13 



















11110551

85418

21296

.  

2.14 













513

202
BA ; 










0662

0554
AC . 2.15 1) не коммути-

руют; 2) не коммутируют: 
























11

54

45

11
BAAB ;  

3) коммутируют: 

























300

030

003

BAAB .  

2.16 1) 








 114

07
 ; 2) 























632370

441860

66025

 .  

2.17 1) 









42

31
A T

; 2) 

























270

152

531

 AT
; 3) 





















4

3

2

1

A T
. 

Занятие 3.  

Вычисление определителей 

Аудиторные задания 

3.1 Вычислить определители второго порядка: 

1) 
13

52




; 2) 

aa

a

2

1
; 3) 

xx

xx

sincos

sincos


; 
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4) 
4 3

4

1 a

aa


; 5) 

52

lnln yx
. 

3.2 Вычислить определители третьего порядка различными 

способами: 

1) 

365

723

251







; 2) 

0

0

0

cb

ca

ba





; 3) 





sincos0

011

sin0cos

; 

4) 

241

183

401



 ; 5) 

142

131

140 

. 

3.3 Вычислить определители по правилу Саррюса и разлагая по 

элементам 1-й строки: 

1) 

987

654

321

; 2) 

812

278

543







. 

3.4 Решить уравнение: 0
14

1






x

xx
. 

3.5 Решить уравнение 0

512

154

31







x

. 

3.6 Построить график функции 

111

111

12



xx

y . 

3.7 Вычислить определители, разлагая по элементам ряда: 

1) 

8394

6183

2071

4052

; 2) 

3021

4152

1321

2142





. 
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3.8 Вычислить определители методом приведения их к 

треугольному виду: 

1) 

9521

4711

4331

4321




; 2) 

6741

2120

6031

1512









. 

3.9 Вычислить определители, предварительно упростив их: 

1) 

4113

2104

4122

0123









; 2) 

43123

31030

23212

15010

51321

; 

3) 

136153

51102

1720

13251







; 4) 

1322

1312

6100

4213




; 

5) 

0123

1012

2101

3210

; 6) 

1185

1021

5321

4132





. 

Домашние задания 

3.10 Решить уравнение 0

111

21

412

x

x

. 

3.11 Найти )det(AB  и проверить, что BAAB detdet)det(  , 
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если 





































234

112

302

,

211

112

321

BA . 

3.12 Вычислить определители, разлагая их по элементам ряда: 

1) 

1613

3213

1210

0112







; 2) 

5032

0126

2112

4332







. 

3.13 Вычислить определители методом приведения их к 

треугольному виду: 

1) 

1511

4321

2123

1512


; 2) 

3214

2143

1432

4321

. 

3.14 Решить неравенство 4

213

251

103









xx . 

3.15 Вычислить определители: 

1) 

0140

1427

4538

0250

; 2) 

4335

3727

9498

6237






. 

Ответы: 3.1 1) 13; 2) 22a ; 3) x2sin ; 4) 2a; 5) 
2

5

ln
y

x
. 

3.2 1) 78; 2) 0; 3) 2sin ; 4) 100; 5) – 6. 3.3 1) 0; 2) 0. 

3.4 4;1  xx . 3.5 3x . 3.6 Прямая 22  xy . 3.7 1) 0;  

2) 16. 3.8 1) 20; 2) 27. 3.9 1) 38; 2) 168; 3) – 192; 4) 75; 5) – 12; 6) 300. 
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3.10 2,1 21  xx . 3.11 40. 3.12 1) 0; 2) 48. 3.13 1) 54; 2) 160.  

3.14 










5

36
; . 3.15 1) 60; 2) 150. 

Занятие 4.  

Обратная матрица. Решение матричных уравнений 

Аудиторные задания 

4.1 Найти матрицы, обратные данным, если они существуют: 

1) 












53

21
; 2) 























216

524

312

; 3) 


















142

321

103

. 

4) 






















514

835

913

; 5) 





















0111

1011

1101

1110

. 

4.2 Найти обратную матрицу, если она существует: 

1) 








31

21
; 2) 









43

21
; 3) 

















211

121

111

; 4) 
















 6144

462

321

. 

4.3 Решить матричные уравнения: 

1) 





















32

11

33

41
X ; 2) 



























 21

24

23

21

21

20
X ;  

3) 






























































125

21

61

50

41

21

210

142

011

X . 

4.4 Решить матричные уравнения: 

1) 



















31

02

10

11
X ; 2) 





















10

01

45

34
X ; 
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3) 






 




















 

32

11

54

65

32

11
X . 

4.5 Решить матричные уравнения: 

1) 
















































421

122

031

012

423

321

X ;  

2) 




































003

020

100

300

020

001

X ; 3) 








































7

0

7

120

132

321

X . 

Домашние задания 

4.6 Найти матрицы, обратные данным, если они существуют: 

1) 








75

43
; 2) 

















 325

436

752

 3) 























012

423

321

; 4) 

















987

654

321

. 

4.7 Решить матричные уравнения: 

1) 











































0152

095

038

125

231

135

X ;  

2) 



















 123

321

21

45
X ; 

3) 






 




















 

32

11

54

22

32

11
X ; 

4) 

























































087

654

321

087

654

321

120

132

321

X . 
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Ответы: 4.1 1) 












13

25
; 2) не существует;  

3) 

























6128

1017

2410

38

1
; 4) 

























1477

21217

35147

49

1
;  

5) 





























2111

1211

1121

1112

3

1
. 

4.2 1) 












11

23
; 2) 













2/12/3

12
; 3) 























101

011

113

; 4) не 

существует. 

4.3 1) 




















0
15

1

1
15

11

; 2) 























8

5

8

1
4

3

4

3

;  3) 



























4
13

30

1
13

5

3
13

5

. 

4.4 1) 












31

33
; 2) 









 45

34
;  3) 













54

65
. 

4.5 1) 























458

101317

131520

; 2) 

















003

010

3/100

;  3) 





















3

5

6

.  

4.6 1) 












35

47
; 2) 























242927

344138

111

; 3) 























457

568

234

; 
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4) не существует. 

4.7 1) 
















987

654

321

; 2) 













2814

2410

6

1
; 

3) 








12

12/5
; 4) 































1
7

2

7

4

1
7

1

7

2

1
7

4

7

1

. 

Занятие 5.  

Решение невырожденных систем линейных уравнений 

Аудиторные задания 

5.1 Убедиться, что система является невырожденной, и решить 

ее по формулам Крамера и матричным способом: 

1) 














;287

,8654

,532

yx

zyx

zyx

 2) 














;185

,1432

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3) 














.218103

,12462

,332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 4) 














.423

,12

,02

321

21

321

xxx

xx

xxx

 

5) 














.0723

,063

,0722

zyx

zyx

zyx

 6) 














.534

,122

,23

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

7) 














.21325

,053

,452

zyx

zyx

zyx

 8) 








.1843

,82

21

21

xx

xx
  



 

19 

9) 














.1323

,34

,532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 10) 














.534

,923

,122

zyx

zyx

zyx

 

11) 














.010243

,0145

,03327

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Домашние задания 

5.2 Проверить, являются ли системы невырожденными, и если 

являются, то решить их матричным методом и по формулам 

Крамера: 

1) 














.3

,12

,024

32

321

321

xx

xxx

xxx

 2) 














.12

,04

,52

32

31

21

xx

xx

xx

 

3) 














.105

,163

,52

zy

zx

yx

 4) 














.1625

,16732

,62

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Ответы: 5.1 1) (–2;2;1); 2) (1;2;–3); 3) (–3;3;0); 4) 1321  xxx ; 

5) 1,1,2  zyx ; 6) 1,0,1 321  xxx ;  

7) 2,2,4  zyx ; 8) 3,2 21  xx ;  

9) 0,1,1 321  xxx ; 10) 1,1,2  zyx ;  

11) 1,3,0 321  xxx . 

5.2 1) 2,1,1 321  xxx ; 2) .
3

2
,

3

1
,

3

8
321  xxx ;  

3) 5,3,1  zyx ; 4) 1,1,3 321  xxx . 
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Занятие 6.  

Ранг матрицы 

Аудиторные задания 

6.1 Найти ранг матрицы: 

1) 




















031

334

213

; 2) 




















3151

5311

6512

. 

6.2 Найти ранги матриц с помощью элементарных 

преобразований или методом окаймляющих миноров и указать 

какой-либо базисный минор. 

1) 






















4842

6012

5421

; 2) 






















11111

11312

55718

; 

3) 



























1977

7115

4312

1531

; 4) 





























14157

70531

43235

52313

; 

5) 





























7710

2624

3511

1312

4201

. 

6.3 При каких значениях  ранг матрицы равен двум: 

1) 






















334

10

431

; 2) 




















700

420

32

? 

6.4 Проверить справедливость неравенств BABAAB rrrr  , , если 
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



















013

321

201

A ,  



















102

513

420

B . 

Домашние задания 

6.5 Найти ранги матриц и указать какой-нибудь базисный 

минор. 

1) 





























124

600

024

312

; 2) 





























451041

521131

11201

13112

; 3) 





















 





1

1

0

3

2

0

1

1

2

1

5

3

2

1

2

2

1

1

0

1

. 

6.6 Проверить справедливость неравенства BABA rrr  , если 
















































111

222

111

,

423

312

111

BA . 

Ответы: 6.1 1) 2; 2) 2. 6.2 1) 

442

612

521

,3







r ;  

2) 
12

18
,2




r ; 3) 

177

312

131

,3 



r ; 4) 

157

435

513

,3







r ; 

5) 
12

01
,2


r . 6.3 1) 3 ; 2) 2,0  . 6.5 1) 2; 2) 3; 3) 3.  
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Занятие 7.  

Решение произвольных и однородных  

систем линейных уравнений 

Аудиторные задания 

7.1 Исследовать системы на совместность и в случае 

совместности решить их. 

1) 














.323

,132

,22

zyx

zyx

zyx

 2) 














.2749

,42253

,6372

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

3) 








.3232

,142

54321

54321

xxxxx

xxxxx
 4) 















.547

,323

,132

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

5) 

























.13

,102

,82

,752

,1823

4321

5432

541

5421

5321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 6) 





















.10632

,1232

,522

,2

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

7) 














.6453

,3532

,243

431

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

 8) 














.26204

,03102

,135

4321

421

4321

xxxx

xxx

xxxx

 

7.2 Решить однородную систему и найти фундаментальную 

систему решений. 

1) 








.0392

,02

321

321

xxx

xxx
 2) 















.0243

,0352

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3) 








.03

,0322

4321

4321

xxxx

xxxx
 4) 















.020107

,0252

,0634

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx
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5) 














.0463

,042

,032

321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

 6) 














.02

,0236

,023

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

7.3 Решить системы методом Гаусса: 

1) 














;1622

,032

,4

31

321

321

xx

xxx

xxx

 2) 














;524

,22

,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3) 














;03

,0334

,023

yx

zyx

zyx

 4) 















.687

,9654

,632

yx

zyx

zyx

 

Домашние задания 

7.4 Исследовать системы уравнений и в случае совместности 

решить их. 

1) 














.7653

,3532

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2) 














.444

,2232

,13

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3) 





















.154

,12

,143

,132

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

 4) 














.26204

,03102

,135

4321

421

4321

xxxx

xxx

xxxx

 

7.5 Решить системы: 

1) 














.034

,023

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2) 








.0242

,023

4321

4321

xxxx

xxxx
 

Ответы: 7.1 1) Система несовместна;  

2) 

















 
RCCCC

CCCC
2121

2121 ,,,
11

510
,

11

29
; 
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3) 


















 
RCCCCCC

CCCCCC
321321

321321
,,,,,

7

1374
,

7

149 ; 

4) 















 
RCCCCCC

CCCC
321321

2321 ,,,,,
5

4
,

5

51353
; 

5) 2,1,3,4,5 54321  xxxxx ; 

6)   RCCCCC  3,2,1, ; 

7) система несовместна; 

8) 





















 
RCC

CCCC
CC 21

1221
21 ,

3

210
,

9

2553
,, . 

7.2 1)  5,1,3;,
5

,
5

3
11

1
1

















RCC

C
C ; 2) 0321  xxx ;  

3)   
























 
1,

7

5
,0,

7

8
;0,0,1,1;,

7

5
,,

7

87
212

2
1

21 RCCC
C

C
CC

;  

4) 












































 
1,0,7,

3

38
,0,1,

2

7
,

3

19
,,,

2

147
,

3

3819
2121

2121
RCCCC

CCCC ; 

5) 
































 

2

5
,

2

3
,1,0,

4

5
,

4

3
,0,1,,

4

105
,

4

63
,, 21

2121
21 RCC

CCCC
CC ; 

6) 












































 



1,0,

26

11
,

26

23
,

26

9
,0,1

13

11
,

13

3
,

13

4
,,,

26

1122
,

26

236
,

26

98
2121

212121
RCCCC

CCCCCC . 

7.3 1)   RCCCC  ;;42;8 ; 2) несовместна; 

3)   RCCCC  ;5;;3 ; 4) (–2;1;2).  

7.4 1) Несовместна; 2) 


















 
RCC

CC
,

5

8
,

5

75
; 

3) 1,1 21  xx ; 4) 





















 
RCC

CCCC
CC 21

1221
21 ,

3

210
,

9

2553
,, . 

7.5 1) 0,0,0 321  xxx ; 2) },|),,2,0{( 212121 RCCCCCC  . 
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Занятие 8.  

Векторы. Линейные операции над векторами.  

Скалярное произведение векторов 

Аудиторные задания 

8.1 Определить, для каких векторов a


 и b


 выполняются 

следующие условия: 

1) |||||| baba


 ; 2) |||||| baba


 ; 3) |||| baba


 ;  

4) 0|| ba


; 5) 
|||| b

b

a

a








 . 

8.2 Даны векторы kjia


623   и jib


 2 . Определить 

проекции на координатные оси следующих векторов: 

1) b


2

1
 ; 2) a


2 ; 3) ba


32  . 

8.3 Проверить коллинеарность векторов )3;1;2( a


 и )9;3;6( b


. 

Установить, какой из них длиннее другого и во сколько раз, как они 

направлены – в одну или в противоположные стороны. 

8.4 При каких α и  векторы kjia

35   и kjib


 2  

ортогональны, а векторы a


 и kjic


 2  коллинеарны? 

8.5 Найти направляющие косинусы вектора )3;2;6( a


. 

8.6 Определить модули суммы и разности векторов kjia


853   

и kjib


4 . 

8.7 Даны вершины треугольника      3;5;6,3;1;0,2;1;4 CBA  . 

Найдите: 1) координаты вектора AD , если AD – медиана 

треугольника; 2) координаты точки O пересечения медиан этого 

треугольника. 

8.8 Даны точки        4;4;1,4;3;0,0;0;0,0;4;4 DCBA . 

Докажите, что ABCD – равнобедренная трапеция. 

8.9 Дан треугольник с вершинами в точках 

     2;0;1,2;1;4,1;3;2 CBA  . Найти:  

а) внутренний угол при вершине С; б) площадь треугольника АВС; 

в) длину высоты, опущенной из вершины С на АВ. 
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8.10 Даны точки )5;0;3(),3;1;2(),1;2;1( CBA  . Подобрать 

точку D  так, чтобы четырехугольник ABCD  был 

параллелограммом. 

8.11 Найти ( nmnm


 ,2 ), если ,3,2 banbam


  

;2||||  ba


 








),( ba


. 

8.12 Даны вершины четырехугольника )0;4;1(),2;2;1( BA  , 

)1;1;4(C  и )3;5;5( D . Доказать, что его диагонали AC  и BD  

взаимно перпендикулярны. 

8.13 Вычислить внутренние углы треугольника АВС, если 

)2;4;7(),7;1;3(),1;2;1(  CBA . Убедиться, что этот треугольник 

равнобедренный. 

8.14 Вычислить проекцию вектора kjia


525   на ось 

вектора kjib


22  . 

8.15 Даны векторы  4;3;1a


,  2;4;3 b


,  4;1;1c


. Найти 

aпр
cb





. 

8.16 Какую работу производит сила  4;1;2 F


, когда точка 

ее приложения, двигаясь прямолинейно, перемещается из точки 

 3;2;1A  в точку  1;6;5 B ? 

Домашние задания 

8.17 Найти длины диагоналей параллелограмма, построенного 

на векторах )8;5;3( a


 и )4;1;1( b


, и косинус угла между его 

диагоналями. 

8.18 Даны три вектора )0;5;1(,)1;1;2( ba


  и )2;4;4( c


. 

Вычислить )23(пр bac


  . 

8.19 При каком значении   векторы kjia


23   и 

kjib


 2  взаимно перпендикулярны? 

8.20 Векторы a


 и b


 образуют угол 



 . Зная, что 
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1||,3||  ba


, вычислить угол   между векторами bap


  и 

baq


 . 

8.21 Найти координаты вектора b


, коллинеарного вектору 

)1;1;2( a


, при условии что 3),( ba


. 

8.22 Даны точки      4;3;2,4;3;2,2;0;1 CBA  . Найдите 

координаты вектора AD , если известно, что точка D делит отрезок 

BC в отношении 3 . 

8.23 Найдите направляющие косинусы вектора AB , если 

   3;8;1,5;4;3  BA . 

8.24 Найдите вектор b


, ортогональный вектору kjia


 2  

и удовлетворяющий условиям     2,;3,  jbib


. 

Ответы: 8.1 1) ba


 ; 2) baba


 , ; 3) ba


 ; 4) ba


 ; 

5) 0;0;  baba


.  

8.2 1) 







 0;

2

1
;1 ; 2)  12;4;6  ; 3)  12;1;0  .  

8.3 Векторы противоположно направленные, вектор b


 длиннее век-

тора a


 в 3 раза.  

8.4 1) 5 ; 2) 

5

3
;10  .  

8.5 

7

3
cos;

7

2
cos;

7

6
cos  .  

8.6 14;6  baba


.  

8.7 1)  2;4;1 AD ; 2) 











3

2
;

3

5
;

3

10
O .  

8.9 а) 
494

18
arccos ; б) 

2

170
; в) 

3

170
. 8.10  9;1;0D . 8.11 – 42.  
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8.13 

14

122
cos;

14

122
cos;

49

12
cos  CBA . 8.14 

3

2
 . 

8.15 5. 8.16 20. 8.17 6||  ba


, 14|| ba


, 
21

20
cos  .  

8.18 11)23(  baпрc


 . 8.19 6 . 8.20 




 arccos .  

8.21 









2

1
;

2

1
;1b


. 8.22  0;3;3AD .  

8.23 

3

1
cos;

3

2
cos;

3

2
cos  . 8.24  7;2;3b


. 

Занятие 9.  

Векторное и смешанное произведения векторов 

Аудиторные задания 

9.1 Векторы a


 и b


 ортогональны. Зная, что 4||,3||  ba


, 

вычислить: 1) |],[| ba


; 2) |],[| baba


 ; 3) |])(,)3([| baba


 . 

9.2 Даны векторы )1;2;1(),2;1;3(  ba


. Найти координаты 

векторных произведений:  

]2,2[;],2[;],[ bababbaba


 3)2)1) . 

9.3 Найдите какой-либо ненулевой вектор c


, 

перпендикулярный векторам  3;2;1a


 и  5;2;0b


. 

9.4 Вычислите синус угла, образованного векторами kja


 6  

и jib

3 . 

9.5 Даны вершины треугольника )2;6;5(),2;1;1(  BA , 

)1;3;1( C . Вычислить площадь треугольника и длину высоты, 

опущенной из вершины B  на сторону AC . 

9.6 Докажите справедливость тождества    bababa


,2,   

и выясните его геометрический смысл. 
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9.7 Даны векторы kjckjibkjia


 ,3;2 . 

Найдите: 1)   cba


,, ; 2)   cba


,, . 

9.8 Известно, что 0


 cba . Докажите, что 

     cbacba


,,,  . 

9.9 Сила  2;4;3F


 приложена к точке  2;1;2 C . 

Определите величину и направляющие косинусы момента силы 

относительно начала координат.  

9.10 Выясните, компланарны ли векторы: 

а)  1;1;0a


,  1;1;1b


,  0;0;1c


; б)  0;2;4 a


,  3;6;3b


, 

 5;4;1 c


 

9.11 Доказать, что четыре точки )5;1;0(),1;2;1( BA  , 

)3;1;2(),1;2;1( DC   лежат в одной плоскости. 

9.12 Даны вершины тетраэдра: ),7;3;6(),2;1;4(),1;3;2( CBA   

)8;4;5( D . Найти объем тетраэдра и длину высоты, опущенной 

из вершины D . 

9.13 Выясните ориентацию тройки векторов:  

1) kjickjibkjia


 32,43;2 ;  

2) kjickibkjia


 2,23;25 . 

9.14 Найти длину высоты параллелепипеда, построенного на 

векторах kjickibkjia


 ,24,5 , если за основание 

взят параллелограмм, построенный на векторах a


 и b


. 

Домашние задания 

9.15 Найти вектор c


, ортогональный векторам )1;3;2( a


 и 

)3;2;1( b


 и удовлетворяющий условию 10)72,(  kjic


. 

9.16 Вычислить площадь параллелограмма, построенного на 

векторах )1;1;0( a


 и )1;1;1(b


. 

9.17 Вычислить синус угла, образованного векторами )1;2;2( a


 

и )6;3;2(b


. 
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9.18 Установить, компланарны ли векторы cba


,, , если 

),1;3;2( a


 )11;9;1(),3;1;1(  cb


. 

9.19 Лежат ли точки )2;8;5(),10;5;3(),4;8;3(),4;5;5( DCBA  в 

одной плоскости? 

9.20 Выяснить, правой или левой будет тройка векторов 

,)0;4;3(a


 )5;2;0(,)1;4;0( cb


 . 

9.21 Вычислите объем тетраэдра ABCD и длину высоты, 

опущенную из точки D на основание ABC, если известны 

координаты его вершин        8,3,1,3,1,2,3,2,3,1,0,0 DCBA  . 

9.22 Даны три силы      3;1;4,1;2;3,3;1;2 321  FFF


, 

приложенные к точке  2;4;1 C . Определите величину и 

направляющие косинусы момента равнодействующей силы 

относительно точки  1;3;2 A . 

Ответы: 9.1 1) 12; 2) 24; 3) 48. 9.2 1) (5;1,7); 2) (10; 2; 14);  

3) (20; 4; 28). 9.3 kjic

254  . 9.4 

185

23
. 9.5 5;

2

25
. 9.6 Пло-

щадь параллелограмма, сторонами которого являются диагонали 

данного параллелограмма, равна удвоенной площади данного па-

раллелограмма.  

9.7 1) kji


224  ; 2) kj


22  .  

9.9 15; 

15

11
cos;

15

2
cos;

3

2
cos  . 9.10 а) да; б) нет.  

9.12 11;
3

154
. 9.13 1) правая тройка; 2) левая тройка. 9.14 

143

16
. 

9.15  1,5,7c


. 9.16 6 . 9.17 
21

175
sin  . 9.18 Компланарны. 

9.19 Нет, не лежат. 9.20 Левая. 9.21 

137

29
,

6

29
.  
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9.22 
66

7
cos;

66

4
cos;

66

1
cos;66  .  

Занятие 10.  

Прямая на плоскости 

Аудиторные задания 

10.1 Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

)2;1(A , перпендикулярно вектору 21MM , если 

)2;3(,)7;2( 21 MM  . 

10.2 Написать каноническое и параметрические уравнения 

прямой, проходящей через точку )2;3( A  параллельно: 1) вектору 

)5;1(S


; 2) оси Oу . 

10.3 Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

)8;1(A  и образующей с осью абсцисс угол, равный 
4

3
. 

10.4 Написать уравнение прямой, проходящей через точки 

   5;4,1;2 21 MM , и найти точки ее пересечения с осями координат. 

10.5 Составить уравнение прямой, проходящей через точку 

 3;40M , являющуюся основанием перпендикуляра, опущенного из 

начала координат на эту прямую. 

10.6 При каком значении A прямая 0134  yAx  образует с 

осью Ox угол  45 ? 

10.7 Даны вершины треугольника      4;3,5;4,3;2  CBA . 

Найти: 1) уравнение стороны AB; 2) уравнение медианы, 

проведенной из вершины C; 3) уравнение высоты, проведенной из 

вершины C. 

10.8 Написать уравнение прямой, параллельной биссектрисе 

второго координатного угла и отсекающей на оси Oy отрезок, 

равный 3. 

10.9 Найдите уравнение прямой, проходящей через точку 

 3;2 A : 1) параллельно прямой 92  xy ; 2) перпендикулярно 

прямой 023  yx . 
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10.10 Каково взаимное расположение двух прямых, угловые 

коэффициенты которых равны – 2,5 и – 0,4? 

10.11 Найдите расстояние от точки  2;1M  до прямой: 

1) 








,32

,1

ty

tx
 2) 









.33

,25

ty

tx
 

10.12 Какие прямые данной пары пересекаются, параллельны 

или совпадают? Если прямые пересекаются, найдите координаты 

точки их пересечения: 

1) 012  yx  и 023  yx ; 2) 262  yx  и 013  yx ; 

3) 3 yx  и 0133  yx ; 4) 
1

1

2

1






 yx
 и 

1

2

1

2 




 yx
. 

10.13 Найти расстояние между прямыми 026512  yx  и 

013512  yx . 

10.14 Найти проекцию точки )6;2(A  на прямую 

0543  yx . 

Домашние задания 

10.15 Найти уравнение прямой, проходящей через точку 

пересечения прямых 0723  yx  и 063  yx  и отсекающей 

на оси абсцисс отрезок, равный 3. 

10.16 Найти точку O  пересечения диагоналей 

четырехугольника ABCD , если )5;3(),2;5(),5;3(),3;1(  DCBA . 

10.17 Даны вершины треугольника ABC : 

)1;6(,)2;2(,)2;1( CBA  . Найти: 

1) уравнение стороны AB ; 

2) уравнение высоты CH ; 

3) уравнение медианы АМ; 

4) уравнение прямой, проходящей через вершину C  параллельно 

стороне AB ; 

5) расстояние от точки C  до прямой AB . 

10.18 Найти уравнения перпендикуляров к прямой 

01553  yx , проведенных через точки пересечения данной 

прямой с осями координат. 
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10.19 Записать уравнение прямой, проходящей через точку 

)3;2(A  и составляющей с осью Ox  угол: а) 45
о
; б) 90

о
; в) 0

о
. 

10.20 Найти точку B , симметричную точке )12;8(A  

относительно прямой 062  yx . 

10.21 Найти один из углов между прямыми: 

1) 0532  yx  и 073  yx ; 2) 








7

4

ty

x
 и 











23

13

ty

tx
. 

Ответы: 10.1 0179  yx . 10.2 1) 











ty

txyx

52

3
,

5

2

1

3
; 

2) 3,
1

2

0

3






x

yx
. 10.3 07  yx .  

10.4    0;5,1,3;0;032  yx . 10.5 02534  yx . 10.6 –4.  

10.7 1) 0114  yx ; 2) 052  yx ; 3) 0134  yx .  

10.8 3 xy . 10.9 1) 072  yx ; 2) 093  yx . 10.10 Пе-

ресекаются. 10.11 1) 0; 2) 

13

8
. 10.12 1) 









7

3
;
7

5
; 2) совпадают;  

3) параллельны;  4)  5;9  . 10.13 3. 10.14  2,1 . 10.15 3x . 

10.16 )3/1;3(O . 10.17 1) 

4

2

1

1






 yx
; 2) 024  yx ;  

3) 01765  yx ; 4) 0254  yx ; 5) 

17

19
.  

10.18 0935,02535  yxyx . 10.19 1) 05  yx ;  

2) 02 x ; 3) 03 y . 10.20 )4;12(B . 10.21 1)

130

7
arccos ;  

2) 
60

3



. 
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Занятие 11.  

Плоскость 

Аудиторные задания 

11.1 Даны точки  2;1;31 M  и  1;2;42 M . Составьте 

уравнение плоскости, проходящей через точку 1M  

перпендикулярно вектору 21MM . 

11.2 Составьте уравнение плоскости, проходящей через три 

точки:  

1)    1;1;4,2;1;3 21  MM  и  2;0;23M ; 2)    2;0;3,4;3;1 21 MM  

и  7;5;23M . 

11.3 Укажите особенности в расположении относительно 

системы координат Oxyz плоскости, заданной уравнением:  

1) 0123  zy ; 2) 052  zyx ; 3) 012  yx ;  

4) 02  yx ; 5) 0 zx ; 6) 043  zy ; 7) 032 x ;  

8) 04 z ; 9) 0y . 

11.4 Найдите длины отрезков, отсекаемых на осях координат 

плоскостью 0623  zyx . 

11.5 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку 

 0;1;10 M  параллельно векторам: 1)  3;2;0a


 и  2;4;1b


; 2) 

 3;1;21 s  и  1;0;32 s . 

11.6 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку 

 2;3;10 M  параллельно: 1) плоскости 03423  zyx ; 2) 

плоскости Oyz. 

11.7 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку 

)2;0;1( M  перпендикулярно к плоскостям 052  zyx  и 

0132  zyx . 

11.8 Найдите угол между плоскостями:  

1) 014  zyx  и 03 zyx ;  

2) 052  zyx  и 032  zyx . 

11.9 Дана пирамида с вершинами      5;0;1,1;1;3,3;2;2  CBA , 
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 3;2;4 D . Найдите длину высоты, опущенной из вершины D на 

грань ABC. 

11.10 Установите, какие из следующих пар плоскостей 

пересекаются, параллельны или совпадают: 

1) 013  zyx  и 0252  zyx ;  

2) 0223  zyx  и 01246  zyx ; 

3) 04262  zyx  и 06393  zyx . 

11.11 Найдите расстояние между плоскостями 

021632  zyx  и 0351264  zyx . 

Домашние задания 

11.12 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку 

М перпендикулярно к вектору n


, если: 1)  1;2;13);1;5;3( nM


 ;  

2)  0;7;0);0;0;2( nM


; 3) )1;3;0( M ; 21MMn 


, где 

)2;0;3(),0;1;1( 21 MM  . 

11.13 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку 

)3;2;1(M , параллельно плоскости, проходящей через точки 

)0;2;1(),5;4;3(),2;0;1( 321  MMM . 

11.14 Определите, при каком значении параметра  плоскость 

05)12(  zyx : 

1) параллельна плоскости 0432  zyx ; 

2) параллельна плоскости 07  zy ; 

3) перпендикулярна к плоскости 03  zyx ; 

4) перпендикулярна к плоскости Oxz. 

11.15 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точки 

)3;2;1(1M  и )1;1;2(2M  перпендикулярно к плоскости 

0643  zyx . 

11.16 Найдите расстояние от точки )1;1;2(M  до плоскости 

01 zyx . 

11.17 Найдите точку пересечения плоскостей 

032,06  zyxzyx , 022  zyx . 
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Ответы: 11.1 023  zyx . 11.2 1) 0833  zyx ;  

2) 01785  zyx . 11.3 1) параллельно оси Ox; 2) проходит че-

рез начало координат; 3) параллельна оси Oz; 4) проходит через ось 

Oz; 5) проходит через ось Oy; 6) проходит через ось Ox; 7) парал-

лельна плоскости Oyz; 8) параллельна плоскости Oxy; 9) совпадает с 

плоскостью Oxz. 11.4 2; 3; 6. 11.5 1) 05238  zyx ;  

2) 0837  zyx . 11.6 1) 01423  zyx ; 2) 1x .  

11.7 01135  zyx . 11.8 

3

6
arccos . 11.9 1) пересекаются;  

2) параллельны; 3) совпадают. 11.10 5h . 11.11 5,5.  

11.12 1) 048213  zyx ; 2) 0y ; 3) 0122  zyx . 

11.13 0123  zyx . 11.14 1) 2 ; 2) 0 ; 3) 4,0 ;  

4) 5,0 . 11.15 02  zyx . 11.16 3 . 11.17  3;2;1 . 

Занятие 12.  

Прямая в пространстве.  

Прямая и плоскость в пространстве 

Аудиторные задания 

12.1 Составьте канонические и параметрические уравнения 

прямой, проходящей через точку  3;0;20 M  параллельно вектору 

 5;3;2 a


. 

12.2 Составьте канонические и параметрические уравнения 

прямой:  

1) 








;01

,032

zyx

zyx
 2) 









.0223

,012

zyx

zyx
 

12.3 Найдите угол между прямыми 

1

3

3

2

2

1









 zyx
 и 

6

10

43

1 




 zyx
. 
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12.4 При каких значениях a прямые 

 

a

azy

a

x
2

2

1

11 






 и 

11

z

a

yx
 :  

1) пересекаются; 2) скрещиваются; 3) параллельны; 4) совпадают? 

12.5 Составьте уравнения сторон треугольника с вершинами в 

точках      5;3;2;0;1;1;1;2;3  CBA . 

12.6 Найдите уравнения прямой, проходящей через точку 

 4;5;2 M  параллельно прямой 

4

5

3

2

2

1 







 zyx
. 

12.7 Выясните взаимное расположение прямой и плоскости: 

54

3

2

1 zyx






 и 0523  zyx . 

12.8 Напишите канонические уравнения прямой, проходящей 

через точку  3;1;2 M  перпендикулярно плоскости 

0423  zyx . 

12.9 Найдите угол между прямой и плоскостью: 

1) 

62

2

3

1







 zyx
 и 01744  zyx ;  

2) 








0273

,0724

zyx

zyx
 и 013  zyx . 

12.10 Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку 

)3;0;2( M  параллельно прямым 

11

1

3

2 zyx






 и 

121

zyx
 . 

12.11 Найдите координаты точки пересечения прямой 

1

2

1

2

2

1 





 zyx
 с плоскостью 0523  zyx . 
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12.12 Найдите проекцию точки )4;1;3( A  на плоскость 

052  zyx . 

12.13 Найдите точку A, симметричную точке  5;5;6 P  отно-

сительно плоскости 042  zyx . 

12.14 Найдите проекцию точки )1;3;2(A  на прямую 

3

2

2

2

1

7 





 zyx
 и расстояние от этой точки до данной пря-

мой. 

Домашние задания 

12.15 Составьте уравнения прямой, проходящей через точку 

 2;3;4 M : 1) параллельно оси Ox; 2) параллельно оси Oz; 3) пер-

пендикулярно к плоскости 0523  zyx ; 4) перпендикулярно 

к плоскости Oxz. 

12.16 Вычислите угол между прямой 








013

032

zy

yx
 и плоско-

стью 0132  zyx . 

12.17 Найдите уравнения перпендикуляра, проведенного из 

точки )1;5;3( A  на плоскость: 1) 0352  zyx ;  

2) 0423  zx ; 3) 01y . 

12.18 Пересекаются ли прямые: 1) 

3

4

2

3

1

2 







 zyx
 и 

5

3

2

4

3







zyx
; 2) 









,0523

,0743

zyx

zyx
 и 








032

,063

zyx

zyx
? 

12.19 Составьте параметрические уравнения медианы тре-

угольника с вершинами )3;2;0(),4;1;5(),7;6;3( CBA  , проведен-

ной из вершины С. 

12.20 Найдите координаты точки Q, симметричной точке 

)9;1;3( P  относительно плоскости 0734  zyx . 

12.21 Найти координаты точки Q, симметричной точке 



 

39 

)7;5;2( P  относительно прямой, проходящей через точки 

)6;4;5(1M  и )8;17;2(2 M . 

12.22 Найдите угол между прямыми:  

1) 

0

1

43

2 


 zyx
 и осью Ox; 2) 









,0

,0

yx

yx
 и 








.02

,0

zy

zy
 

Ответы: 12.1 






















.53

,3

,22

;
5

3

32

2

tz

ty

tx
zyx

  

12.2 1) 























.2

,1

,32

;
21

1

3

2

tz

ty

tx
zyx

  

2) 
























.1

,2

,1

;
1

1

1

2

1

1

tz

ty

tx
zyx

. 12.3 

2


. 12.4 1) 3a ;  

2) 3;1  aa ; 3) 1a ; 4) 1a . 12.5 

1

1

3

2

4

3











 zyx
; 

6

1

1

2

5

3









 zyx
; 

54

1

1

1







 zyx
. 12.6 

4

4

3

5

2

2 







 zyx
.  

12.7 Прямая параллельна плоскости. 12.8 

2

3

1

1

3

2 







 zyx
. 

12.9 1) 










63

62
arcsin ; 2) 















711

19
arcsin . 12.10 01752  zyx . 

12.11  0;4;3  . 12.12.  .5;2;1 . 12.13  1;7;2A .  
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12.14   59;4;2;5 . 12.15 1) 

0

2

0

3

1

4 





 zyx
;  

2) 

1

2

0

3

0

4 





 zyx
; 3) 

2

2

3

3

1

4 







 zyx
; 4) 

0

2

1

3

0

4 





 zyx
. 

12.16 6345;
7

5
sin  

. 12.17 1) 

5

1

1

5

2

3 







 zyx
;  

2) 

2

1

0

5

3

3









 zyx
; 3) 

0

1

1

5

0

3 





 zyx
. 12.18 1) нет;  

2) да. 12.19 















.317

,23

,2

tz

ty

tx

 12.20 )10;2;1( Q . 12.21 )3;1;4( Q . 

12.22. 1) 

5

3
cos  ; 2) 

61

6
cos  . 

Занятие 13.  

Кривые второго порядка на плоскости 

Аудиторные задания 

13.1 Для следующих эллипсов и гипербол найдите: а) полуоси;  

б) расстояние между фокусами; в) эксцентриситет ; г) координаты 

фокусов; д) координаты вершин; е) для гипербол составьте 

уравнения асимптот. 

1) 1
2516

22


yx

; 2) 1
1625

22


yx

;  

3) 1
25144

22


yx

; 4) 1
25144

22


yx

. 

13.2 Составьте уравнение эллипса, фокусы которого лежат на 

оси абсцисс и симметричны относительно начала координат, если: 

1) его полуоси равны 1 и 7; 
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2) расстояние между фокусами равно 8 и малая полуось равна 3; 

3) большая полуось равна 5 и точка  4;2;30 M  лежит на эллипсе. 

13.3 Составьте уравнение эллипса, фокусы которого лежат на 

оси ординат и симметричны относительно начала координат, если: 

1) его полуоси равны 2 и 5; 

2) расстояние между фокусами равно 12 и большая полуось 13; 

3) малая ось равна 10, а эксцентриситет 

13

12
 . 

13.4 Составьте уравнение гиперболы, если: 

1) ее фокусы находятся в точках    0;7,0;7 21 FF , а действитель-

ная полуось равна 5; 

2) гипербола проходит через точку  35,2;60 M , а ее вершины 

находятся в точках    0;4,0;4 21 AA  . 

13.5 Составьте уравнение гиперболы, фокусы которой лежат на 

оси ординат и симметричны относительно начала координат, если: 

1) ее действительная и мнимая полуоси равны 11 и 4 соответствен-

но; 

2) расстояние между фокусами равно 10, а эксцентриситет 

3

5
 ; 

3) уравнение одной из асимптот xy
4

3
 , а действительная полуось 

равна 6. 

13.6 Составьте каноническое уравнение параболы, если: 

1) ее вершина совпадает с началом координат, а фокус находится в 

точке  0;2F ; 

2) ветви направлены вверх, а параметр равен 4; 

3) уравнение директрисы 3y , а фокус находится в точке 

 3;0 F ; 

4) ее вершина совпадает с началом координат, парабола проходит 

через точку  6;90 M  и ось абсцисс является осью параболы. 

13.7 Определите вид и расположение линии 2-го порядка, по-

стройте ее: 
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1) 011161849 22  yxyx ; 

2) 01276454169 22  yxyx ; 

3) 0498102  yxx ; 

4) 02422  yxy ; 

5) 07181694 22  yxyx ; 

6) 0683244 22  yxyx . 

Домашние задания 

13.8 Составить каноническое уравнение эллипса, если известно, 

что: 

1) расстояние между фокусами равно 8, малая полуось равна 3; 

2) малая полуось равна 6, эксцентриситет равен 4/5. 

13.9 Найти координаты фокусов и эксцентриситет эллипса 

44 22  yx . 

13.10 Составить каноническое уравнение эллипса, проходящего 

через точки 













1;

2

33
1M  и 
















3

24
;12M , и найти его 

эксцентриситет. 

13.11 Найти уравнение гиперболы, если ее асимптоты заданы 

уравнениями 02  yx , а расстояние между вершинами, 

лежащими на оси Ox, равно 4. 

13.12 Составить каноническое уравнение гиперболы, если из-

вестно, что: 

1) расстояние между фокусами равно 30, а расстояние между вер-

шинами равно 24; 

2) действительная полуось равна 4 и гипербола проходит через точ-

ку )24;2(M . 

13.13 Найти уравнение гиперболы, вершины которой находятся 

в фокусах, а фокусы – в вершинах эллипса 3056 22  yx . 
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13.14 Составить каноническое уравнение параболы, если 

известно, что: 

1) парабола имеет фокус )2;0(F  и вершину в точке )0;0(O ; 

2) парабола симметрична относительно оси Ox и проходит через 

точку )2;4( M . 

13.15 Найти длину общей хорды параболы 
22xy   и 

окружности 522  yx . 

13.16 Написать уравнение параболы, проходящей через точки 

)0;0(  и )4;2( , если парабола симметрична: 1) относительна оси Ox ; 

2) относительно оси Oy . 

13.17 Составить канонические уравнения парабол, фокусы 

которых совпадают с фокусами гиперболы 822  yx . 

13.18 Выяснить, какая фигура соответствует каждому из данных 

уравнений, и (в случае непустого множества) изобразить ее в 

системе координат Оху: 

1) 046422  yxyx ; 

2) 02081243 22  yxyx ; 

3) 010432  yxy ; 

4) 0256632 22  yxyx . 

5) 08104254 22  yxyx ; 

6) 02222  yxyx ; 

7) 011262  yxx . 

Ответы: 13.1 1) а) 5;4  ba ; б) 62 c ; в) 

5

3
 ;  

г)    3;0,3;0 21 FF  ; д)        5;0,5;0,0;4,0;4  ;  

2) а) 4;5  ba ; б) 62 c ; в) 

5

3
 ; г)    0;3,0;3 21 FF ;  
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д)        4;0,4;0,0;5,0;5  ;  

3) а) 5;12  ba ; б) 262 c ; в) 

5

13
 ; г)    13;0,13;0 21 FF  ;  

д)    5;0,5;0 21 AA  ; е) xy
12

5
 ; 4) а) 5;12  ba ; б) 262 c ; 

в) 

12

13
 ; г)    0;13,0;13 21 FF ; д)    0;12,0;12 21 AA  ;  

е) xy
12

5
 . 

13.2 1) 1
149

22


yx

; 2) 1
925

22


yx

; 3) 1
925

22


yx

. 

13.3 1) 1
254

22


yx

;  2) 1
169133

22


yx

; 3) 1
16925

22


yx

. 

13.4 1) 1
2425

22


yx

;  2) 1
1516

22


yx

. 

13.5 1) 1
16121

22


xy

; 2) 1
169

22


xy

; 3) 1
6436

22


xy

. 

13.6 1) xy 82  ; 2) yx 82  ; 3) yx 122  ; 4) xy 42  . 

13.7 Во всех задачах новые координатные оси Ox, Oy, Oz сонаправ-

лены старым, начало координат новой системы координат находит-

ся в точке O. 

1) эллипс  2;1,1
94

22

 O
YX

;  

2) гипербола  2;3,1
916

22

 O
YX

; 
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3) парабола  3;5,82 OYX  ;  

4) парабола  2;3,22  OXY ; 

5) пара пересекающихся прямых 0732  yx  и 0132  yx ; 

6) точка  4;2O . 

13.8 1) 1
259

;1
925

2222


yxyx

;  

2) 1
36100

;1
10036

2222


yxyx

.  

13.9    
2

3
,3,0,3,0 21  FF .  

13.10 

3

5
;1

49

22


yx

. 13.11 1
14

22


yx

.  

13.12. 1) 1
81144

;1
81144

2222


xyyx

; 2) 1
416

22


xy

.  

13.13 1
51

22


xy

. 13.14 1) ;82 yx   2) xy 2
. 13.15 2.  

13.16 1) xy 82  ; 2) 
2xy  . 13.17 xy 162  .  

13.18 1) окружность     1232
22
 yx ;  

2) гипербола 
   

;1
4

2

3

1
22





 xy

  

3) парабола    232
2

 xy ; 4) пустое множество;  

5) эллипс 1
4,0

)2,0(

5,2

)5,0( 22





 yx

;  

6) пара пересекающихся прямых 0;02  yxyx ;  
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7) парабола )1(2)3( 2  yx .  

Занятие 14.  

Поверхности второго порядка 

Аудиторные задания 

14.1 Определите вид поверхностей и их расположение 

относительно координатных осей: 

1) 1
25169

222


zyx

; 2) 1
1002516

222


zyx

;  

3) 1
1002516

222


zyx

; 4) 1
496425

222


zyx

; 5) z
yx

2
416

22

 ; 

6) 0
25169

222


zyx

; 7) 1
1002516

222


zyx

;  

8) x
zx

2
2516

22

 ; 9) 1
10016

22


zx

; 10) 1
2516

22


zx

;  

11) xz 182  . 

14.2 Привести к каноническому виду уравнение 2-го порядка, 

используя преобразование параллельного переноса, определить вид 

поверхности и ее расположение относительно новой системы 

координат: 

1) 0111618449 222  zxzyx ;  

2) 0431618449 222  zxzyx ; 

3) 0251618449 222  zxzyx ;  

4) 723649 22  xzy ; 

5) 0124622  yxyx ;  

6) 1642  xy ;  

7) 010246222  zyxzyx . 
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14.3 Постройте тело, ограниченное поверхностями: 

1) 3;;1;0;422 xyxyzzyx  , расположенное в пер-

вом октанте;  

2) 
2222 ;0;2 yxzzxyx  ;  

3) 4;4;0;0;0;122  yxzyxyxz ;  

4) 3;0;22  xzyxz ; 5) ayxzyx 3;9 22222  . 

Домашние задания 

14.4 Определить вид поверхности и построить ее: 

1) 0453222  zyxzyx ; 2) 22 2zyx  ;  

3) 42 222  zyx ; 4) 032 222  zyx ; 5) xz 42  ;  

6) 522  zx ; 7) zzyx 2222  ; 8) 0341883 22  zxzx ;  

9) 014106105 22  zyxyx ; 

Ответы: 14.1 1) эллипсоид; 2) двуполостный гиперболоид, вытяну-

тый вдоль оси Oz; 3) двуполостный гиперболоид, вытянутый вдоль 

оси Ox; 4) двуполостный гиперболоид, вытянутый вдоль оси Oy;  

5) эллиптический параболоид, вытянутый в положительном направ-

лении оси Oz; 6) конус, вытянутый вдоль оси Ox; 7) однополостный 

гиперболоид, вытянутый вдоль оси Ox; 8) эллиптический параболо-

ид, вытянутый в отрицательном направлении оси Ox; 9) эллиптиче-

ский цилиндр, образующие параллельны оси Oy; 10) гиперболиче-

ский цилиндр, образующие параллельны оси Oy; 11) параболиче-

ский цилиндр, образующие параллельны оси Oy. 

14.2 Во всех задачах новые координатные оси OX, OY, OZ сона-

правлены старым, начало координат новой системы координат 

находится в точке O. 

1) эллипсоид  2;0;1;1
994

222

 O
ZYX

; 
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2) однополостный гиперболоид 1
994

222


ZYX

, вытянутый 

вдоль оси OZ,  2;0;1 O ; 

3) конус второго порядка 0449 222  ZYX , вытянутый вдоль 

оси OY,  2;0;1 O ; 

4) эллиптический параболоид X
ZY


94

22

, вытянутый в поло-

жительном направлении оси OX,  0;0;2O ; 

5) эллиптический цилиндр (круговой) 122 YX , образующие 

параллельны оси OZ,  0;2;3O ; 

6) параболический цилиндр XY 42  , образующие параллельны 

оси OZ,  0;0;4O ; 

7) сфера 4222  ZYX ,  1;2;3 O . 

14.4 1) сфера  
2

25
2

2

5

2

3 2
22


















 zyx ; 2) эллиптиче-

ский параболоид; 3) однополостный гиперболоид; 4) коническая по-

верхность; 5) параболический цилиндр; 6) круговой цилиндр; 7) сфера 

1)1( 222  zyx ; 8) эллиптический цилиндр 

1
3

)3(

9

)4( 22





 zx

; 9) эллиптический параболоид 

10

)3(

2

)1( 22 





yx
z . 

Занятие 15.  

Функция. Предел последовательности и предел функции 

Аудиторные задания 

15.1 Найти области определения функций: 
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1) 562  xxy ; 2) 

x

x
y




1

2
arccos ;  

3) xxy sinlg25 2  ; 4) 
22

2  xy . 

15.2 Проверить функции на четность или нечетность: 

1) 
24 5)( xxxf  ; 2) xxxf  2)( ;  

3) 

12
)(




x

x
xf ; 4) 

1

1
)(






x

x

e

e
xf . 

15.3 Построить графики функций: 

1) 

1

32






x

x
y ; 2) |43| 2xxy  ;  

3) )22sin(2  xy ; 4) xxy sin . 

15.4 Вычислить пределы: 

1)  322lim 2

1



xx

x
; 2)    13lim

2

3



xx

x
; 3) 

32

31
lim

2

2

0 



 xx

xx

x
;  

4) 

x

x

x 



 2

13
lim

2
; 5) 

1

4
lim

 xx
; 6) 

53

135
lim

2

2





 xx

xx

x
;  

7) 
42

3

435

2
lim

xx

xx

x 




; 8) 

12

31
lim

32





 x

xx

x
;  

9) 























 3

3

52

21

75

12
lim

n

n

n

n

n
; 10) 

   

   22

33

11

11
lim





 nn

nn

n
;  

11) 

1

2
lim

3 2





 n

nn

n
; 12) 

  !!1

!
lim

nn

n

n 
; 13) 

2

3

2 4

8
lim

x

x

x 




;  

14) 
4

2

3 81

273
lim

x

x

x 




; 15) 

20

492
lim

2

2

4 



 xx

xx

x
; 16) 

56

25
lim

2

2

5 



 xx

x

x
;  
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17) 

532

954
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
; 18) 

1

38
lim

1 



 x

x

x
; 19) 

2

443
lim

4 



 x

x

x
;  

20) 

x

x

x 



 31

37
lim

2
; 21) 
















 22

...321
lim

n

n

n

n
;  

22)  xx
x




2lim ; 23) 




 


3712lim 22 nnnn

n
;  

24) 




 


11lim 332/3 xxx

x
; 25) 

416

11
lim

2

2

0 



 x

x

x
;  

26) 

1

1
lim

3

1 



 x

x

x
; 27) 

x

xx

x 2cos

cossin
lim

4




; 28) 

1

sin
lim

 n

nn

n
;  

29) 

67

23
lim

2

23

1 



 xx

xx

x
; 30) 

1

11
lim

21 



 x

xx

x
; 31) 

nn

nn

n 53

53
lim






; 

32) 













 31 1

3

1

1
lim

xxx
. 

Домашние задания 

15.5 Найти пределы указанных последовательностей функций: 

1) 

107

342
lim

3

32





 xx

xx

x
; 2) 

110

20107
lim

23

2





 xx

xx

x
;  

3) 
   

 !3

!1!2
lim





 n

nn

n
; 4) 

25

35
lim

1 



 n

n

n
;  

5)  n
nn




...321
1

lim
2

; 6) 
2

2

4 16

8103
lim

x

xx

x 




;  

7) 

34

1
lim

2

23

1 



 xx

xxx

x
; 8) 

21

25
lim

2

5 



 x

x

x
; 9) 

39

24
lim

2

2

0 



 x

x

x
;  
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10) 

x

x

x

11
lim

3

0




; 11) 






 





 


15lim 22 xxx

x
;  

12) 













 22 8

3

2

1
lim

xxx
; 13) 

437

6
lim

2

3 



 x

xx

x
;  

14) 

















 23
lim

2

3

xx

x
x

x
; 15) 

158

122173
lim

25 



 xx

xx

x
. 

Ответы: 15.1 1)     ;51;  ; 2) 







 1;

3

1
; 3)     ;0;5  ; 

4)   ; . 15.2 1) четная; 2) ни четная, ни нечетная; 3) ни четная, 

ни нечетная; 4) нечетная. 15.4 1) 1; 2) 0; 3) 

3

1
 ; 4) ; 5) 0; 6) 

3

5
;  

7) 0; 8) ; 9) 0; 10) 3; 11) 0; 12) 0; 13) – 3; 14) 

6

1
 ; 15) 

5

2
 ; 16) 

2

5
; 

17) 

7

13
; 18) 

6

1
; 19) 

2

3
; 20) 

3

1
; 21) 

6

1
 ; 22) 0; 23) 

2

5
; 24) 1; 25) 3; 

26) 

3

2
; 27) 

2

1
 ; 28) 0; 29) 

5

3
; 30) 

2

2
; 31) – 1; 32) – 1.  

15.5 1) 3; 2) 0; 3) 0; 4) 

5

1
; 5) 

2

1
; 6) 

4

7
 ; 7) – 1; 8) 40; 9) 

2

3
;  

10) 

3

1
 ; 11) 2; 12) ; 13) 

3

40
; 14) 3; 15) 

8

2
 . 
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Занятие 16.  

Первый и второй замечательные пределы 

Аудиторные задания 

16.1 Вычислить, воспользовавшись первым замечательным 

пределом: 

1) 

x

x

x

5sin
lim

0
; 2) 

x

x

x 3sin
lim

0
; 3) 

x

x

x 2sin

7tg
lim

0
; 4) 

x

x

x 2arcsin3

4
lim

0
;  

5) 

x

x

x 2

5arctg
lim

0
; 6) 

20

cos1
lim

x

x

x




; 7) 

xx

x

x 3sin

6cos1
lim

0




;  

8) 

xx

x

x 2cos5tg

3sin
lim

2

2

0 
; 9) 

20

3coscos
lim

x

xx

x




; 10) 

30

sintg
lim

x

xx

x




; 

11) 

24

3sin
lim

0  x

x

x
; 12) 

  12sin

67
lim

2

1 



 x

xx

x
; 13) 

 

54

1tg
lim

21 



 xx

x

x
;  

14) 

x

xx

x 2tg5

3sin23sin2
lim

0




; 15) 

x

xx

x 2cos

cossin
lim

4






;  

16) 

x

x

x 4

cos22
lim

4








; 17) 

xx

xx

x 3tg4

2cos2cos
lim

3

0




;  

18) 

x
x

x

1
sinlim 


; 19) 













x

xx
ctg

sin

1
lim

0
;  

20) 

xx

xx

x 4coscos

5arctg3
lim

0 
; 21) xx

x

tg
2

lim

2
















. 

16.2 Используя второй замечательный предел, найти: 
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1)   x

x
x

/1

0
21lim 


; 2) 

32

12

2
1lim



 













x

x x
; 3) 

2

5

6
lim
















x

x x

x
;  

4) 

x

x x

x













 32

12
lim ; 5)   x

x
x

/3

0
71lim 


; 6) 

x

x x

x
/1

0 39

37
lim 














;  

7) 

x

x x

x
















 36

12
lim ; 8)        23ln13ln12lim 


xxx

x
;  

9) 
2

31

7

6
lim

x

x

x x

x















; 10) 

x

x x

x












 1
lim ;  

11) )))35ln()32)(ln(4((lim xxx
x




; 12)   x

x
x

cosec

0
sin1lim 


;  

13) 

x

x xx

xx



















 24

12
lim

2

2

; 14)   x

x
x

2ctg2

0
tg31lim 


;  

15)    xx

x
x

/1

0
41lim




 ; 16) 

 

x

x

x

71ln
lim

0




; 17)    1/2

1
12lim






xx

x
x . 

16.3 Вычислить пределы: 

1) 
2/1

0
)(coslim x

x
x


; 2)   x

x
x

2/12

0
tg1lim 


; 3) 

x

x
xx sin/12

0
)1(lim 


; 

4) 

x

e x

x 3

1
lim

2

0




; 5) 

x

ee xx

x sin
lim

0






; 6) 

13

)1ln(
lim

0 



 xx

x
; 7) 

x

a x

x

1
lim

2

0




. 

Домашние задания 

16.4 Найти пределы следующих функций: 

1) 

x

x

x 3arctg2

8sin
lim

0
; 2) 

xx

x

x 3tgsin3

4cos1
lim

0




; 3) 

20 11

cos3cos
lim

x

xx

x 




;  
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4) 

xx

xx

x 2tg12tg1

4sin
lim

220 
; 5) 

xx

x

x sin

cos1
lim

2

3

0




;  

6) 

 12tg

372
lim

2

2

1 



 x

xx

x

; 7) 

x

x

x cos21

3
sin

lim

3












 





; 8) 

x

x x

x
3

2
lim 










;  

9) 

x

x x

x
/1

0 21

31
lim 
















; 10)    xxx

x
ln2lnlim 


;  

11)    xx

x
x






1/5

1

2

34lim ; 12)   x

x
x

2sin/1

0
2coslim


; 13) 

x

x

x

12
lim

3

0




; 

14) 

1
lim

1 



 x

eex

x
; 15) 

 

x

x

x sin

71ln
lim

0




. 

Ответы: 16.1 1) 5; 2) 1/3; 3) 7/2; 4) 2/3; 5) 5/2; 6) 1/2; 7) 6; 8) 9/25; 

9) 4; 10) 1/2; 11) 12; 12) – 5/2; 13) – 1/6; 14) 

210

3
; 15) 

2

2
 ;  

16) 

4

2
 ; 17) 1/3; 18) 0; 19) 0; 20) 2; 21) 1.  

16.2 1) 
2e ; 2) 

2e ; 3) 
11e ; 4) 

2e ; 5) 
21e ; 6) 

3/2e ; 7) 0; 8) 2;  

9) 
1e ; 10) 

1e ; 11) 1; 12) e; 13) 
2e ; 14) 

3e ; 15) 
4e ; 16) 7; 17) 

4e .  

16.3 1) 
2/1e ; 2) e ; 3) e; 4) 2/3; 5) 2; 6) 3ln/1 ; 7) aln2 . 

16.4 1) 4/3; 2) 8/9; 3) – 8; 4) 1; 5) ; 6) 

2

5
 ; 7) 

3

3
; 8) 

6e ; 9) 
1e ; 

10) 2; 11) 
15e ; 12) 

2e ; 13) 2ln3 ; 14) e; 15) 7. 
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Занятие 17.  

Сравнение бесконечно малых функций.  

Непрерывность функций. Точки разрыва 

Аудиторные задания 

17.1 Вычислить пределы, используя теорему об отношении двух 

бесконечно малых функций: 

1) 
x

xx

x cos1

2coscos
lim

0 




; 2) 

x

x

x 3tg2

)1ln(
lim

0




; 3) 

)1ln(

arcsin

lim
21

0 x

x

x

x 




; 

4) 
x

e x

x 10sin

1
lim

5

0




; 5) 

23

)2(3sin
lim

22 



 xx

x

x
; 6) 

25

)5tg(
lim

25 



 x

x

x
; 

7) 

x

x

x 2arctg

4sin
lim

3

4

0
; 8) 

 
3/

2

0 1

71ln
lim

xx e

x






. 

17.2 Исследовать функции на непрерывность, установить 

характер точек разрыва: 

1) 
1

)(



x

x
xf ; 2) 

2

)2sin(
)(






x

x
xf ; 3) 

243)( x

x

xf  ; 

4) 
1

12
)(

23

2






xxx

xx
xf ; 5) 

3

1
arctg)(




x
xf ; 6) 

1

|1|
)(






x

x
xf ;  

7) 
.1

,1

,1

,2
)(

2 












x

x

x
xf

х

; 8) 

.2

,21

,1

,1

,3

,sin

)( 2



















x

x

x

x

x

x

xf  

9) 

15

15
)(

2
1

2
1










x

x

xf ; 10) 
1

1
)(

3






x

x
xf . 

Домашние задания 

17.3 Вычислить пределы: 

1) 
x

x

x 2sin

)71ln(
lim

0




; 2) 

xx

e x

x 3

1
lim

2

7sin

0 




; 3) 

)21arcsin(

14
lim

2

2
1 x

x

x 





; 
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4) 
)23tg(

4
lim

2

2

2 



 xx

x

x
; 5) 

 x

x

x 2tg1ln

13sin1
lim

0 




; 

6) 
 

  xe

x

xx arctg1

3arcsin
lim

23

3

3 




. 

17.4 Исследовать на непрерывность функции; установить 

характер точек разрыва: 

1) 
xx

x
xf

2

tg
)(

2 
 ; 2) 

x

xf
1

31

1
)(



 ; 3) 

.4

,42

,22

,2

,2

,4

)(

2
























x

x

x

x

x

x

xf  

Построить график функции; 

4) 
x

xf
xx 


ee

)( ; 5) 

.

,0

,0

,1

,cos

,1

)(

3





















x

x

x

x

x

x

xf  Построить 

график функции; 6) 
322

cos1
)(

xx

x
xf




 . 

Ответы: 17.1 1) 3; 2) 

6

1
 ; 3) – 1; 4) 

2

1
; 5) 3; 6) 

10

1
 ; 7) 0; 8) – 21.  

17.2 1) 1x  – точка разрыва 2-го рода; 2) 2x  – точка устрани-

мого разрыва,   12 f ; 3) 2x  – точки разрыва 2-го рода;  

4) 1x  – точка устранимого разрыва,  
2

1
1 f ; 1x  – точка 

разрыва 2-го рода; 5) 3x  – точка разрыва 1-го рода; 6) 1x  – 

точка разрыва 1-го рода; 7) функция непрерывна при Rx ;  

8) 1x  – точка разрыва 1-го рода; 9) 2x  – точка разрыва 1-го 

рода; 10) 1x  – точка устранимого разрыва;   31 f . 

17.3 1) 7/2; 2) 7/3; 3) – 2; 4) 4; 5) 3/4; 6) 0. 
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17.4 1) 0x  – точка устранимого разрыва, 
2

1
)0( f ; 

2;1;0(
2

,2 


 kkxx  и т.д.) – точки разрыва 2-го рода; 

2) 0x  – точка разрыва 1-го рода; 3) 4x – точка разрыва  

1-го рода; 4) 0x  – точка устранимого разрыва, 2)0( f ; 5) всюду 

непрерывна; 6) 0x  – точка устранимого разрыва, 

4

1
)0( f ; 

2x  – точка разрыва 2-го рода. 

Занятие 18.  

Производная функции, ее геометрический и физический смысл 

Аудиторные задания 

18.1 Исходя из определения, найдите производные функций: 

1) 
27xy  ; 2) xy  ; 3)  xxy  tg5 . 

18.2 Найдите производные функций: 

1) 4
7

85
5

7 34 
x

xxy ; 2) xxy 2sin3 ; 3) 

1

32

5

4






x

xx
y ; 

4)  45 73  xxy ; 5) 3

2

7

3

2

1




















x

x
y ;  

6)  232ln 23  xxxy ; 7) 

xx

x
x

y
cos3sin

2
cos4sin





 ;  

8) 

x
ey x 1

log3

2

 
; 9) 

23 4
2

arccos x
x

xy  ;  

10) 

2
sinln2

4
ctg3 xx

y  ; 11)  2arctg  xy ;  
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12) 

xx
y

1

12

2



 ; 13) 




















4
cossin

3

2
sincos5 xx

y ;  

14) 
xxy ln/2 ; 15) 

2

1
arccos

2
arcsin 

x
y ; 16) xy a lnlog . 

18.3 Решите уравнение     0
2

 xf
x

xf , если   xxxf ln3 . 

18.4 Решите неравенство     0 xxf , если 

  23 122 xxxf  ,   xxx 729 2  . 

18.5 Вычислите значения производных заданных функций при 

указанных значениях независимой переменной: 

1)     ?1;6
1

2
32 


 f

x

x
xxf   

2)     ?3;
6

sin
3

3



 f

x

x
xf   

3)   ?
3

;4cos8sin 








 
 fxxxf  

4)   ?
2

;
sin1

cos2








 



 f

x

x
xf  

5)     ?1;
arctg

3
 f

x

x
xf  

6)     ?0;
2

arcsin4
2

  f
x

exf x
  

7)     ?2;3 2   fxf x
 

8)     ?2;
41

2
ln 


 f

x

x
xf   

9)       ?0;cos5 22  fxxxxf  
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10)     ?1;1
2

1 32  fxxxf   

11)   ?
2

;
sin

42

2








 



 f

x

x
xf  

18.6 Составить уравнения касательной и нормали к графику 

функции 42  xy  в точке  5;1M . 

18.7 Составить уравнения касательной и нормали к графику 

функции xy tg  в точке с абсциссой 

3

4
0


x . 

18.8 Тело массой 7 движется прямолинейно по закону 

42  tty . Определите кинетическую энергию тела в момент 

времени 3t . 

18.9 Радиус шара изменяется со скоростью 6 см/с. С какой 

скоростью изменяются объем и поверхность шара? 

18.10 Найдите силу тока в проводнике, если заряд, проходящий 

через поперечное сечение проводника, изменяется по закону 
tetq 32   (кл). 

18.11 Материальная точка движется по окружности так, что 

угловое перемещение  изменяется по закону 
32 25,375,6 ttt   (рад). Найдите угловую скорость 

движения материальной точки к моменту времени ct 2  от начала 

движения. 

Домашние задания 

18.12 Найдите производные функций: 

1) xey x  25 ; 2) 

x

x
y

tg

3cos
 ; 3) xxy 8arcsin2 ; 

4) 

1

2ctg3






x

xx
y ; 5) 

2/arcsin3 xy  ; 6) 

7
sinlog5 2

x
y  ; 
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7) 

xx
y

4

72

3



 ; 8) 





   2

48ln3 xxy ; 9) 

x
y

1
arccos ; 

10) xxxy arctg ; 11) 
3

2

xe

xx
y




 ; 12) 

b

x

x

a
y

5 3

3 2
 . 

18.13 Составьте уравнения касательной и нормали к графику 

функции 
21 xey   в точке с абсциссой 10 x . 

18.14 Вычислите значения производных заданных функций при 

указанных значениях независимой переменной: 

1)     ?2;
12

14
52 


 f

x

x
xxf  

2)     ?;9sin
5

3

3

2
 fx

x

x
xf  

3)   ?
3

;3cos6sin
6

1










 
 fxxxf  

4)   ?
4

;
tg








 
 fx

x

x
xf  

5)     ?2;
41

2
ln

2




 f
x

x
xf  

6)   ?
2

1
;4221arccos 2 








 fxxxxf  

7)     ?0;
1

1
arctg 




 f

x

x
xxf  

Ответы: 18.3 

e
x

1
 . 18.4     ;34; x .  
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18.5 1)   71 f ; 2)  
3

2
3 f ; 3) 5

3










 
f  4) 1

2








 
f ;  

5)  
8

3

2

1
1


f ; 6)   20 f ; 7)  

18

3ln
2 f ; 8)  

18

1
2 f ; 

9)   50 f ; 10)  
12

7
1 f ; 11) 2

2








 
f . 

18.6 0112;32  yxxy . 18.7  xy 3 . 18.8 

2

49
K .  

18.9 RsRv  48,24 2
. 18.10 

teI 332  . 18.11 45  рад/с. 

18.13 012;032  yxyx . 18.14 1)  
9

8
2 f ;  

2)  
2

2

15

1259




f ; 3) 6

3










 
f ; 4) 

3

14

4 










 
f ;  

5)  
124

123
2




f ; 6) 0

2

1









f ; 7)   10 f . 

Занятие 19.  

Производная функции. Логарифмическая производная 

Аудиторные задания 

19.1 Найдите производные функций: 

1) xxxxy sh32  ; 2) ey xlog ;  

3) 

 xm
y

n 1cos

1


 ; 4) mxy nlnlog2 ; 5) xey x 5ch2 ;  

6)  xy tharcctg ; 7) 

x

x
y

3cth

4ctg
 ; 8) 

x
y

1
sh5 . 
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19.2 Используя предварительно логарифмирование, найти 

производные функций: 

1) 
   

 3

52

14

123






x

xx
y ; 2) 

   
 

3
5

822

32

1274

x

xxx
y




 ;  

3)   3/sin
2

x
xy  ; 4)   x

xy 3arcsin ; 5)  
9

8tg
x

xy  ;  

6) 
3xxy  ; 7) 

x

x
y

5arcsin
1

cos 









 ; 8)   x

xy
/5

2log ;  

9)   x
xxy 412arctg  ; 10)  

2

6th
xe

xy


 . 

Домашние задания 

19.3 Найдите производные функций: 

1) 
ax xay coscos  ; 2) 












x
y

ch

1
arcsin ; 3) 

xxy 6tg ;  

4)   x
xy

3ln
2acctg ; 5) 

xxxy  ; 6) 
 

  3/45 4

54

3

213

xx

xx
y




 ;  

7) 
5

3

83

1






x

x
xy ; 8) 

x

xy 4 ; 9) 

x

x
y

/1
1














 ;  

10)  xxy 7log . 

19.4 Вычислите значения производных заданных функций при 

указанных значениях независимой переменной: 

1)       ?1;3
4

 fxxf
x

 2)     ?1;
1

cos

2












 f

x
xf

x

  

3)       ?2;cos
/1

 fxxf
x

 4)     ?1;3ln  fxxf x
  

5)     ?
2

;sin
2tg








 
 fxxf

x
 6)     ?

2

1
;arcsin

2









 fxxf

x
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7)       ?2;1
/2

 fxxf
x

 8)
 

 
  ?1;

5

12

3

2





 f

x

xx
y  

9)
 

 
  ?0;

57

1523

3

4





 f

x

xx
y  

Ответы: 19.4 1)   33ln121 f ; 2)   1cos21 f ;  

3)   02 f ; 4)   3ln1 f ; 5) 0
2








 
f ;  

6) 

3

32

3

6ln

3

ln

2

1















f ; 7)   3ln

2

3
12 f ;  

8)  
64

2
1 f ; 9)  

625

56
0 f . 

Занятие 20.  

Дифференцирование функций, заданных параметрически  

и неявно. Дифференциал функции 

Аудиторные задания 

20.1 Найти производные функций, заданных параметрически: 

1) 1,2 3

3
12  tytx ; 2) 

2

1
,

1

1















t

t
y

t
x ; 

3) )cos1(,)sin(  ayax ; 4) 1,ln 2  tytx ; 

5) 2,arccos ttytx  ; 6) )1ln(,arctg 2tytx  ; 

7) taytax 33 sin,cos  ; 8) ttytx 2cos22sin,tg  . 

20.2 Найти xy  в указанных точках: 

1) 
6

;sin,cos


 tteytex tt . 2) 2;
1

3
,

1

3
2

2

2






 t

t

at
y

t

at
x . 

20.3 Найти производные функций, заданных неявно: 
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1) 02 22  yx eyxe ; 2) xyy ln2 ; 

3) yxyx arcsinarcsin  ; 4) yxyx  222 ; 

5) 2arctg xyy  ; 6) 0)cos()sin(  xyxy ; 

7) 3/23/23/2 ayx  ; 8) 0cossin  xeye yx . 

20.4 Найти xy  в точке 1x , если 1)1(,0552 223  yyxyxx . 

20.5 Найти xy  в точке )1,0( , если exyey  . 

20.6 Найти дифференциалы функций: 

1) xxy 3tg ; 2) 
2)(arcsinarctg xxy  ; 

3) )4ln( 2xxy  ; 4) 125  xyy . 

20.7 Найти приближенное значение функции xxexy 
2

)(  при 

2,1x . 

20.8 Вычислить приближенно: 

1) 05,0arcsin ; 2) 2,1ln ; 3) 4 17 ; 4) 6544tg  . 

Домашние задания 

20.9 Найти xy : 

1) 
t

t
y

t

t
x

1
,

1 



 ; 2) teytex tt cos,sin  . 

20.10 Убедиться в том, что функция, заданная параметрически 

уравнениями 
t

t
y

t

t
x

ln23
,

ln1
2





 , удовлетворяет соотношению 

1)(2 2  yxyy . 

20.11 Найти производные от функций, заданных неявно: 

1) 0333  axyyx ; 2) )tg()cos()sin( yxxyxy  . 

20.12 Убедиться в том, что функция у, определенная уравнением 

1ln  yxy , удовлетворяет соотношению 0)1(2  yxyy . 

20.13 Найти дифференциалы функций: 

1) 31arcsin 2  xxxy ; 2) yxey  . 
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20.14 Вычислить приближенно: 1) 29sin ; 2) 
5)037,2(

3)037,2(
2

2




. 

20.15 На сколько приблизительно изменится площадь круга ра-

диуса см 3R , если радиус увеличится на 0,1 см? 

Ответы: 20.1 1) 

2

t
; 2) 

1

2




t

t
; 3) 

2
ctg

cos1

sin 





; 4) 

22t ;  

5) 12 t ; 6) t2 ; 7) ttg ; 8)   ttt 2cos2sin22cos2  .  

20.2 1)  213
2

1
 ; 2) 

3

4
 . 20.3 1) 

yxe

xye

y

x

2

2

4

4




; 2) 

 1ln2

1

y
;  

3) 
22

22

111

111

xy

yx






 






 

; 4) 
yyx

yxx

22

22









; 5) 
 

2

212

y

yx 
; 6) 

x

y
 ;  

7) 3

x

y
 ; 8) 

yexe

yexe

xy

xy

coscos

sinsin




. 

20.4 

3

4
. 20.5 

1 e . 20.6. 1) dx
x

x
xx 












2

2

cos

3
tgtg ; 

2) dx
x

x

xx 



















22
1

arcsin2

1

1

arctg2

1
;3) 

24 x

dx


; 4) 

15

2

4 y

xdx
.  

20.7 1,2. 20.8 1) 0,05; 3) 0,2; 4) 2,02. 20.9 1) –1; 2) 
t

t

tg1

tg1




.  

20.11 1) 
axy

xay




2

2

; 2) 
1))sin())(cos((cos

1))sin())(cos((cos
2

2






xyxyyxx

xyxyyxy
.  

20.13 1) xdxarcsin ; 2) 
1ye

dx
. 20.14 1) 0,485; 2) 0,355. 20.15 0,6. 
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Занятие 21.  

Производные и дифференциалы высших порядков 

Аудиторные задания 

21.1 Найти производные 2-го порядка от следующих функций: 

1) xy 2cos ; 2) 2arctgxy  ; 3) 
3 2

2 1log xy  ; 

4) xxxxxy arcsin1
3

2
1

3

1 222  ; 5)   xxy arctg1 2 ; 

6) 
xey  . 

21.2 Показать, что функция 
xx ececy 3

2
2

1  при любых посто-

янных 1c  и 2c  удовлетворяет уравнению 065  yyy . 

21.3 Найти производные 2-го порядка от функций, заданных не-

явно: 

1) yxey 1 ; 2) xyyx 333  ; 3) xyy arctg ; 

4) yxy ln ; 5) 
yxeyx  ; 6)  yxy  sin . 

21.4 Найти производные 2-го порядка от функций, заданных па-

раметрически: 

1) 1
3

1
,2 32  tytx ; 2) 21,arcsin tytx  ; 

3) taytax 22 sin,cos  ; 4) 1,ln 2  tytx ; 

5)     cos1,sin ayax ; 6) 
tt etyex   ,1 . 

21.5 Найти дифференциалы 1, 2 и 3-го порядков функции 
3)32(  xy . 

21.6 Найти дифференциалы 2-го порядка функций: 

1) 
2xey  ; 2) 12  yxy . 

21.7 Найти дифференциал 3-го порядка функции 

x

x
y

ln
 . 

21.8 Найти приближенное значение 5 31  с точностью до двух 

знаков после запятой. 
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Домашние задания 

21.9 Найти производные второго порядка следующих функций: 

1) xxy arcsin1 2 ; 2) 






  21ln xxy ;  

3) xxxy 3cos
27

2
3sin

9

1
 ; 4) 

31

1

x
y


 . 

21.10 Найти )()( xy n
, если 

xey  . 

21.11 Найти 
2

2

dx

yd
, если: 

1) xye yx  ; 2) ty
t

x tg,
cos

1
 ; 

3) 0422  xyyx ; 4)  21ln,arctg tytx  . 

21.12 Вычислить значение производной второго порядка функ-

ции y, заданной уравнением 42 22  yxxyyx , в точке 

)1;1(M . 

21.13 Доказать, что функция 
xx eey  24

 удовлетворяет 

уравнению 01213  yyy . Записать для этой функции yd 3
. 

21.14 Вычислить приближенное значение функции 

3 2 125  xxy  при 3,1x  с точностью до двух знаков после 

запятой. 

Ответы: 21.1 1) x2cos2 ; 2) 

 24

4

1

62

x

x




; 3) 

 22

2

1

1

2ln3

2






x

x
;  

4) 
212 x ; 5) x

x

x
arctg2

1

2

2



; 6) 

 
xx

xe x

4

1
.  
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21.3 1) 
 

 3

2

2

3

y

ey y




; 2) 

 32

2

xy

xy




; 3) 

 
5

212

y

y
; 4) 

 31


y

y
;  

5) 
 

 31

4





yx

yx
; 6) 

  3cos1 yx

y


 . 21.4 1) 

3

2

4

1

t

t 
; 2) 

21 t ; 

3) 0; 4) 
24t ; 5) 

 2cos1

1




a
; 6) 

tt ee   232 .  

21.5     322
48;3224;326 dxdxxdxx  .  

21.6 1)   22 24
2

dxxe x 
; 2) 

 3

2

2

2

yx

dx


. 21.7 

3

3

3ln2
dx

x

x 
.  

21.8 1,99. 21.9 1) 
32

2

)1(

1arcsin

x

xxx




 ; 2) 

32)1( x

x


 ; 3) xx 3sin ;  

4) 
 
 33

3

1

126





x

xx
. 21.10 xne )1( . 21.11 1) 

32

22

)1(

))1()1((






yx

yxy
;  

2) t3ctg ; 3) 

 32

24

yx 
 ; 4)  212 t . 21.12 – 1.  

21.13    34 264 dxee xx  . 21.14  1,93. 

Занятие 22.  

Правило Лопиталя-Бернулли 

Аудиторные задания 

22.1 Применяя правило Лопиталя-Бернулли, найти пределы: 

1) 

x

xx

x arcsin

3sin2sin
lim

0




; 2) 

xx

x

3
lim

3


; 3) 

xx

xee xx

x sin

2
lim

0 

 


;  



 

69 

4) 

375

254
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x
; 5) 

2cos2
lim

2

4

0  xx

x

x
; 6) 

x

xx

x ln

2
lim

ln

1




; 

7) 
 

 axax ee

xax





 ln

cosln
lim

0
; 8) 

24

15
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
;  

9) 

1

arctg2
lim

/3 



 xx e

x
; 10) 

x

x

x sinln21

ln
lim

0 
; 11) 

xx

xx

x sin

tg
lim

0 




;  

12) 

x

x

x 2ln

ctg
lim

0
; 13) 

x
x

x

3
sinlim 


; 14) 

2/12

0
lim x

x
ex 


;  

15) 











 xx

x

x ln

1

1
lim

1
; 16) 












 x
x

x

1
ctglim

0
; 17)  

2
tglim

x
x

x



; 

18) 












 


 xx

x

x cos2ctg
lim

2/
; 19)  

2
tg1sinlim

1

x
x

x





;  

20) 

  























  xxxx 1ln

1

1ln

1
lim

20
; 21) 

x

x
xsin

0
lim


;  

22) 
 x

x
x ln1/3

0
lim 


; 23)   xx

x
x

/1
10lim 


; 24)  

2/1

0
2coslim

x

x
x


;  

25)   xx

x
xe

/1

0
lim 


; 26)   x

x
x

ln/1

0
ctglim


; 27)   



x

x
x

2

2/
tglim ;  

28) 

x

x x












 2

1
1lim ; 29)   x

x
x

tg

0
arcsinlim


; 30)   x

x
x

cos

2/
2lim 


. 

Домашние задания 

22.2 Вычислить пределы: 

1) 

x

xx

x

ln2
lim




; 2) 

xx

x

x sin
lim

3

0 
; 3) 

x

x

x 2sinln

5sinln
lim

0
;  
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4) 
xx e

xx



 13
lim

3

; 5) 
30

arctg
lim

x

xx

x




; 6) 

20 1

32
lim

xx

xx

x 




;  

7) 

x

ee xx

x

sin3

0
lim




; 8) 
















 xxx

1

arctg

1
lim

0
;  

9) 















 xxxx tg2

1

2

1
lim

20
; 10) 














 1

1

ln

1
lim

1 xxx
; 11) xx

x



ctglim

0
; 

12)  1lnlnlim
1




xx
x

; 13)   x

x
x

/1
lnlim


; 14) 

x

x x

tg

0

1
lim 












;  

15) )1ln(

1

0
lim 



xex
x

; 16) 
2
1

sin
lim

0

x

x

x

x 











. 

Ответы: 22.1 1) – 1; 2) 0; 3) 2; 4) 1/2; 5) 12; 6) 12ln  ; 7) acos ;  

8) 5; 9) 2/3; 10) 1/2; 11) 2; 12) ; 13) 3; 14) + ; 15) 1/2; 16) 0; 17) 2; 

18) – 1; 19)  /2 ; 20) 

2

1
 ; 21) 1; 22) 

3e ; 23) 10; 24) 
2e ; 25) 

2e ; 

26) 
1e ; 27) 1; 28) 1; 29) 1; 30) 1. 22.2 1) 1; 2) 6; 3) 1; 4) 0; 5) 1/3;  

6) 

3

2
ln ; 7) – 4; 8) 0; 9) 1/6; 10) 1/2; 11) 1/; 12) 0; 13) 1; 14) 1; 15) e; 

16) 
6/1e . 

Занятие 23.  

Формула Тейлора 

Аудиторные задания 

23.1 Разложить многочлен 9132 24  xxx  по степеням 

двучлена 2x . 

23.2 Разложить многочлен 423 23  xxx  по степеням 

двучлена 1x . 
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23.3 Для многочлена 34 24  xxx  написать формулу Тейлора 

2-го порядка в точке 10 x . Записать остаточный член в форме 

Лагранжа. 

23.4 Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции 

  xxf 10  в точке 00 x . 

23.5 Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции 

 
1


x

x
xf  в точке 20 x . 

23.6 Написать формулу Тейлора 2-го порядка для функции 

  xxf tg  в точке 00 x . 

23.7 Вывести приближенную формулу 

6
sin

3x
xx   и оценить 

ее точность при 05,0x . 

23.8 Вывести приближенные формулы и оценить их погрешность 

при 1x : 

1) 
2

8

1

2

1
11 xxx  ; 2) 

23

9

1

3

1
11 xxx  . 

23.9 Проверить, что при вычислении значений функции 
xe  при 

2

1
0  x  по приближенной формуле 

62
1

32 xx
xex   

допускаемая погрешность меньше 0,01. Пользуясь этим, найти 
2,0e  

с тремя верными цифрами. 

23.10 Вычислить с точностью до  10cos10 4
. 

23.11 Вычислить с точностью до 
310 : 1) 

5 33 ; 2) 05,1ln . 

23.12 Найти пределы, используя разложение по формуле 

Маклорена с остаточным членом в форме Пеано: 
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1) 

x

xx

x





11
lim

0
; 2) 

320

cos1
lim

xx

x

x 




;  

3) 

 3
22

0 1

22
lim





 x

xxxx

x e

eexexe
; 4) 

 
20

11ln
lim

x

xxx

x




. 

Домашние задания 

23.13 Разложить многочлен 435 234  xxxx  по степеням 

двучлена 4x . 

23.14 Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции 

 
x

xf
1

  при 10 x . 

23.15 Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции 

xy arcsin  при 00 x . 

23.16 Написать формулу Тейлора n-го порядка для функции 

x
y

1
  при 10 x . 

23.17 Написать формулу Маклорена n-го порядка для функции 

  xxexf  , 00 x . 

23.18 Вычислить приближенные значения с заданной точностью 

: 

1) 
410,1sin  ; 2) 

310, e ;  

3) 
410 10,1027  ; 4) 

510,5cos  . 

23.19 Найти пределы, используя формулу Тейлора с остаточным 

членом в форме Пеано: 

1) 

xx

xx

x sin

sin
lim

20




; 2) 

xe

x

xx 



 1

cos1
lim

0
;  

3) 

xx

xx

x 2131

sin
lim

30 
; 4) 














 1

11
lim

0 xx ex
. 
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Ответы:  

23.1          432
2282222119  xxxxxf ;  

23.2       8151
3

 xxxf ;  

23.3          32
11141101117  xxxxxf ; 

23.4 10,
!4

10ln10

!3

10ln

!2

10ln
10ln110 4

4
3

3
2

2





xxxx

x
x ; 

23.5      
 

  
10,

21

2
2222

1
5

4
32







 x

x
xxx

x

x
; 

23.6 10,
3cos

sin21
tg

3

4

3







x

x

x
xx ; 23.7 

9103  ;  

23.8 1) 

 
10,

116

1

2/5

3





x

x
; 2) 

 
10,

181

5

3/8

3





x

x
; 

23.9 1,221; 23.10 0,9848; 23.11 1) 2,012; 2) 0,049;  

23.12 1) 1; 2) 1/2; 3) 1/6; 4) – 1;  

23.13          432
441143742156  xxxxxf ;  

23.14         










3

3

2

2
1

!32

531
1

!22

31
1

2

1
1 xxxxf  

 

  
10,

11

1

!42

7531

2/9

4

4












x

x
; 

23.15 

 
10,

1

69

!46
2/722

3343








x

xxxx
xy ;  

23.16       
n

xxxy 1111
2   

 
 

  
10,

11

1
1

2

1
1












n

n
n

x

x
; 
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23.17  
   

  x
nn

enx
n

x

n

xx
xxxf 









 1
!1!1!2

13
2  , 

10  ; 

23.18 1) 0,0175; 2) 1,648; 3) 2,0006; 4) 0,99619;  

23.19 1) – 1/6; 2) 1; 3) – 2; 4) 1/2. 

Занятие 24.  

Монотонность функций. Экстремум.  

Наибольшее и наименьшее значения функций.  

Выпуклость и вогнутость графиков функций 

Аудиторные задания 

24.1 Найти интервалы возрастания, убывания и точки 

экстремума функций: 

1) xxy 215 2  ; 2) 71862 23  xxxy ;  

3) 
4

9
6

2

11
2

4

23
4

 xxx
x

y ; 4) 21 xxy  ;  

5) 
4

2 12

x

x
y


 ; 6) xexy  2 ; 7) 

x

x
y

ln
 ;  

8) 
3 2 2xxy  ; 9) 

1


x

e
y

x

; 10) 

2

1
ln






x

x
y . 

24.2 Найти экстремумы функций, пользуясь производной 2-го 

порядка: 

1) xxxy 694 23  ; 2) 233  xey x
; 3) 

21

2

x

x
y


 ;  

4) xxy 2ln ; 5) 
22 )( xaxy  ; 6) xxy  1 . 

24.3 Определить наибольшее и наименьшее значения функций в 

указанных интервалах: 

1) ]0;2[,52 24  xxy ; 2) ]4;0[,2 xxy  ;  



 

75 

3) 
33 11  xxy ,  1;0 ; 4) ]1;0[,

1

1
arctg

x

x
y




 ;  

5) 

1

1

2

2






x

x
y ,  1;2 ; 6)  eexxxy ;/1;ln  . 

24.4 Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба 

графиков функций: 

1)  21ln xy  ; 2) 
xxey 48 2  ; 3) 

2

2 1

x
xy  ; 4) 

2

1

1

















x

x
y ;  

5) 32 24  xxy ; 6) 
3

4 13

x

x
y


 ; 7) 

4

2 12

x

x
y


 ;  

8) 
xexy  2

; 9) 
21 xxy  ; 10) 

3 2 2xxy  . 

24.5 Требуется изготовить ящик с крышкой, объем которого был 

бы равен 72 см
3
, причем стороны основания относились бы как  

1 : 2. Каковы должны быть размеры всех сторон, чтобы полная 

поверхность ящика была наименьшей? 

24.6 Найти соотношение между радиусом R и высотой H 

цилиндра, имеющего при данном объеме наименьшую полную 

поверхность. 

24.7 Найти высоту цилиндра наибольшего объема, который 

можно вписать в шар радиусом R. 

Домашние задания 

24.8 Найти интервалы возрастания, убывания и точки 

экстремума функций: 

1) xxy arctgln  ; 2) 

1

3




x

x
y ;  

3)   xexy 1 ; 4) 166 23  xxy . 
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24.9 Найти экстремум функции 0,

2

 a
x

a
xy , используя 

вторую производную. 

24.10 Найти точки перегиба графиков функций: 

1) 
2)1(

12






x

x
y ; 2) xxy arctg ; 3) 

3

3

1

4

x

x
y


 ; 4) 

2/2xey   

(кривая Гаусса). 

24.11 Найти наибольшее и наименьшее значения функций в 

интервалах (или во всей области определения): 

1) 
2

2

1

1

xx

xx
y




 ,  1;0 ; 2) 2

2x

xey


 ;  

3)    1;1,4ln 2  xy ; 4)  4;0,2 xxy  . 

24.12 Из трех досок одинаковой ширины сколачивается желоб 

для подачи воды. При каком угле  наклона боковых стенок к 

днищу желоба площадь поперечного сечения будет наибольшей? 

Ответы: 24.1 1)  1;  – возрастает;   ;1  – убывает; 

  161max  yy ;  

2)     ;31;   – возрастает;  3;1  – убывает; 

    131;473 maxmin  yyyy ;  

3)    ;32;1   – возрастает;    3;21;   – убывает; 

    031min  yyy ;  
4

1
2max  yy ; 

4)    1;2/12/1;1   – убывает;  2/1;2/1  – возрастает; 

  2/12/1min  yy ;   2/12/1max  yy ; 

5)    1,01;   – возрастает;     ;10;1   – убывает; 

    111max  yyy ; 

6)  2;0  – возрастает;     ;20;   – убывает; 
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    2
maxmin /42;00 eyyyy  ; 

7)  ;e  – возрастает;    e;11;0   – убывает;   eeyy min ; 

8)  ;1  – возрастает;  1;  – убывает;   11min  yy ; 

9)  ;0  – возрастает;    0;11;    – убывает; 

  10min  yy ; 

10)     ;12;   – возрастает;  1;2   – убывает; экстрему-

мов нет. 

24.2 1)   11;
4

5

2

1
minmax 








 yyyy ; 2)   30min  yy ;  

3)     11;11 minmax  yyyy ;  

4)     01;/4 min
22

max   yyeeyy ;  

5)     00;
162

min

4

max 







 ayyy

aa
yy ;  

6) 

4

5

4

3
max 








 yy ;  

24.3 1)     41;132 ..  yyyy наимнаиб ;  

2)     00;84 ..  yyyy наимнаиб ;  

3)     3
.. 21;20  yyyy наимнаиб ;  

4)     01;
4

0 .. 


 yyyy наимнаиб ;  

5)     10;
5

3
2 ..  yyyy наимнаиб ;  

6)     11;0 ..  yyeyy наимнаиб ; 

24.4 1)     ;11;   – функция выпукла;  1;1  – функция 

вогнута;    2ln;1,2ln;1  – точки перегиба;  



 

78 

2) 








2

1
;0  – функция выпукла;   








 ;

2

1
0;   – функция во-

гнута;   







1;

2

1
,1;0  – точки перегиба; 

3)     ;00;   – функция вогнута; точек перегиба нет; 

4)  2;  – функция выпукла;     ;11;2   – функция вогну-

та; 











9

1
;2  – точка перегиба; 

5) 




























 ;

3

3

3

3
;   – функция вогнута; 
















3

3
;

3

3
 – 

функция выпукла; 





























9

22
;

3

3
,

9

22
;

3

3
 – точки перегиба; 

6)  0;  – функция выпукла;  ;0  – функция вогнута; точек 

перегиба нет; 

7) 




























 ;

3

5

3

5
;   – функция вогнута; 






























3

5
;00;

3

5
  – функция выпукла; 






























25

21
;

3

5

25

21
;

3

5
  – точки перегиба; 

8)     ;2222;   – функция вогнута;  22;22   

– функция выпукла; 

    





 






   222222

22;22,22;22 ee  – точки 

перегиба; 
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9)  0;1  – функция вогнута;  1;0  – функция выпукла;  0;0  – точ-

ка перегиба; 

10)     ;20;   – функция выпукла;  2;0  – функция вогнута; 

   0;2;0;0  – точки перегиба. 

24.5 3,6 и 4 см; 24.6 H=2R; 24.7 

3

32R
H  ;  

24.8 1) возрастает на всей области определения;  

2)   









2

3
;11;   – убывает; 








;

2

3
 – возрастает; 

4

27

2

3
min 








 yy ;  

3)  0;  – убывает;  ;0  – возрастает;   10min  yy ; 

4)     ;40;   – возрастает;  4;0  – убывает; 

    164,160 minmax  yyyy ; 

24.9     aayyaayy 2;2 minmax  ; 

24.10 1) 











9

8
;

2

1
; 2) точек перегиба нет; 3)  
















3

4
;

2

1
,0;0 3 ;  

4)    2/12/1 ;1,;1  ee . 

24.11 1) 1 и 3/5; 2) e/1  и e/1 ; 3) 4ln  и 3ln ; 4) 8 и 0;  

24.12 

3

2
 . 

Занятие 25.  

Асимптоты. Построение графиков функций 

Аудиторные задания 

25.1 Найти асимптоты графиков функций: 

1) 

2

542






x

xx
y ; 2) 

1


x

e
y

x

; 3) 
13

4




x

x
y ; 4) 

x

x
y

ln
 ;  
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5) xxy 5arctg3  ; 6) 

9

2

2

2






x

x
y ; 7) xxy sin ;  

8)   xexy /12  ; 9) 

12

2




x

x
y ; 10) xxy /22  . 

25.2 Провести полное исследование и построить графики 

функций: 

1) 
4

2 12

x

x
y


 ; 2) 

xexy  2
; 3) 

21 xxy  ; 4) 
3 2 2xxy  ; 

5) xxy ln2 ; 6) 

1

1

2

2






x

x
y ; 7) 

 31 x

x
y


 ; 8)   xexy 1 ;  

9) 
3

3

1

4

x

x
y


 ; 10) 166 23  xxy . 

Домашние задания 

25.3 Найти асимптоты графиков функций: 

1) 
2

2

41

42

x

x
y




 ; 2) 












x
exy

1
ln ;  

3) 

 2

3

12 x

x
y


 ; 4) 

2

32

x

x
y


 . 

25.4 Исследовать функции и построить графики: 

1) 
2

3

1 x

x
y


 ; 2) 

xxey /1 ; 3)  21ln xy  ; 4) 
22 xxey  . 

Ответы: 25.1 1) 2;2  xyx ; 2) 0;1  yx  (левая);  

3) xyx  ;1 ; 4) 0;0  yx ; 5) 

2
3


 xy  (правая), 
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2
3


 xy  (левая); 6) 1,3,3  yxx ; 7) нет;  

8) 3;0  xyx ; 9) xyx  ;1 ; 10) 0x . 

25.3 1) 1;
2

1
 yx ; 2) 

e
xyex

1
;/1  ;  

3) 1
2

1
;1  xyx ; 4) xyx  ;0 . 

Занятие 26.  

Кривизна кривой 

Аудиторные задания 

26.1 Найдите кривизну и радиус кривизны линии 22  xy  в 

точке  3;1 . 

26.2 Вычислите кривизну линии 23  xy  в любой точке. 

26.3 Вычислите кривизну эллипса 99 22  yx  в его вершинах. 

26.4 Найдите кривизну кривой 4xy  в точке  2;2 . 

26.5 Найдите кривизну и радиус кривизны кривой 

322  yxyx  в точке  1;1M . 

26.6 Вычислите кривизну кривой   cos12r  в точке  . 

26.7 Вычислите кривизну кривой 

3
,

3
2 t

tytx   в точке 

 1
3

2
;1 










t . 

Домашние задания 

26.8 Найдите кривизну и радиус кривизны линии 
3xy   в 

точке  8;4M . 
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26.9 Вычислите кривизну линии 

2

xx ee
y


  в точке 0x . 

26.10 Вычислите кривизну гиперболы 1
94

22


yx

 в точке 

0,2  yx . 

26.11 Найдите кривизну кривой 122  xyyx  в точке  1;1M . 

26.12 Вычислите кривизну линии 

3
,

2

32 t
y

t
x   в точке 

 1
3

1
;

2

1











tM . 

26.13 Вычислите кривизну линии tyty sin3,cos2   в любой 

ее точке. 

Ответы:  

26.1 

2

55
;

55

2
 RK ; 26.2  33/4

3
19

6

1
 x

x
K ;  

26.3 

9

1
;3  KK ; 26.4 

4

2
K ; 26.5 23;

23

1
 RK ;  

26.6 

8

3
K ; 26.7 

2

1
K ; 26.8 

3

1080
;

1080

3
 RK ;  

26.9 1K ; 26.10 

2

9
K ; 26.11 

2

3
K ; 26.12 

22

1
K ;  

26.13 
 

6

cos9sin4
2/322 tt

K


 . 
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Занятие 27.  

Область определения и область значений  

функции нескольких переменных. Частные производные 

Аудиторные задания 

27.1 Найти область определения и область значений функций и 

изобразить их графически: 

1) 
229 yxz  ; 2)  xxyz 2ln 2  . 

27.2 Найти область определения функций и изобразить их 

графически: 

1)  223arcsin yxz  ; 2) 
22 44 yxz  ;  

3) 

1694
1

222 zyx
u  ; 4) yxz arccos . 

27.3 Найти пределы функций: 

1) 
 

2

2

2
0

sin
lim

xy

yx

y
x



; 2) 
 

  4

2sin
lim

2

1
1 




 yx

yx

y
x

;  

3) 

11
lim

22

22

0
0 




 yx

yx

y
x

; 4) 
22

0
0

1
lim

22

yx

e yx

y
x 






. 

27.4 Исследовать функции на непрерывность: 

1) 

yx

xy
z






2

1
; 2) 

22

22 2

yx

yx
z




 ;  

3) 

4

1

22 


yx
z ; 4) 

 yxez  /1
. 

27.5 Найти частные производные функций: 

1) 10232  yxyxz ; 2) 

xyx

y

y

x
z

3

1

22
 ;  
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3)   xyyxz sin3 ; 4) 

y

x
z arctg ; 5) 

yxz  ; 6) 
yxz cos . 

Домашние задания 

27.6 Найти область определения функций и изобразить ее 

графически: 

1)  4ln 22  yxz ; 2) 

3
arcsin

3
cosarc

xx
z  . 

27.7 Найти пределы функций: 

1) 
 

22
1

1

tg
lim

yx

eyx yx

y
x 

 




; 2) 
 
 yx

xxy

y
x 2

42sin
lim

2

2

0
1 






. 

27.8 Исследовать функции на непрерывность: 

1) 

 3

22 1

yx

yx
z




 ; 2) 

2

1

xy
z


 . 

27.9 Найти частные производные функций: 

1) 
3 x

y
yxz  ; 2)  332 75  yyxz ;  

3) y
x

y
z 2

2

tg ; 4) 
yxexz /2

 . 

Ответы: 27.3 1) 0; 2) 1/4; 3) 2; 4) 1.  

27.5 1) 13,22 223 








yx

y

z
xxy

x

z
;  

2) 
223232 3

112
,

3

121

xyxy

x

y

z

yxx

y

yx

z










;  

3)  
x

y
xyyxxy

x

z

2
cos3sin 




, 
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 
y

x
xyyxxy

y

z

2
cos3sin3 




; 

4) 
2222

,
yx

x

y

z

yx

y

x

z














; 5) xx

y

z
xy

x

z
yy ln,1 









 ;  

6) yxx
y

z
xy

x

z
yy sinln,cos cos1cos 









 . 

27.7 1) 

2

2e
; 2) 

3

1
 . 27.9 1) 

33 4

1

2
,

3 xy

x

y

z

x

y
y

x

z










;  

2)      22232232 35753,7530 yxyyx
y

z
yyxxy

x

z










;  

3) 

y
y

x

y

y

z

x

y

x

z

22

2

cos

1
tg2

2
, 








;  

4) 
2

32

22

2

,
2

y

ex

y

z

y

ex
e

x

z y

x

y

x

y

x












.  

Занятие 28.  

Полный дифференциал функции  

нескольких переменных и его применение.  

Частные производные и дифференциалы высших порядков 

Аудиторные задания 

28.1 Найти полный дифференциал функций: 

1) 

yx

yx
z




 ; 2)   xyeyxz 22  ; 3)  zxyu  ; 4) 

22 zy

x
u


 . 

28.2 Вычислить приближенно: 

1) 
96,308,1 ; 2)    22

93,205,4  ;  
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3) 

95,0

02,0
arctg ; 4) 

202,0 03,25 e . 

28.3 Найти частные производные второго порядка функций: 

1) 
yxez 2 ; 2) 

xy
z

1
 ; 3)  xyz sin ; 4)  22ln yxz  . 

28.4 Найти полный дифференциал второго порядка функций: 

1) 

y

x
z  ; 2) 

 2
1

yx
z


 ; 3) yxz  2ln ; 4)  yxz cossin  . 

Домашние задания 

28.5 Найти полный дифференциал функций: 

1) 
22 yxz  ; 2) 

yxez sin ; 3) 

y

x
z arctg . 

28.6 Вычислить приближенно: 

1) 
01,298,0 ; 2)  33 09,09,0ln  ; 3)    22

01,304,4  . 

28.7 Найти частные производные второго порядка: 

1) xyz ln ; 2) 

yx

xy
z


 ; 3) 

xyez  . 

28.8 Найти полные дифференциалы второго порядка: 

1) 123 22  yxyyxz ; 2) 
2y

x
z  ; 3) 

32 yxez  . 

Ответы: 28.1 1) 

   
dy

yx

x
dx

yx

y
dz

22

22





 ;  

2)     dyxyxydxyyxxedz xy 2332 22  ;  

3)    dzxyxyzxdyzydxxydz
z

ln
1




;  
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4) 

 32222
zy

xzdzxydy

zy

dx
du







 ; 

28.2 1) 1,32; 2) 4,998; 3) 0,02; 4) 3,037;  

28.3 1) 
yxyxyx e

xy

z

yx

z
e

y

z
e

x

z 2
22

2

2

2
2

2

2

2,4,  


















;  

2) 
22

22

32

2

32

2 1
,

2
,

2

yxxy

z

yx

z

xyy

z

yxx

z




















;  

3)    xyx
y

z
xyy

x

z
sin,sin 2

2

2
2

2

2










, 

   xyxyxy
xy

z

yx

z
sincos

22










; 

4) 

     222

22

222

22

2

2

222

22

2

2 4
,2,2

yx

xy

xy

z

yx

z

yx

yx

y

z

yx

xy

x

z
































; 

28.4 1) 
2

32

2 22
dy

y

x
dxdy

y
zd  ;  

2) 

 
 22

4

2 2
6

dydxdydx
yx

zd 


 ;  

3) 
 

 22

222
2

2

422

yx

dyxdxdydxxy
zd




 ;  

4)      ydxdyyxxdyxzd sincossin2cossin 22  

     22 coscoscoscossinsin dyyxyyxy  ; 

28.5 1) dy
yx

y
dx

yx

x
dz

2222 



 ;  

2) ydyxeydxedz yxyx cossin sinsin  ;  
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3) 

   
dy

yx

y

x

dx
yx

x

y

dz






22

;  

28.6 1) 0,96; 2) – 0,3; 3) 5,038;  

28.7 1) 

xxy

z

yx

z

y

z

x

y

x

z 1
,0,

22

2

2

22

2




















;  

2) 

     3

22

3

2

2

2

3

2

2

2 2
,

2
,

2

yx

xy

xy

z

yx

z

yx

x

y

z

yx

y

x

z


























;  

3)  xye
xy

z

yx

z
ex

y

z
ey

x

z xyxyxy 


















1,,

22
2

2

2
2

2

2

; 

28.8 1)   222 22626 dydxdyxydxzd  ;  

2) 
2

43

2 64
dy

y

x
dxdy

y
zd  ;  

3)     242222 691224
32

dyyydxdyxydxxezd yx  
. 

Занятие 29.  

Производные сложных функций нескольких  

переменных. Производная функции, заданной неявно 

Аудиторные задания 

29.1 Найти указанные производные для функций: 

1) xyyxz  22
, если ?,cos,sin 

dt

dz
taytax   

2) yxz ln2 , если ?,arcsin,12 
dt

dz
tytx   
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3) yxz  2
, если ??,sin 






dx

dz

x

z
xy   

4) 

y
z x 1

arctg3 ; если ??, 



 

x

z

dx

dz
ey x

 

5)  22ln vuz  , если ??,sin,cos 










y

z

x

z
xyvyxu  

6) 
22 vuz  , если ??,ln, 











y

z

x

z
yxvxu y

 

7) xyz cos , если ??,, 










v

z

u

z

v

u
yeux v

. 

29.2 Найти частные производные от неявно заданных функций: 

1) 06 322  xyzxyzxyyx ; 2) 1
x

z

z

xy
;  

3) 1ln 
y

z

z

x
; 4) z

z

y
x  arctg ; 5) 0cos  zzxy

. 

Домашние задания 

29.3 Найти указанные производные для функций: 

1) 

x

y
z arctg , если ?,, 1212  

dt

dz
eyex tt

 

2)  yxxz  sin , если   ?,1,
1 2

3


dt

dz
ty

t
x   

3) vuz ln2 , если ??,, 22 










y

z

x

z
yxv

x

y
u   

4) 

y

x
z arcsin , если ??,,22 











v

z

u

z
vuyvux  
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29.4 Найти частные производные от неявно заданных функций: 

1) zyxxyz  ; 2) 
33 3 axyzz  ;  

3) 
 zyxezyx  ; 4) 

22 azxyzexy  . 

Ответы: 29.1 1) ta
dt

dz
2cos2 ; 2) 

2

2

2 11

ln2

ty

x

t

yxt

dt

dz





 ;  

3) 
x

x
x

dx

dz
x

x

z

sin2

cos
2;2 




;  

4) xxxx e
yydx

dz

yx

z









21

1
3

1
arctg3ln3;

1
arctg3ln3 ;  

5) xy
vu

v
y

vu

u

x

z
cos

2
cos

2

2222











; 

x
vu

v
yx

vu

u

y

z
sin

2
sin

2

2222











; 

6) y
vu

v
xy

vu

u

x

z y ln
22

1

22











 ; 

y

x

vu

v
xx

vu

u

y

z
y 











2222
ln ; 

7)    
v

xxyeyxy
u

z
v

1
sinsin 




; 

   
2

sinsin
v

u
xxyeuyxy

v

z
v 




; 

29.2 1) 
2

32

2

32

3

2
;

3

2

xyzxy

xzxzxyx

y

z

xyzxy

yzyzyxy

x

z


















;  

2) 
yxz

zx

y

z

x

z

x

z

22

2

;











; 3) 

 zxy

z

y

z

zx

z

x

z













 2

; ;  
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4) 

yyz

z

y

z

yyz

yz

x

z

















2222

22

; ;  

5) 

zxyz

zxz

y

z

zxyz

zyz

x

z

xy

xy

xy

xy

sin

ln
;

sin

ln

11 














; 

29.3 1) 
 

22

22

yx

yxe

dt

dz t




 ;  

2) 
   

   yxtx
t

yxxyx

dt

dz



 cos12

cossin
3

4
;  

3) 































v

uy

x

v
u

y

z

x

vy

v

ux
u

x

z ln
2;

ln
2

2
;  

4) 











































u

y

x
v

xyv

z
v

y

x
u

xyu

z
2

1
;2

1

2222
;  

29.4 1) 

1

1
;

1

1



















xy

xz

y

z

xy

yz

x

z
;  

2) 

xyz

xz

y

z

xyz

yz

x

z















22
; ; 3) 1;1 










y

z

x

z
;  

4) 
22

2 2
;

xye

xyzxze

y

z

xye

zyyze

x

z

xy

xy

xy

xy


















. 
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Занятие 30.  

Касательная плоскость и нормаль к поверхности.  

Производная по направлению. Градиент 

Аудиторные задания 

30.1 Написать уравнение касательной плоскости и нормали к 

поверхности в указанной точке: 

1)  1,4,3;26 0
222 Mzyx  ; 2)  2,3,2;

94
0

22

M
yx

z  ;  

3)  0,1,2;3 0Mxyzez  ; 4)  0,4,3; 0
22 Myxxyz  ;  

5)  












 


2

3
,

3
,1;sin 0Mxyz . 

30.2 Найти производную функции xyzzxyu  32
 в точке 

 2,1,1M  по направлению вектора, образующего с координатными 

осями острые углы, если  45,60 ? 

30.3 Найти производную функции 
22 2 yxzxu   в точке 

 1,2,1 M  по направлению вектора 1MM , где 1M  – точка с 

координатами  3,4,2  . 

30.4 Найти градиент функций в указанных точках: 

1)  2,1;4 22 Myxz  ; 2)  3,0;
122

M
yx

xy
z


 ;  

3)  1,1;
22

2

Mez yx

x

 . 

30.5 Найти наибольшую скорость возрастания функций в 

указанных точках: 

1)  1,2;65 0
2 Mxyxz  ; 2)  1,1,1;   Mxzyeu zyx

. 
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Домашние задания 

30.6 Написать уравнение касательной плоскости и нормали к 

поверхности в указанной точке: 

1)  2,3,2;1543 0
222  Mzyx ;  

2)  1,2,1;9344 0
22  Mzxzxyzy ;  

3)  1,2,1;6 0
333  Mxyzzyxz . 

30.7 Найти производную по направлению функции 
22 25 yxz   в точке  5,20M  по направлению к точке  2,2N . 

30.8 Найти градиенты функций в указанных точках: 

1)  1,1,2;3 0
333  Mxyzzyxu ;  

2)    1,1,2;arctg 0
2 Mzyxu  . 

Ответы: 30.1 1) 

1

1

4

4

3

3
;2643










zyx
zyx ;  

2) 

1

2

3/2

3

1

2
;6323












zyx
zyx ;  

3) 

02

1

1

2
;42

zyx
yx 





 ;  

4) 

511

4

17

3
;9551117

zyx
zyx 





 ;  

5) 

6

2

3

3

31
;033263
















zy
x

zyx ; 

30.2 5; 30.3 

3

16
; 30.4 1) jiz


42grad  ; 2) iz



10

9
grad  ;  
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3) jez grad ; 30.5 1) 2052 ; 2) e


2 ;  

30.6 1) 

8

2

9

3

2

2
;015892














zyx
zyx ;  

2) 

0

1

4

2

3

1
;0543










zyx
yx ;  

3) 

6

1

11

2

1

1
;017511










zyx
zyx ;  

30.7 – 4; 30.8 1) kjiu


3915grad  ; 2) kjiu


5

1

5

1
4grad  . 

Занятие 31.  

Экстремум и условный экстремум  

функции нескольких переменных 

Аудиторные задания 

31.1 Исследовать на экстремум следующие функции: 

1) xyyxz 333  ; 2) 
2264 yxyxxz  ; 3) 

33 yxz  ;  

4) 1966 2232  yxyxz ; 5) 362  xyxyxz . 

31.2 Найти условные экстремумы следующих функций: 

1) yxz  2 , если 522  yx ;  

2) 
23xxyz  , если 01 yx ;  

3) 
22 92 yxz  , если 19 22  yx ;  

4) 
22 2yxz  , если 1123  yx . 

Домашние задания 

31.3 Исследовать на экстремум функции: 

1) 168 33  xyyxz ; 2) yxyyxz 30183 32  ;  

3)   22
41 yxz  . 
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31.4 Найти условные экстремумы функций: 

1) 1,  yxxyz ; 2) 1,  yxez xy
; 3) 8, 22  yxxyz . 

Ответы: 31.1 1)   11,1min  zz ; 2)   82,4max  zz ;  

3) экстремума нет; 4)   10,0max  zz ; 5)   154,4max  zz ; 

31.2 1)   51,2 z  – условный max,   51,2 z  – условный min;  

2)   125,025,1;25,0 z  – условный min;  

3)     20,1;20,1  zz  – условный max, 1
3

1
,0 













z ; 

1
3

1
,0 













z  – условный min; 4)   111,3 z  – условный min; 

31.3 1)   05,0;1min  zz ;  

2)     723,1;723;1 maxmin  zzzz ; 3)   00;1min  zz ; 

31.4 1)   25,05,0;5,0 z  – условный max; 2) 4

1

2

1
;

2

1
ez 








 –  

условный max;  

3)     42;22;2  zz  – условный min;   42,2 z  – услов-

ный max. 

Занятие 32.  

Наибольшее и наименьшее значения  

функции нескольких переменных в замкнутой области 

Аудиторные задания 

32.1 Найти наибольшее и наименьшее значение функции в 

замкнутой области: 

1) 1, 2263 223

  yxez yxx
;  

2) 0,0,05,1232 22  yxyxyxyxyxz ;  

3) 5,4,102 22  yxyxyxz ;  
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4)   6,0,0,42  yxyxyxyxz ;  

5) 9, 2222  yxyxz . 

Домашние задания 

32.2 Найти наибольшее и наименьшее значение функции в 

замкнутой области: 

1) 1,0,3,52422  yxyxyxyxyxz ;  

2) 1, 22  yxyxz ;  

3) 2,1,2,0,333  yyxxxyyxz ;  

4) 8,0,0,2  yxyxyxxyz ;  

5) 6,0,0,321  yxyxyxz . 

Ответы: 32.1 1)     10,0,1,0 6  zzezz наимнаиб ;  

2)     31,2,415,0  zzzz наимнаиб ;  

3)     315,3,295,3  zzzz наимнаиб ;  

4)     642,4,41,2  zzzz наимнаиб ;  

5) 9наибz  (в точках окружности 922  yx ), 

  00,0  zzнаим ; 

32.2 1)     10,2,203,0  zzzz наимнаиб ;  

2) 2
2

2
;

2

2
,2

2

2
;

2

2






























 zzzz наимнаиб ;  

3)       11,01,1,131,2  zzzzz наимнаиб ;  

4)     166,8;25,45,4;5,3  zzzz наимнаиб ; 

5)     10,0,196,0  zzzz наимнаиб . 
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Занятие 33.  

Комплексные числа и действия над ними 

Аудиторные задания 

33.1 Найти 
21,,,,,,, 




 

, если: 

1) ii 23,73  ; 2) ii 45,61  . 

33.2 Возведите в указанную степень данные комплексные числа: 

1)  21 i ; 2)  321 i ; 3)  51 i ; 4)  61 i . 

33.3 Найдите действительную и мнимую части каждого 

комплексного числа: 

1)  21 i ; 2)  243 i ; 3)  323 i . 

33.4 Выполните действия: 

1)    iii 45432  ; 2)    
i

i
ii

32

43
352

22




 ;  

3) 14
21

31





i

i

i
; 4) 

 
43

53

8
2





i

i

i
. 

33.5 Представить следующие комплексные числа в 

тригонометрической форме записи: 

1) i1 ; 2) i ; 3) i
2

3

2

1
 ; 4) i45 . 

33.6 Выполните указанные действия: 

1)  51 i ; 2)  422 i ; 3)  10
i ; 4) 

3 33 i ;  

5) i ; 6) 
3

31 i ; 7) 
3 8 ; 8) 

6 64 ; 9) 
4 1 . 

Домашние задания 

33.7 Найти 21 ,,,,,,, 



  , если 

ii  2,21 . 



 

98 

33.8 Найти действительную и мнимую части комплексных чисел: 

1) 

i

i

31

24




; 2)  342 i . 

33.9 Вычислите: 1) 
 

 3

5

1

1

i

i




; 2) 

 

 5

7

1

1

i

i




. 

33.10 Запишите в тригонометрической форме записи следующие 

числа: 

1) 3; 2) – 5; 3) i55 . 

33.11 Возведите в указанную степень каждое из данных 

комплексных чисел: 

1) 

3

3
sin

3
cos4 























 



i ; 2) 

4

4
sin

4
cos5 




















 



i ;  

3) 

3

5
sin

5
cos2


























 



i . 

33.12 Найдите значения корня указанной степени из данных 

комплексных чисел: 

1) 3

4

3
sin

4

3
cos8 







 



i ; 2) 

3 22 i ; 3) 
3 i ; 4) 

4 1 . 

Ответы:  

33.1 1) iiiiiiii 125;
58

7

58

3
;

13

4

13

23
;275;23;73;5;96  ; 

2) iiiiiiii 409;
37

6

37

1
;

41

34

41

19
;2629;45;61;104;26  . 

33.2 1) 2i; 2) i211 ; 3) i44 ; 4) 8i. 

33.3 1)     21Im,01Re
22

 ii ;  

2)     2443Im,743Re
22

 ii ;  

3)     4623Im,923Re
32
 ii . 



 

99 

33.4 1) i1416 ; 2) i
13

199

13

175
 ; 3) i32 ; 4) i

34

261

34

27
 . 

33.5 1) 






 




4
sin

4
cos2 i ; 2) 







 








 


2
sin

2
cos i ;  

3) 








 










 


3
sin

3
cos i ;  

4) 

































































5

4
arctgsin

5

4
arctgcos41 i . 

33.6 1) i44 ; 2) – 64; 3) – 1;  

4) 








 





12
sin

12
cos23

3
1 i ;  
























 





2

2

2

2
23

4

3
sin

4

3
cos23

33
2 ii ;  








 





12

17
sin

12

17
cos23

3
2 i ;  

5) 
2

2

2

2
;

2

2

2

2
21 ii  ;  

6) 











 
















 





9

7
sin

9

7
cos2;

9
sin

9
cos2 21 ii ; 













 





9

13
sin

9

13
cos23 i ; 

7) 31;2;31 321 ii  ;  

8) iiiiii  3;2;3;3;2;3 654321 ; 

9) ii  4321 ;1;;1 . 
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33.7 iiiiiiii 43;;
5

2

5

1
;2;21;34;31;3  . 

33.8 1) 1
31

24
Im,1

31

24
Re 










i

i

i

i
;  

2)     1642Im,8842Re
33

 ii . 

33.9 1) 2; 2) – 2. 33.10 1)  0sin0cos3 i ; 2)   sincos5 i ;  

3) 






 




4

3
sin

4

3
cos25 i . 33.11 1) – 64; 2) – 25;  

3) 























 










 


5

3
sin

5

3
cos

8

1
i . 

33.12 1) 








 













 





12

11
sin

12

11
cos2;

4
sin

4
cos2 21 ii ; 











 





12

19
sin

12

19
cos23 i ; 

2) 








 













 





12

11
sin

12

11
cos2;

4
sin

4
cos2 21 ii ; 










 





12

19
sin

12

19
cos23 i ; 

3) iii  321 ;
2

1

2

3
;

2

1

2

3
;  

4)    ii  1
2

2
;1

2

2
21 ; 

   ii  1
2

2
;1

2

2
43 . 
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Типовой расчет № 1 

Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии 

З а д а ч а  1  

Исследовать систему уравнений и в случае совместности решить ее. 

1.1. а)














.43

,32

,1

41

4321

4321

xx

xxxx

xxxx

 б) 





















.122

,123

,1

,032

321

21

321

321

xxx

xx

xxx

xxx

 

1.2. а)














.532

,0

,522

321

432

431

xxx

xxx

xxx

 б) 





















.337

,154

,1

,032

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 

1.3. а)














.1

,02

,232

421

4321

432

xxx

xxxx

xxx

 б) 





















.0

,3

,23

,12

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 

1.4. а)














.152

,2

,042

421

431

432

xxx

xxx

xxx

 б) 














.02

,02

,043

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

1.5. а)














.3223

,333

,0324

4321

421

432

xxxx

xxx

xxx

 б) 














.222

,22

,43

421

431

321

xxx

xxx

xxx

 

1.6. а)














.222

,12

,332

4321

431

321

xxxx

xxx

xxx

 б) 





















.0233

,2

,12

,022

321

42

321

431

xxx

xx

xxx

xxx
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1.7. а)














.063

,03

,0524

431

431

431

xxx

xxx

xxx

 б) 





















.024

,5

,62

,7

31

321

421

431

xx

xxx

xxx

xxx

 

1.8. а)














.023

,022

,0

421

431

431

xxx

xxx

xxx

 б) 





















.0

,123

,0

,522

432

421

431

321

хxx

xxx

xxx

xxx

 

1.9. а) 














.022

,02

,0

421

4321

4321

xxx

xхxx

xхxx

 б) 





















.63

,75

,0

,123

21

32

321

321

xx

xx

xxx

xxx

 

1.10. а) 














.04

,0

,0

43

432

421

xx

xхx

xxx

 б) 





















.033

,32

,4

,2

21

421

321

432

xx

xхx

xxx

xxx

 

1.11. а) 














.032

,0

,042

321

421

43

xхx

xхx

xx

 б) 





















.222

,02

,1

,1

421

31

4321

432

хxx

хx

хxxx

xxx

 

1.12. а) 














.03

,02

,03

21

421

421

хx

xхx

xхx

 б) 





















.12

,02

,52

,7

4321

432

421

321

ххxx

ххx

хxx

xхx
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1.13. а) 





















.6234

,323

,3

,02

4321

4321

431

321

хxхx

хxхx

xхx

xхx

 б) 














.02

,0

,043

421

421

43

ххx

хxx

xx

 

1.14. а) 














.42

,1

,3

431

421

432

ххx

xхx

xхх

 б) 














.03

,02

,02

41

431

321

хx

хxx

xхx

 

1.15. а) 














.021385

,04523

,043

4321

4321

4321

хххx

xххx

xххx

 б) 





















.336

,122

,023

,42

321

4321

4321

4321

хxx

хххx

ххxx

хxхx

 

1.16. а) 





















.53

,02

,1

,1

41

431

432

421

хх

ххx

xхх

xхx

 б) 














.03

,0

,02

421

431

431

ххx

хxx

xхx

 

1.17. а) 














.0

,02

,02

431

321

431

ххx

xхx

xхx

 б) 





















.04244

,1

,23

,1422

4321

4321

4321

432

ххxx

ххxх

ххxx

хxх

 

1.18. а) 














.032

,0

,042

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 





















.236

,1

,023

,32

4321

321

321

431

xxxx

xxx

xxx

xxx
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1.19. а) 














.032

,0

,043

41

431

432

xx

xxx

xxx

 б) 





















.0262

,12

,1

,025

4321

432

43

432

xxxx

xxx

xx

xхx

 

1.20. а) 





















.423

,4

,1

,132

4321

43

421

431

xxxx

xx

xxx

xxx

 б) 














.02

,0

,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

1.21. а) 














.24

,1

,33

421

431

432

xxx

xxx

xxx

 б) 





















.023

,02

,0

,032

4321

321

432

321

xxxx

xxx

xxx

xxx

 

1.22. а)














.023

,022

,0

321

421

431

xxx

xxx

xxx

 б) 





















.9623

,1

,54

,153

4321

432

421

321

xxxx

xxx

xxx

xxx

 

1.23. а)














.65

,12

,553

4321

421

431

xxxx

xxx

xxx

 б) 





















.03

,03

,02

,02

4321

4321

432

321

xxxx

xxxx

xxx

xxx

 

1.24. а)





















.0

,0210

,17

,23

321

4321

431

432

xxx

xxxx

xxx

xxx

 б) 








.02422

,023

4321

4321

xxxx

xxxx
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1.25. а) 





















.2232

,2322

,02

,22

431

321

432

421

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 














.023

,02

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

З а д а ч а  2  

2.1. Вычислить ),( ba


, где ;423 21;21 mmbmma


  21, mm


 – 

единичные векторы, угол между которыми равен 
4


. 

2.2. Найти проекцию вектора kjia


434   на направление 

вектора kjib


 22 . 

2.3. Найти ),( ba


, ba


, , если kjbkjia


2,2  . 

2.4. Вектор c


, коллинеарный вектору kia


25  , образует ост-

рый угол с осью Oz. Найти координаты вектора c


, если 293c


. 

2.5. Найти  baba


 ,32 , если 2,2  ba


, 

4
,
















 

ba


. 

2.6. Найти ),( ba


, ba


, , если pnmpmbpnma


,,,4;32   – 

ортогональный базис и 4,3,2  pnm


. 

2.7. Найти длину вектора nma


43  , если ,1 nm


 

3
,










 

nm


. 

2.8. Найти вектор b


, коллинеарный вектору kjia


 2  и 

удовлетворяющий условию 3),( ba


. 
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2.9. Найти  baba


3,52  , если 

3

2
,,3,2





















baba


. 

2.10. Вычислить синус угла между диагоналями параллелограмма, 

сторонами которого служат векторы kjibkjiа


 3,2 . 

2.11. Найти вектор d


, удовлетворяющий условиям   ,5, ad


 

    3,,2,  cdbd


, если  0,2,1a


,  5,0,1b


,  0,0,1c


. 

2.12. Даны векторы kjickjibkjia


1243,54,63  . 

Найти проекцию вектора ba


  на направление вектора c


. 

2.13. Вектор b


, коллинеарный вектору kjia


5,786  , образует 

острый угол с осью Oz. Найти координаты вектора b


, если 50b


. 

2.14. Найти площадь треугольника, построенного на векторах 

baAB


23 


 и baAC


36 


, если 3,4  ba


6
,
















 

ba


. 

2.15. Найти ],[ ba


, если   96,,15,8  baba


. 

2.16. Какой угол образуют векторы a


 и b


, если bam


2  и 

ban


45   ортогональны, 1 ba


? 

2.17. Вычислить      accbba


,,,  , если 0 cba


, 

1 cba


. 

2.18. Даны точки А(–5, 7, –6) и B(7, –9, 9). Найти проекцию век-

тора kjia


 3  на направление вектора 


АВ . 

2.19. Найти координаты вектора a


, если ,
3

,















 

ia

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6,
4

, 















 

aja


. 

2.20. Найти вектор х


, ортогональный вектору  4,3,12 a


, 

имеющий с ним одинаковую длину и лежащий в плоскости Oyz. 

2.21. Найти угол между векторами nmbnma


  и 42 , если 

3

2
,,1















nmnm


. 

2.22. Найти проекцию вектора a

 4,3,4   на направление век-

тора  1,2,2b


. 

2.23. Какой угол образуют единичные векторы m


 и n


, если век-

торы nma


2  и nmb


45   ортогональны? 

2.24. Доказать, что скалярное произведение двух векторов не из-

менится, если к одному из них прибавить вектор, ортогональный 

другому сомножителю. 

2.25. При каких значениях  и  векторы kjia


22   и 

kjib


 5  коллинеарны? 

З а д а ч а  3  

3.1. Найти  bba


,2  , где kjibkjia


 2;23 . 

3.2. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на век-

торах nmbnma


3 и 2  , если 

6
,,3;5















nmnm


. 

3.3.  Вектор с


 перпендикулярен векторам a


 и b


, угол между 

a


 и b


 равен 
6


. Зная, что 3,3,6  cba


, вычислить 

),,( cba


. 

3.4. Найти  baba


 2,2 , где jikbkjia


23;2  . 
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3.5. Найти вектор x


, если известно, что он ортогонален векторам 

kjibkjia


 32,3  и   51432,  kjix


. 

3.6. Найти координаты вектора x


, если он ортогонален векторам 

   3,1,1,1,3,2  ba


 и x


=1. 

3.7. Найти единичный вектор d


, компланарный векторам 

 3,1,2 a


 и  0,2,4b


 и ортогональный вектору  1,1,1c


. 

3.8. Вычислить площадь параллелограмма, сторонами которого явля-

ются векторы nma


2  и nmb


3 , если 

6
,,3,5















nmnm


. 

3.9. Вычислить синус угла между диагоналями параллелограмма, 

сторонами которого служат векторы ,2 kjia


  kjib


 3 . 

3.10. Вычислить высоту параллелепипеда, построенного на век-

торах kjickjibkjia


 3,4,523 , если за основа-

ние взят параллелограмм, построенный на векторах a


 и b


. 

3.11. Вектор x


, перпендикулярный векторам kjia


324   и 

kjb


3 , образует с осью Oy тупой угол. Найти координаты век-

тора x


, если .26x


 

3.12. Вычислить площадь параллелограмма, сторонами которого 

являются векторы ACAB  и , если      4,1,3,2,1,1 CBA  . 

3.13. Вершины треугольной пирамиды находятся в точках 

 0,0,0A ,  1,4,3 B ,  5,3,2C ,  3,0,6 D . Найти длину высоты, 

проведенной из вершины А. 

3.14. Проверить, лежат ли точки  2,1,2 A ,  5,0,3B ,  3,2,1C , 

 1,2,0 D  в одной плоскости. 

3.15. Проверить, компланарны ли векторы kjia


 2 , 

kjib


23  , kjic


13147  . 
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3.16. Дана треугольная пирамида с вершинами  1,0,0A , 

 4,3,2B ,  3,2,6C ,  2,7,3D . Найти длину высоты пирамиды, 

проведенной на грань BCD. 

3.17. Найти площадь параллелограмма, сторонами которого яв-

ляются векторы kjia


 3  и kjib


32  . 

3.18. Найти  aba


,3  , если kjibkjia


2,42  . 

3.19. Найти ),,( cba


, если векторы cba


,,  образуют правую 

тройку и взаимно перпендикулярны, .4,3,2  cba


 

3.20. Показать, что точки A(3, 1, –1), B(5, 7, –2), C(1, 5, 0) и  

D(9, 4, –4) лежат в одной плоскости. 

3.21. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на 

векторах jibjia


4,32  . 

3.22. Найти единичный вектор, ортогональный векторам kjia


2  

и kjib


 2 . 

3.23. Вершинами треугольной пирамиды являются точки A(-5, 4, 8), 

B(2, 3, 1), C(4, 1, –2) и D(6, 3, 7). Найти длину высоты, проведенной 

на грань BCD. 

3.24. Вычислить синус угла между диагоналями параллелограм-

ма, построенного на векторах kjibkjia


 3,2 . 

3.25. Проверить, лежат ли точки A(–1, 2, 3), B(0, 4, –1), C(2, 3, 1) 

и D(–2, 1, 0) в одной плоскости. 

З а д а ч а  4  

4.1. Написать уравнение прямой, проходящей через начало коор-

динат перпендикулярно прямой 01362  yx . 

4.2. Найти угол между прямой 0132  yx  и прямой, прохо-

дящей через точки    3;0,2;1 21 MM  . 
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4.3. Найти уравнение прямой, проходящей через точку  4;1M  

параллельно прямой 0432  yx . 

4.4. Дан треугольник с вершинами в точках  2,1A ,  1,0B  и 

 4,1C . Написать уравнение прямой, проходящей через вершину А 

параллельно противоположной стороне. 

4.5. При каком значении параметра α прямые    x23  

  0841  y  и     07425  yx  взаимно перпенди-

кулярны? 

4.6. Даны вершины треугольника  5,3A ,  3,3B  и  8,5 C . 

Определить длину медианы, проведенной из вершины С. 

4.7. При каких значениях α прямые 012  yx  и 

0346  yx : 

а) параллельны; б) имеют одну общую точку? 

4.8. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

 3;4M  перпендикулярно вектору 21MM , если  2,01 M ,  5,32M . 

4.9. Дан треугольник с вершинами в точках  5,21M ,  3,12 M  

и  0,03M . Составить уравнение медианы, проведенной из верши-

ны 3M . 

4.10. Найти уравнение прямой, проходящей через точку 

 2,11 M  перпендикулярно прямой, соединяющей точки  3,22M  

и  1,03 M . 

4.11. На прямой 0112  yx  найти точку, равноудаленную от 

двух данных точек  1,1A  и  0,3B . 

4.12. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

 1;1M  параллельно прямой 054  yx . 

4.13. Найти расстояние между прямыми 02543  yx  и 

05086  yx . 
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4.14. Найти уравнение прямой, проходящей через точку  3,2;1M  

параллельно вектору AB , если  4,2;1A ,  8,5;3B . 

4.15. Привести к каноническому виду уравнения прямой  









.032

,09332

zyx

zyx
 

4.16. Найти уравнение прямой, проходящей через точку 

 3;1M  и точку пересечения прямых ,012  yx  043  yx . 

4.17. Найти значения параметров a и d, при которых прямая  















tz

ty

tx

3

41

43

 принадлежит плоскости 042  dzyax . 

4.18. Дан треугольник с вершинами в точках А(1, 5), B(4, 3), 

С(2, 9). Найти уравнение высоты, проведенной из вершины А. 

4.19. Составить уравнение прямой, проходящей через точку пе-

ресечения прямых 0425,0253  yxyx  и точку А(1, 3). 

4.20. Дан треугольник с вершинами в точках А(1, 1), B(2, 3), 

С(4, 7). Написать уравнение медианы, проведенной из вершины А. 

4.21. Найти уравнение прямой, проходящей через точку А(1, 1) 

параллельно прямой, соединяющей точки )3,2(1 M  и )1,5(2M . 

4.22. Даны уравнения сторон треугольника ,012  yx  

0114,01745  yxyx . Составить уравнение прямой, про-

ходящей через одну из вершин треугольника параллельно противо-

положной стороне. 

4.23. Найти уравнение прямой, проходящей через точку )3,2(1M  

ортогонально вектору 21MM , если )5,4(2M . 

4.24. Выяснить, принадлежат ли точки А(1, 2), B(3, 4) и С(1, 2) 

одной прямой. 
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4.25. Даны точки А(1, 2, 3), B(3, 1, 2) и С(1, 3, 1). Найти точку 

пересечения медиан треугольника ABC. 

З а д а ч а  5  

Даны координаты вершин пирамиды А1А2А3А4. Требуется найти: 

1) длину ребра А1А2; 2) угол между ребрами А1А2 и А1А4; 3) площадь 

грани А1А2А3; 4) объем пирамиды; 5) уравнение прямой А1А4;  

6) уравнение плоскости А1А2А3; 7) угол между ребром А1А4 и гранью 

А1А2А3; 8) уравнение высоты, опущенной из вершины А4 на грань 

А1А2А3. Сделать чертеж. 

5.1.  9,3,31A ,  1,9,62A ,  3,7,13A ,  8,5,84A . 

5.2.  4,5,31A ,  3,8,52A ,  9,9,13A ,  8,4,64A . 

5.3.  3,4,21A ,  3,6,72A ,  3,9,43A ,  7,6,34A . 

5.4.  5,5,91A ,  1,7,32 A ,  8,7,53A ,  2,9,64A . 

5.5.  1,7,01A ,  5,1,42A ,  3,6,43A ,  8,9,34A . 

5.6.  4,5,51A ,  4,8,32A ,  10,5,33A ,  2,8,54A . 

5.7.  1,1,61A ,  6,6,42A ,  0,2,43A ,  6,2,14A . 

5.8.  3,5,71A ,  4,4,92A ,  7,5,43A ,  6,9,74A . 

5.9.  2,6,61A ,  7,4,52A ,  7,4,23A ,  0,3,74A . 

5.10.  1,3,11 A ,  3,2,32 A ,  3,3,33 A ,  4,0,24 A . 

5.11.  6,1,11 A ,  2,5,42 A ,  0,3,13 A ,  5,1,64A . 

5.12.  1,1,11A ,  0,4,32A ,  6,5,13 A ,  5,0,44A . 

5.13.  0,0,01A ,  0,2,52A ,  0,5,23A ,  4,2,14A . 

5.14.  2,1,71A ,  2,3,52 A ,  5,3,33A ,  1,5,44 A . 

5.15.  2,3,21 A ,  2,3,22 A ,  0,2,23A ,  5,5,14A . 

5.16.  1,1,31A ,  1,4,12A ,  7,1,13A ,  1,4,34 A . 

5.17.  2,3,41 A ,  3,2,22A ,  3,2,23 A ,  3,2,14 A . 

5.18.  0,1,51A ,  1,0,72A ,  4,1,23A ,  3,5,54A . 
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5.19.  1,2,41 A ,  4,0,32A ,  4,0,03A ,  3,1,54 A . 

5.20.  2,0,01A ,  5,0,32A ,  0,1,13A ,  2,1,44A . 

5.21.  5,0,31A ,  2,0,02A ,  2,1,43A ,  0,1,14A . 

5.22.  0,1,11A ,  2,1,42A ,  2,0,03A ,  5,0,34A . 

5.23.  2,1,41A ,  0,1,12A ,  5,0,33A ,  2,0,04A . 

5.24.  0,0,01A ,  1,2,32 A ,  0,4,13A ,  3,2,54A . 

5.25. )0,1,3(1A ,  2,7,02A ,  5,0,13 A ,  5,1,44A . 

З а д а ч а  6  

Построить на плоскости кривую, приведя ее уравнение к кано-

ническому виду. 

6.1. 020282  yxx . 

6.2. 0151843 22  xyx . 

6.3. 07822 22  yxyx . 

6.4. 01582  yxx . 

6.5. 02010422  yxyx . 

6.6. 09183095 2  yxyx . 

6.7. 0100364094 22  yxyx . 

6.8. 0127645169 22  yxyx . 

6.9. 01282 2  yxx . 

6.10. 0364 22  yyx . 

6.11. 0109325449 22  yxyx . 

6.12. 0752  yxx . 

6.13. 0111664 22  yxyx . 
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6.14. 0784 2  yxx . 

6.15. 01849 22  xyx . 

6.16. 0382 2  yyx . 

6.17. 3864 22  yxyx . 

6.18. 06105 2  yyx . 

6.19. 242484 22  yxyx . 

6.20. yxx 2562  . 

6.21. 05040109 22  yyx . 

6.22. 01991864916 22  yxyx . 

6.23. 014122 2  yyx . 

6.24. 011422  xyy . 

6.25. 022 22  xyx . 

З а д а ч а  7  

Построить поверхность, приведя ее уравнение к каноническому 

виду. 

7.1. а) 221 yxz  ; б) 24 xz  . 

7.2. а) 0422 222  zyxx ; б) 452  zyy . 

7.3. а) 064 222  xzyx ; б) zzx 222  . 

7.4. а) xzy  12 22 ; б) 4xy . 

7.5. а) 32849 222  zyyx ; б) 0622  xyx . 

7.6. а) 022 222  zzyx ; б) 020642  yzz . 

7.7. а) 0453222  zyxzyx ; б) 142  xy . 
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7.8. а) 222 yxz  ; б) 21 xz  . 

7.9. а) 91891636 222  zzyx ; б) 07822  xzz . 

7.10. а) 0222  zyx ; б) 242  xy . 

7.11. а) zzyx 2222  ; б) 2xy  . 

7.12. а) 223 222  zzyx ; б) 21 zx  . 

7.13. а) zzyx 242 222  ; б) xzx 252  . 

7.14. а) 224 yxz  ; б) yyx 222  . 

7.15. а) 04442 222  zxxy ; б)  21 xz . 

7.16. а) 02 222  xzyy ; б) 2yx  . 

7.17. а) 12222  zyyx ; б) zyz 222  . 

7.18. а) 6222  zyx ; б) 0622  zzx . 

7.19. а) 3236849 222  zyyx ; б) 1052 2  yx . 

7.20. а) zzyx 2222  ; б) xz 72  . 

7.21. а) 02484155 222  zzyx ; б) 84 22  yx . 

7.22. а) 3224 222  xyxz ; б) 9xy . 

7.23. а) 484 222  yzyx ; б) 0322  yx . 

7.24. а) 0222  zyx ; б) 0422  yx . 

7.25. а) 02 222  zyxx ; б) 22 yx  . 
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Типовой расчет № 2 

Предел функции. Производная и ее применение  

к исследованию функций и построению графиков 

З а д а ч а  1  

Найти пределы функции, не пользуясь правилом Лопиталя. 
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xx

x
. 
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 в) 
x

xx

x

2arctgarcsin
2

1

lim
0




. г)  

xx
x

x






2

1

1lim
0

. 

1.25. а) 
23

1222
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
. б) 

3

35

100

8
lim

x

xx

x 




. 

 в) 
20

3cos6cos
lim

x

xx

x




. г)   xxx

x
ln5lnlim 


. 

З а д а ч а  2  

Исследовать данные функции на непрерывность и указать вид 

точек разрыва; в условии «б» дополнительно построить график 

функции. 

2.1. а)  
 

2

1ln

x

x
xf


 . б)  





















4.при3

;41при
2

;1при12

xx

x
x

xx

xf  

2.2. а)  
x

xf
1

arctg . б)  

























.
6

при
2

1

;
6

1приsin

;0при2

x

xx

xx

xf  

2.3. а)   2

1

3  xxf . б)  
















3.при3

;31при1

;10приln

2 xx

xx

xx

xf  

2.4. а)  
xe

xf



11

1
. б)  

























.при2sin

;
4

при
2

;
4

0приtg

xx

x
x

xx

xf  
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2.5. а)  

12

12
1

1






x

x

xf . б)  
















2.при6

2;0при3

;1при1

xx

x

xx

xf x  

2.6. а)  
2

2






x

x
xf . б)  





















2.при4
2

;21при2

;10при2

2

x
x

xx

xx

xf  

2.7. а)  
3

2 23

xx

xx
xf




 . б)  





















4.при2

;41при
2

;1при12

xx

x
x

xx

xf  

2.8. а)  
21

2

1

1

xx
xf





 . б)  

















4.при3

;43при73

;3при1

xx

xx

xx

xf  

2.9. а)  
xx

xx
xf

2

65
2

2




 . б)  

















.3при5

;30при1

;0приcos

2 xx

xx

xx

xf  

2.10. а)  
 

34

3sin
2 




xx

x
xf . б)  



























.
4

при
4

;
4

0приtg

0;при0

xx

xx

x

xf  
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2.11. а)  
24

2

x
xf


 . б)  

















.приsin

;0при

;0при3

xx

xx

x

xf  

2.12. а)   24

1

 xexf . б)  
















2.при2

;21при

;1при1

xx

xx

x

xf  

2.13. а)  
1

1






x

x
xf . б)  

















1.при

;10при1

;0при

xx

xx

xe

xf

x

 

2.14. а)  
4

2






x

x
xf . б)  













x

xf

2

1

0

при

при

при

.1

;10

;0







x

x

x

 

2.15. а)   3

1

2 


 xxf . б)  
















1.при1

;10при

;0при

2

2

xx

xx

xx

xf  

2.16. а)  
xx

x
xf

3

2
2 


 . б)  

















.1при

;10при1

;0при0

xx

x

x

xf  

2.17. а)  
9

3
2 


x

xf . б)  
















.1при1

;10при

;0приsin

2

xx

xx

xx

xf  

2.18. а)   xxf  4

1

4 . б)  
















.1при1

;10при1

;0приcos

xx

x

xx

xf  
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2.19. а)  
34

2
2 




xx

x
xf . б)  

















.1при2

;10при2

;0при0

xx

x

x

xf  

2.20. а)  
 

x

x
xf






2

2sin
. б)  

















.2при1

;21при

;1при1

2 xx

xx

x

xf  

2.21. а)  
 

xx

xx
xf

3

9tg
2

2




 . б)  

















.4при1

;42при1

;2при4 2

xx

xx

xx

xf  

2.22. а)   2

1

5  xxf . б)  


















.3при3

;30при9

;0при

2

3

xx

xx

xx

xf  

2.23. а)  
322

cos1

xx

x
xf




 . б)  

 
















.4при4

;40при

;0при

2
xx

xx

xx

xf  

2.24. а)  
xx

xx
xf

3

65
2

2




 . б)  

























.
4

при1

;
4

0приtg

;0при3

x

xx

xx

xf  

2.25. а)   xxf  1

1

3 . б)  
















.1приln

;10при1

;0при
2

xx

xx

xx

xf  
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З а д а ч а  3  

Найти производные функций. 

3.1. а) ;1arcsin xxxy   б) ;arcsinxxy   

в) .010015596 224224  yxyyxx  

3.2. a) ;
4

12
lntg




x
y  б) ;ln

1

xxy   

в) .0 xy yx  

3.3. а) ;
sin1

sin1
ln

x

x
y




  б) ;xxy   

в) .032  xyyx ee  

3.4. а) ;193ln 42







  xxy  б) ;ln xxy   

в)     .032lnsin 222  xyxyxy  

3.5. а) ;
1

2
arcsin

6

3

x

x
y


  б) ;sin xxy   

в) .03 
x

y
e

x

y x

y

 

3.6. а) ;
1

1
arctg

x

x
y




  б) ;)(sin cosxxy   

в) .0132cossin 32  yxxyyx  

3.7. а) ;
sin1

sin
arcsin

2 x

x
y


  б) ;)1(

2

xxy   
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в) .1
925

22


yx

 

3.8. а) ;
11

11
ln

2

2






x

x
y  б) ;2sin

22 xexy x  

в) .2244 yxyx   

3.9. а) ;cossincossin 33 xxxxx eeeeey   б) ;ln
22 xexy x  

в) .ayx   

3.10. а) ;
22

1
)1arctg(

2 




xx

x
xy  б) ;)1(

2

xxy   

в) .ln2 xyy   

3.11. а) ;cos
3

1
cos

2
lntg 2 xx

x
y   б) ;)(ln xxy   

в) .0cossin  xeye yx  

3.12. а) ;
11

1ln
xx

y 







  б) ;

)5(

12(
3

32






x

xx
y  

в) .arctg
y

x
xy   

3.13. а) ;
1

2
ln

2






x

xx
y  б) ;

)3(

24)1(

3 2

43






x

xx
y  

в) .3

2

3

2

3

2

ayx   

3.14. а)  ;12arccos 2  xey  б) ;1sin xexxy   

в) .0)cos()sin(  xyxy  
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3.15. а) ;
31

3
arctg

2

2

x

xx
y




  б) ;

arcsin1

arcsin1

x

x
y




  

в) .222 yxyx   

3.16. а) ;
4

lntg
sin2 xe

y   б) ;

1

xxy   

в) .arcsinsinarc yxyx   

3.17. а) ;
1

ln
2

arctg

2x

xx
y


  б) ;

1

x

x

x
y 










  

в) .222 ryx   

3.18. а) ;)2)12((ln12  xxy  б) ;2 xxy   

в) .lnarctg 22 yxx

y

  

3.19. а) ;
cos

cosln1

x

x
y


  б)   ;1 sin2 xxy   

в) .0333  axyy  

3.20. а) ;arcsin1 2 xxx eeey   б) 
 
 

;

1

1
3

22

2






x

xx
y  

в) .)cos( xxy   

3.21. а) ;1arccos xey   б)   ;
3 x

xy   

в) ;3sincos 22 xaxy   

3.22. а)  ;sinlog 2
2 xy   б) ;)(ln

1

xxy   

в) .023 32  xyy  

3.23. а) ;
1

1
4















x

x
y  б) ;)(sin arcsinxxy   
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в) .1 xye y  

3.24. а)  ;32ln 23 xxy   б) ;)(sin tgxxy   

в) .0sinsin  xyyx  

3.25. а)   ;222 xexxy   б)   ;
cos x

xy   

в) .03 
x

y
e

x

y
x

y

 

З а д а ч а  4  

Найти производные второго порядка от функций: 

4.1. xy 2cos . 4.2. 3arctgxy  . 

4.3. 
3 4

2 1log xy  . 4.4. 
2xey  . 

4.5. 
21

arcsin

x

x
y


 . 4.6. 

5

22




x

x
y . 

4.7.  3ln2
4

1 2  xxy . 

4.8. xxxxxy arcsin1
3

2
1

3

1 222  . 

4.9. xxxy 3cos
27

2
3sin

9

1
 . 4.10. xy 2sin . 

4.11. xy tg . 4.12. 21 xy  . 

4.13.  32 23  xxy . 4.14. 
2xexy  . 

4.15. 
31

1

x
y


 . 4.16.   xxy arctg1 2 . 

4.17. 22 xay  . 4.18. 






  21ln xxy . 
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4.19. xey  . 4.20. xxy arcsin1 2  . 

4.21.  xay sinarcsin  . 4.22. 21 xxy  . 

4.23. 
21 x

x



. 4.24. 






  42 1ln xxy . 

4.25. xxy ln . 4.26. 
3

11




x
y . 

З а д а ч а  5  

Найти производные первого и второго порядков от функций, за-

данных параметрически: 

5.1. 1
3

1
;2 32  tytx . 

5.2. 21;arcsin tytx  . 

5.3. 32; btyatx  . 

5.4. tytx sin;cos  . 

5.5.    tayttax cos1;sin  . 

5.6. taytax 22 sin;cos  . 

5.7. 1;ln 2  tytx .  

5.8.  21ln;arcsin tytx  . 

5.9. tatytatx sin;cos  . 

5.10. 2;arccos ttytx  . 

5.11. ty
t

x tg;
cos

1
 . 

5.12.  21ln;arctg tytx  . 

5.13. taytax 33 sin;cos  . 
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5.14. RttRyRttRx coscos;sinsin  . 

5.15.  1ln;22  tyttx . 

5.16. tt etyex   ;1 . 

5.17. tttytttx cossin;sincos  . 

5.18. tytx sin;cos2  . 

5.19. 32; ttytx  . 

5.20. tt eyex 32 ;  . 

5.21. tytx 22 sin2;cos2  . 

5.22. tt etyex  ;1 . 

5.23. ttyttx 2coscos2;2sinsin2  . 

5.24. teytex tt sin;cos  . 

5.25. 5;4 32  tt eyex . 

З а д а ч а  6  

Пользуясь правилом Лопиталя, найти пределы функций: 

6.1. а) 
xx

x

x 



 2

112
lim

3

1
; б) 

x

x

x ctg

ln
lim

0
. 

6.2. а) 
x

x

x 



 cos1

cos1
lim

0
; б) 

















1lim

1

x

x
ex . 

6.3. а) 
20

cos1
lim

x

x

x




; б)   xx

x
lnarctg2lim 


. 

6.4. а) 
3

sin
lim

x

xx

x




; б) 

 x

x

x 



 1ln

2
tg

lim
01

. 
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6.5. а) 
 x

ee axax

x 

 

 1ln
lim

2

0
; б) 

 
x

x

x 



 ctg

1ln
lim

01
. 

6.6. а) 
67

22
lim

3

23

1 



 xx

xxx

x
; б) xx

x
ctgarcsinlim

0



. 

6.7. а) 
xx

xee xx

x sin

2
lim

0 

 


; б)  0

ln
lim 

 x

x

x
. 

6.8. а) 
x

ee xx

x sin
lim

0






; б) 

xx e

x100

lim


. 

6.9. а) 

x

x

x 1
sin

1
1arctg

4
lim














; б)  

2
tg1lim

1

x
x

x





. 

6.10. а) 
x

ba xx

x tg
lim

0




; б)  

2
tg1lim

1

x
x

x





. 

6.11. а) 
x

ex

x 2sin

1
lim

0




; б) 

3

1

2

0
lim x

x
ex


. 

6.12. а) 
x

x

x  1

ln
lim

1
; б) xx

x 















13lim

1

. 

6.13. а) 
 

103

3ln
lim

2

2

2 



 xx

x

x
; б) 

5
lim

x

ex

x 
. 

6.14. а) 
x

a x

x ln

1
lim

ln

1




; б) 

12
lim

100

1000

 x

x

x
. 

6.15. а) 
x

ee xx

x sin
lim

5

0




; б) x

x
x 



1

1

lim . 
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6.16. а) 
x

xx

x 4cos1

tg
2

1
sin

lim

2

4








; б) x

x
x 



1

1

1
lim . 

6.17. а) 
xx

xx

x sin

sintg
lim

0 




; б) 

xx

x

3
lim

3


. 

6.18. а) 
34

23
lim

23

23

1 



 xx

xx

x
; б) x

x
x

1
sin

2

3

lim


. 

6.19. а) 
xe

xe
x

x

x 






 cos

cos
lim

0
; б) 

10

1

ln
lim

x

x

x 
. 

6.20. а) 
nn
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ax ax

ax






lim ; б) 

x

x x

tg

0

1
lim 










. 

6.21. а) 
x

xe x

x 4sin

13
lim

2

3

0




; б) 

xx

x

3
lim

9


. 

6.22. а) 
1cos

1
lim

3

0 



 x

ex

x
; б) 

x

a
x

x
sinlim 


. 

6.23. а) 
x

xe x

x 2sin

1
lim

5

0




; б) 

x

x

x arctg

1
1ln

lim












. 

6.24. а) 









 xxx

1

tg

1
lim

0
; б)   x

x

x
cos

2

2lim 




. 

6.25. а) 
x

ee xx

x sin
lim

0






; б) 

2

3

0
)2(coslim x

x
x


. 
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З а д а ч а  7  

Написать формулу Тейлора третьего порядка с остаточным чле-

ном в форме Лагранжа для заданной функции в точке 0x . 

7.1. 1, 0
2 xxe x . 7.2. 0,

2
0 

















xee
a

a

x

a

x

. 

7.3. 1, 0 xex . 7.4. 0,4 0 xx . 

7.5. 4, 0 xx . 7.6. 1,23 0
2610  xxxx . 

7.7. 0,
8

1
0 


x

x
. 7.8. 0,cos 0 xxx . 

7.9. 2,
1

0 


x
x

x
. 7.10. 0, 0

sin xe x . 

7.11.   0,
2

1
0   xee xx . 7.12.   0,sin1ln 0  xx . 

7.13.   0,45ln 0  xx . 7.14. 0,3 0 xx . 

7.15. 1,
1

0 x
x

. 7.16. 0, 0
15  xe x . 

7.17. 3,
2

1
0 


x

x
. 7.18. 0,arcsin 0 xx . 

7.19. 1,ln 0
3 xxx . 7.20. 1,ln 0 xx . 

7.21. 2,5 0
35  xxxx . 7.22.   0,5ln 0  xx . 

7.23. 0,
3

sin 0 x
x

. 7.24. 0, 0 xxex . 

7.25. 0,
23

1
0 


x

x
. 
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З а д а ч а  8  

Исследовать функцию и построить ее график. 

8.1. 
2

21

x

x
y


 . 8.2. 

 31 x

x
y


 . 8.3. 

x

x
y

14 2 
 . 

8.4. 
12

3




x

x
y . 8.5. 

 2
3

12 x

x
y


 . 8.6. 

x

x
y

2

23 
 . 

8.7. 
24

4

x

x
y


 . 8.8. 

1

1
2

2






x

x
y . 8.9. 

1

2




x

x
y . 

8.10. 
x

x
y

54 3 
 . 8.11. 

13

4




x

x
y . 8.12. 

2

2

41

42

x

x
y




 . 

8.13. 
2

32

x

x
y


 . 8.14. 

2

4 1

x

x
y


 . 8.15. 

2

3

1 x

x
y


 . 

8.16. 
3

3

1

4

x

x
y


 . 8.17. 

x

x
y




1

2

. 8.18. 
2

4

1 x

x
y


 . 

8.19. 
42

3




x

x
y . 8.20. 

 2
3

2


x

x
y . 8.21. 

2

3 1

x

x
y


 . 

8.22. 
1

4
3

3




x

x
y . 8.23. 

3

52






x

x
y . 8.24. xexy  2 . 

8.25. 21 xxy  . 
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