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В в е д е н и е  
 
Теория упругости и пластичности является одним из разделов 

механики твердого деформируемого тела и рассматривает задачи о 
действии сил (температуры) на упругое тело с целью определения 
возникающих при этом напряжений и деформаций. В отличие от 
сопротивления материалов, в теории упругости используется более 
строгая постановка задач и применяются более точные методы их 
решения. Однако, точная постановка задач и использование слож-
ного математического аппарата не всегда позволяют получить ре-
шение в виде аналитического выражения (формулы), как это удает-
ся сделать в сопротивлении материалов. Поэтому в последнее время 
для решения задач теории упругости все чаще стали использоваться 
численные методы, позволяющие получать решения для многих 
задач, имеющих большое практическое значение. Это задачи на 
контактные напряжения, расчет балки-стенки, пластинок и оболо-
чек различных геометрических форм, пространственных тел и др. 

В методических указаниях предлагается задача по расчету пря-
моугольной пластинки (плиты) на упругом основании методом ко-
нечных элементов. 

Даны краткие пояснения по исследованию напряженно-дефор-
мированного состояния в точке тела, по теории изгиба тонких пла-
стин, по технологии метода конечных элементов, приведены дан-
ные к заданию и пример. 

Методические указания составлены в соответствии с учебной 
программой дисциплины «Теория упругости и пластичности», ут-
вержденной Советом Белорусского национального технического 
университета (протокол № 5 от 26 апреля 2002 г). 

 
1. УКАЗАНИЯ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ 

(РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКОЙ) РАБОТЫ 
 
Для студентов очной формы обучения числовые данные к рас-

четно-графической работе задаются преподавателем. Числовые 
данные задания к контрольной работе студента заочной формы 
обучения определяются тремя последними цифрами личного номе-
ра (шифра) студента и первыми тремя буквами русского алфавита, 
которые располагаются под шифром. Цифры, обозначающие год 
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поступления в институт, не используются. Если личный номер со-
стоит из менее чем трех цифр, впереди дописываются нули. 

 
Например: 78-832  76-12  76-012 

      абв          абв 
 
В первом случае а = 8, б = 3, в = 2, а во втором - а = 0, б = 1, в = 2. 
Числовые данные берутся из таблиц П1 и П2 в зависимости от 

связи цифры с буквой, написанной под ней (например: 8а, 3б, 2в). 
Так, для шифра 76-832 из таблицы П1 и П2 следует взять следующие 
данные 

 
E = 14 МПа;  t = 32 см;  F = 550 кН 

 
и принять точки приложения сил F, обозначенные на схеме номе-
рами, соответственно: 1, 2, 5, 7. Погонные изгибающие и крутящий 
моменты, взять из таблицы П3. Работа, выполненная с нарушения-
ми этих требований, не рецензируется. 

В заголовке контрольной (расчетно-графической) работы долж-
ны быть четко указаны: наименование высшего учебного заведения, 
название дисциплины, фамилия, имя и отчество студента, номер 
группы. Для студентов заочной формы обучения - личный номер 
(шифр) и точный домашний адрес. Работа должна быть аккуратно 
оформлена на листах формата А4. Для студентов заочной формы 
обучения допускается оформление контрольной работы в тетради. 
Чертежи и рисунки выполняются карандашом 2B, шариковой руч-
кой с черной пастой или тушью. Допускается использование ма-
шинной графики. Содержание и последовательность выполнения 
задания изложены в методических указаниях и в примере. 

При исправлении ошибок в работе сделанные рецензентом заме-
чания сохраняются. Контрольная (расчетно-графическая) работа 
будет зачтена только после опроса студента. 

Для выполнения контрольной (расчетно-графической) работы 
предварительно требуется изучить следующие темы из курса теории 
упругости: теория напряженно-деформированного состояния в точке, 
изгиб пластин, численные методы решения задач линейной теории 
упругости (метод конечных элементов), теории прочности. 

 



2. НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ В ТОЧКЕ 
 
В механике твердого деформируемого тела различают внешние и 

внутренние силы. Внешние силы – это силы взаимодействия между 
отдельными телами. Внутренние силы – это силы взаимодействия 
между частями одного тела (элемента конструкции). Интенсивность 
внутренних сил измеряется напряжениями: полным, нормальным и 
касательным. В методических указаниях приняты следующие обо-
значения и знаки напряжений. 

Нормальное напряжение обозначается буквой σ и имеет один 
индекс, совпадающий с обозначением той оси, параллельно которой 
направлено напряжение (σx, σy, σz) (рис. 1). Нормальное напряже-
ние считается положительным, если оно вызывает растяжение. 

Касательное напряжение обозначается буквой τ и имеет два ин-
декса. Первый индекс совпадает с обозначением оси, параллельно 
которой направлено напряжение, а второй – совпадает с обозначени-
ем оси, которая является нормалью к площадке, где действует на-
пряжение (τxy, τyz, τzx) (см. рис. 1). Касательное напряжение считается 
положительным, если его направление и направление внешней нор-
мали площадки, к которой оно приложено, одновременно совпадают 
или одновременно не совпадают с положительными направлениями 
соответствующих координатных осей. 

Напряженное состояние в точке тела полностью определяется 
тензором напряжений Tσ, представляющим собой квадратную мат-
рицу, содержащую напряжения, расположенные в строго опреде-
ленном порядке: 

 

.
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

σττ
τστ
ττσ

=σ

zzyzx

yzyyх

xzxyх

Т    (1) 

 
В соответствии с законом парности касательных напряжений 

τxy = τyx; τyz =τzy; τzx = τxz тензор напряжений всегда симметричная 
матрица. 
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Через элементарную площадку, проведенную вблизи точки тела, 
передается внутренняя сила, характеризуемая полным напряжением 
pυ, которое может быть разложено на нормальную συ и касательную 



τυ составляющие (рис. 2). Положение наклонной площадки опреде-
ляется направляющими косинусами ее внешней нормали υ 

 

l = cos (x, υ); m = cos (y, υ); n = cos (z, υ).    (2) 
 

 
 

Рис. 1. Элементарный объем  
и напряжения на его площадках 

 
Рис. 2. Наклонная площадка  

и напряжения на ней 
 
Из условия равновесия элементарного объема в форме тетраэдра 

(рис.2), можно получить зависимость проекций полного напряже-
ния и напряжений, действующих на координатных площадках: 

 

pxυ = σxl + τxym + τxzn, 
 

pyυ = τyxl +σym + τyzn,              (3) 
 

pzυ = τzxl + τzym + σzn. 
 
Эти уравнения называют граничными условиями или условиями 

на поверхности тела, так как их левые части могут рассматриваться 
и как проекции интенсивности нагрузки, приложенной к поверхно-
сти тела. Из курса сопротивления материалов известно, что всегда 
около некоторой точки тела можно найти три взаимно перпендику-
лярных площадки, на которых касательные напряжения равны ну-
лю, а нормальные принимают экстремальные значения. Такие пло-
щадки и нормальные напряжения, действующие на них, называются 
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главными. Если наклонная площадка (рис.2) главная, то τυ = 0, а 
pυ = συ. Согласно уравнениям (3) имеем: 

 

pxυ = pυl = συl = σxl + τxym + τxzn, 
 

pyυ = pυm = συm = τyxl + σym + τyzn,        (4) 
 

pzυ = pυn = συn = τzxl + τzym + σzn. 
 
Отсюда следует: 
 

(σx − συ) l + τxym + τxzn = 0, 
 

τyxl + (σy − συ) m + τyzn = 0,      (5) 
 

τzxl + τzym + (σz − συ) n = 0. 
 
Система однородных уравнений (5) имеет нулевое решение 

(l = 0, m = 0, n = 0, συ = 0). Но условие l2 + m2 + n2 =1 требует, чтобы 
система имела и ненулевые решения, а это возможно, если опреде-
литель будет равен нулю: 

 

( )
( )

( )
.0=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

σ−σττ
τσ−στ
ττσ−σ

υ

υ

υ

zzyzx

yzyyx

xzxyx

          (6) 

 
Для удобства записи опустим индекс υ. Развернем определитель 

(6) и получим кубическое уравнение следующего вида: 
 

σ3 − σI σ2 + σIIσ − σIII = 0.   (7) 
 
Корни кубического уравнения (7) и являются значениями глав-

ных напряжений, которые подчиняются по следующему условию: 
 

σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. 
 
Положение главных площадок, то есть их направляющие коси-

нусы, определяются решением системы уравнений (5). 
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Коэффициенты σI, σII, σIII кубического уравнения (7) не зависят 
от выбранной системы координатных осей и называются инвариан-
тами тензора напряжений. Они могут быть выражены через элемен-
ты тензора напряжений следующим образом: 

 
σI = σx + σy + σz; 

 

σII = σx σy + σy σz + σz σx - τxyτyx - τyzτzy - τzxτxz; 
 

σIII = σx σy σz + 2τxyτyzτzx - τyxσzτxy- τzyσxτyz- τxzσyτzx. (8) 
 
В теории упругости выделяются еще и другие особенные пло-

щадки и напряжения. Площадки, равно наклоненные к направлени-
ям главных напряжений, называются октаэдрическими площадка-
ми. Около точки тела можно провести восемь октаэдрических пло-
щадок, которые вместе образуют октаэдр. Нормальные и касатель-
ные напряжения, действующие на этих площадках, являются также 
инвариантами и называются октаэдрическими напряжениями. Они 
могут быть выражены через главные напряжения. 

 

( ) ( ) mzyxoct σσσσ
3
1σσσ

3
1σ 321 =++=++= ,      (9) 

 
где σm – среднее напряжение, 

 

τoct = 
1
3 (σ1 - σ2)2 +(σ2 - σ3)2 +(σ3 - σ1)2 .  (10) 

 
В некоторых случаях, при проверке наступления предельного 

состояния, в опасной точке конструкции используется так называе-
мая «интенсивность напряжения», которая является инвариантой и 
выражается через октаэдрическое напряжение следующим образом: 

 

σi = 
3
2
τoct.            (11) 

 
Л и т е р а т у р а: [1, §1.1, 1.2, 6.1-6.6], [2, §1.1, 1.2, 1.4-1.6, 11.2], 

[3, §2.01, 2.04-2.07, 2.09], [4, §1.1, 1.3, 1.4]. 
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3. РАСЧЕТ ТОНКИХ ПЛАСТИН НА УПРУГОМ 
ОСНОВАНИИ 

 
Тонкой пластинкой принято называть упругое тело призматиче-

ской или цилиндрической формы с малой, по сравнению с ее гене-
ральными размерами, толщиной. Отношение толщины пластинки к 
ее любому другому размеру должно быть не более 1/10, а ожидае-
мые прогибы не превышать 1/5 ее толщины (рис. 3). 

 

 9 
ция, описывающая прогиб пластинки W (x, y). Эта функция должна 

 
Рис. 3. Прямоугольная пластинка  

и ее срединная плоскость 
Рис. 4. Силы, приложенные к пластинке 

на упругом основании 
 
Плоскость, параллельная поверхности пластинки и разделяющая 

ее толщину пополам, называется срединной плоскостью. В теории 
тонких пластин приняты следующие две гипотезы. 

Гипотеза прямолинейного элемента. Совокупность точек, ле-
жащих до деформации пластинки на какой-либо прямой, нормаль-
ной к срединной поверхности, остается на прямой, нормальной к 
упругой поверхности деформируемой пластинки. 

Статическая гипотеза. Давление слоев пластинки, параллель-
ных ее срединной поверхности, не учитывается. 

Отметим, что эти гипотезы аналогичны гипотезам, принимаемым 
в курсе сопротивления материалов для балок – гипотеза плоских се-
чений и гипотеза об отсутствии давлений между слоями балки. 

Координатные оси в плоскости срединной поверхности обознача-
ются буквами X и Y, а перемещения по их направлениям U и V. Ось, 
перпендикулярная к срединной поверхности пластинки обозначена 
буквой Z, а перемещения по ее направлению (прогиб) буквой W. 

При расчете пластинки разрешающей функцией является функ-

h/
2 

Z
p(x,y) 

X 

h/
2 

b
СрединнаяY a плоскость 

r(x,y) 
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основных модели грунтового основания: модель 
Фу

удовлетворять уравнению Софи Жермен и граничным условиям по 
краям пластинки. 

Различают три 
сса-Винклера, модель в виде упругого полупространства и упру-

гого слоя конечной толщины. Учитывая большую площадь опира-
ния пластинки, используем модель Фусса-Винклера, которая отли-
чается двумя признаками - осадка основания прямо пропорцио-
нальна нагрузке и осадка происходит только под нагрузкой. В этом 
случае для прямоугольной пластинки на упругом основании урав-
нение Софи Жермен имеет следующий вид: 

 
( ) ( )

D
yxryxp

y
W

yx
W

x
W ,,2 4

4

22

4

4

4 −
=

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

,                (12) 

 

где 
)1(12 2

3

υ−
=

EhD  − цилиндрическая жесткость пластинки; 

 – нагрузка и реактивное давление со стороны 
упругого основани

защемление, шар-
ни

то прогиб и угол поворота сече-
ни

 

( ) ( )yxryxp ,,,
я, приложенные к пластинке. 

Различают три вида закрепления пластинки: 
рное закрепление и случай, когда край пластинки свободен. Рас-

смотрим граничные условия для всех трех случаев закрепления ле-
вого края пластинки x = 0 (рис. 3). 

Если край пластинки защемлен, 
я равны нулю. 

( ) ,00 ==xW   0
0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=xx
W

.       (13) 

 
ри шарнирном опирании края пластинки ставится условие П

 

0
2

=
∂∂

∂
yx

W( ) ,00 ==xW    ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

υ+
∂
∂

−== 2

2

2

2

0 y
W

x
WDM xx ,   .    (14) 

 
ля свободного края пластинки условия имеют вид Д
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( ) 00 ==xxM ,    0
2∂ W

=
∂∂ yx

,    02

22 ⎞⎛ ∂∂∂ WW
2 =⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝ ∂

υ+
∂∂ yxx

. (15) 

 
сли пластинка опирается на упругое основание, то контур пла-

сти

ечном сечении пластинки появляется пять внутренних 
си

Е
нки свободен и условия на краях пластинки выражаются 

формулами (15). 
В попер
л: изгибающие моменты Mx, My, крутящий момент Mxy и попереч-

ные силы Qzx, Qzy. Изгибающие моменты Mx и My вызывают в попе-
речных сечениях пластинки нормальные напряжения σx и σy, а 
скручивающий момент Mxy − касательные напряжения τxy, направ-
ленные параллельно срединной плоскости (рис. 5): 

 

z
J

M x
x =σ , z

J
M y

y =σ , z
J

M xy
xy =τ ,  (16) 

 
где Mx, My, Mxy – изгибающие и крутящий моменты, приходящиеся 

й поверхности пластинки до точки, в 
ко

я пластинки с шириной, равной 

единице

 
на единицу ширины сечения;  

z – расстояние от срединно
торой вычисляются напряжения;  
J – момент инерции части сечени

, 
12

3h
=J . 

 

 
Рис. 5. Нормальные и касательные напряжения в поперечных сечениях пластинки 

от изгибающих и скручивающего моментов 

Y 

X

σx
σy

MxMy

X 
Y

Mx

Myx

τxy

τyx
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дей

вызванные попе чными силами 

Поперечные силы Qzx и Qzy вызывают касательные напряжения, 
 мствующие в сечениях с нор алями, соответственно, X и Y (рис. 6). 

 

 
 

Рис. 6. Касательные напряжения в поперечных сечениях пластинки,  

Y 

X

τ

ре
 

J
SQ xzx

zx =τ ;  
J
SQzy y

zy =τ ,        (17) 

 
где Sx и Sy – статические моменты относительно осей X и Y части пло-

 

пласт  ся

 
щади сечения пластинки с шириной равной единице, расположенной 
выше точки, в которой вычисляется касательное напряжение;  

Qzx и Qzy – поперечные силы, приходящиеся на ширину сечения, 
равную единице. 

Кроме указанных выше напряжений в 
инке появляют  нормальные на-

пряжения σz от местной нагрузки, прило-
женной к ее верхней поверхности (рис. 7). 
Учитывая, что напряжение σz изменяется 
по закону кубической параболы, его зна-
чение можно вычислить по формуле (18) 

 

⎟
⎠
⎞⎛ +⎞⎛ + hzhz 22 2

⎜
⎝

−⎟
⎠

⎜
⎝

−=
hh

pz 3
2

,      (18) 

 
где р – интенсивность местной нагрузки; 

h – толщина пластинки; 

σ

Рис. 7. Вертикальные  
нормальные напряжения  
от местной нагрузки

zx

X 
Y

3Qzy/2h 
τzy

3Qzx/2h Qzx

Qzy

Z Z 

Z p 
p 

p/2 

h/
2 

h/
2 

0 
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и, в которой вычисляется напряжение, от 
сред и плас

 пластинки действует еще и реактивное 
дав

числены по формуле (18), если 
ось

ТОВ 

Дл ений 
найти не удается. К таким ся и расчет пластинки на 
уп гом основании. Поэтому в последнее время широко использу-
ют

амм. Метод конечных 
эле

z − удаленность точк
инной поверхност тинки. 

На нижнюю поверхность
ление со стороны основания, которое также вызывает напряже-

ния. Эти напряжения могут быть вы
 Z направить вниз (рис. 7). Таким образом, формулы (16), (17) и 

(18) позволяют установить все напряжения в окрестности любой 
точки пластинки. 

Л и т е р а т у р а: [1, §6.13], [2, §7.1-7.7, 10], [3, 15.01-15.05, 
15.08], [4, §3.2.1-3.2.7], [6, §4.1-4.3] 

 
4. РАСЧЕТ ПЛАСТИНКИ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ 

ЭЛЕМЕН
 

я многих задач теории упругости аналитических реш
 задачам относит

ру
ся численные методы, среди которых самым распространенным 

является метод конечных элементов – МКЭ. 
Метод конечных элементов обычно используется для варианта 

перемещений, так как это упрощает алгоритмизацию, что очень 
важно при составлении прикладных прогр

ментов реализуется в вариационной постановке. 
 

( ) ∫ =Ω∫ −Ωσε=−=
ΩΩ

0
2
1П dVfdWVI TT   (19) 

 
где П – потенциальная энергия деформации;  

W – работа внешних сил;  
σ  − вектор напряжений;  
ε  − вектор деформаций;  

Tf  – вектор узловых сил;  
TV мещений. 

То тодом нахождения минимума функ-
циона ция МКЭ заключается в дискретиза-
ции пл ткой на конечные элементы 
(ри

 − вектор узловых пере
 есть, МКЭ является ме
ла (19). Основная концеп
астинки, которая расчленяется се

с. 8). На полученной дискретной модели вводятся кусочно-



линейные функции ( ){ }Xiϕ , определенные на каждом конечном 

элементе. Такие функции ( )Xiϕ  называются координатными или 
аппроксимирующими мая функция по области Ω, то есть в 
пределах одного конечного , может быть записана для 
прямоугольного элемента в ющем виде: 

 

. Иско
 элемента  

 следу

( ) ( )∑ ϕ=
=

L

i
XVXu ,      (20) 

1

 
где L – общее количество степеней свободы, утрое
количеству узлов (равное 12 для прямоугольного КЭ);  

 равное нному 

V  − вектор узловых перемещений, который формируется из пе-

й функции 
ремещений узлов конечного элемента (рис. 9) 

Таким образом, задача определения непрерывно
( )i  сводится к определению значений конечного числа переме-

ще л  
Xu

функц
уравн

ний уз ов модели, которые находятся из условия минимума 
ионала (19), то есть из системы линейных алгебраических 
ений 

FVK = ,            (21) 
 

где 

 14 

V , F K  , − векторы узловых перемещений, вектор
сил и матрица жесткости конечно-элементной модели. 

ь 
прямоугольной пластинки на упр м 

основании 

Рис. ловые перемещения и силы 
не стного прямоугольного  

конечного элемента 

 узловых 
 
 

1 2

43

α1,Ma1

W1,Q1 W2,Q2

α2,Ma2

 
 
Рис. 8. Конечно-элементная модел

уго
 9. Уз
совме

α3,Ma3 α4,Ma4

β1,Mβ1 β2,Mβ2

β3,Mβ3

W4,Q4

β4,M

W3,Q3

β4

X 

Y 
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ля расчета прямоугольной плиты на упругом основании ис-
по есов
и ать с с-
нование

конечного -
ся квадратной и содержит 12 строк и 12 столбцов. При ее формиро-
вании для каждого конечного элемента предварительно строят гео-
ме

где B – матрица геометрических параметров;  
D – матрица физических коэффициен

модели: 
1, 2, 3, 4 – местные номера узлов 

узлов, прост  в кружках; 

Д
льзуется прямоугольный н
меющий четыре узла и двенадц

В

местный конечный элемент, 
тепеней свободы (рис. 9). О

в Фусса- инклера моделируется упругими ертикальными 
стержнями, которые одним концом шарнирно прикрепляются к уз-
лам модели плиты, а другим - к неподвижной опоре (рис. 8). Жест-
кость этих стержней учитывается при формировании объединенной 
матрицы жесткости конечно-элементной системы. 

Матрица жесткости K получается путем объединения матриц 
жесткости всех конечных элементов, составляющих численную мо-
дель. Для автоматизации объединения матриц жесткостей и векто-
ров   узловых сил в МКЭ используются три системы нумераций: ну-
мерация конечных элементов; глобальная и местная нумерация уз-
лов (рис. 10). 

 
Рис. 10. Нумерация конечных 
элементов и узлов численной 

 
 
Матрица жесткости прямоугольного 

1 2

 элемента являет

 
трическую матрицу и матрицу физических коэффициентов, а за-

тем их перемножают. 
 

ii
T
ii BDBK = ,    (22) 

 

тов 
 
 

пятого конечного элемента; 
1, 2, 3, 4- глобальные номера 

авленные
1, 2, …, 9 – номера конечных 
элементов, проставленные в 

квадратах3

4 5 6

8 9 
3 4

7 

1 2

1 2

3 4
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где h – толщина пластинки;  

E – модуль упругости тела;  
υ − коэффициент Пуассона;  

 – геометрическая функция, принятая для пластинки в виде (23): 
 

W

( )( ) ∑ ϕ=, jjwWyxW βϕ+αϕ+ βα jjjj ,  (23) 

где ϕjw, ϕjα, ϕjβ − функции, подбираемые в каждом отдельном случае 
по предполагаемой форме изгиба конечного элем

Матрица жесткости K в МКЭ является сильно разреженной, так 
как в каждой ее строке число ненулевых элементов очень мало и 

д конечных 
эле

4

=1j

 

ента. 

 
составляет менее одного процента от всех элементов строки. По-
этому в прикладных программах, реализующих мето

ментов, применяется специальная технология операций над та-
кими сильно разреженными матрицами: хранение, сложение, умно-
жение на вектор, вычеркивание строк и столбцов, факторизация 
(приведение к треугольному виду). Применение такой технологии 
позволяет уменьшить требуемые затраты памяти и сократить время 
решения задачи. Решение системы уравнений (21) дает вектор узло-
вых перемещений V . Используя принятые системы нумерации 
(рис. 10), из вектора V  выделяют вектора узловых перемещений 
для каждого конечного элемента, содержащегося в численной мо-
дели ( )niVi ,...,2,1= Вектор напряжений в каждом конечном эле-
менте вычисляется по рмуле 

 

. 
 фо

iii VDB=σ .    (24) 
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 материалов и теория упругости» 
БНТУ разработана программа CROSS на ПЭВМ для расчета пла-
стинки на упругом основании. Резул
по

ительных и 
до и-
тер я). 
Дл

На кафедре «Сопротивление

ьтаты расчета, полученные с 
мощью этой программы (табл. П3), использованы в качестве за-

даний для контрольной (расчетно-графической) работы по теории 
упругости. 

Л и т е р а т у р а: [1, §8.1, §8.8- 8.10], [5, §2.1-2.3]. 
 
5. КРИТЕРИЙ ПРОЧНОСТИ ГУБЕРА-МИЗЕСА-ГЕНКИ 
 
ценка прочности деталей машин, элементов строО

рожных объектов осуществляется по критериям прочности (кр
ям предельного напряженно-деформированного состоянии

я этого вводятся гипотезы о преимущественном влиянии на 
прочность материалов того или иного фактора. Такие гипотезы на-
зываются механическими теориями прочности. 

Критерий Губера-Мизеса-Генки предполагает, что опасное (пре-
дельное) состояние нагруженного тела определяется предельной 
величиной накопленной удельной энергии формоизменения. При 
этом полагается, что материал следует закону Гука вплоть до на-
ступления предельного состояния. 

Удельная потенциальная энергия изменения формы при простом 
растяжении равна 

 
21
yfyU σ

3E
υ+

= ,   (25) 

 
а при сложном напряженном состоянии 

 

( ) ( ) ( )[ ]2
13

2
32213

21
σ−σ+σ−σ+σ−σ

υ+
=U .       (26) 

 
Приравнивая правые части выражения (25) и (26), полу

вие наступления предельного состояния в опасной точке 

Efy

чим усло-

 

( ) ( ) ( )[ ]2
13

2
32

2
212

1
σ−σ+σ−σ+σ−σ=σ y . (27) 
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то же условие можно получить также исходя из критерия по-
стоянства октаэдрического касательного напряжения. Такая
товка освобождает рассматриваемую теорию прочности от
че

На к вание 
Фусса-Винк F, прило-
женные к расчетны и с табл. П2. 

 
 

Рис. 11. Расчетные точки приложения нагрузки к пластинке 
 

Э
 трак-

 ограни-
ний, связанных с областью применения закона Гука, и дает воз-

можность устанавливать начало не только пластической деформа-
ции, но и разрушения. 

Л и т е р а т у р а: [1, §10.1, 10.2], [3, §4.7], [7, §6.1, 6.2]. 
 

6. ДАННЫЕ И СОДЕРЖАНИЕ КОНТРОЛЬНОЙ  
(РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКОЙ) РАБОТЫ  

ПО ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
 

вадратную пластинку, опирающуюся на упругое осно
лера, действуют четыре вертикальные силы 

м точкам (рис. 11), в соответстви
 

1 2 3

4

0,25 м
0,25 м0,25 м

4,5 м

4,
5 
м 

4,5 м 

4,
5 
м 

X

X 

7

5 6

8 9

0,25 м

I I
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Коэффициент  υ = 0,25, размеры пластинки 9,5×9,5 м, 
коэффицие ж и основания ko = 10 МН/м коэффициент за-
паса no = 1,5, опасное напряжение σy = 20 МПа, размеры площадки 
нагружения 25×25 см принимаются одинаковыми для всех вариан-
тов. Другие данные выбираются из табл. и П2 ифру студен-
та (заочная форма обучения) или по указанию преподавателя. 

Требуется: 
1. Изобразить конечно-элементную модель пластинки и все рас-

четные чки
2. Подготовить исходные данные и выполнить расчет пластинки 

по программе CROSS, получить карты изолиний Mx, My и Mxy, 
сделать их анализ и выводы о деформации пласт и и характере 
распределе ей внутренних сил (только для дентов очной 
формы обу

3. Используя ета пл тинки, полученн про-
граммой CROSS ), построить ее упругую поверхнос эпю-
ры изгибающих тящего моментов в сечении I - I (рис. П1) и 
охарактеризоват

4. В окрестности одной из точек приложения сил F (на усм тре-
ни студента) определить изгибающие и крутящие моменты, интен-
сивность ; вычис-
лить нормальные и касательные напряжения и изобразить их эпю-

реде-
ли е значение нагрузки F . 

 Пуассона
есткостнт 

П1 по ш

 то . 

 V, 
инк
 стуния в н

чения). 
результаты

(табл. 3
 расч ас ые 

ть, 
 и кру
ь их. 

о
е 

давления и поперечные силы от местной нагрузки

ры. 
5. В окрестности выбранной точки (п. 4) вблизи верхней поверх-

ности пластинки вырезать элементарный объем, показать все на-
пряжения на его площадках, установить вид напряженного состоя-
ния, найти главные напряжения и положение главных площадок. 

6. Используя теорию прочности Губера-Мизеса-Генки, оп
ть допускаемо adm
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Т а б л и ц а  П1 
ПРИЛОЖЕНИЯ 

 
Данные к контрольной (расчетно-графической) работе 

 
Координаты расчетных точек 

№ точ- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ки 

X, м 0,25 4,75 9,25 0,25 4,75 9,25 0,25 4,75 9,25 

Ва

Мо-
Тол-

-
ри-
ант 

упру-
гости 
пла-

стинки 
E, ГПа 

щина 
плас-
тинки 
t, см 

Ва-
ри-
ант 

Y, м 0,25 0,25 0,25 4,75 4,75 4,75 9,25 9,25 9,25 

дуль 

1 80 18 1  F - F F F - - - - 
2 58 20 2  - F F F F - - - - 
3 44 22 3  F F - - F - F - - 
4 34 24 4  F - - F F - - - F 
5 27 26 5  - - F F F F - - - 
6 21 28 6  - - F F F - F - - 
7 17 30 7  - F - F - - F - F 
8 14 32 8  - - F - F - F - F 
9 12 34 9  - F - - F - F - F 
0 10 36 0  - F - - F - - F F 

а б 
 

Т а б л и ц а
 

Значение силы F, приложенной к плас
 

Ва-
риант 

0 

 П2 

тинке 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Сила
Н

00 50 6 50 00 950  
 

5
F, к

 5 00 6 700 750 800 850 9

в 
 
 
 
 
 
 
 
 



 21 

Т а б л и ц а  
 

рог , изгибающие  кру  моменты в сч ны  точка
пластинки, полученные в результате расчета по программе CROSS 

на конечно-элементной сетке 20 x 2
 

 
П3 

П ибы и тящий  ра ет х х 

0 

Координаты расчетных точек 
 

Коорди-
ты 
чки 
же-

 

на
то

прило
ния силы

F 
XF, м YF, м

X,
 
 

м 

Вели
чины

-
 

м

 
Y,  

0,25 1,75 3,25 4,75 6,25 7,75 9,25 

W, мм 
Mx,кНм 
My,кНм 
Mxy,кНм

0,25 

40,09
9,17
9,17

70,58

18,48
-94
-13,64
69,98

5,67
-71,42
-7,86
31,75

0,73
-32,26
-3,31
11,66

-0,40
-9,61
-1,12
3,63

-0,30 
-1,49 
-0,33 
0,39 

0,03 
-0,07 
-0,17 
0,17 

,48

W, мм 
Mx,кНм 
My,кНм 
Mxy,кНм

4,75 

0,73
-3,31

-32,26
11,34

-0,62
-12,96
-19,79

9,37

-1,19
-8,98
-8,91
3,70

-1,02
-2,71
-2,71
0,10

-0,59
0,62

-0,25
-0,99

-0,21 
0,92 
0,27 

-0,88 

0,08 
0,10 
0,24 

-0,64 

0,25 0,25 

W, мм 
Mx,кНм 
My,кНм 
Mxy,кНм

9,25 

0,03
-0,17
-0,07
0,16

0,00
-0,60
0,10
0,04

0,03
-0,18
0,16

-0,35

0,08
0,24
0,11

-0,63

0,12
0,17
0,02

-0,64

0,14 
-0,21 
-0,05 
-0,46 

0,14 
-0,12 
-0,12 
-0,18 

W, мм 
Mx,кНм 
My,кНм 0,25 

0,73
-4,04
-3,78

5,09
-22,62
-4,82

11,58
-4,52
-6,36

16,71
140,00

6,67

11,58 5,09 0,73 

Mxy,кНм -4,89 -18,20 -36,79 -0,00 36,79 18,20 4,89

-4,51
-6,36

-22,63 
-4,82 

-4,04 
-3,78 

 
W, мм 
Mx,кНм 

м 4,75 

-1,22
0,63

-1,24

-0,61
0,94

-4,74

-0,24
-0,30
-9,19

-0,10
-0,44

-11,43

-0,24
-0,30
-9,1

-0,61 
0,94 

-1,22 
0,63 

My,кН
Mxy,кНм -4,22 -3,40 -2,45 0,00

9
2,45

-4,74 
3,40 

-1,24 
4,23 

4,75 0,25 

W, мм 
Mx,кНм 
M ,кНм 
M

9,25 

0,08
0,11
0,16

-0,13
0,05

-0,21
0,00

-0,12
-0,01
0,00

0,00
0,12

0,11 
0,36 
0,05 
0,21 

0,08 
0,11 
0,16 
0,13 

y

xy,кНм

0,11
0,35

0,11
0,03

0,10
-0,17

0,11
0,03
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Про олже ие та . П3 

Коорд аты р четны точек Коорди-
наты 
точки 

приложе-
ния силы 

F 
XF, м YF, м 

Вели-
чины 

X,м

 
 
Y,м 

 
0,25 1,75 3,25 4,75 6,25 7,75 9,25 

W, мм 
Mx,кНм 
M ,кНм y
Mxy,кНм

0,25 -

-

-

-

-

-

0,03
-0,07
-0,17
-0,17

-0,30
-1,49
-0,33
-0,99

-0,40
-9,61
-1,12
-3,64

0,73
3
-3,31
2,27

11,66

5,67
71,42
-7,86
31,75

18,48
94,49

-13,64
69,98

40,09 
9,17 
9,17 

-70,58 
W, мм 
Mx,кНм 
M ,кНм y
Mxy,кНм

4,75 -
-1 -3

-1

0,08
0,11
0,24
0,64

-0,21
0,92
0,27
0,88

-0,59
0,62

-0,25
0,99

-1,02
-2,71
-2,71
-0,10

-1,19
-8,98
-8,91
-3,70

-0,62
12,96

9,79
-9,37

0,73 
-3,31 
2,27 
1,34 

9,25 0,25 

Mxy,кНм

9,25 

0,18 0,46 0,64 0,63 0,35 -0,04 -0,16 

W, мм 
Mx,кНм 
My,кНм 

0,17
-0,12
-0,12

0,14
-0,20
-0,05

0,12
0,17
0,02

0,08
0,24
0,10

0,03
-0,18
0,16

0,00
-0,60
0,10

0,03 
-0,17 
-0,07 

W, мм 
Mx,кНм 
My,кНм 
Mxy,кНм

0,25 

0,73
-3,78
-4,04
-4,08

-1,07
-12,,85

-1,08
-8,53

-1,58
-1,50
0,33

-7,13

-1,21
-1,24
0,63

-4,24

-0,65
1,50
0,46

-1,96

-0,22
1,28
0,23

-0,68

0,08 
0,16 
0,11 

-0,14 
W, мм 
Mx,кНм 
My,кНм 
Mxy,кНм

4,75 

16,71
6,67

139,99
-0,00

6,52
-42,72
28,26
0,00

1,49
-28,73

3,11
0,00

-0,10
-11,42
-
0,00

-0,29
-2,61

-0,11
-0,13

0,10 
-0,01 

0,44 -0,28
0,00

-0,06
0,00

-0,17 
0,00 

0,25 4,75 

W, мм 
Mx,кНм 
M  
M

9,25 

0,73
-3,78
-4,04
4,68

-12,85
-1,08
8,55

-7,50
0,33
7,13

-1,24
0,63
4,24

1,50
0,46
1,96

-0,22
1,28
0,23
0,68

0,09 
0,16 
0,11 
0,14 

y,кНм
xy,кНм

-1,07 -1,58 -1,22 -0,65

W
Mx,кНм 
My,кНм 

0,66
0,66

1,56
0,10

1,47
-0,60

1,92
-1,02

1,47
-0,60

1,56
0,10

 
0,66 
0,66 

, мм 

Mxy,кНм

0,25 

-1,02

1,01

-0,53

2,44

-0,22

2,30

-0,10

0,00

-0,22

-2,30

-0,33

-2,44

-1,02

-1,01 
W, мм 
Mx,кНм 
My,кНм 
Mxy,кНм

4,75 

-0,10
-1,02
1,92
0,00

1,50
-6,36
6,17
0,00

3,90
3,00

24,87
0,00

5,94
78,03
78,03
0,00

3,90
3,00

24,86
0,00

1,50
-6,36
6,17
0,00

-0,10 
-1,02 
1,92 
0,00 

4,75 4,75 

W, мм 
Mx,кНм 
My,кНм 
Mxy,кНм

9,25 

-1,02
0,66
0,66

-1,01

-0,53
1,56
0,10

-2,44

-0,22
1,47

-0,60
-2,30

-0,10
1,92

-1,02
0,00

-0,22
1,47

-0,60
2,30

-0,53
1,56
0,10
2,44

-1,01 
0,66 
0,66 
1,01 
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Про олже ие табл. П3 

оорд аты р етны точек Коорди
нат

-
ы 

точки 
приложе-
ния силы 

F 
XF, м YF, м 

 
 
 

Вели-
чины 

X,м

Y,м 

0,25 1,75 3,25 4,75 6,25 7,75 9,25 

W мм 
M ,кНм 

, 
x

My,кНм 
Mxy,кНм

0,25 -1
0,08
0,16
0,11
0,14

-0,22
1,28
0,23
0,69

-0,65
1,50
0,46
1,96

-1,22
-1,24
0,63
4,24

-1,58
-7,50
0,33
7,14

-1,04 
2,83 

-1,08 
8,53 

0,73 
-3,78 
-4,04 
4,68 

W мм 
M ,кНм 

, 
x

My,кНм 
Mxy,кНм

4,75 - - -4
1

1

0,10
-0,01
-0,17
0,00

-0,11
-0,13
-0,06
0,00

-0,29
-2,61
-2,25
0,00

-0,10
1,431

-0,44
0,00

1,49
8,732
3,12
0,00

6,52 
2,72 

28,27 
0,00 

6,71 
6,67 
40,00
0,00, 

9,25 4,75 

9,25 -
W мм 

 
, 

Mx,кНм
My,кНм 
Mxy,кНм

0,08
0,16
0,11

-0,15

-0,22
1,28
0,23

-0,68

-0,65
1,50
0,46

-1,96

-1,22
-1,24
0,63

-4,24

-1,58
-7,50
0,33

-7,14

-1,07 
12,85 
-1,08 
-8,53 

0,73 
-3,78 
-4,04 
-4,88 

W мм 
 

, 
Mx,кНм
My,кНм 
Mxy,кНм

0,25 

0,03
-0,17
-0,07
-0,16

-0,00
-0,60
0,10

-0,04

0,03
-0,18
0,16
0,35

0,08
0,24
0,10
0,63

0,12
0,17
0,02
0,64

0,14 
-0,21 
-0,05 
0,46 

0,17 
-0,12 
-0,12 
0,18 

W мм 
M

, 
x,кНм 

My,кНм 
Mxy,кНм

4,75 -32,26
-11,34

-
-19,78
-9,37

-8,90
-3,70

-
-0,10 0,99 0,88 0,64 

0,73
-3,31

-0,61
12,96

-1,19
-8,98

-1,02
-2,71
2,71

0,62
-0,25

0,92 
0,27 

0,10 
0,24 

-0,59 -0,21 0,08 

0,25 9,25 

W, мм 
Mx,кНм 
M  
M

9

40,08
9,16
9,16

-70,58

-94,50
-13,64
-69,97

-71,42
-7,66

-31,74
-3,31

-11,65

-9,61
-1,12
-3,63

-0,30 
-1,50 
-0,33 
-0,99 

0,03 
-0,07 
-0,17 
-0,17 

y,кНм
xy,кНм

,25 

18,47 5,66 0,73 -0,40
-32,26

W
Mx,кНм 
M ,кНм 

0,11
0,16

0,35
0,05

0,03
0,00

-0,17
-0,01

0,

0,03
0,00

 
0,36 
0,05 

 
0,11 
0,16 

, мм 

y
Mxy,кНм

0,25 

0,08

0,13

0,11

0,21

0,11

0,11

0,10

00 

0,11

-0,12

0,11

-0,21 

0,08

-0,13 
W, мм 
Mx,кНм 
My,кНм 
Mxy,кНм

4,75 -1

-1,22
0,63

-1,24
4,22

-0,61
0,94

-4,74
3,40

-0,24
-0,30
-9,18
2,45

-0,10
-0,44
1,43
0,00

-0,24
-0,30
-9,18
-2,45

-0,61 
0,94 

-4,74 
-3,40 

-1,22 
0,63 

-1,24 
-4,22 

4,75 9,25 

W, мм 
Mx,кНм 
My,кНм 
Mxy,кНм

9,25 - 1

- -

0,73
-4,04
-3,78
4,89

5,09
22,63
-4,82
18,20

11,57
-4,53
-6,36
36,79

16,71
40,00
6,67
0,00

11,57
-4,52
-6,36
36,79

5,09 
-22,63 
-4,82 
18,20 

0,73 
-4,04 
-3,78 
-4,89 
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О ончание та л. П3 

Коорд аты р четны точекКоорди
нат

-
ы 

точки 
приложе-
ния силы 

F 
XF, м YF, м 

 
 
 

Вели-
чины 

X,м

Y,м 

0,25 1,75 3,25 4,75 6,25 7,75 9,25 

W мм 
M ,кНм 

, 
x

My,кНм 
Mxy,кНм

0,25 

0,17
-0,12
-0,12
-0,18

0,14
-0,20
-0,05
-0,46

0,12
0,17
0,02

-0,64

0,08
0,24
0,11

-0,63

0,03
-0,18
0,16

-0,35

-0,00
-0,61
0,10
0,04

0,03 
-0,17 
-0,07 
0,16 

W мм 
M ,кНм 

, 
x

My,кНм 
Mxy,кНм

4,75 

3

-
-1 -1

1

0,08
0,10
0,24

-0,64

-0,21
0,92
0,27

-0,88

-0,59
0,62

-0,25
-0,99

-1,02
-2,71
-2,71
0,10

-1,19
-8,99
-8,91
,700

-0,62
12,96

9,79
9,37

0,73 
-3,31 
2,27 
1,24 

9,25 9,25 

9,25 - -
-

W мм 
 

, 
Mx,кНм
My,кНм 
Mxy,кНм

0,03
-0,07
-0,17
0,17

-0,30
-1,49
-0,33
0,99

-0,40
-9,61
-1,12
3,63

0,
-

73
32,27
-3,31
11,65

5,87
71,43
-7,86
31,74

18,48
94,49
13,64
69,97

40,09 
9,17 
9,17 

70,57 
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Согласно шифру 
На квадратную уюся на упругое 

основание с коэффици  10 МН/м, действуют 
четыре силы F = 550 кН (табл. П приложенные в расчетных точ-
ках 1, 2, 5, 7 (

Принимаем коэ асное напряжение 
σda σy = 20 МПа, площадку приложения нагрузки F квадратной со 
стороной 25 см. Модуль упругости и толщина пластинки
венно равны E = 14 ГПа и t = 32 см (табл. П1). 

Р е ш е н и е  

1. Изобразим конечно-элементную модел е ее рас-
четные точки и нагрузку (рис. П1). 

 

 

. П1. Конечно-элементная расчетные точки и нагрузка  
(жирно напечатанные номера расчетных точек, соответствуют местам  

(заданию) дано. 
 пластинку 9,5 х 9,5 м, опирающ

ентом жесткости ko =
2), 

табл. П1). 
ффициент Пуассона υ = 0,25, оп

n = 
 соответст-

 

 
ь пластинки, вс

 
 модель пластинки, Рис

приложения сил F) 

1 2 3 

4 5 6 

7 8 9 

1 5 10 15 20 

1 

5 

10 

15 

20 

1500 1500 1500 1500 1500

15
00

 
15

00
 

250 

25
0 

1500 250

25
0 

15
00

 
15

00
 

15
00

 

F

15
00

 

F

F

F
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 для расчета пластинки по про-
грамме CROSS (только для студентов очной формы обучения). 

 
Длин а к 9,5 м 
Ширина пластинки 9,5 м 
Количество узлов вдоль пластинки 20 
Количество узлов поперек пластинки 20 
Модуль упругости материала пластинки 14 ГПа 
Коэффициент Пуассона материала пластинки 0,25 
Толщина пластинки 32 см 
Коэффициент жесткости основания 10 МН/м 

 
Нагру ка F, приложенная к ячейке, распределяется  четырем 

соседним узлам, примыкающим к этой ячейке в виде , равных 
F/4 = 550/4 = 137,5 кН. 

 
Т а б л и ц а  П4 

 
Значения сил и х место приложе я 

 
Нагрузка, Номе Номер Нагр , Номер Номер 

2. Подготовим исходные данные

а пл стин и 

з  по
 сил

 и ни

кН верти-
кали 

горизон-
тали 

кН верти-
кали 

горизон-
тали 

р узка

137,5 1  10 10 1 137,5
137,5 2 1 137,5 11 10 
137,5 1 2 137,5 10 11 
137,5 2 2 137,5 11 11 
137,5 10 1 137,5 1  19
137,5 11 1 137,5 2  19
137,5 10 2 137,5 1 20 
137,5 11 2 137,5 2 20 

 
В новани  про-

грам  карты изолиний для прогибов , 
изги ечениях (рис. П2

новлено: 
точки пластинки, расположенные в ее левой части, перемеща-

 результате расчета пластинки на упругом ос и по
ме CROSS получены пластинки
бающих и крутящих моментов в ее с
а основе анализа карт изолиний уста

). 
Н
- 



ют

ющие моменты Mx, My и скручивающие мо-
менты Mxy появляются на верхнем и нижнем углах левой части пла-
стинки и достигают 40 кНм. 

 
а  

 
Рис. П2. Карты изолиний изги

крутящих моментов Mxy – б, изгибающ
 

ся вниз, а расположенные в правой части – вверх; максимальный 
прогиб достигает 15 мм; 

- наибольшие изгиба

   б 

 
в     г 

бающих моментов Mx – а,  
их моментов My – в, прогибов W – г 

 28 
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. По результатам расчета пластинки, полученной программой 
CR  ось, эпюры изгибающих мо-

ме
Учитывая принцип независимости

данными табл. П3, вычислим прогибы
ках сечения I – I, вызванные силами

 

нтов Mx, My  
и крутящих моментов Mxy в сечении I-I 

 

3
OSS (табл. П3), построим ее упругую

ментов Mx, My и скручивающих мо нтов Mxy в сечении I – I (рис. П3). 
 действия сил и пользуясь 
 и моменты в расчетных точ-

 F = 550 кН. 

 
 

Рис. П3. Эпюры прогибов W, изгибающих моме

∑
=

=
4

1 1000i
i

FWW ; ∑
=

=
4

1 1000i
xix

FMM ; ∑
=

=
4

1 1000i
yiy

FMM ;  

 

∑
=

=
4

1 1000i
xyixy

FMM , 

 

где iW  xiM  yiM  xyiM  − данные из табл. П3. 
В точке x = 0,25 м, y = 4,75 м 

( ) 08,0
1000
55073,010,022,173,0 =×+−−=W  мм; 

0,08 

0,19 

0,70 
2,09

1,36 

0,26 

0,64 
Эпюра W, мм 

3,86 
17,24 

8,39 

39,69 

2,17 

1,97 0,10 

Эпюра Mx, кНм

35,11 

1,17 0,64 
20,98 

33,65 

8,34 
1,08 

Эпюра My, кНм 2,32 

0,00 

Эпюра Mxy, кНм 
1,87 

1,35 

1,35
1,87 

2,32 



( ) 86,3
10

 30 

00
=

550
−31,30,1 ×−=хМ  кНм; 63,031,3 +− 2 −

( ) 11 к,35
1000
55026,3224,126,32 −=×−+−− Нм; =уМ 92,1

( ) 32,  к2
1000
55034,1100,04 −=×−−=хуМ Нм. 

 

В т , y = 4,75 м) 

3,11 22,4 +

очке (x = 1,75 м

( ) 19,0
1000
55061,050,161,0 =×−+−−=W  мм; 62,0

( ) 24,17
1000
55096,1236,694,096,12 −=×−−+−=хМ  кНм; 

( ) 04  к,10
1000
55078,1917,679,19 −=×−+−=уМ Нм; 74,4−

( ) 87,1
1000

37,900,040,337,9 −=×−+−  кНм. 
550

=хуМ

 точке (x = 3,25 м, y = 4,75 м) В

( ) 70,0
1000
55019,190,324,019,1 =×−+−−=W  мм; 

( ) 39,8
1000
55098,800,330,098,8 −=×−+−−=хМ  кНм; 

( ) 17,1
1000
55090,887,2419,991,8 −=×−+−−=уМ  кНм; 

( ) 35,1
1000
55070,300,045,270,3 −+−=хуМ −=×  кНм. 

 

В точке (x = 4,75 м, y = 4,75 м) 

( ) 09,2
1000
55002,194,510,002,1 =×−+−−=W  мм; 

( ) 69,39
1000
55071,203,7844,071,2 =×−+−−=хМ  кНм; 

( ) 65,33
1000
55071,203,7843,1171,2 =×−+−−=уМ  кНм; 



( ) 0
1000
55010,000,000,010,0 =×−++=хуМ  кНм. 

 
В точке (x = 6,25 м, y = 4,75 м) 

( ) 36,1
1000
55059,090,324,059,0 =×−+−−=W  мм; 

( ) 17,2
1000
55062,000,330,062,0 =×++−=хМ  кНм; 

( ) 34,8
1000
55025,086,2419,925,0 =×−+−−=уМ  кНм; 

( ) 35,1
1000
55099,000,045,299,0 =×+++−=хуМ  кНм. 

 
В точке (x = 7,75 м, y = 4,75 м) 

( ) 26,0
1000
55021,050,161,021,0 =×−+−−=W  мм; 

( ) 97,1
1000
55092,036,694,092,0 −=×+−+=хМ  кНм; 

( ) 08,1
1000
55027,017,674,427,0 =×++−=уМ  кНм; 

( ) 87,1
1000
55088,000,040,388,0 =×+++−=хуМ  кНм. 

В точке (x = 9,25 м, y = 4,75 м) 
 

( ) 64,0
1000
55008,010,022,108,0 −=×+−−=W  мм; 

( ) 10,0
1000
55010,002,163,010,0 −=×+−+=хМ  кНм; 

( ) 64,0
1000
55024,092,124,124,0 =×++−=уМ  кНм; 

( ) 33,2
1000
55064,000,023,464,0 =×+++−=хуМ  кНм. 
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По эпюрам (рис. П3) видно, что в сечении I-I й про-
гиб W появляется в средней части пластинки и гает 2,09 мм. 
Вблизи левого и правого краев наблюдается прогиб пластинки 
вверх, что указывает на возможный отрыв пласт  основания. 
Большие изгибающие моменты Mx и My появляются в средней части 
пластинки, которые вызывают растяжение ее  слоев. 
Наибольшие крутящие моменты наблюдаются вб го и 
правого краев пластинки, а в ее средней части они равны нулю. 

4. К пластинке приложены четыре силы F = 550 асчетных 
точках: 

F F  2 – xF = 4,75 м, yF = 0,25 м; 
 

5 – xF = 4,25 м, yF = 4,25 м; 7 – xF = 0,25 м, yF = 9,25 м. 
 
Вычислим изгибающие и крутящие моменты точках от 

совместного действия всех четырех сил. Для этого используем ре-
зультаты расчета пластинки по программе CRO веденные в 
табл. П3. 

В точке 1 
Mx = (9,17 − 4,04 + 0,66 − 0,17)⋅550/1000 = 3,09 /м; 

⋅550/1000 = 3,29 кНм/м; 
xy ,16)⋅550/1000 = 36,60 кНм/м. 

 
В точке 2 
Mx = (−32,26 + 140,00 + 1,92 + 0,24)⋅550/1000 = 60,44 кНм/м; 
My = (−3,31 + 6,67 − 1,02 + 0,10)⋅550/1000 = 1,34 /м; 
Mxy = (11,66 + 0 + 0 + 0,63)⋅550/1000 = 6,76 . 
 
В точке 3 
Mx = (−2,71 − 0,44 + 78,03 − 2,71)⋅550/1000 = 3 Нм/м; 

y = (−2,71 − 11,43 + 78,03 − 2,71)⋅550/1000 = 33,65 кНм/м; 

 наибольши
дости

инки от

нижних
лизи лево

 кН в р

 
1 – x  = 0,25 м, y  = 0,25 м; 

в этих 

SS, при

 кНм
My = (9,17 − 3,78 + 0,66 − 0,07)
M  = (70,58 − 4,89 + 1,01 − 0

 кНм
 кНм/м

9,70 к
M
Mxy = (0,10 + 0 + 0 − 0,10)⋅550/1000 = 0 кНм/м. 
 
В точке 4 
Mx = (−0,17 + 0,11 + 0,66 + 9,16)⋅550/1000 = 5,37 кНм/м; 
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но-
деф

а поверхность пластинки, принимая площадку приложения 
нагрузки квадратной со стороной равной 0,25 см.  

 

My = (−0,07 + 0,16 + 0,66 + 9,16)⋅550/1000 = 5,45 кНм/м; 
Mxy = (0,16 − 0,13 − 1,01 − 70,38)⋅550/1000 = −39,25 кНм/м. 
 
Выберем точку 2 и проведем исследование в ней напряжен
ормированного состояния. Определим давление местной на-

грузки н

80,8
25,025,02 =

⋅
==

a
p  МПа. 

3550 ⋅F 10

 
Определим поперечные силы от местной нагрузки F: 
 

550
25,04
10550 3

=
⋅

===
FQQ  кН/м. 
4 ⋅azyzx

 
Найдем момент инерции сечения шириной в один метр: 
 

27313233

===
tJ  см

1212

щи  
My

3. 

 
Вычислим максимальные нормальные напряжения от изгибаю-

м их моментов, которые появляются в точке 2 Mx = 60,44 кН
 = 1,34 кНм. 
 

541,3
21027312 6max

⎠⎝⋅ −JJ
32,01044,60 3

=⎟
⎞

⎜
⎛⋅

==
tMzM xx МПа; max =σ x

078,032,01034,1 3

=⎟
⎞⎛⋅

===σ
tM

z
M yy МПа. 

21027312 6maxmax
⎠

⎜
⎝⋅ −JJy

 
Вычислим касательные напряжения от крутящего момента в 

точке 2 Mxy = 6,67 кНм: 
 

396,032,01076,6
6

3

maxmax =⎟
⎞

⎜
⎛⋅

===τ −

tM
z

M xyxy
xy МПа. 

21027312 ⎝JJ
 

⎠⋅
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p = 8,80 МПа,   σz = −p = −8,800 МПа. 
 
Вычислим максимальное касательное напряжение, вызванное 

поперечными силами Qzx и Qzy: 

Определим максимальное нормальное напряжение от местной 
нагрузки 

 

 

578,2
32,02
105503

2
3 3

=
⋅

⋅⋅
===τ=τ

t
Q

J
SQ zxyzx

zyzx  МПа. 

 
ий, вы-

зва чке 2. 
 

 
Рис П4. Нормальные и касательные напряжения в поперечных сечениях пластинки 

от изгибающих и скручивающего моментов 
 

 

 

Построим эпюры нормальных и касательных напряжен
ных внутренними силами в рассматриваемой расчетной тон

Эп сательных на-
пряжений  τxy, МПа 

юра каЭпюры нормальных на-
яжений σx и σy, МПа пр

Y 

X

MxMy

X
Y

M

0,078 3,541 

Myx

x

0,396

3,541 0,396  

. 
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Р ения τzx и τzy  в п нки  

 окрестности точ
 

 
Рис. П6. Вертикальные нормальны  напряжения от местной нагрузки 

. В окрестности выбранной точки 2 на верхней поверхности 
пластинки вырежем элементарный объем в форме кубика, покажем 
все , действующие на его площадках, и запишем тензор 
напряжений 

, МПа. 

ис. П5. Касательные напряж
в

оперечных сечениях пласти
ки 2 

 

е
 
5

 напряжения

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

σττ
τστ
ττσ

=σ

800,800
0078,0396,0
0396,0541,3

zzyzx

yzyyx

xzxyx

T

Z P = 8,800 МПа 
16

 с
м 

0 

16
 с
м 

8,800 

4,400 

0,00 

Эпюра нормальных вертикальных  
напряжений σz, МПа 

Y 

X 

τzx

X 
Y

τzy

2,578 Qzx

Qzy

2,578 

Эпюры τzx и τzy, МПа 
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ентарного объема действуют напряже-
ния (р  в окрестности исследуемой точки 
испытывает объемное напряженное состояние. 

 

арный объем и напряжения на его площадках 
 
Вычислим инварианты тензора напряжений: 

 
; 

 

),

II

−

−=⋅+⋅+

+⋅+⋅⋅⋅+−⋅−⋅−=

=τ⋅σ−τ⋅σ−τ⋅σ−τ⋅τ⋅τ⋅+σ⋅ xyzzxyyzxzxyzxyzy

 

 

На всех площадках элем
ис. П7). Поэтому материал

 
 

Рис. П7. Элемент

420,12800,8078,0541,3I −=−−−=σ+σ+σ=σ zyx

( ) ( ) (
;977,3100396,0

541,38008800,8078,0078,0541,0
2 =−−−

−−⋅−−⋅−−⋅=  

 
III σ⋅σ=σ x

=ττ−ττ−ττ−σσ+σσ+σσ=σ xzzxzyyzyxxyxzzyyx

( ) ( )
.066,1396,0800,80078,0

0541,300396,02800,8078,0541,3

2

22

2

222

σx = -3,541 МПа

σy = 0,078 МПа 

σz = -8,800 МПа 

τxy = 0,396 МПаτxy = 0,39

Y 

Z

X

6 МПа 
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= . 

Сделаем подстановку

Решим кубическое уравнение (7) 
 

066,1977,31420,12 23 −σ+σ+σ 0
 

 
3

+  и приведем у
3σ

=σ у равнение к виду 

 

. 
 
Здесь новые коэффициенты равны: 
 

0233 =++ qpуу

( ) 481,6
3
420,12977,311

3
1 2I

II −=⎟⎟⎜⎜
⎛

−=⎟
⎞

⎜
⎜
⎝

⎛ σ
−σ=р ; 

2 ⎞
33 ⎝⎟

⎠ ⎠

( )

( ) ( ) .299,5066,1977,31420,12
3

420,12
27
2

2
1

3
1

27
2

2
1 IIIIII3I

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−+−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ−σσ+σ−=q

 

Опре

13−

 

2 pr ±= , знак которого должен соделим параметр впадать 

со знаком q: 
5457,2481,62 =+=r . 

 
Вычислим вспомогательный уг л ϕ 
 

о

244,1
5457,2
299,5arccosarccos 33 =⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ϕ

r
q

. 

 
Корни промежуточного уравнения равны 
 

660,4
3
244,1

cos5457,22
3

cos21 −=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅⋅−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ϕ
⋅−= ry ; 

106,4
3
244,1

3
cos5457,22

33
cos22 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

⋅⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

−
π

⋅= ry ; 



554,0
3
244,1

3
cos5457,22

33
cos23 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
π

⋅⋅=⎟
⎠
⎞⎛ ϕ

+
π

⋅= ry ⎜
⎝

. 

 решение промежуточного уравнения 
 
Проверим
 

000,0554,0106,4660,4321 +− =+=++ yyy . 
 
Вычислим значения главных напряжений 
 

800,8
3
420,12660,4

1 −
+−=

σ
+=σ у

31)1( −= МПа; 

034,0
3
420,12106,4

3

1

2)2( −=
−

+=
σ

+=σ у МПа; 

586,3
3
420,12554,0

3

1

3)3( −=
−

+=
σ

+=σ у МПа. 

 
Расставим индексы главных напряжений в соответствии с усло-

вием 

4 МПа; σ

 полученные значения главных напряжений 
 

=−⋅−−⋅−−⋅−=
=σ⋅σ+
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321 σ≥σ≥ ; σ1 = −0,03 2 = −3,586 МПа; σ3 = −8,800 МПа. 
 
Проверим

σ

420,12800,8586,3034,0321
I −=−−−=σ+σ+σ=σ ; 

( ) ( ) ( ) ;978,31034,0800,8800,8586,3586,3034,0
332211

II σ⋅σ+σ⋅σ=σ

( ) ( ) 066,1072,1800,8586,3034,0321
III −≅−=−⋅−⋅−=σ⋅σ⋅σ=σ . 

 
. Так как на верхней 

(нижней) площадке касательные напряжения отсутствуют, то эта пло-
щадка и нормальное напряжение σ3 = σz = −8,800 МПа, действующее 
на ней, являются главными. Следовательно, l3 = 0, m3 = 0, n3 = 1. 

Найдем положение главной площадки, на которой действует 
σ1 = −0,034 МПа. Для этого воспользуемся первым уравнением ис-
темы (5), разделив его на m1, и учтем, что n1 = 0 получим: 

Определим положение главных площадок

 с



( ) 0
1

1
1 =τ+σ−σ xyх m

l
 или ( ) 0396,0034,0541,3

1

1 =++−
m
l

. 
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Отсюда имеем 113,0
1

1 =
l 2

m
. Учитывая, что 1 =+ml , найдем 

направляющие косинусы: 

12
1

 

994,0
113,01

1

1

1
2 2

2

2

1

1

1 =
+

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

m
l

m ; 

 

112,0994,0113,01
1

1
1 =⋅=⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= m

m
ll . 

 
Аналогично определим направ яющие косинусы для площадки, 

m n  = 0. 
 
роверим ортогональность (взаимноперпендикулярность) глав-

ны

л
где действует главное напряжение σ2 = −3,586 МПа: 

 

l2 = −0,994;  2 =0,112;  2

П
х площадок. 
 

( ) 000112,0994,0994,0112,0212121 =⋅+⋅+−⋅=⋅+⋅+⋅ nnmmll ; 
 

010000,0112,0000,0994,0323232 =⋅+⋅+⋅−=⋅+⋅+⋅ nnmmll ; 
 

( ) 001994,0000,0112,0000,0131313 =⋅+⋅+−⋅=⋅+⋅+⋅ nnmmll . 
Ортогональность соблюдается
Покажем положение главных площадок в окрестности точки 2 

(рис. П8). 

. 
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Рис. П8. Ориентация главных площадок в  пространстве  в окрестности точки 2 

 
6. Используя теорию прочности Губера-Мизеса енки, опреде-

лим допускаемую нагрузку Fadm из условия наступления предельно-
го 

  

-Г

состояния в окрестности расчетной точки 2. 
 

danieqw σ=σ=σ , 
 

где σdan – опас ую едельному со-
сто

 МПа; 
i – интенсивность напряжения: 

 

 ное напряжение, соответств щее пр
янию материала, полученное при испытании на осевое растяже-

ние σdan = σy = 20
σ

( ) ( ) ( )[ ] =σ−σ+σ−σ+σ−σ=σ 2 2
13

2
32

2
212

1
i  

 

( ) ( ) ([ ])2 222 034,0800,8800,8586,3586,3034,0
2

−++−
1

+−++=  

= 7,637 МПа. 

Вычислим допускаемую нагрузку: 
 

=

 

 

960
5,1637,7

55020
=

⋅

⋅
=

⋅σ

⋅σ
=

oi

dan
adm n

F
F  кН. 

l1

m1

m2
l2 X

Y

Z

υ1

υ2

υ3
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