
МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ АВТОНОМНОГО РОБОТА 
НА ОСНОВЕ УРАВНЕНИЙ ЭЙЛЕРА-ЛАГРАНЖА

Е. Н. Левковский 

ВВЕДЕНИЕ
Рассматриваемый автономный робот представляет собой манипулятор, 

установленный на колесной мобильной платформе. Такой робот имеет на­
много большее рабочее пространство, чем манипулятор на неподвижном ос­
новании. Проблемы моделирования и управления движением мобильных ма­
нипуляторов исследовались во многих работах, см., например, ссьшки в статье 
[3]. Динамические уравнения движения плоской жесткой модели колесного 
мобильного робота с двухзвенным манипулятором получены в работе [ 1].

Цель этой работы — показать, как выводятся дифференциальные уравне­
ния движения автономного робота посредством уравнений Эйлера-Лагран­
жа, потому что они применимы для систем с голономными и неголономны- 
ми связями.

УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА-ЛАГРАНЖА
Рассмотрим механическую систему, положение которой определяется 

обобщенными координатами Предположим, что эта сис­
тема имеет т неголономных связей, задаваемых уравнениями

1М ЧИ

=  0 ,  V =  l ,2 , . . . , / (1)

где коэффициенты — функции обобщенных координат Яі,->Яп+«.-
Для определения скоростей точек системы часто предпочтительнее ис­

пользовать не сами обобщенные скорости, а некоторые их линейные комбина­
ции с коэффициентами, зависящими от обобщенных координат, в виде л,, 
г = 1,2,..., л + т

% = “ , , 1 = 1,2,...,л (2)

^Я + V , V — 1,2,...,Л1 . (3)

Величины л , , s ,r  = 1,2,..., л + т называются квазискоростями, а символы 
л„— квазикоординатами.

Правые части соотношений (3) совпадают с левыми частями соответству­
ющих уравнений неголономных связей ( 1), а коэффициенты в выражениях
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(2) выбираются так, чтобы соотношения (2) и (3) были бы однозначно разре­
шимы относительно . Тогда из равенств (2) и (3) обобщенные скорос­
ти можно представить через квазискорости в виде

4s , S = 1,2,...,п + I (4)

Для произвольной функции / ( 9|,...,|?„+„)символ Э//Эл, обозначает по оп­
ределению следующую операцию

Эя, U g,
Уравнения движения Эйлера-Лагранжа имеют вид

= Пd дТ' э г  « э г Г л  
ЛЭтс, Эл, дя I ,  i = \ ,2 , . . . ,n - m ,

(5)

(6)

где Т* — функция, которая получается из выражения кинетической энергии 
системы заменой д, на псевдоскорости \  ,s,r  = 1,2,...,« + т согласно уравне­
ниям (4). Величина

n , = Ś 6 A ,  /=1,2,...,« (7)
представляет собой обобщенную силу, которая производит работу на возмож­
ном перемещении 5л,, а 2, — обобщенная сила, соответствующая обобщен­
ной координате д , , s = 1,2,...,« + т .

Трехиндексные симвоы Больцмана у,, вычисляются [2, с. 32-35,68] или 
по формулам

Я_ТЖ я ГД
y; = E E

 ̂да да^ ^**rj ___
э?, ^д,

ЬЛ' / ,  г  =  1 , 2 , . . . , « - | - « 1,  i j  =  1 , 2 , . . . , «  , (8)

или из перестановочных соотношений (билинейных ковариантов Фробе- 
ниуса)

dt
п п

5л,-6 (0 ,= (8 я,)‘ -5 ш,.=Э8л,-5 Э л, = ^ 5 ^ у;8я,Эя^, г = 1,2,...,«-i-«і (9)

Значения символов у!, = ~Yji зависят только от принятого определения ква­
зискоростей (2) и (З)через обобщенные скорости. Они не зависят ни от струк­
туры, ни от движения системы.

В уравнениях (6) после выполнения всех указанных операций квазиско­
рости следует приравнять нулю 
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*„.1=о,...,л„.„=о (10)
Заметим, что в уравнениях (6) кинетическая энергия Т* является функци­

ей всех п + т квазискоростей . Поскольку в (6) содержатся производные от 
Т* по всем квазискоростям, в том числе и по квазискоростям , обращаю­
щимся в нуль согаасно соотношениям (1), то связи ( 1) нужно учитывать только 
после составления уравнений (6), когда дифференцирование по квазискорос­
тям уже выполнено.

Уравнения Эйлера-Лагранжа (6) вместе с уравнениями связей (1) и выра­
жениями (2) представляют собой 2п+т уравнений движения системы в квази­
координатах. При известных начальных условиях йнтеірйрованйем этих урав­
нений можно найти+2л-1-/и неизвестных функций .

Уравнения (6) для последних т квазикоординат будут уравне­
ниями т обобщенных реакций неголономных связей

„ d ЪГ ЭГ "^ЭГR, = -------------- + У  —
dt дń̂  ^  дп ■ П *  = п + \,...,п + 1 (И)

Уравнения Эйлера-Лагранжа или Больцмана-Гамеля позволяют записать 
уравнения движения голономных и неголономных систем в единой форме. 
Далее эти уравнения используются для вывода уравнений движения модели 
автономного робота.

ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ
Модель автономного робота состоит из трехзвенного манипулятора и 

колесной мобильной платформы 3, как показано на рис. 1. Мобильная плат­
форма оборудована двумя приводными и управляющими колесами 1 и 2 на 
одной оси; по углам она поддерживается четырьмя пассивными колесами, 
которые при вьшоде уравнений движения не учитываются. Приводные колеса 
1 и 2 во время движения катятся без скольжения. Предполагается, что модель 
робота сделана из жесткой платформы 3, снабженной недеформируемыми 
колесами, перемещающимися по гладкой горизонтальной плоскости. Звенья 
4,5 и 6 манипулятора считаются также жесткими.

Движение модели робота рассматривается в инерциальной системе от­
счета закрепленной в плоскости движения. Система отсчета
Ссз̂ сзЗ'сз̂ сз связана с мобильной платформой. Точка М есть середина рассто­
яния равного 2а между колесами 1 и 2. Положение модели робота полностью 
определяется координатами Хсз, Уа, точки Cj в системе отсчета
в плоскости движения, углом ориентации между продольной осью 
платформы 3 и осью 0 ,̂х„ , углами поворота (р,,Ф2 колес 1 и 2, оба радиуса г,

141



вращающихся относительно их горизонтальных осей О̂ '̂г-УГ-чами пово­
рота 04,05,0(і звеньев 4 ,5 ,6 манипулятора соответственно. Предполаі ается, что 
для каждого из звеньев манипулятора локальные оси систем отсчета, показан­
ных на рис. 1, параллельны главным центральным осям инерции. Длины зве­
ньев 4, 5 и 6 обозначены через /4,/5, соответственно. Пусть точки 
Oi,02,Cj,C^,C;,C^ — центры масс колес 1 и2, платформы 3, звеньев манипуля­
тора 4,5 и 6 соответственно; Л/Сз =Л, О3С4 =/^4, O4CJ = /„ , O5Q  =/сб, Z(,3 =r + h. 
Вращающие моменты, развиваемые двигателями, есть т,,Т2 для вращения ко­
лес 1 и 2, T4,T5,Tj для поворота звеньев 4,5 и 6 соответственно.

Рис. 1. Пространственная модель автономного робота 

Пусть обобщенные координаты

9г ~ ® 5> Яз ~  Ус і ’ ~ Ф і > 9’s ~Фг ( 12).
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Уравнения неголономных связей могут быть записаны в виде 

(V = -Хсз sin \|/ + cos 1|/ = О (13)

)л, = cos V + у Ci sin V + flV -  «Р, = о,
(^аг2 )^ j = Ха cos V + Усз sin 4/ -  aV -  ̂ -Фг = О ^

Соотношения (13) отражают невозможность бокового скольжения орто- 
гональноплоскостямколес. Здесь ў — вектор скорости мобильной платфор­
мы. Формулы (14) являются условиями отсутствия скольжения каждого из ко­
лес 1 и 2 в их средних плоскостях в точках контакта К 1, К2 колес соответственно.

Итак, пространственнная модель автономного робота имеет восемь обоб­
щенных координат (12), три неголономные связи (13) и (14) и пять степеней 
свободы движения. Поэтому необходимо вывести три уравнения движения 
каждого звена манипулятора, два уравнения движения колесной платформы и 
три уравнения реакций неголономных связей.

Теперь введем квазикоординаты соотношениями

П, = со, = 04, ftj = СО2 = 05, *3 = (О3 = 05, Л4 = (О4 = ф
ТГ =  V =  ГП.ЧСІС +  v_ . «in  о/*5 = “ s = (іі^ з  = '' = x̂ cl = Ха cos V + Ўа sin V,
5̂ 6 = “ б = ( і ' ) , с з  = У с з  = - 3 ^ c 3 s in V  +  >'c3COSVp

(1 5 )
6 б V /уСЗ  - ' С і  C J  т  ^  т

Jt, = со, = (V4., = Хсз cos V|/ + Ўа sin V + аф -  гф,,

"в = “ g = (V* 2 Ха = ̂ сі cos Щ + усз sin vp -  оф -  гф.

Вариации квазикоординат на основании соотношений (15) будут 
5Л| = S04, бл, = 80,, 5лз = 50J, 6Л4 = 5\р 
бл, = бхс, cos ср + бурз sin vp, 6Л5 = -8ха  sin \р + бу £.3 cos ср 
бл, = бхсз cosvp + бу£з sincp + абср -  гср,, (16)
бл, = бдс£з cos vp + бусз sin vp -  a6vp -  rep.

Обобщенные скорости из формул (15)

04= Л ,  =С0,, 05= Л ,  = С 0„  05= Л з= С О з,  ф  =  Л4 =С04
Ха -  ПІ5 0OS vp -  СО5 sin vp, ў а  = W, sin vp + CO5 cos vp
ф, =(асо4 + со5 -со,)/г, ф, = (-аС04 +СО5 -cOg)

Ненулевые элементы матрицы коэффициентов , s, г = 1,..., 8 согласно (17)

*11 =*22 =^3 = 1. *45 =cosvp, 645 =-sinvp, 655 = sinvp, *55 =cosvp, 654 =1 
b^^=a/r, b^^=\lr, by,= -\lr, byf=-a!r, 6,5=1/г, b^^=-\!r
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(19)

Вариации обобщенных координат, используя уравнения (17),
504 = 5я,, 50, =5^2, 80J =5Лз, 8v|/ = 87i„ бсс„ =5я5С08\|/-5л5 8Іп\)/
5у„ = 8я5 8Іпчг+ 8ЯбС05\|/, 8<Р| =(а5я4 + 8я5 - 8я,)/г,
5<Pj = (-а5п^ + 5Яз -  5я„)/ г 
Трехиндексные символы у,) вычисляются путем составления перестано­

вочных соотношений (9). Следовательно

(Зя,)‘-SOj =</(8сС(;зС\|Л-5усз-5 v ) / ~5{-̂ c3'̂ V + >’c3'*v)= 
=-у8хсз«Ч/+х|/5усзСМИ-л:сз5\|/5\|/-усз8¥сУ 

В этом выражении обобщенные скорости надо заменить их значениями 
(17) через квазискорости, а вариации обобщенных координат по аналогичным 
формулам (19) через вариации квазикоординат. Тогда

(5я, )* -  5«5 = -Ю4 (5я5с\|/ -  5я,;і\і;) -1- (О4 (бЯз̂ У)/ -  8ЯбС\|/)с\|/ г
+(а)5с\)/ -  (й̂ 8Ч/)8я45\|/ -  (cojsvi; + (о̂ с\(> )5я4с\|/ = а)45я4 -  

Здесь и в дальнейшем j»t/ = sin\);, = cos\|/, 8(\|f^ 84), c(\j/ + 04) = cos(\)/ + 04),
50, -  sin 0, и так далее.

(5я^)' - 8o)j = і^(-5хсз5Ч/ + 5> 'сзсу)/Л -5(-Хсз5Х|/ + >’сзСі|;) = -а)48я5 +Ш55Я4

( 5 я , ) '  -  S o i ,  =  d (&>СсзС\|/ +  й г с з ^ ч »  +  а 5 \ | /  -  / - б ф ,)/dt -  5 ( і с з С ф  +  Э ’с з '^ 'І '  +  а ф  -  г ф , )  =  и , 5 я 4  -  (ÔSn,

(бЯя)' -StOj =̂ /(5x,.jC\|/ + 5yc3'SV-a5v-'‘8<P2)''<̂ f“ 8(ic3<̂ V + >’c3'^V-''V-«P2) = “ -iSKj -cOjSłt,

Отсюда следует, что ненулевые трехиндексные символы

Y « = - y L = 1 .  Y m = - Y « = 1 .  Y 4 6 = - y L = 1 .  Y * 4 6 = - Y * 6 4  = 1  ( 2 0 )

Координаты центров масс в системе отсчета ОдХ„удЯ„ представляются в
в и д е

х Г  = Х с з  + / >  =  У с , - а с ф , х Г >  =  г

х Г >  = x „ - o s ¥ , у Г >  =  У с , + а с ф . z f >  =  r

х й  = ^ С З ’
(»)Усз=Ус}’ z < ") =  г  ^ с з  ^ + h

( 0 ) ^
•*С 4 Х с з  +  а , с ф  -

(0)Ус4 =  Усз +  + а ^ с ф . z< “ > =•*С4 г + h +let
г(<>) ^
■ *С5 ■ *С4 ^ С 5 ^ ( ф +  0 4 ) с 0 5 . = ycl + W j ( v  +  0 , 1) ^ * 5 . z ‘ " ’  =  г  +^ С 5  ^

•*С6 • ^ С 4 + ^ 5 с ( ф ^ Н 0 4 ) с 0 , + / с б С ( ¥ +  0 4 ) с ( 0 , +  0 б )

(0)Усб =■ycl+^5^(v-f 0 4 ) c 0 5 + V ( ¥ +  0 4 ) с ( 0 . +  6 4 ) . z< “ > =^ С 6 г  +  л  +  /4  ■

(21)
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Уравнения (21) позволяют найти абсолютные обобщенные скорости цен­
тров масс, а также и захвата манипулятора, если в последних трех уравнениях 
(21) величину С̂б заменить на /̂ .

КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭЕРГИЯ
Проекции векторов абсолютных угаовых скоростей звеньев модели на 

оси координат, связанных с этими звеньями, можно записать в виде

af’ = fo ф, \j/f, ćof* = [o Ф2 \i<f, (4“ ' = [о о v f ,  ш ’̂ = [о Ф + в̂  o j

sf> = [(\); + 0,)5s (ф + ё,)с5 05 J ,  й<‘>=[(ф+ 64)555 (ч/ + 04)с55 05+Bej

Кинетическая энергия звена s определяется по формуле

T,=0.5{m,vi+(bX,&,) (23)

где — масса звена s, v ,̂ — абсолютная скорость центра масс, ш, — абсо­
лютная угловая скорость звена, —  тензор инерции звена в центре масс. 
Массы звеньев механизмов приводов не учитываются. Моменты инерции от­
носительно главных центральных осей звена s обозначены через 1,у, /„■ 
Величины Iiy = І 2у, І\г = hz — моменты инерции колес 1 и 2 относительно их 
горизонтальных осей вращения и диаметра соответственно.

Введем следующие обозначения для сокращения записей

= +m j+/»3+ « 4+/И5+ « 5, т^=т^, т^=т^+т^+т^

К ~ Аг 2̂z + ̂ СЪг > ~ А}’ ~ (-̂ 6» ~ hy )'*5Ć̂56

~ ( j i x ~ ^ S y  )* 5 ^ 5  ^6> ~  ” *6^5^C6*6> ^2  ~  ^6^5^C6^6> ^  ~  ” *6^C6‘*56

К = mJcbCii, «1 = e«C4 + a / 4, «2 = «A  “  ̂ yC,, a, = + mj,c^ + b,

a, = + mj,s^ +b,, a, = (/5C5 + l^C;^ f

flg = ̂ 2*̂56 6̂̂C6*̂56̂56> 7̂ “ 5̂̂ C5̂ 5̂ S 6̂̂ C6‘̂56̂56 2̂*̂56
Кинетическая энергия модели робота равна сумме кинетических энергий 

колес 1 и 2, платформы 3, звеньев манипулятора 4,5 и 6. Поэтому

2Г = [т ,2Я̂  + «45 (а^ + ) + 2а,Оз + я, + 4  +/„ ] + бД О; + /,,) +

+05 ["»5̂ С5 + + "'б/сб + 22>2 + ̂ 5х + ̂ 6z ] + 06 (">6̂ С6 + 4z ) + (ф? + Фг )2'l,, “

-2ісзф [т45 (я„5Х|/ + a„cv) + 035(4/ + 64 )] -  2дГсз04Оз5(\|/ + 64 ) -

- 2 x c Ą a ^ c ( w  + 04 ) -  2 хсз052>зс(\(/ +  64) +  2усзф [/И45 (o ĉV|/ -  0^54/) +  Ojc(4/ + 64 ) ]  +
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^ 4 )  ( \ | / +  0 4  )  2 ^ ^ 3 0 4 ^ 3  ( \ | / +  0 4  )  +

+2\j/04 (о а̂  ̂+ а, + /^ ) — 2vj/0ja2̂ *4 ~ 2\іг0̂ £І2̂ з ■*” 20506 ipi “*" ^б^сб ^  ^62)  ̂ ^
Кинетическая энергия модели через квазискорости

2Т =  С0| ^Oj +  / ^  ^ +  O j (^5^С5 ^6^5 ^Jct  2^2 '*' А г '*' А г )  "*" ®3 ( ” *бАб Az )

+ 0 4 [^ т |2 а ^  + ' ” 4б (« х  + а у )  +  2 в ,а з  + a j  + 11^̂а  ̂Іг  ̂+ 1, + / 4, ]  +  0 5 ( т  +  2 / , ^ / г ^ )  +  0 4 т  +

+o^/ij, / + Og/|  ̂/ + 20|04 (а[Оз + а, + /,,) -  2(0j(0̂ ajŜ  + 20,0̂ 0304 +

+2О2Ш3 (Z?2 +  '"б^сб +  A z ) ~  2020402^4 “ 2020за4С4 -  20205^454 -  2ШзШ4а2Ьз -  

- 2o ,OjZ)3C4 -  20з0Д х4 -  2О4О5 [0450̂  + OjŜ  ] + 2040̂  (m45fl̂  + ) -

- 204(0,7,j,a / + 2(0̂ 0}gl,̂ a ! -  2(0̂ (х>у/,̂  Іг^ — 2050,/,^ /
Производные от Г* по квазискоростям

д Т ' Ідті^ = ЭГ* /Эо), = ш, (flj + /,,) + Ш4 (а,Оз + а, + /,,) -  w^OyS, + ft>6<JjC4

ЭТ' /дл, = + rrigly + от̂ /̂ б + 2̂ 2 + /54 + /44) + ( O , + /jj) — ~ (05046:4 —

дТ* / dii, — о), (б, ^б^сб 2б4 j + (О3 7б4) — (Оз̂ з̂  ̂— (О563Г4 — (О̂Ьз-Уз

ЭГ* /ЭЛз = О), (а,аз + а, + /, ) -  (OjOjO, -  ійуОуЬу +

+0)4 + »>44 (а, + ) + 0,03 + а, + 2/,̂ а* /г  ̂+ /, + /  ̂J -

-W s [ '”<6 « 3  + ('з'*4 ]  +  Ч ( " ' 4ба4 + “ зС4 ) - ( « > 7  - “ 8 ) 2 | , а / г ^

д Т ‘ /дпу = -О),0,^4 -(02<J4C4 -(Oj6,C4 -C04[m44a4, + 03*4] + a ) j ( 2 /,^ /г ^  + m ) - ( ( i j ,  + (O g )/|j,/r^

Э Г '/Э7С4 = (і),43зС4 -(1)204̂ 4 - UiybyS, + (1)4{rrtfgOy + OyC,)+ (О4Л1

д Т ' / д і ц  = ( -0 )4 0 -0 )5  + (О, )^|з,/r^ д Т ' /dńg  = ( 0 )4 0 -0 ) ,  + 0 ) , ) 7 ,^ /г^

Ненулевые производные от 7^ по квазикоординатам с учетом (5)

дТ" /д п , =  д Т '/д в ^  =-0)^0203 -(0,0)40203 -(0,0)50304 -(0,0)40,54 -0)30)40,04 +

+0)20)50454 -  -  0)30)40,63 + (0,0)56354 -  0)30)46304 -  0)40)50304 -  0)4(040,54
Э Г  / Эл, = Э Г  / Эе, = -0),̂  (о, -  7,9) -  (oj (0,04 + о, -  7,4,) -  (0,0)4 (“i«4 + 2а, -  27̂ )  + (0,(0,0454 -

-0),0)4а4О4 -  0)20)40,0, -  (OjCOjOjO, -  0)30)40354 -  0)30)40,64 -  (0,0)56404 -  0)3(046454 + 0)4(0,0454 -  0)4(040404

ЭГ“/Эл, =ЭГ/Э04 =-(0,^(0, -74)-о)2б, -0)4(0,63 + 0 4 -7,)-(0,0)4(0,63 + 04-74) +

+(0,0)56,54 -  (0,(046304 -  (OyiOj/nJi-gSg -  0)3(040,64 -  (0,0)56404 -  0)3(046454 -  (0,0)40264 —

-(0,0)56404 -  (0,0)46454 + 0)40)56,54 -  0)40)46,04
Вычисление сумм

Л Э Г Г Л  , . 'і ЭГ 5 . ЭГ 4 . ЭГ 2 . ЭГ , .
у. ^  ~ ^  Удб̂ б ;ч. Y45̂ 5 4̂6̂ 6 ^

j  CWts

~ (ОзО.і̂ зС̂ -  (ÔcOj  ̂ )
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* дТ'f  * 'і эг*
V—  у  = —  Yh"4 = “ 4 (">46«4 + “3С4 ) + 0),t04«3'54 -  М2“ 4ад  ” “ з“ 4^4 + “ 4Ч"»

Л Э Г Г ^ , .  ̂ ЭГ 5 . ЭГ , .  э г  , .

= (О4 {т̂ а̂  + )+0)1(040354 + а)2(04О4С4 + оі̂ оі̂ Ь̂с̂  -  0)40)5/0

Остальные суммы равны нулю.

ОБОБЩЕННЫЕ СИЛЫ
Все кинематические пары модели робота считаются идеальными. Пред­

полагается, что на модель действуют движущие моменты т ,̂, Т,.2, Т,4, Т,.5,
приведенные к осям вращения колес 1 и 2 или поворота звеньев 4 ,5  и 6, 

силы тяжести, эквивалентные сосредоточенным силам m^g, s = l,...,6, при­
ложенным в центрах масс звеньев, сила сопротивления F  (f  ̂, , F,) ,  действу­
ющая на захват//. Все силы заданы в системе отсчета ОоХ„Уі,2 .̂ Обобщенные 
силы, соответствующие обобщенным координатам 9у, у = 1,—,8 могут быть 
определены по формулам

* Эх*"' 3v'°)
(29)

Обобщенные силы, соответствующие квазикоординатам, определены по 
уравнениям (7) в виде

я, = //,4 = QA, = а  =^4 -F ,[/s5(¥ + 04)C5 + l,s(\V + e,)c^] + F̂ [/,c(\i> + 04)c, + /,c(v + 64)054]

Пі = Яв5 = = a  = "t.s -  '"s.̂ /cŝ s -  + /сбСзб ) -
-F, [/5C (v + 04 )5, + /4С (v + 04 )5,4 ] -  F3, [/55 (V|) + 64 )S5 + /4J (V + 04 )'*56 ]  + Pz (/5C5 + )

Пз = Пе4 = бз*33 = 03 = ̂ 6  -  m,glcbCs6 ~ + 04 )̂ S6 -  FM i^ + 04 + FU,b

П, = Я, = a ^4 4 + e,6,4 + 6A4 = -A  + /5* (V + 04 )C5 + (¥ + 04 )Сзб ] +
+Fy[a,c\\i -  (z /v  + /5c(v  + 04)c, + /4c(v|( + 04)054] -1- ( x ^ , )a! r

Щ  =  04*45 +  05*55 +  07*75 +  й *85 =  +  F ^ i ^  +  +  X . j ) / / -  (3 0 )

Я5 = 04̂ 44 + = —F̂ S\|) + F̂ CX/ , TI-J — 07*77 = ~X,,| / /" , Яз — — X,.2 / /■
Итак, определены все величины для использования в уравнениях Эйлера- 

Лагранжа.
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УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
Подставив уравнеия (26), (27), (28) в формулу (6) с учетом выражений (10), 

после преобразований получим пять уравнений движения модели робота в 
виде

+ у (а|0, + а, + 7,4) + 04 (а, + -  v\j;a3C4 -  2у0,азС4 + 21̂ ,04̂4 + ~
—2\|/04а,Дз — 2\(/05 ̂ ^ , ^ 4  -ь 2\|/0^ “  -̂ 6 ) “  2040j ( ^ 7  ~ / 4,9 ) ~ 2040g (а^ — /^ ) = П j

—Ш4С4 -  фй12̂ 4 + 05 (̂ 5̂ С5 ■*" ”*6̂5 "*6̂ С6 "*■ Аг 6̂г ) '̂  {р2 ”*6̂С6 ■*" Аг ) "*■

+Ф'(а,«4 + а, - /,rti) + 04(«7 - ) - 0 6 * 1  - ф̂а45'4 + 2ф04{<Ч ~ 20506*1 =

-VV 4 -  ¥«2*1 + 6s (*2 + + Д,) + ®б {mfci + Л7) -  ¥* («1*3 + «е -  /5) + 6U«6 + ■'в ) " 65* + v¥V4 +
+ 2у04*з54 -  2vÓ ,*4C4 -  2у0Л с4 -  2\і/04 ( а ,* ,  +  Oj  -  / 4)  -  2 Щ ^ а ф ,  -  2 Щ ^ а ф ,  -  2 ^ ф ф ^  =  П ,

- v ( w 4 4a^  +  4 )  +  \|jr +  '«бб ( « 4  +  )  +  « 5  +  2 а ,а з  +  2 a ^ I^ ^  /  +  /^  +  7,, J  +

+04 (а,Оз + a^-l^)~  ёза^а, -  б̂ а̂ бз -  ÓJâ a, -  -  040,64 -  уУІі{т̂ а̂  + ) -

- 2v04a,C4 + 2+0,0454 + 2+646354 -  2ф04О2Оз -  2ф6, (0,04 + о, -  7„9) -  2vj/04 (0,63 + 04- 7, ) -  

—204Ó5 (0,04 + о, —  ̂— 26464 (0,63 + О4 — 74 ) — 265640264 = П4

v[m + 2 / , , ,  / ) -  V |)(т^а^ + а , ^ л ) - 04а з *4 “ 05« 4«;4 “ 06^ С 4 +  ( " > 46“ .  +  « 3^ 4 ) -

-б40зС4 -  0,0304 -  0464С4 + 2046,0454 + 264646̂ 54 -  265646404 = ГІ,
Уравнения для определения реакций связей колес с плоскостью имеют вид

V ("J46«4 + “3С4 ) + 04̂ 3̂4 -  05«4'S4 -  06*3-54 + V' ("І46«,- + “з-54 ) ~
-640354 -  0,Оз54 -  646454 -  +фт -  26405О4О4 + 264646304 -  20,646454 = П4

- ( v  +  V|>o)7,,,//-  ̂=  П , (32)

- (v - \| > o )7„,/r^ = П ,

Таким образом, динамика модели автономного робота описывается урав­
нениями движения (31) и связей (13) и (14). Как видно из уравнений (31), в 
случае одновременного движения по всем степеням свободы существует вза­
имосвязанность уравнений движения, что приводит, в частности, к дополни­
тельным нагрузкам на двигатели.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В этой работе уравнения Эйлера-Лагранжа применены для вывода урав­

нений движения автономного робота с голономными и неголономными свя- 
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зями. Исследование упрощенной модели робота позволяет проследить взаи­
мозависимость движений мобильной платформы и манипулятора.
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