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ИНВЕРСИЯ И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КЕЛЬВИНА 
В ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

О. В. Жихарев

Многие методы исследования пространственных (статических) задач тео
рии упругости основываются на решениях однородной системы уравнений 
Ламе с помощью гармонических и бигармонических функций. Для тел конеч
ных размеров, границы которых допускают описание в рамках координатных 
поверхностей, эти решения моіуг быть найдены с помощью разложений по 
собственным вектор-функциям.

Известный прогресс в решении задач плоской теории упругости во мно
гом достигнут благодаря использованию методов теории функции комплекс
ного переменного, в частности, метода конформных отображений. Соответ
ствующим аналогом этого метода в пространстве является метод инверсии, 
который остается единственным конформным отображением пространствен
ных областей.

Инверсия — это некоторое точечное преобразование пространственных 
областей относительно сферы радиуса ^ (радиус инверсии) с центром в точке 
(а̂  ,а^,а^ (центр инверсии), задаваемое следующими соотношениями [3,8]:

>’1-^2 = • ^ ( > '- « 2) ; Z,- а ,  = — ( z -Д з ) , (1)

гае = ( j c - a i /  +(>'-^»2)̂  •
По Кельвину, если V(^x,y, z )— гармоническая в области D  функция, то 

функция
„2 ̂ 2 2 2 ^Е̂

«1 +  - Т ( ^ 1  “  ) > « 2  +  — (-Уі -  « 2  ) . « 3  +  - 2  (Ч  " « 3  )Г, Г, г, (2)

где r̂  ̂ = (х, -  «1 )̂  + [y  ̂ -  Qj )̂  + (г, - a ^ f  , будет гармонической в области D^, 
полученной из £) в результате преобразования (1) [3,8].

Класс областей, в которых можно ожидать аналитические представления 
перемещений для тел конечных размеров, может быть расширен с помощью 
метод инверсии. Он позволяет находить решения пространственных задач тео
рии упругости для новых тел (допускающих разделение переменных) и апп-
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роксимировать тела конечных размеров некоторыми другими телами со сгла
женными границами. Так, например, цилиндр конечных размеров можно при
близить вписанным в него телом вращения заданных размеров со сглаженны
ми углами (рис. 1).

Рис. 1 Фигуры, получаемые в результате применения инверсии к 
эллипсоиду вращения.

Рассмотрим в качестве примера, решение пространственной задачи тео
рии упругости для сжатого эллипсоида вращения [6]. Фундаментальная систе
ма рещений уравнения Лапласа в эллипсоидальных координатах имеет вид [6]:

V (л ,0,ф) = 0)(г,„ cos mg> + k„„ sin m ę) ,
где 0<Г|<оо, O < 0< 7t ,  0<ф<2п — эллипсоидальные координаты, связан
ные с декартовыми следующими соотношениями [5]:

chr\- sin0 = —  ̂ , g) = arctg — , ‘ -t-(p±a)^ , р = л/х  ̂+ У2а 2а х
Применяя преобразование Кельвина, приходим к такому решению урав

нения Лапласа в новой (преобразованной по инверсии) системе координат;

где chv\ - ^ , s i n 0 = ^  
2а

V, (т1,0,ф) = y jch \-co s '^  0 К(ті,0,ф) 

/ /
Уі

(3)

2а
, ф = arctg — и "‘ = Лх/ -t- (z, ± і ) '

'Ч •’ 2 '  ^
Воспользовавшись результатами Ю. Н. Подйльчука [6] и учитывая (3), 

получим следующее рещение задачи теории упругости для преобразованно
го с помощью инверсии эллипсоида вращения:
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и Jch^-n-cos^ 0 ^  , .n . cos
V — 2 ^ G ----------E £ ^ „  ( c o s e t ó ”  ( s i n * i l ) [ ± a ^ s j n  ( w - l ) ( p

Я--0 m=0
+b {m -l)cp ]"" cos  ̂ / Т  J

^Jch^r]-i Я + 1 .
1

-cos e v ' V ' 14' w = --:----- -̂-------- ^ ^ { n  + m)(n-m+\)
ifOm-O

P„ ' (cos 0)6, ' (sin cos m(p -ь
2aG +b^sinmę]

Следует отметить, что указанный метод позволяет строить приближен
ные решения пространственных задач теории упругости для областей со слож
ной геометрией граничных поверхностей. Для таких областей отсутствуют 
способы решения, которые были бы близкими по точности и эффективности 
к способам решения задач плоской теории упругости.

О возможностях применения метод инверсии к решению контактных за
дач теории упругости указывали. А. Галина [1]. В. И. Довноровичем [2] была 
разработана формальная схема использования этого метода для решения кон
тактных задач теории упругости. В.Л. Рвачев [7] применил МИ при решении 
контактной задачи для штампа, имеющего в плане форму двух соприкасаю
щихся окружностей.

Используя результаты А. И. Лурье [4], полученные при решении задачи о 
вдавливании штампа с плоским основанием, имеющего в плане форму эллип
са силою Q , сосредоточенной в точке , в упругое полупространство
z < О, находим следующее решение новой контактной задачи для штампа, очер
ченного в плане контуром, являющимся инверсией эллипса (рис. 2);

^  .. ............................... (4)Pi(x,}')-
2т ш Ч \-е^

a ( x - a ,)  + {у-а^У - +  « i
y - a i

( x - a ,)  + {y -a ^ )
■ + a^

1-

( л 
х -а ,  ̂ а,

2 ( л2^

ау}\-е^ { {х -а уў+ (y -a .^ f)  ауІ\-е^
)

Эта формула получена в предположении, что центр инверсии находится в 
плоскости 2 = 0 , она учитывает перемещение штампа как жесткого целого, и 
потому уточняет решение В. И. Довноровича.
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Рис. 2 Кривые, получаемые в результате инверсии эллипса.

Применение метод инверсии может привести к появлению областей пе
ремены знака р, {х, _к), т.е. зон отрыва точек границ полупространства от по
верхности штампа, поэтому формула (4) должна быть дополнена условием 
р^{х,у~)>0 при 5",где S* — площадка контакта. Кроме того, нужно
следить за тем, во что преобразуется исходная область. В зависимости от того, 
принадлежит ли центр инверсии исследуемой области (внутренность эллипса) 
или он находится вне ее, получаемая в результате преобразования область, 
будет соответственно неограниченной в первом случае и ограниченной (рис. 
2) во втором.
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