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ПЕРЕЧЕНЬ МАТЕРИАЛОВ  

 Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дис-

циплине «Математика» состоит из разделов: 

                                       I-II. Теоретическо-практический: 

- учебный материал представлен параграфами, каждый из которых имеет 

структуру: теоретические сведения, практическая часть (примеры решения ти-

повых задач), задания для самостоятельной работы и ответы к ним; 

                                      III. Контроль знаний: 

- проверочные тесты по темам «Векторная алгебра и матричное исчисление», 

«Аналитическая геометрия» и «Основы математического анализа» с таблица-

ми верных ответов; 

- контрольные работы по темам Векторная алгебра и матричное исчисление», 

«Аналитическая геометрия» и «Основы математического анализа» с решения-

ми типовых вариантов; 

- перечень вопросов, выносимых на экзамен (для самоконтроля знаний); 

                                      IV. Вспомогательный раздел: 

- список использованной литературы; 

- учебная программа для учреждения высшего образования. 

 

ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА 

Цели создания ЭУМК 

Целью ЭУМК «Математика» является формирование у студентов 

комплекса знаний по изучаемой учебной дисциплине «Математика», соот-

ветствующих академическим, социально-личностным и профессиональ-

ным компетенциям специалиста в рамках образовательного стандарта для 

технических специальностей приборостроительного факультета. 

Особенности структурирования и подачи учебного материала яв-

ляются изучение следующих теоретических материалов: 

- базовые сведения из разделов «Линейная алгебра и аналитическая 

геометрия» и «Основы математического анализа», которые дополнены 

наглядными таблицами. Практическая часть состоит из примеров с реше-

ниями, задач для самостоятельного решения с ответами. Раздел контроля 

знаний содержит проверочные тесты, контрольные работы, вопросы к эк-

замену. Вспомогательный раздел содержит учебную программу по дисци-

плине «Математика» – разделы «Линейная алгебра и аналитическая гео-

метрия» и «Основы математического анализа». 

Рекомендации по организации работы с ЭУМК: Материалы данного 

ЭУМК могут быть использованы студентами технических специальностей 

при выполнении практических, расчетно-графических работ и контроль-

ных работ, при подготовке к промежуточному контролю знаний. 
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I ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ РАЗДЕЛ 

1.1 КОНСПЕКТ ЛЕКЦИЙ 

РАЗДЕЛ I Линейная алгебра и аналитическая геометрия 

ТЕМА 1.1 Векторная алгебра и матричное исчисление 

 

1.1.1 Матрицы и определители. 

 

Матрицы и операции над матрицами 

 

Прямоугольная таблица чисел, состоящая из m  строк и n  столбцов, 

называется матрицей размерности m  на n  ( nm ). Обозначается большими 

латинскими буквами ...,, CBA ; ijaA  , njmi ,...,2,1;,...,2,1  . 

 























mnmm
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n
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...
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21

22221

11211

 

 

Если число строк матрицы равно числу столбцов, то есть nm  , то мат-

рица называется квадратной. Матрица, состоящая из нулей, называется нуле-

вой. Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме диагональных, равны 

нулю, называется диагональной.  

Диагональная матрица, у которой все элементы диагонали равны едини-

це, называется единичной и обозначается E . 

Матрица TA  называется транспонированной к матрице A , если строки 

матрицы TA  являются столбцами матрицы A . 

Треугольной матрицей называется матрица, у которой все элементы, рас-

положенные по одну сторону главной диагонали равны нулю. 

Матрицы BA,  называются равными, если равны их размерности и со-

ответствующие элементы этих матриц. 

Действия над матрицами.  
1) Сложение матриц. Операция сложения матриц определяется для 

матриц одинаковой размерности. Суммой матриц A  и B  называется мат-
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рица BAC  , каждый элемент которой равен сумме соответствующих 

элементов матриц A  и B : 

 

.,1;,1; njmibac ijijij   

 

2) Умножение матрицы на число. Произведением матрицы A на число α 

называется матрица AC  , элементы которой удовлетворяют условию 

ijij ac  , где njmi ,...,2,1;,...,2,1  . 

3) Произведение матриц. Матрицы A  и B  называются согласованными, 

если число столбцов матрицы A  равно числу строк матрицы B . Операция 

произведения матриц определяется только для согласованных матриц. Каж-

дый элемент ijc  матрицы BAC   равен сумме произведений элементов i -ой 

строки матрицы на соответствующие элементы j -го столбца матрицы. 

Матрицы A  и B  называются перестановочными (коммутирующими), 

если ABBA  .  

В общем случае произведение матриц не коммутативно: ABBA  . 

 

Основные свойства действий над матрицами: 

1) ABBA  . 2)     CBACBA  . 3)   BABA  . 

4)   AAA  .  5)     CBACBA  .  

6)   CABACBA  . 

 

Определители второго и третьего порядков. Свойства определителей. 

Рассмотрим квадратную таблицу, то есть таблицу, у которой число строк 

равно числу столбцов, состоящую из четырех чисел или матрицу размерности 

2×2: 

 

 









2221

1211

aa

aa
A  (1.1) 

 

где  2,1;2,1  jiaij  – элементы матрицы; i  – номер строки, j  – номер 

столбца, в котором стоит элемент. Элементы 2211, aa  образуют главную диа-

гональ матрицы; элементы 2112, aa  образуют побочную диагональ матрицы. 

Определителем второго порядка квадратной матрицы (1.1) называется 

число, которое вычисляется по правилу: 
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 21122211
2221

1211
aaaa

aa

aa
A   (1.2) 

 

то есть определитель второго порядка равен разности произведений элементов 

главной и побочной диагонали. 

Рассмотрим квадратную таблицу, состоящую из девяти чисел или матри-

цу размерности 3×3: 

 

 


















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  (1.3) 

 

Элементы 232211  , , aaa  образуют главную диагональ матрицы; элементы 

312213  , , aaa  – образуют побочную диагональ матрицы. 

Определителем третьего порядка квадратной матрицы (1.3) называется 

число, которое вычисляется по правилу: 

 

332112322311312213231231322113332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

A




 (1.4) 

 

Чтобы запомнить, какие числа в правой части равенства (1.4) следует 

брать со знаком «плюс», какие – со знаком «минус», полезно следующее 

правило, называемое правилом треугольника. 

 

 

 

Знаки    и   соответствуют знакам определенных слагаемых, входя-

щих в определитель (1.4). 

Свойства определителей: 
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1. Величина определителя не изменится при замене его строк соответ-

ствующими столбцами (операция транспонирования). То есть свойства 

строк и столбцов (ряда) в определителе равноправны.  

2. Если все элементы какого-либо ряда определителя равны нулю, то 

определитель равен нулю.  

3. Если поменять местами два параллельных ряда определителя, то 

определитель изменит знак на противоположный.  

4. Определитель с двумя одинаковыми параллельными рядами равен 

нулю.  

5. Общий множитель всех элементов какого-либо ряда определителя 

можно вынести за знак определителя.  

6. Определитель, содержащий два пропорциональных параллельных 

ряда, равен нулю.  

7. Определитель не изменится, если к элементам какого-либо ряда 

прибавить соответствующие элементы другого параллельного ряда, умно-

женного на одно и тоже произвольное число.  

Минором ijM  элемента ija  определителя третьего порядка называется 

определитель второго порядка, полученный из данного вычеркиванием 

строки и столбца, в котором стоит элемент.  

Алгебраическим дополнением ijA  элемента ija  квадратной матрицы 

называется число   ij
ji

ij MA


 1 , где ijM  – минор элемента ija . 

Теорема 1.1. Определитель равен сумме произведений элементов какой-

либо строки (столбца) на их алгебраические дополнения. 

Замечание. Для разложения определителя по элементам строки или 

столбца удобнее выбирать строку (столбец) с наибольшим количеством 

нулей. 

Определители высших порядков. 

Определитель квадратной матрицы n-го порядка имеет вид: 

 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

AA

...

............

...

det

21

22221

11211

  

 

Для определителей n-го порядка справедливы свойства, изложенные в 

разделе 2. 

Определители n-го порядка могут быть вычислены двумя способами.  

1) Метод разложения по строке или столбцу (метод понижения поряд-

ка): 
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ininiiii

n

k
ikik AaAaAaAaAA  



...det 2211
1

. 

 

2) Метод приведения к треугольному виду.  

Необходимо, используя свойства, добиться такой структуры определите-

ля, при которой все его элементы, стоящие ниже главной диагонали, равны 

нулю. Тогда определитель будет численно равен произведению элементов, 

стоящих на главной диагонали. 

 

nn

nn

n

n

aaaA

a

aa

aaa

A  ...;

000

............

...0

...

1211
222

11211

 

 

Обратная матрица. 

Рассмотрим квадратную матрицу размерности 3×3: 



















333232

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

Матрица A называется невырожденной, если определитель матрицы от-

личен от нуля, то есть 0A . 

Теорема 1.2. Для любой квадратной невырожденной матрицы существует 

обратная матрица. 

Теорема 1.3. Для любой квадратной невырожденной матрицы A  обратная 

ей матрица 1A  имеет вид: 

 



















332313

322212

312111
1 1

AAA

AAA

AAA

A
A  

 

где ijA  – алгебраические дополнения к элементам .3,1;3,1,  jiaij  
 

Решение систем линейных алгебраических уравнений: формулы Краме-

ра, матричный способ, метод Гаусса. 
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Рассмотрим систему из трех уравнений с тремя неизвестными: 

 

 














3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 (1.5) 

 

где 321  , , xxx  – неизвестные (переменные);  3,1ibi  – свободные члены; 

 3,1;3,1  jiaij  – коэффициенты системы. 

Решением системы (1.5) называется упорядоченная тройка чисел 

 321  , , xxx , которая при подстановке превращает каждое уравнение систе-

мы в тождество. Система уравнений, имеющая хотя бы одно решение, 

называется совместной. Система, не имеющая решений, называется 

несовместной.  

Введем обозначения: 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

  – главный определитель системы, составленный из 

коэффициентов при неизвестных; 3,1,  ii  – определители,  полученные 

из   заменой i -го столбца на столбец свободных членов. 

С помощью свойств определителя система (1.5) может быть приведе-

на к эквивалентному виду: 

 















33

22

11

x

x

x

 

 

Теорема 1.4. Если главный определитель системы отличен от нуля, то 

есть 0 , то система (1.5) имеет единственное решение, которое находится 

по формулам: 

 














 3

3
2

2
1

1 ;; xxx  – формулы Крамера. 

 

Замечания. 1. Если 0 , а хотя бы один из 0i , то система (1.5) 

несовместна, то есть решений не имеет. 

2. Если 0  и 3,1,0  ii , то система либо не имеет решений, либо 
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имеет бесконечное множество решений. 

Матричный метод 

Пусть дано матричное уравнение: BXA  , где A  и B  – заданные мат-

рицы, причем матрица A  – невырожденная. Требуется найти матрицу X .  

Матричный метод решения состоит в следующем: так как матрица A  – 

невырожденная, то существует обратная матрица 
1A . Если умножить слева 

обе части первого из рассматриваемых уравнений на 
1A : BAXAA   11

, 

так как EAA 1
, то  

 

BAX  1
. (1.6)  

 

Аналогично, рассуждаем при поиске решения матричного уравнения ви-

да BAY  . 

Умножаем справа обе части уравнения на матрицу 
1A , обратную к мат-

рице A , получаем формулу: 

 
1 ABY . (1.7)  

 

Метод Гаусса решения систем линейных алгебраических уравнений.  

Матрицу будем называть ступенчатой, если первый слева ненулевой 

элемент каждой строки, начиная со второй, находится правее первого ненуле-

вого элемента предыдущей строки. 

Например, 



























10000

53000

76020

20131

A . Количество ненулевых строк сту-

пенчатой матрицы называется рангом матрицы и обозначается  Ar . 

К элементарным преобразованиям матрицы относятся:  

1. перестановка двух строк местами;  

2. умножение строки на число, отличное от нуля;  

3. удаление нулевой строки;  

4. прибавление к строке другой строки, умноженной на произвольное 

ненулевое число.  

Лемма 1.1. Любую матрицу при помощи элементарных преобразова-

ний или методом прямоугольников можно привести к ступенчатому виду. 

Рассмотрим систему из m  уравнений с n  неизвестными: 
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Введем обозначения: 
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 – расширенная матрица системы; 
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21
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11211

 – основная матрица системы. 

 

Метод Гаусса позволяет решить вопрос о совместности произвольной си-

стемы линейных алгебраических уравнений. 

Теорема 1.5 (Кронекера-Капелли). Система (1.8) совместна тогда и только 

тогда, когда ранг основной матрицы системы равен рангу расширенной мат-

рицы системы, то есть     rBArAr  / . Причем, если nr  , то есть числу 

неизвестных, то система имеет единственное решение; если nr  , то система 

имеет бесконечное множество решений, зависящее от  rn   параметров. Ес-

ли    BArAr / , то система решений не имеет. 

Метод Гаусса состоит в следующем:  

1. Расширенная матрица системы приводится к ступенчатому виду.  

2. Решается вопрос о совместности системы и количестве решений.  

3. Если система имеет единственное решение, то по ступенчатой мат-

рице составляют систему равносильную исходной, находят неизвестные, 

начиная с последней.  

4. Если система имеет бесконечное множество решений, то выбирают 

базисные переменные и свободные, и выражают базисные переменные че-

рез свободные и записывают общее решение системы.  

Замечание. Число базисных переменных должно быть равно рангу 

расширенной матрицы. За базисные переменные принимают те, которые 

входят только в одно из уравнений ступенчатой матрицы и не входят в 
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остальные. Оставшиеся переменные объявляются свободными (парамет-

рами). 

Если столбец свободных членов состоит из нулей, то система называется 

однородной. 

Замечание. Однородные системы линейных алгебраических уравнений 

решаются методом Гаусса. Основная матрица системы приводится к ступен-

чатому виду. Если ранг основной матрицы системы меньше числа неизвест-

ных, то есть   nAr  , то однородная система имеет бесконечное множество 

решений, зависящее от  rn   параметров. В противном случае система имеет 

единственное нулевое решение. 

 

 

 

1.1.2. Элементы векторной алгебры 

 

Понятие вектора. Линейные операции над векторами. 

Любые две точки  111 ,, zyxA  и  222 ,, zyxB  пространства, если они упо-

рядочены (например, Aявляется первой, а B  – второй точкой), определяют 

отрезок вместе с выбранным направлением: а именно, от A  к B . Направлен-

ный отрезок называется вектором. Вектор, с началом в A  и концом в B , обо-

значается AB  или a . Длина вектора, обозначаемая ABAB , , или a , называ-

ется также модулем вектора. Чтобы найти координаты вектора, нужно из ко-

ординат конца вектора вычесть одноименные координаты начала: 

 121212 ,, zzyyxxAB  . Тогда длина вектора найдется так: 

 

     212
2

12
2

12 zzyyxxAB  . 

 

Вектор a , для которого 1a , называется единичным. Ортом вектора a  

называют вектор единичной длины, сонаправленный с вектором a . Обозначе-

ния: орт a  или 0a  и орт 
a

a
a

a
aa 

10 . 

Векторы, расположенные на одной прямой или на параллельных прямых, 

называются коллинеарными. 

Два вектора a  и b  называются равными, если они коллинеарны, имеют 

одинаковые модули и направления. В этом случае пишут ba  . Равные век-

торы имеют равные координаты. 

Векторы a  и b  называются противоположными, если они коллинеарны, 

имеют одинаковые длины и противоположные направления: ab  . 

Вектор называется нулевым, если  начало и конец его совпадают. Обозна-
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чается 0 . 

Три вектора в пространстве называются компланарными, если они лежат 

в одной плоскости или в параллельных плоскостях. Если среди трёх векторов 

один нулевой или два любые коллинеарны, то такие векторы компланарны. 

Линейными называются действия сложения, вычитания векторов и умно-

жения вектора на число. 

1) Если начало b  совмещено с концом a , то начало ba  совпадает с 

началом a , а конец — с концом b  (рис. 1.1 – а). 

2) Если начала векторов a  и  b совмещены, то начало ba   совпадает с 

концом b  а конец ba  совпадает с концом a  (рис. 1.1 – б). 

 

 
Рис. 1.1 

 

В параллелограмме, построенном на векторах a  и b , одна направленная 

диагональ является суммой векторов a  и b , а другая – разностью (рис. 1.2). 

 

 
Рис. 1.2 

 

3) При умножении вектора a  на число (скаляр)   длина вектора умножа-

ется на  , а направление сохраняется, если 0 , и изменяется на противопо-

ложное, если 0  (рис. 1.3). 

 

 
Рис.1.3 

 

Запись   kajaiaaaaa zyxzyx  ,,  означает, что вектор a имеет ко-

ординаты zyx aaa ,, , или a  разложен по базису kji ,, ( kji ,,  – орты осей 



14 

 

OyOx,  и Oz  пространственной системы координат Oxyz ). 

При этом: 222
zyx aaaa  . 

Числа 
a

a

a

a

a

a zyx  cos,cos,cos  называются направляющими ко-

синусами вектора a ;   , ,  – углы между вектором a  и координатными ося-

ми OzOyOx  , ,  соответственно. Единичный вектор   cos ,cos ,cos0a  – 

орт вектора a . Для любого вектора справедливо: 1coscoscos 222  . 

Линейные операции над векторами, которые заданы своими координата-

ми, определяются следующим образом: пусть  zyx aaaa ,,  и  zyx bbbb  , , , 

тогда  zzyyxx babababa  ,,  и  zyx aaaa  ,, . 

Следовательно, при сложении векторов складываются их соответствую-

щие координаты, а при умножении вектора на число умножаются на число 

все координаты вектора. 

Необходимое и достаточное условие коллинеарности векторов a  и b , 

устанавливаемое равенством ab   может быть записано соотношениями 

zzyyxx ababab  ;; , из которых следует пропорциональность коор-

динат: 
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
 . 

Если один из членов какого-нибудь из этих отношений равен нулю, то и 

второй член того же отношения должен быть нулем. Геометрически это зна-

чит, что в этом случае оба вектора перпендикулярны соответствующей коор-

динатной оси (например, если 0 xx ba , то векторы Oxba , ). 

Система векторов naaa ,,, 21   называется линейно независимой, если ра-

венство 

 

 0...2211  mmaaa  (1.9) 

 

( m ,...,, 21  – действительные числа) возможно только при 

0...21  m . Если же равенство (1.9) возможно при некотором не-

тривиальном наборе    0,...,0 ,0,..., , 21  m , то система этих векторов 

называется линейно зависимой. Любой вектор линейно зависимой системы ли-

нейно выражается через остальные. 

Отношением, в котором точка M  делит отрезок 21MM , называется 

число  , удовлетворяющее равенству 21 MMMM  . Связь между коорди-

натами делящей точки  zyxM ,, , точек  1111 ,, zyxM ,  2222 ,, zyxM  и числом 
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  задается равенствами: 

 






1

21 xx
x , 






1

21 yy
y , 






1

21 zz
z ,  1 . 

 

Деление отрезка 21MM  будет внутренним, если 0 , и внешним, если 

0 . При 1  точка M  будет серединой отрезка 21MM ; координаты сере-

дины отрезка определяются формулами: 

2

21 xx
x


 , 

2

21 yy
y


 , 

2

21 zz
z


 . 

 

Скалярное произведение векторов и его приложения. 

Проекция вектора на ось. 

 

Скалярным произведением двух ненулевых векторов a  и b  называется 

число, равное произведению их длин на косинус угла   между ними: 

 

  cosbaba  (1.10) 

 

Из BOB   (рис. 1.4) имеем  cosпрcos bbOBBO a  ( baпр  – 

проекция вектора b  на направление вектора )a . 

 

 
Рис. 1.4 

 

Итак, 
a

ba
babbaba aba


 прпрпр  и 

b

ba
ab


пр . 

Если векторы a  и b  заданы своими координатами  zyx aaaa ,, ; 

 zyx bbbb ,, , то zzyyxx babababa  , то есть скалярное произведе-

ние векторов равно сумме произведений одноименных координат этих векто-

ров. 
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При этом  0
2

 aaa ; если же 90 , т.е. ba  , то 0ba  – 

условие перпендикулярности двух векторов. 

Из определения скалярного произведения следует, что 

 

.cos
222222
zyxxyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

ba

ba











 
 

Понятие скалярного произведения возникло в механике. Если вектор F  

изображает силу, точка приложения которой перемещается из начала в конец 

вектора S , то работа A  указанной силы определяется равенством 

 cosSFSFA , где   –  угол между векторами F  и S . 

 

Векторное и смешанное произведения векторов, их приложения. 

Векторы ba  ,  и c , приведенные к одному началу, образуют правую (ле-

вую) тройку при условии: если смотреть из конца вектора c  на плоскость век-

торов a  и b , то кратчайший поворот от a  к b  совершается против (по) часо-

вой стрелки (рис. 1.5 – а). 

Векторным произведением ненулевых векторов a  и b  называется вектор 

c , обозначаемый ba  , удовлетворяющий следующим трем условиям: 

1) Вектор c  перпендикулярен векторам a  и b , т.е. bcac  ; ; 

2) Вектор c  направлен так, что векторы ba  ,  и c  образуют  правую 

тройку. 

3)  sinbaba , т.е. его длина численно равна площади паралле-

лограмма, построенного на векторах a  и b  (рис. 1.5 – б), таким образом, 

Sba  . 

 

 
Рис. 1.5 

 

Если векторы a  и b  коллинеарны, то под ba   понимается нулевой век-
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тор:  0sin0 ba . 

Если известны координаты векторов-сомножителей  zyx aaaa ,, , 

 zyx bbbb  , ,  то для отыскания координат векторного произведения служит 

формула: 

 

.
yx

yx

zy

zx

zy

zy

zyx

zyx bb

aa
k

bb

aa
j

bb

aa
i

bbb

aaa

kji

ba   

 

С помощью векторного произведения можно вычислить вращающий 

момент М силы F, приложенной к точке B тела, закрепленного в точке A : 

FABM  . 

Смешанным произведением трех векторов ba ,  и c  называется число, 

обозначаемое cba   или  cba ,,  и определяемое как скалярное произведе-

ние вектора ba  и вектора c : 

  cbacba  . 

Если ba  ,  и c  образуют правую тройку, то 0 cba . Если ba  ,  и c  

образуют левую тройку, то 0 cba . 

Модуль смешанного произведения векторов ba  ,  и c  равен объему па-

раллелепипеда (рис. 1.6 – а), построенного на этих векторах, cbaV  . 

Условие 0 cba  равносильно тому, что векторы ba  ,  и c  расположены в 

одной плоскости, т. е. компланарны. Имеет место равенство: 

 

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba  . 

 

 
Рис. 1.6 
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Объем тетраэдра с вершинами в точках  111 ,, zyxA ,  222 ,, zyxB , 

 333 ,, zyxC ,  444 ,, zyxD  (рис. 1.6 – б) можно вычислить по формуле 


6

1
TV , где 

 

141414

131313

121212

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx







 . 

 

Условие 0 cba  равносильно условию линейной независимости ba ,  

и c , а тогда любой вектор d  линейно выражается через них, т. е. 

czbyaxd  . Для определения zyx  , ,  следует решить соответствую-

щую систему линейных уравнений. 

 

 

 

ТЕМА 1.2 Аналитическая геометрия 

1.2.1 Уравнения и свойства линий на плоскости. 

Пусть на плоскости задана некоторая линия l . Выберем какую-либо 

декартову прямоугольную систему координат Oxy . Уравнение 

 

  0, yxF  
 

называют уравнением линии l  в системе координат Oxy , если ему удовлетво-

ряют координаты любой точки  yxM , , принадлежащей линии l , и не удовле-

творяют координаты точек, не принадлежащих этой линии. 

 

Линии первого порядка на плоскости. 

К линиям первого порядка относятся те линии, для которых общее их 

уравнение имеет вид: 

 

 0 CByAx  (1.11) 

 

где CBA  , ,  – постоянные числа, причем A  и B  не равны нулю одновременно. 

Соотношение (1.11) называют общим уравнением прямой; вектор  BAn  , , 

перпендикулярный прямой, называется нормальным вектором прямой (рис. 1.7 

– а). Если 0C , то прямая проходит через начало координат. 
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При 0B  из уравнения (1.11) можно выразить переменную как функцию 

от аргумента x : 

 

 
B

A
k

B

C
bbkxy   , ,  (1.12) 

 

Уравнение (1.12) называется уравнением прямой с угловым коэффициен-

том k , при этом   tgk , где   – угол наклона прямой к положительному 

направлению оси Ox  (рис. 1.7 – а), b–  величина отрезка, отсекаемого прямой 

на оси Oy . 

Если 0k , то прямая параллельна оси Ox  и отстоит от нее на b  мас-

штабных единиц. 

Уравнение прямой с заданным угловым коэффициентом k , проходящей 

через заданную точку  000  , yxM , имеет вид: 

 

 00 xxkyy  . 

 

 
Рис. 1.7 

 

Если заданы две точки  111  , yxM  и  222  , yxM  на плоскости, то 

уравнение прямой, проходящей через эти точки, записывается следующим 

образом: 

 

  1
12

12
1 xx

xx

yy
yy 




  или 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









 (1.13) 

 

Вектор  nms  , , где 1212  ; yynxxm   называется направляющим 

вектором прямой (рис. 1.7 – б). 

Уравнение (1.13) при 21 xx   записывается в виде 1xx  , а при 21 yy   
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оно имеет вид 1yy  . 

Пусть в уравнении (1.11) все три коэффициента CBA  , ,  отличны от нуля. 

Разделив обе части этого уравнения на C  и введя обозначения 
A

C
a  , 

B

C
b  , представим его в виде: 

 

 1
b

y

a

x
 (1.14) 

 

Уравнение (1.14) называется уравнением прямой в отрезках, так как числа 

a  и b  определяют величины направленных отрезков, которые прямая отсекает 

на осях OyOx  , , считая от начала координат (рис. 1.8 – а). 

Уравнение  

 

 0sincos  pyx  (1.15) 

 

называется нормальным уравнением прямой. Здесь p  – угол между положи-

тельным направлением оси Ox  и перпендикуляром OP , p  – длина перпенди-

куляра OP  (рис. 1.8 – б);   – угол, который этот перпендикуляр образует с по-

ложительным направлением оси. 

 

 
Рис. 1.8 

 

Общее уравнение прямой (1.11) можно преобразовать в нормальное 

уравнение (1.15) путем умножения на нормирующий множитель 

22

1

BA 
 ; знак перед дробью берется противоположным знаку свобод-

ного члена C  (в общем уравнении прямой). 

Взаимное расположение прямых на плоскости. 
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Прямые на плоскости могут быть параллельны, перпендикулярны, мо-

гут пересекаться или совпадать.  

Под углом между прямыми понимают один из смежных углов, образо-

ванных этими прямыми (рис. 1.9). 

 

 
Рис. 1.9 

 

Пусть обе прямые заданы общим уравнением: 

 

0:;0: 22221111  CyBxAlCyBxAl . 

 

Тогда угол   между прямыми находится по формуле 

 

 2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
BABA

BBAA




  (1.16) 

 

Условие перпендикулярности прямых  21 ll  : 02121  BBAA . 

Условие параллельности прямых:  
2

1

2

1

2

1
21 :||

C

C

B

B

A

A
ll  . 

Условие совпадения прямых: 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 . 

Пусть обе прямые заданы уравнением с угловым коэффициентом: 

 

222111 :;: bxkylbxkyl  . 

 

Угол   между прямыми находится по формуле:  

 

 
21

12

1
 tg

kk

kk




  (1.17) 
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Условие перпендикулярности прямых  21 ll  : 121  kk . 

Условие параллельности прямых:   2121 :|| kkll  . 

Если прямая задана уравнением общего вида (1.11), то расстояние d  от 

произвольной точки  000 , yxM  до этой прямой вычисляется по формуле: 

 

 
22

00

BA

CByAx
d




 . (1.18) 

 

Точка пересечения двух прямых 1l  и 2l  определяется решением системы, 

составленной из уравнений этих прямых: 
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11

222

111
21

0

0
:

bxky

bxky

CyBxA

CyBxA
ll . 

 

 

 

1.2.2. Линии второго порядка. 

К кривым второго порядка относятся следующие четыре линии: 

окружность, эллипс, гипербола, парабола. Координаты yx,  точек каждой из 

этих линий удовлетворяют соответствующему уравнению второй степени 

относительно переменных x  и y . 

Под геометрическим местом точек (сокращенно ГМТ) подразумевается 

некоторое множество точек плоскости, координаты которых удовлетворяют 

определенному условию. 

Окружность. Окружностью радиуса R  с центром в точке  000 , yxM  

называется ГМТ, равноудаленных от точки 0M  на расстоянии R  (рис. 1.10 – 

а). 

Каноническое уравнение окружности имеет вид:  

 

    22
0

2
0 Ryyxx  . 
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Рис. 1.10 

 

Эллипс. Эллипсом называется ГМТ, для которых сумма расстояний до 

двух фиксированных точек, называемых фокусами, есть величина постоянная. 

(Данная величина больше расстояния между фокусами). 

Если предположить, что фокусы эллипса расположены в точках 

     0  0,;0 , 21  ccFcF , а данная величина равна a2 , то из его определения 

можно получить каноническое уравнение эллипса: 

 

 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 (1.19) 

 

При этом 0a  – большая полуось, 0b  – малая полуось, c  –фокусное 

расстояние и 222 bca  . Точки  0 ,a  и  0 ,a  называют вершинами 

эллипса. 

Сам эллипс изображен на рис. 1.10 – б. Важными характеристиками 

эллипса являются: 

– эксцентриситет  10 
a

c
; если 0  то эллипс почти круглый, т. 

е. близок к окружности, а если 1 , то эллипс сплющенный, близок к отрезку 

 aa  , ; 

– директрисы эллипса – прямые с уравнениями 



a

x ; 

– расстояния точки  yxM ,  эллипса до его фокусов ( 1r  до левого, 2r  до 

правого), вычисляющиеся по формулам: xarxar  21 , . 

Гипербола. Гиперболой называется ГМТ, для которых модуль разности 

расстояний до двух фиксированных точек, называемых фокусами, есть 

величина постоянная. (Данная величина меньше расстояния между фокусами). 

Если фокусы гиперболы расположены в точках  0 ,1 cF  ,   0,0 ,2 ccF , 
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а данная величина равна a2 , то такая гипербола имеет каноническое 

уравнение 

 

 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 (1.20) 

 

где 222 cba  . 

При этом a  – действительная полуось, b  – мнимая полуось  0,0  ba ,  

c  – фокусное расстояние  0c  (рис. 1.11). 

Прямые с уравнениями x
a

b
y   называется асимптотами гиперболы. 

Величина   1
a

c
 называется эксцентриситетом гиперболы (при 

больших   ветви гиперболы широкие, почти вертикальные, а при 1  ветви 

гиперболы узкие, гипербола приближается к оси Ox ). 

Расстояния от точки  yxM ,  гиперболы до ее фокусов ( 1r  до левого, 2r  

до правого), равны: xarxar  21 , . 

Прямые с уравнениями 



a

x  называются директрисами гиперболы. 

 
Рис. 1.11 
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Рис.1.12 

Парабола.  

Параболой называется ГМТ, для 

которых расстояние до фиксированной 

точки, называемой фокусом, равно 

расстоянию до фиксированной прямой, 

называемой директрисой. Если фокус 

параболы расположен в точке 







0,

2

p
F , а 

директриса имеет уравнение 
2

p
x  , то 

такая парабола имеет каноническое 

уравнение pxy 22  .  

При этом p  называется параметром параболы. Расстояние от точки 

 yxM ,  параболы до фокуса F  равно 
2

p
xr   (рис. 1.12). 

 

 

 

1.2.3. Плоскость в пространстве 

Всякая плоскость определяется уравнением первой степени относительно 

декартовых координат переменной точки плоскости. Всякое уравнение первой 

степени относительно декартовых координат определяет плоскость. 

Уравнение плоскости, проходящей через данную точку  0000 ,, zyxM  

перпендикулярно вектору  CBAN ,, : 

 

       0000  zzCyyBxxA  (1.21) 

 

N  называется нормальным вектором плоскости. 

Уравнение (1.21) называют уравнением плоскости, проходящей через 

точку перпендикулярно заданному вектору. 

Если в уравнении (1.21) раскрыть скобки и привести подобные слагае-

мые, то можно получить уравнение: 

 

 0 DCzByAx  (1.22) 

 

называемое общим уравнением плоскости. Здесь RDCBA ,,,  и 

0222  CBA  (т. е. CBA ,,  не равны нулю одновременно). 
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Неполные уравнения плоскости: 

1) если 0D , т. е. 0 CzByAx , то плоскость проходит через начало 

координат; 

2) отсутствие в общем уравнении плоскости коэффициента при какой-

либо переменной означает, что нормальный вектор  CBAN ,,  имеет 

соответствующую нулевую координату, т. е. перпендикулярен к этой оси, а 

плоскость, следовательно, параллельна этой оси. 

Уравнение плоскости, проходящей через три данные точки 

   22221111 ,,,,, zyxMzyxM  и  3333 ,, zyxM , получается раскрытием 

следующего определителя: 

 

 0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

 (1.23) 

 

Пусть плоскость отсекает на осях OyOx  ,  и Oz  соответственно отрезки 

cba  , , , т.е. проходит через три точки    0 , ,0;0 ,0 , 21 bMaM  и  cM  ,0 ,03  (рис. 

2.7 – а). 

 
Рис. 1.13 

 

Подставим координаты этих точек в уравнение (1.23) и раскроим опреде-

литель. Получим: 

 

 1
c

z

b

y

a

x
 (1.24) 

 

Уравнение (1.24) называют уравнением плоскости в отрезках на осях. Им 

удобно пользоваться при построении плоскости. 

Если p  есть длина перпендикуляра, опущенного из начала координат на 

плоскость (рис. 1.13 – б), a  cos,cos,cos  – направляющие косинусы этого 

перпендикуляра, то 0coscoscos  pzyx  называется нормаль-
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ным уравнением плоскости. 

Общее уравнение плоскости всегда можно привести к нормальному виду 

умножением всех его членов на нормирующий множитель 

 

222

1

CBA 


 

 
где знак перед корнем берется противоположным знаку D . 

Расстояние d  от точки  1111 ,, zyxM  до плоскости с уравнением 

0 DCzByAx  определяется по формуле 

 

 
222

111

CBA

DCzByAx
d




  (1.25) 

 

Угол между плоскостями, заданными 

уравнениями 01111  DzCyBxA  и 

02222  DzCyBxA  есть двугранный 

угол (рис. 2.8), который измеряется углом 

между нормальными векторами этих 

плоскостей: 
21

21cos
NN

NN




 . 

Условие перпендикулярности 

плоскостей равносильно условию 

перпендикулярности их нормальных 

векторов: 021 NN  или: 

0212121  CCBBAA . 

 
Рис. 1.13 

Условие параллельности плоскостей совпадает с условием 

коллинеарности векторов 1N  и 2N : 

 

21 NN   или 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
. 

 

 



 

1.2.4 Прямая в пространстве 

 

Прямую в пространстве можно определить как линию пересечения двух 

плоскостей. Система уравнений: 

 









0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 

 

задает общие уравнения прямой. 

Каждый ненулевой вектор, лежащий на данной прямой или 

параллельный ей, называется направляющим вектором этой прямой и 

обозначается  pnms ,, . 

Если известна точка  0000
,, zyxM  прямой и направляющий вектор s , то 

прямая может быть определена соотношениями вида: 

 

 
p

zz

n

yy

m

xx 000 






. (1.26) 

 

В таком виде уравнения прямой называются каноническими. 

Канонические уравнения прямой, проходящей через две данные точки 

 1111 ,, zyxM  и  2222 ,, zyxM  имеют вид: 

 

 
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














. (1.27) 

 

Обозначив буквой t  каждое из равных отношений в канонических 

уравнениях (1.26), получаем t
p

zz

n

yy

m

xx








 000 . Выражая zyx ,, , 

получаем параметрические уравнения прямой, проходящей через точку 

 0000 ,, zyxM  в направлении вектора  pnms ,, : 

 

 














tpzz

tnyy

tmxx

0

0

0

. (1.28) 

 

Для приведения общих уравнений прямой к каноническому виду следует: 

– взять две точки на прямой, для чего одной переменной нужно придать 

два числовых значения и решить систему уравнений относительно других 

переменных (или взять два значения параметра t ); 
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– написать уравнения прямой, проходящей через две точки. 

Направляющий вектор s  прямой, заданной общими уравнениями: 

 









0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 

имеет вид: 

222

111

CBA

CBA

kji

s   – векторное произведение нормальных векторов 

 1111 ,, CBAN   и  2222 ,, CBAN  . 

 

Рассмотрим две прямые 1l  и 2l , заданные формулами: 

 

1

1

1

1

1

1

p
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xx 






 и 

2

2

2

2

2

2

p

zz

n

yy

m

xx 






. 

 

Возможны следующие случаи расположения этих прямых: 

1) прямые пересекаются, ,21 ll   следовательно, они лежат в одной плос-

кости. Векторы 21 s  ,s  и 21ММ , – компланарны, тогда их смешанное произве-

дение 2121 MMss  , где  12121221 ,, zzyyxxММ  , и расстояние между 

прямыми 0d . 

2) Прямые параллельны, ,|| 21 ll тогда 21 ss   

Расстояние между прямыми d  можно найти, используя определение вектор-

ного произведения. Модуль векторного произведения || 121 SMM   – это пло-

щадь параллелограмма, тогда высота параллелограмма равна 

 

 
||

||

1

121

S

SMM
d


  (1.29) 

 

3) Прямые скрещивающиеся, они не лежат в одной плоскости, тогда ис-

комое  расстояние d  определяется длиной общего перпендикуляра к этим 

прямым, то есть это расстояние между параллельными плоскостями, прохо-

дящими через прямые 1l  и 2l . 

 

21MMпрd
N

  

 

21 ssN   – нормальный вектор к плоскостям. 

Под углом между двумя скрещивающимися прямыми, заданными 
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каноническими уравнениями следует понимать угол между направляющими 

векторами этих прямых. 

Этот угол можно определить при помощи косинуса: 

 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
pnmpnm

ppnnmm

ss

ss









 . 

 

Условие перпендикулярности прямых есть вместе с тем условие 

перпендикулярности их направляющих векторов: 

 

00 21212121  ppnnmmss . 

 

Условие параллельности прямых совпадает с условием коллинеарности 

направляющих векторов: 

 

2

1

2

1

2

1
21
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n

m

m
ss  . 

 

 
Рис. 1.14 

 

 

 

1.2.5 Плоскость и прямая в пространстве 

 

Углом   между прямой и плоскостью будем называть любой из двух 

смежных углов, образованных прямой и ее проекцией на плоскость (рис. 1.14 – 

б). 

Угол   между прямой 
1

1

1

1

1

1  :
p

zz

n

yy

m

xx
l








 и плоскостью 
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0:  DCzByAxP  вычисляется по формуле: 

 

 .sin
222222 pmlCBA

CpBnAm




  (1.30) 

 

В частности, если Pl  || , то ns   тогда 0 CpBnAm ; если Pl  , то 

ns || , тогда 
p

C

n

B

m

A
 . 

Точка пересечения прямой, заданной каноническими уравнениями, с 

плоскостью находится путем решения системы задающих их уравнений. Эту 

точку можно найти и из параметрических уравнений прямой и уравнения 

плоскости. 

Если прямая задана параметрическими уравнениями (1.28), то, подставив 

значения переменных zyx  , ,  в уравнение плоскости 0 DCzByAx , по-

лучим уравнение: 

 

     0000  DCzByAxtCpBnAm ,  

 

из которого (в случае, если прямая не параллельна плоскости, т.е. если 
0 CpBnAm ), найдем соответствующее точке пересечения значение t  и, 

подставив это значение t  в параметрические уравнения, вычислим координа-

ты точки пересечения. 

 

 



 

РАЗДЕЛ II Основы математического анализа 

ТЕМА 2.1 Функции и пределы 

2.1.1 Предел последовательности. Бесконечно малые и бесконечно 

большие величины 

 

Пусть переменная x  принимает последовательные значения nxxx ,,, 21  . 

Такое перенумерованное множество чисел называется последовательностью 

 nx . Последовательность задана, если известна формула для n го члена. 

Число a  называется пределом последовательности  nx , если для любо-

го столь угодно малого положительного числа   можно указать такой номер 

N , зависящий от  , что для всех Nn   выполняется неравенство  axn . 

Обозначение предела последовательности axn
n




lim . 

Переменная   называется бесконечно малой, если все ее значения, сле-

дящие за некоторым значением 0 , по абсолютному значению будут меньше 

любого заранее данного положительного числа  , как бы мало оно не было. 

Переменная z  называется бесконечно большой, если все ее значения, сле-

дующие за некоторым значением 0z , по абсолютному значению будут больше 

любого заранее данного положительного числа N , как бы велико оно ни было. 

Бесконечно большая величина предела не имеет, но иногда условно гово-

рят, что предел ее есть бесконечность   , причем, если она, начиная с неко-

торого момента, принимает только положительные значения, то предел ее 

  , если отрицательные, то   . 

Из определения предела последовательности, бесконечно малой и беско-

нечно большой величин следует: 

1) предел бесконечно малой равен нулю (т.е. если   бесконечно малая, то 

0lim  , или 0 ); 

2) разность между последовательностью и ее пределом есть величина 

бесконечно малая (т.е. если axn lim , то  axn ); 

3) величина, обратная бесконечно большой, есть бесконечно малая (т.е. 

если ,z  то 0
1


z
); 

4) величина, обратная бесконечно малой, есть бесконечно большая (т.е. 

если 0 , то 


1
). 
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2.1.2. Предел функции. Основные теоремы о пределах. 

Если каждому элементу x  из области D  по определенному правилу 

ставится в соответствие некоторое число из множества E , то говорят, что 

на множестве D  задана функция  xfy  . Область D  называется обла-

стью определения, E  – область значения, элемент x  называется аргумен-

том. Если паре чисел   xfx,  поставить в соответствие точку на коорди-

натной плоскости, то линия, соединяющая эти точки, называется графиком 

функции  xfy  . 

Число b  называется пределом функции при x  стремящемся к 0x , если 

для значений аргумента близких к 0x , соответствующие значения функции 

сколь угодно мало отличаются от b . 

Теорема 2.1. Функция может иметь только один предел в точке. 

Замечание. Если при стремлении x  к 0x  принимает значения меньше 0x  

(больше 0x ), и при этом  xf  стремится к b , то говорят об односторонних 

пределах функции  xf , соответственно слева )(lim
00

xf
xx 

 и справа 

)(lim
00

xf
xx 

. Если bxfxf
xxxx




)(lim)(lim
00 00

, то bxf
xx




)(lim
0

, то есть, 

если односторонние пределы существуют и равны между собой, то существу-

ет предел функции в точке. 

Пусть функции  xu  и  xv  определены в некоторой окрестности точки 

0x , и, кроме того   1
0

lim bxu
xx




;   2
0

lim bxv
xx




. 

Теорема 2.2. Предел алгебраической суммы двух функций равен алгебра-

ической сумме пределов этих функций: 

 

    21
000

lim)(lim)()(lim bbxvxuxvxu
xxxxxx




. 

 

Теорема 2.3. Предел произведения двух функций равен произведению 

пределов этих функций:     .lim)(lim)()(lim 21
000

bbxvxuxvxu
xxxxxx




 

Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить за знак предела: 

 

  constcbcxucxvc
xxxx




,)(lim)(lim 1
00

. 

 

Следствие 2. Предел степени с натуральным показателем равен той же 

степени предела: 

  Nnbxuxu n
n

xx

n

xx












,)(lim)(lim 1

00

. 
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Теорема 2.4. Предел частного двух функций равен частному пределов 

этих функций, если предел знаменателя отличен от нуля: 

 

0)(lim;
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0

0 2

1 







xv

b

b

xv

xu

xv

xu

xx
xx

xx

xx
. 

 

Замечание. Если при нахождении пределов суммы, произведения, частно-

го, нарушаются условия теорем, то могут возникать неопределенности вида: 

 

     



















1 ,0 , , ,

0

0
, 

 

для раскрытия которых требуются дополнительные алгебраические преобра-

зования. 

Раскрывать неопределенности позволяет: 

1) упрощение вида функции (преобразование выражения с использовани-

ем формул сокращенного умножения, тригонометрических формул, домноже-

нием на сопряженные выражения с последующим сокращением и т.п.); 

2) использование замечательных пределов; 

3) использование замены бесконечно малого выражения ему эквивалент-

ным (использование таблицы эквивалентных бесконечно малых). 

 

 

 

2.1.3. Замечательные пределы. 

Широко используются следующие два замечательных предела: 

 

I. Первый замечательный предел: 

 

 1
0

0sin
lim

0











 x

x

x
 (2.1) 

 

В более общем виде первый замечательный предел имеет вид: 

 

 
 

  0lim;1
0

0)(sin
lim

00
















x

x

x

xxxx
 (2.2) 
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II. Второй замечательный предел: 

 

   718,21
1

1lim 







 


e

x

x

x
 (2.3) 

 

Имеет место более общая формула: 

 

 ba
xb

x
e

x

a 












1lim  (2.4) 

 

Функция xey   называется экспоненциальной (показательной), а лога-

рифмы с основанием e  – натуральными: xxe lnlog  . 

В более общем виде второй замечательный предел имеет вид: 

 

    

















xe

x x

x

x
lim,1

)(

1
1lim

)(

. 

 

Замечание. Для предела   ex
x

x




/1

0
1lim  характерно, что сумма, равная 

единице плюс бесконечно малая, возводится в степень, обратную этой беско-

нечно малой. 

Следовательно, если   0lim
0




xf
xx

, то и   .)(1lim
)(/1

0

exf
xf

xx


  

 
 

 

2.1.4. Бесконечно малые функции. Сравнение бесконечно малых. 

 

Функция  x  называется бесконечно малой при 0xx   (или в  окрест-

ности точки 0x ), если   0lim
0




x
xx

. Таким образом, 

     xAxfxfA
xx


 0

lim , где  x  – бесконечно малая при 0xx  . 

Пусть  x  и  x  – бесконечно малые функции при 0xx  . Тогда: 

1) Если 
 
 

0lim
0







A

x

x

xx
, то функции  x  и  x  называются беско-

нечно малыми одного порядка в окрестности точки 0x . 
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В частности, если 
 
 

1lim
0






 x

x

xx
, то  x  и  x  называются эквивалент-

ными бесконечно малыми (в окрестности точки 0x ), что обозначается так: 

    0,~ xxxx  . 

2) Если 
 
 

0lim
0






 x

x

xx
, то функция  x  называется бесконечно малой 

более высокого порядка, чем  x . Этот факт записывается так: 

    0,)( xxxox   и говорят, что  x  – о малое от  x  при 0xx  . 

Если  x  – бесконечно малая в окрестности 0x , то: 

 

   xx  ~sin     xx  ~ tg  

   xx  ~arcsin     xx  ~ arctg  

 
 

2
~cos1

2 x
x


      xx  ~1ln  

     nxx
n

 ~11      axa x ln~1   

 
n

x
xn )(

~11


   xe x  ~1)(  

 

Кроме того, имеет место следующий факт: если     01 ,~ xxxx   и 

существуют пределы    xx
xx


 0

lim  и 
 
 x

x

xx 



 0

lim , то: 

 

       xxxx
xxxx

1
00

limlim 


; 

 
 

 
 x

x

x

x

xxxx 100

limlim










. 

 

Таким образом, предел произведения или частного двух бесконечно ма-

лых не меняется при замене любой из них на эквивалентную бесконечно ма-

лую. 

 

 

 

2.1.5. Непрерывность функции. Точки разрыва и их классификация 

Функция  xfy   называется непрерывной в точке 0x , если выполняют-
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ся следующие условия: 

1) Функция  xf  определена в точке 0x , то есть точка 0x  принадлежит 

области определения функции, то есть существует значение функции  xf  в 

точке 0x ; 

2) существует предел функции  xf  при 0xx  ; 

3) предел функции в точке 0x  равен значению функции в этой точке, то 

есть    0
0

lim xfxf
xx




. 

Точка 0x  называется точкой разрыва функции  xf , если эта функ-

ция в данной точке не является непрерывной, то есть если нарушено хотя 

бы одно из условий непрерывности функции  xf  в точке 0x . 

 

 
Рис. 2.1 

 

Классификация точек разрыва: 

1. Точка устранимого разрыва. Точка 0x  называется точкой устранимого 

разрыва функции  xfy  , если существует конечный предел  xf
xx 0

lim


, но 

0x  не принадлежит области определения функции  xfy   или 

   0
0

lim xfxf
xx




 (рис. 2.1 – б). 

2. Точка разрыва первого рода. Функция имеет в точке 0x  разрыв первого 

рода (рис. 2.1 –а), если существуют конечные пределы    0lim 0
00




xfxf
xx
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и    0lim 0
00




xfxf
xx

, причем    00 00  xfxf  

Разность    00 00  xfxfh  называется скачком функции в точке 

0x . 

3. Точка разрыва второго рода. Точка 0x  называется точкой разрыва 

второго рода функции  xfy  , если хотя бы один из односторонних преде-

лов не существует или равен бесконечности (рис. 2.1 – в). 

Отметим важное свойство элементарных функций. Элементарная функ-

ция непрерывна в каждой точке своей области определения. 

Функция  xf  называется непрерывной на отрезке  ba, , если она непре-

рывна в каждой точке этого отрезка, причем в точке a  она непрерывна справа 

    afaf  0 , а в точке b  – слева     bfbf  0 . 

 

 

 

ТЕМА 2.2. Дифференциальное исчисление функции одной перемен-

ной 

 

2.2.1. Определение производной функции, ее геометрический и  

физический смысл. 

 

Пусть функция  xfy   определена в некоторой окрестности точки 0x . 

Придадим аргументу 0x  приращение x , тогда функция получит приращение 

   00 xfxxfy  . 

Производной функции  xfy  в произвольной фиксированной точке 0x  

называется предел отношения приращения функции к приращению аргумента, 

при условии, что приращение аргумента стремится к нулю. Производная обо-

значается одним из следующих символов:  
dx

dy
xfy ,,  . 

Таким образом: 

 

      
   

x

xfxxf

x

y
x

dx

dy
xfxy

xx 











00

00
000 limlim  (2.5) 

 

Физический смысл производной. Если функция  xfy   и ее аргумент 

x  являются физическими величинами, то производная  xf   – скорость 

изменения величины x . Например: 
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а) Пусть  tSS   – расстояние, проходимое точкой за время t . Тогда 

производная  0tS  – скорость в момент времени 0t . 

б) Пусть  tqq   – количество электричества, протекающее через по-

перечное сечение проводника за время t . Тогда  0tq  – скорость измене-

ния количества электричества в момент времени 0t , т.е. сила тока в мо-

мент времени 0t .  

в) Пусть  xmm   – масса отрезка  xa, . Тогда  0xm  – скорость из-

менения массы в точке 0x , т.е. линейная плотность в точке 0x . 

Геометрический смысл производной. Производная  0xf   есть угловой 

коэффициент (тангенс угла наклона) касательной, проведенной к кривой 

 xfy   в точке 0x , то есть  0 tg xfk  . Уравнение касательной к 

кривой  xfy   в точке   000 , xfxM  имеет вид: 

 

     000 xxxfxfy   (2.6) 

 

Прямая, проходящая через точку 0M  перпендикулярно касательной, про-

веденной к кривой в точке 0M , называется нормалью к кривой в точке 0M . 

Т.к. для угловых коэффициентов перпендикулярных прямых справедливо ра-

венство 121  kk , то уравнение нормали к  xfy   в точке   00, xfxM  

будет иметь вид: 

 

  
 0

0
1

xf
xfy


 , если   00  xf  (2.7) 

 

Если же   00  xf , то касательная к кривой  xfy   в точке 

  00, xfxM  будет иметь вид  0xfy  , а нормаль 0xx  . 

 

 

 

2.2.2 Основные правила дифференцирования. Таблица производных. 

 

Если указанный предел (2.5) существует, то функцию  xf  называют 

дифференцируемой в точке x , а операцию нахождения производной y  – 

дифференцированием.  

Если C  – постоянное число и    xvvxuu  ;  – некоторые дифферен-

цируемые функции, то справедливы следующие правила дифференцирования: 
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1. vuvu  )(  2. uCuC  )(  

 

3. uvvuvu  )(  
В частности 

  


 wvuwvuwvu  

wvu                 

 

4.  0
2
















v

v

uvvu

v

u
. 

В частности, 
2

1

v

v

v














 

 

Производная сложной функции. Если    xuufy  , , т.е.  )(xfy   

– сложная функция, составленная из дифференцируемых функций, то 

   xufuyy xux  . 

Производная обратной функции. Если для функции  xfy   существует 

обратная дифференцируемая функция,  ygx   и   0 yg , то  
 yg

xf



1

. 

 

Таблица производных основных элементарных функций (будем счи-

тать, что функция  xuu  ). 

 

1 constCC  ;0  2 1x  

3   uuu 
  1  4   Rauaaa uu 


;ln  

5   uee uu 
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log  
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1
 tg  
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1
 ctg  12   u

u
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1
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1
 arcctg  16   u
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1
 

 

 



 

2.2.3 Дифференциал функции и его линеаризация. 

 

Дифференциалом дифференцируемой функции  xfy   называется про-

изведение ее производной на произвольное приращение аргумента: 

 

xyxxfxdfdy  )()(  

 

Для функции xy   ее дифференциал равен xdxdy  1 . 

Дифференциал аргумента совпадает с его произвольным приращением, 

поэтому дифференциал функции записывают в виде:  

 

dxydxxfxdfdy  )()( . 

 

Инвариантность формы дифференциала. Если  xfy   – сложная 

функция, то    duufudf   или duydy u , т.е. форма дифференциала не ме-

няется (инвариантна) независимо от того, рассматривается  как функция не-

зависимой переменной  или зависимой переменной u . 

При 0x  дифференциал – бесконечно малая величина. Дифференциал 

функции аппроксимирует (приближает) приращение функции, т.е.: если 

0x , то    xdfxf  , или      dxxfxfxxf  . 

Отсюда получаем приближенное равенство       xxfxfxxf  , 

0x , которое называется линеаризацией функции  xf  в точке x . Геомет-

рически это означает замену дуги графика функции  xfy   отрезком каса-

тельной, что возможно при достаточно малых x . 

Линеаризацию функции в фиксированной точке 0x  можно использовать в 

приближенных вычислениях: 

 

       xxfxfxxf   (2.8) 

 

 

 

2.2.4 Дифференцирование неявно заданных функций. 

Понятие о логарифмической производной. 

 

Если y  как функция от x  задается соотношением   0, yxF , то y  назы-

вается неявной функцией от x , в отличие от явного способа задания  xfy  . 

Производная от y  по x  при неявном способе задания функции может быть 

определена дифференцированием выражения  yxF ,  как сложной функции, 

считая y  функцией от x ; решая полученное уравнение относительно произ-

y

x
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водной y , находим выражение производной от неявной функции в виде 

 yxfy , . 

При нахождении производных от показательно-степенной функции 

   xv
xuy  , а также других громоздких выражений, допускающих логариф-

мирование (произведение, частное и извлечение корня), удобно применять ло-

гарифмическую производную: 

Логарифмической производной от  xfy   называется производная от 

логарифма этой функции: 

 

 
  y

y
y

xf

xf
xf





 )(ln))((ln . 

 

Используя логарифмическую производную, можно вывести формулу для 

производной показательно степенной функции    xv
xuy  : 

 

 vuuuvuu vvv  1ln)(  (2.9) 

 

 

 

2.2.5 Производные и дифференциалы высших порядков. 

Производная функции, заданной параметрически. 

 

Предположим, что производная  xfy   функции  xfy   есть диф-

ференцируемая функция. Тогда ее производная )( y  называется второй про-

изводной функции  xf  и обозначается  xfy  . Производные высших по-

рядков определяются последовательно: )(;)( )4(  yyyy  и так далее. 

Физический смысл второй производной. Если  tSS   – расстояние, про-

ходимое точкой за время t , то  0tS  – скорость в момент времени 0t ,  0tS   – 

ускорение в момент времени 0t  (скорость изменения скорости). 

Дифференциалы высших порядков определяются следующим образом: 

 

   



















1

1
)()(

n

n

n

n
nnnn

dx

yd

dx

d

dx

yd
xfdxxfxd . 

 

Если функция )(xyy   задается параметрически, т.е. при помощи двух 

функций )(txx   и )(tyy   аргумента t , а )(txx   и )(tyy   – дифференци-



43 

 

руемые функции, то производную  xyy  , обозначаемую еще xy , находим 

при помощи дифференциала: 

 

 
 

 
 

.
''

)(

)(

tx

ty

dttx

dtty

tdx

tdy

dx

dy
yy x







 

 

Вторую производную 
2

2

dx

yd
yy xx   можно найти при помощи одной 

из двух формул – они основаны на производной сложной функции, дроби и 

обратной функции 
t

x
x

t



1

: 

t

tx
xx

x

y
y

dx

yd






)(
2

2

 или 
2)( t

tttttt
xx

x

yxxy
y




 . 

 

 

 

2.2.6 Приложения дифференциального исчисления 

 

1. Правило Лопиталя раскрытия неопределенностей. 

Теорема 2.5. Пусть функции  xf  и  xg  дифференцируемы в некоторой 

окрестности точки 0xx   и 

    0limlim
00




xgxf
xxxx

 (или     


xgxf
xxxx 00

limlim ). 

Тогда, если существует 
 
 0

0

0

lim
xg

xf

xx 




, то существует и 

 
 0

0

0

lim
xg

xf

xx
, при 

этом имеет место равенство 

 

 
 
 

 
 0

0

0

0

00

limlim
xg

xf

xg

xf

xxxx 





 (2.10) 

 

Теорема 2.5 справедлива и в том случае, когда x . 

В случае, когда и отношение производных приводит к одному из виду 

неопределенностей 
0

0
 или 




 можно к отношению производных применить 

правило Лопиталя.  

В случае неопределенностей вида   или 0  следует путем алгеб-
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раических преобразований привести их к неопределённостям вида 
0

0
 или 




. 

В случае неопределенностей вида 0,1   или 00 , следует предваритель-

но прологарифмировать заданную функцию, а затем найти предел ее лога-

рифма: 

      .)(ln)(limexp)(ln)(explim)(lim
000

)(











xfxgxfxgxf

xxxx

xg

xx
 

 

2. Возрастание, убывание функции. Экстремумы функции. 

Функция  xfy   называется возрастающей на области D , если 

 Dxxxx  2121 ,  выполняется неравенство:    21 xfxf   (рис. 2.2 – а). 

Функция  xfy   называется убывающей на области D , если 

 Dxxxx  2121 ,  выполняется неравенство:    21 xfxf   (рис. 2.2 – б). 

Теорема 2.6 (достаточное условие возрастания (убывания) функции). 

Если функция )(xfy   дифференцируема на интервале  ba  ,  и   0 xf  

  0 xf , то функция  xfy   возрастает (убывает) на интервале  ba  , . 

Интервалы, на которых функция возрастает или убывает, называются 

интервалами монотонности функции. 

Точка 0x  называется точкой локального максимума (минимума) 

функции  xfy  , если для любой точки x  из некоторой окрестности точ-

ки 0x  выполнятся неравенство:    xfxf 0 . 

 

 
Рис. 2.2 
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Точка 0x  называется точкой локального минимума функции  xfy  , 

если для любой точки x  из некоторой окрестности точки 0x  выполняется 

неравенство    xfxf 0 . 

Значение функции в точке локального максимума (минимума) назы-

вается максимумом (минимумом) функции. Максимум и минимум функ-

ции называется экстремумом функции (рис. 2.3). 

 

 
Рис. 2.3 

 

Теорема 2.7 (необходимое условие существования экстремума). Если 

дифференцируемая функция  xfy   имеет экстремум в точке 0x , то 

  00  xf . 

Замечание. Обратная теорема неверна, т.е., если   00  xf , то это не 

значит, что 0x  – точка экстремума. 

Точки, в которых производная обращается в ноль или не существует, 

называются критическими или стационарными. 

Теорема 2.8 (достаточное условие существования экстремума). Если 

при переходе через критическую точку 0x  производная дифференцируе-

мой функции  xfy   меняет свой знак с плюса на минус, то 0x  – точка 

локального максимума; если производная меняет свой знак с минуса на 

плюс, то точка 0x  – точка локального минимума. 

 

Правило исследования функции на экстремум. 

1. Найти точки, в которых производная функции обращается в ноль 

или не существует, то есть найти критические точки.  

2. Среди критических точек выбрать те, которые принадлежат области 

определения функции.  

3. Исследовать знак производной слева и справа от каждой из вы-

бранных точек.  
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3. Выпуклость и вогнутость графика функции. Точки перегиба. 

График функции  xfy   называется выпуклым вниз (или вогнутым) 

на интервале  ba  , , если на этом интервале график расположен выше каса-

тельной к графику функции, проведенной в любой точке интервала  ba,  – 

рис. 2.3 – а. 

График функции  xfy   называется выпуклым верх (или выпуклым) 

на интервале  ba  , , если на этом интервале график расположен ниже каса-

тельной к графику функции, проведенной в любой точке интервала  ba,  – 

рис. 2.4 – б). 

 

 
Рис. 2.4 

 

Теорема 2.9. Если функция  xfy   на интервале  ba,  дважды диф-

ференцируема и   0 xf  для любого x  из интервала  ba, , то график 

функции на интервале  ba,  вогнутый; если   0 xf  для любого x  из ин-

тервала  ba, , то график функции на интервале  ba,  выпуклый. 

Точка графика дифференцируемой функции называется точкой пере-

гиба функции  xfy  , если в ней характер выпуклости меняется на про-

тивоположный (рис. 2.5). 

 

 
Рис. 2.5 

Теорема 2.15. Если для функ-

ции  xfy   вторая производная в 

некоторой точке 0x  обращается в 

нуль или не существует, и при пе-

реходе через эту точку меняет свой 

знак на противоположный, то точка 

  000 , xfxM  является точкой пере-

гиба графика функции  xfy  . 
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4. Асимптоты графика функции. 

Асимптотой графика функции y=f(x) называется прямая, обладающая 

тем свойством, что расстояние от точки графика этой функции до этой 

прямой стремится к нулю при неограниченном удалении точки графика от 

начала координат.  

Прямая 0xx   называется вертикальной асимптотой графика функ-

ции  xfy   (рис.2.6 – а), если хотя бы один из односторонних пределов в 

точке 0x  равен бесконечности. 

 

 
Рис. 2.6 

 

Замечание. Вертикальные асимптоты существуют в точках разрыва 

функции. 

Прямая bkxy   называется наклонной асимптотой графика функ-

ции  xfy   (рис. 2.6 – в)при x  стремящемся к бесконечности, если 

   xbkxxf  , где   0 
x

x . Если 0k , то асимптота by   

называется горизонтальной (рис. 2.6 – б). 

Теорема 2.10. Для того чтобы график функции  xfy   имел наклон-

ную асимптоту bkxy   необходимо и достаточно, чтобы существовали 

конечные пределы: 

 

 
 

  kxxfb
x

xf
k

xx



lim;lim . (2.11) 

 

Если хотя бы один из пределов не существует или равен бесконечно-

сти, то график функции наклонной асимптоты не имеет. 

 

 



1.2 МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬ-

НЫХ РАБОТ. 

 

Формирование навыков самостоятельной работы у современного специа-

листа является одним из важнейших направлений воспитательного процесса.  

В большинстве учебных планов общих и специальных дисциплин отводятся 

часы на самостоятельную работу студентов. Опираясь на потребность уча-

щихся в знаниях, возникает возможность развития навыков умственной само-

стоятельности, формирования самодисциплины, самоорганизации учебного 

времени. 

При подготовке сопутствующего методического руководства акцент был 

сделан на формирование навыков планирования, анализа и оценки деятельно-

сти обучающегося. 

 Важной формой обучения студента заочном отделении является само-

стоятельная работа над учебным материалом. Она заключается в изучении 

предмета по учебникам и учебно-методическим пособиям, в ответах на вопро-

сы для самопроверки, в выполнении тестов и контрольных работ. При изуче-

нии теоретического материала следует переходить к новому вопросу только 

после правильного понимания предыдущего, выполняя на бумаге все вычис-

ления и строя все графики и чертежи. Особое внимание следует уделять изу-

чению основных понятий и определений курса. 

 Рекомендуется вести конспект, в который необходимо вписывать опре-

деления, формулировки теорем, формулы, уравнения и т.п. Чтение учебника 

обязательно должно сопровождаться решением задач. Решение следует изла-

гать достаточно подробно, чтобы его можно было легко восстановить при 

необходимости, и доводить до конечного ответа. Условия задач и их решения 

необходимо записывать в отдельную тетрадь. 

 При изучении курса студент должен выполнить ряд контрольных работ 

и тестов с целью закрепления материала и проверки его усвоения. 

 

Правила оформления контрольной работы 

При выполнении работ необходимо: 

1) указывать на титульном листе номер работы, название дисциплины, 

номер курса и название факультета, номер зачетной книжки, фамилию, имя и 

отчество, обратный адрес; 

2) решения задач приводить в порядке, указанном в задании; 

3) перед каждым решением указывать полный номер задачи (например, 

4.2.17 – четвертая работа, задание 2, вариант 17) и ее условие согласно зада-

нию; 

4) решения приводятся с необходимыми краткими пояснениями, круп-

ным и разборчивым почерком; 

5) после каждого решения оставлять место для возможных замечаний ре-

цензента; 
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6) не зачтенные работы не оформлять заново (если на необходимость это-

го не указано рецензентом). Исправленные решения задач приводятся в конце 

работы. 

При несоблюдении указанных требований работа не рецензируется. 

Прорецензированные и зачтенные контрольные работы вместе со всеми 

исправлениями и дополнениями, сделанными по требованию рецензента, сле-

дует сохранять. Без предъявления зачтенных контрольных работ студент не 

допускается к сдаче зачета и экзамена. 

 

 

 

II ПРАКТИЧЕСКИЙ РАЗДЕЛ 

 

2.1 МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ ПРАКТИЧЕ-

СКИХ РАБОТ. 

 

Практикум 1. Векторная алгебра и матричное исчисление 

 

Примеры решения задач 

 

1. Даны матрицы 






















213

210
;

654

321
BA . Найти BA 32  . 

 

Решение. По определению операций суммы матриц и произведения мат-

рицы на число: 

 














































639

630

12108

642

213

210
3

654

321
232 BA  


























18131

012

612)3(1098

663402
. 

 

2. Если это возможно, найти произведение матриц BA   и AB  , где 

 

;

530

212

132



















A

 




















21

53

30

B

 
 

Решение. Так как число столбцов матрицы A  равно числу строк матрицы 

,B  то произведение BA   возможно. По определению произведения матриц: 
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2514

71

198

255330153300

225132123102

215332113302

         

21

53

30

530

212

132

BA

 

 

3. Найти произведение трех матриц 
































 11

31

24

03

10

03
. 

 

Решение. Пользуясь свойством ассоциативности умножения матриц, 

начнем с произведения первой и второй матриц: 

 

   

       
.

24

09

21004130

20034033

24

03

10

03
















































 

 

Домножим результат на третью матрицу справа: 

 

       

       
.

102

279

12341214

10391019

11

31

24

09















































 

4. Найти BAT  , если 



































3

2

1

;

963

852

741

BA . 

 

Решение. Находим матрицу, транспонированную к A : 

 

.

987

654

321

















TA  

 

Тогда: .

50

32

14

392817

362514

332211

3

2

1

987

654

321










































































 BAT  
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5. Вычислить следующие определители: 

 

31

43
)1




 

291

581

370

)2  

 

Решение.  

1) Согласно формуле (1.2): 

 

    13491433
31

43





. 

 

2) Применяя правило треугольника (1.4), получим: 

 

.241402435270

127950183157391280

291

581

370





 

 

6. Вычислить определитель четвертого порядка 

1132

2222

1204

3221









: 

1) разложив его по элементам какой-либо строки (столбца); 

2) получив предварительно нули в какой-либо строке (столбцу); 

3) приведя его к треугольному виду. 

 

Решение. 1) Вторая строка определителя содержит один нуль и единицу. 

Будем раскладывать определитель по элементам этой строки: 

 

.                                     

1132

2222

1204

3221

242423232121

2424232322222121

AaAaAa

AaAaAaAa
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(так как 022 a ). 

 

Тогда: 

 

    2044181264

113

222

322

1
12

21 










A ; 

 

    4646128182

132

222

321

1
32

23 










A ; 

 

  .44688122

132

222

221

1
42

24 










A

 
 

  84928041462204   

 

б) Обратим предварительно в нуль все элементы второй строки, кроме –1. 

Для этого поочередно домножая четвертый столбец на 4 и –2, будем добавлять 

результат соответственно к первому и третьему столбцам: 

 

 

  .860198162412066     

332

6210

4211

11

1332

26210

1000

34211

42
























 
 

в)  











строки ю-4 и ю-3 складываем

2 на умноженную 1, добавляем строке 3 к

4 на умноженную 1, вычитаем строки 2 из

1132

2222

1204

3221
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строки ю-3 и ю-2

местами меняем и 2 равный строки, ей-3

множитель общий льопределите за выносим

3350

8220

11680

3221

 

 












5 на умноженную 2, прибавляем строке 4 к

8 на умноженную 2, прибавляем строке 3 к

3350

11680

4110

3221

2

 























2000

21200

4110

3221

23 вычитаем строки 4 из

23200

21200

4110

3221

2  

 

    822112  . 

 

7. Вычислить ранг матрицы с помощью элементарных преобразований: 

 































35812

010754

35142

20310

A . 

 

Решение. Поменяем местами первую и вторую строки, ранг матрицы от 

этого не изменится: 

 





























































35812

010754

20310

35142

35812

010754

35142

20310

 
 

Преобразуем матрицу так, чтобы все элементы первого столбца, кроме 

11a  были равны нулю. Умножим все элементы первой строки на 2 и сложим с 

соответствующими элементами третьей строки. Затем сложим все элементы 

первой строки с соответствующими элементами третьей строки: 
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60930

60930

20310

35142

 
 

Теперь добиваемся, чтобы все элементы второго столбца, кроме 12a  и 

22a  были равны нулю. Умножаем все элементы второй строки на (–3) и скла-

дываем с соответствующими элементами третьей строки. Затем умножаем все 

элементы второй строки на (–3) и складываем с соответствующими элемента-

ми четвертой строки. Если в процессе преобразований получаются строки (или 

столбцы), целиком состоящие из нулей, то отбрасываем их. 

 








































20310

35142

00000

00000

20310

35142

 
 

Последняя матрица содержит миноры второго порядка не равные нулю, 

например: 2
10

42





, следовательно, 2Ar . 

 

8. Найти 1A , если 
























012

113

102

A . 

 

Решение. Так как 01022030 A , то 1A  существует и 

может быть найдена по формуле: 

 



















332313

322212

312111
1 1

AAA

AAA

AAA

A
A

 
 

где ijA  – алгебраическое дополнение к элементу ija . 

Поскольку 
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  ;110
01

11
1

11
11 





A     ;110

01

10
1

12
21 







A

 

  ;1
11

10
1

13
31 





A

            

    ;220
02

13
1

21
12 





A  

  2
02

12
1

22
22 





A ;                ;132

13

12
1

23
32 







A  

  ;123
12

13
1

31
13 







A     ;202

12

02
1

12
23 





A  

  202
13

02
1

13
33 





A ; 

то 



































221

122

111

221

122

111

1

11A . 

 

9. Решить систему уравнений по формулам Крамера: 

 















453

23

932

321

31

321

xxx

xx

xxx

 

Решение. Вычислим определитель Δ, составленный из коэффициентов 

при неизвестных: 

 

1915602710

513

301

132







 . 

 

Вычислим определитель Δ1, полученный из Δ, заменой первого столбца 

на столбец свободных членов: 

 

19302703620

514

302

139

1 







  

 

Аналогично найдем определители Δ2 и Δ3: 
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382445681420

543

321

192

2 









 
 

1912401890

413

201

932

3 



  

 

Тогда по формулам Крамера:

 1
19

19
;2

19

38
;1

19

19 3
3

2
2

1
1 

















 xxx . 

 

Тройка чисел (1, 2, –1) является решением исходной системы. 

 

10. Решить систему матричным способом: 

 















32

23

12

21

321

31

xx

xxx

xx

. 

 

Решение. В нашем случае: 

 



























































3

2

1

;

3

2

1

;

012

113

102

x

x

x

XBA  

 

Обратная матрица к матрице A  была найдена выше (см. задачу 7): 

 



















221

122

111
1A . 

 

Тогда: 
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11;9;6

11

9

6

641

342

321

3

2

1

221

122

111

321
1 










































































  xxxBAX  

 

11. Даны векторы      2,3,2;3,2,1;0,2,1  cba . Найти векторы 

 cbap  42 ;  acbaq  232 . 

 

Решение. Найдем cb   и ac  : 

 

       1 ,1 ,123 ,32 ,212,3,23 ,2 ,1  cb ; 

       2 1, 1,02 ,23 ,120,2,12,3,2  ac . 

 

Тогда: 

          4 ,4 ,40 ,4 ,21 ,1 ,140,2,1242 cbap  

   4,0,240 ,44 ,42  . 

 

            9 ,6 ,30 ,4 ,22 ,1 ,123 ,2 ,130 ,4 ,2232 acbaq

     5 ,2 ,1490 ,264 ,2324 ,2 ,2  . 

 

12. Являются ли точки  ;2 ,1 ,3 A   1 ,2 ,1 B ;  3 ,1 ,1 C ;  3 ,5 ,3 D  

вершинами трапеции? 

 

Решение. Проверим, будут ли параллельны стороны AB  и CD . Находим 

векторы AB  и CD : 

 

   3 ,3 ,221),1(2,31 AB ; 

   6,6,4)3(3,15),1(3 CD . 

 

Так как ABCD 2 , то ABCD || , следовательно, четырехугольник 

ABCD  является трапецией. 

 

13. Пусть 5;2  ba  и 
3

,















 

ba . Вычислить: 1) ba  ; 2)  223 ba  ; 

3)    abba 43  . 

 

Решение.  

1) Согласно формуле (1.10): 
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5
3

cos52,cos 




















bababa . 

2) Имеем: 

  
















22222

4,cos129412923 bbabaabbaaba  

196100603625451249  . 

 

3) Согласно свойствам скалярного произведения и формулы (1.10): 

 

         2222 12412343 ababbababaabba  

284820412525  . 

 

14. Треугольник ABC  задан координатами своих вершин:  4 ,2 ,1 A ; 

 0 ,2 ,4 B ;  1 ,2 ,3 C . Найти 1) длины сторон треугольника; 2) внутренний 

угол при вершине B ; 3) длину медианы, опущенной из вершины A ; 4) коор-

динаты центра тяжести треугольника. 

 

Решение. 1) Длины сторон треугольника найдем как длины векторов: 

 

    54034,0,304 ),2(2 ),4(1 222  BABA ; 

    251071 ,0 ,701),2(2),4(3 22  BCBC ; 

    5)3(043,0 ,441 ),2(2 ),1(3 222  ACAC . 

 

2) Угол треугольника при вершине B  равен углу между векторами BA  и 

BC , который обозначим  . Тогда: 

 

42

1

225

25

225

421

255

140073
cos

















BCBA

BCBA
. 

 

3) Пусть AM  – медиана, проведенная из вершины A . Тогда: 

 

 ACABAM 
2

1
. 

 

Так как    3,0,4;4 ,0 ,3  ACAB , то: 
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       3,0,44,0,3
2

1

2

1
ACABAM  

   7 ,0 ,1
2

1
34,00,43

2

1
 . 

 

Следовательно, длина медианы AM  равна: 

 

2

25
50

2

1
)7(01

2

1 222 AM . 

4) Центр тяжести треугольника находится на пересечении трех медиан и 

делит медиану в отношении 2:1. Пусть O  – центр тяжести треугольника. 

Найдем координаты точки M  – середины стороны BC : 

 


























2

1
 ,2 ,

2

1

2

1

2

10
;2

2

)2(2
;

2

1

2

34
Mzyx MMM

 
Тогда: 

3

2

21

2

1
21

1
o




















 MA xx

x ; 2
21

222

1
o 









 MA yy

y ; 

3

5

21
2

1
24

1
o 









 MA zz

z . 

Таким образом, 









3

5
,2,

3

2
O . 

 

15. Даны векторы  1 ,3 ,2a ;  1 ,1 ,2b ;  0 ,1 ,3c . Найти:  

1) векторное произведение векторов a  и cb


 ; 2) смешанное произведе-

ние векторов ba  ,  и c ; 3) вычислить высоту параллелепипеда, построенного 

на векторах cba ,, , если за основание взят параллелограмм, построенный на 

векторах ba , ; 4) скалярное произведение векторов b и c2 ; 5) проекцию век-

тора b  на вектор ca 2 . 

 

Решение. 

1) Найдем координаты вектора cb


 : 

 

       1 ,2 ,101 ,11 ,320 ,1 ,31 ,1 ,2  cb


. 
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Определим координаты векторного произведения: 

 

      1223
21

32

11

12

12

13

121

132 jikji

kji

cba

   1 ,1 ,134  kjik . 

 

2) 297023920

013

112

132

 cba . 

 

3) Так как hSV  , где S  – площадь грани, образованная векторами a  и 

c , то 
S

V
h  . 

С другой стороны, объем параллелепипеда равен: 

 

 3ед2 VcbaV . 

 

Вычислим площадь основания: 

 

      



 kjikji

kji

baS 842622213

112

132

 2222 ед21284641648)4(2  . 

 

Таким образом, 
21

1

212

2


S

V
h . 

 

4) Так как  1 ,1 ,2b ;    0 ,2,60 ,1 ,322  c , то 

 

        142120121620 ,2 ,61 ,1 ,22  cb . 

 

5) Проекция вектора b  на вектор ca 2  вычисляется по формуле:

 
ca

cab
bпр ca

2

2
2




 . 

Вычислим вектор ca 2 : 
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       1 ,5 ,801 ,23 ,620 ,1 ,321 ,3 ,22  ca . 

 

Получаем: 

 

     
.

3

10

103

10

90

1516

158

1 ,5 ,81 ,1 ,2

2

2

222
2 

















ca

cab
bпр ca

 

 

16. Даны три силы      1 ,3 ,7;1 ,2 ,6;2 ,6 ,7 321  FFF , при-

ложенные к точке  1 ,6 ,31 M . Вычислить: а) работу равнодействующей этих 

сил, когда точка ее приложения, двигаясь прямолинейно, перемещается в точ-

ку  7 ,2 ,62 M ; б) величину момента равнодействующих этих сил относи-

тельно точки 2M . 

 

Решение. а) Найдем сначала равнодействующую трех данных сил: 

 

      1,3,71,2,62,6,7321 FFFF   

   0,1,8112 ,326 ,767  . 

 

Согласно определению работы и скалярного произведения получаем

sFA  , где    6,4,317 ),6(2 ,3621  MMs  – вектор пути. 

Тогда: 20424604138 A  (единиц работы). 

 

б) Момент силы  6 ,4 ,3; 1212  MMFMMM . 

 


















18

43

08

63

01

64

018

643 kji

kji

M  

      kjikji 2948632348060  . 

 

17. Дана пирамида:    2,2,1;2,1,0 BA ;    1,3,1;2,2,1  DC . 

Найти: 1) площадь основания ABC ; 2) объем пирамиды; 3) длину высо-

ты, опущенной на основание ABC . 

 

Решение.  

1) Так как  ;0 ,1 ,1 ABa  0 ,1 ,1 ACb ;  1,2,1 ADc , то 
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  .21100
11

11

01

01

01

01

011

011 kkjikji

kji

ba 








  

Тогда 2200
2

1 222  baSABC  (кв. ед.). 

2)     211
11

11
11

121

011

011
33











cba . 

 

3

1
2

6

1

6

1
 cbaV  (куб. ед.). 

3) Так как hSV ABC 
3

1
, следовательно 2

2

3

1
6

6








ba

V
h  (ед.). 

 

18. Вектор  25 ,2 ,9d  разложить по векторам  3 ,1 ,1a ; 

 6,1,2 b  и  1 ,3 ,5 c . 

 

Решение. 

Необходимо найти такие числа zyx ,, , что dczbyax  , т.е.  

 

       25 ,2 ,91- ,3 ,56- ,1,23 ,1 ,1  zyx . 

 

Имея в виду, что при сложении векторов складываются их координаты и 

равные векторы имеют равные координаты, приходим к системе уравнений 

 















2563

23

952

zyx

zyx

zyx

, 

 

из которой 1;3;2  zyx . Значит, cbad  32 . 

 

19. Показать, что система векторов  3 ,1 ,21 a ,  1 ,0 ,12 a  и 

 1 ,0 ,03 a  линейно независима. 

Решение. В данном случае равенство (1.9) имеет вид: 
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        03 , ,201 ,0 ,01,0 ,13 ,1 ,2 31121321  . 

 

Отсюда получаем систему уравнений: 

 

0 ;0 ;0

03

0

02

321

31

1

21

















. 

 

Это подтверждает независимость данных векторов. 

 

20. Показать, что система векторов  3 ,1 ,21 a ,  1 ,1 ,12 a  и 

 9 ,1 ,13 a  линейно зависима. 

Решение. Равенство (1.9) равносильно системе уравнений 

 















093

0

02

321

321

321

. 

 

Она имеет ненулевое решение, например 1 ;3 ;2 321  . Та-

ким образом, 213321 32032 aaaaaa  , т.е. вектор 3a  линейно вы-

ражается через 1a  и 2a . Также 1a  можно выразить через 2a  и 3a , а 2a  – через 

1a  и 3a . 

 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

1. Найти значение матричного выражения: 

 




























107

435
,

202

567
,43)1 BABA ; 








































27

01

31

     ,

15

34

62

,42)2 BABA . 
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2. Найти произведение матриц BA  : 

 










































052

153

430

,

543

322

432

)1 BA ;  

 






























 


4452

2221

5252

,
235

342
)2 BA . 

 

3. Найти и сравнить произведения BA   и AB  : 

 


























50

04
 ,

30

02
)1 BA ;  2) 

























23

11
,

22

04
BA ; 
















































213

012

323

 ,

203

110

154

)3 BA . 

 

4. Найти произведение трех матриц: 

 






































52

31

14

22

52

14
)1 ; 

































































524

232

154

113

232

101

123

142

003

)2 . 

 

5. Вычислить произведения TAA   и AAT  , если: 

 

1) 













2151

3301
A ; 2) 























13

24

01

A . 
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6. Вычислить следующие определители: 

 

1) 
17

12
 2) 

33

43
 3) 

75

1410




 4) 

315

424

512







 5) 

231

411

103







 

 

7. Вычислить определитель четвертого порядка: 

 

1) 

1322

3010

3204

1231





 2) 

1232

2210

3104

2232







 

 

8. Найти обратную матрицу: 

 

1) 








2415

106
 2) 





















011

2032

511

 3) 






















204

428

309

 

 

9. Найти ранг матрицы: 

 







































































3412

0221

242-0

4253

 3)   

3214

4123

1311

 2)   

130

402

291

)1 . 

 

10. Решить невырожденную систему линейных уравнений по формулам 

Крамера и с помощью обратной матрицы: 

 











































1374

1253

2526

 3)    ;

232

691513

8597

 2)   ;

5256

1        4

423

 1)

321

321

321

321

321

321

321

21

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xx

xxx
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11. Решить систему методом Гаусса: 

 















32322

555-37

143

 1)

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 















203527

83 23

423

 2)

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 
 

12. Найти общее решение и одну из фундаментальных систем решений 

для следующей системы однородных уравнений: 

 





























020107

0252

0634

 2)   ;

0987

0654

032

 1)

4321

4321

4321

321

321

321

xxxx

xxxx

xxxx

xxx

xxx

xxx

. 

 

13.Даны векторы      2 ,1 ,2;4 ,3 ,2;3,1,2  cba . Найти векто-

ры: 1) bad 2 ; 2) cbap 32  ; 3) 3)   bcbaq 43  . 

 

14. Проверить, являются ли точки      3 ,2 ,1;5 ,4 ,2;4 ,3 ,2  CBA ; 

 1 ,12 ,7 D  вершинами трапеции? 

 

15. Вычислить скалярное произведение векторов c  и d , если:   

1) bac 3 ; bad  2  и 
6

,,2,1




















baba ; 

2) bac 37  ; bad 62   и 
3

5
,,4,3





















baba . 

 

16. Треугольник ABC  задан координатами своих вершин:  2 ,1 ,1 A ; 

 1 ,3 ,1 B ;  2 ,1 ,4 C . Найти 1) длины сторон треугольника; 2) внутренний 

угол при вершине A ; 3) длину медианы, опущенной из вершины B ; 4) коор-

динаты центра тяжести треугольника. 

 

17. Даны векторы  2 ,1 ,2 a ;  2 ,1 ,2b ;  1 ,3 ,3c . Найти: 1) век-

торное произведение векторов ba   и c


; 2) смешанное произведение векто-

ров ba  ,  и c ; 3) вычислить высоту параллелепипеда, построенного на векто-

рах cba ,, , если за основание взят параллелограмм, построенный на векторах 
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ba , ; 4) скалярное произведение векторов a2 и b ; 5) проекцию вектора c  на 

вектор ba  . 

 

18. Даны три силы      2 ,6 ,1;4 ,1 ,2;5 ,4 ,3 321  FFF , приложен-

ные к точке  3 ,2 ,41 M . Вычислить: а) работу равнодействующей этих сил, 

когда точка ее приложения, двигаясь прямолинейно, перемещается в точку 

 1 ,4 ,72M ; б) величину момента равнодействующих этих сил относительно 

точки 2M . 

 

19. Даны вершины треугольной пирамиды:    8,3,4;4,1,2 BA ; 

   2,2,0;3,1,1 DC . Найти: 1) площадь основания ABC ; 2) объем пирамиды; 

3) длину высоты, опущенной на основание ABC . 

 

20. Вектор  25 ,2 ,9d  разложить по векторам  3 ,1 ,1a ; 

 6,1,2 b  и  1 ,3 ,5 c . 

 

21. Являются ли следующие системы векторов линейно зависимыми? 

 

1)      6 ,2 ,2;5 ,3 ,2;2 ,2 ,1  cba ; 

2)      2 ,2 ,1;0 ,2 ,3;0 ,2 ,2  cba . 

 

Ответы 

 

1.   1) 












10034

313041
 2) 





















618

64

248

 

  

2.   1) 




















85422

10110

511

 












11242117

140332
)2  

  

3.  1) 









150

08
ABBA ; 2) 



























48

26
,

28

44
ABBA  

3) 















































61418

3118

71321

,

543

205

10121

ABBA  
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4.   1) 












107

112
 2) 























144159

735015

27284

 

  

5.  1) 











































1311105

111054

105253

5452

3110

1019
AAAA TT

 

    2) 
































55

526
;

10103

10204

341

AAAA TT  

 

6. 1) –9   2) 5   3) 0   4) –98   5) 13 7. 1) 15     2) 94 

  

8. 1) 


















1
2

5
3

5
4

       2) 


















2,002,0

214

114

        3) 























2

3
0

3

2

1
2

1
0

2

1
0

3

1

 

 

 

9. 1) 3        2) 2        3) 4. 10. 1) 2;3;1 321  xxx  
  

2) 1;1;0 321  xxx    3) 8;9;10 321  xxx  

  

11. 1) система несовместна 

 

2)   ;22 2 32 
T

X 

R  

  

12.  

1) общее решение: 

  RccccX
T

 ;2  

 

фундаментальная система решений: 

 TE 121   

2) общее решение: ;,;
3

107

3

5219
2121

2121 Rcccc
cccc

X

T
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 фундаментальная система решений: 

103/103/52

013/73/19

4321





xxxx

 

 

13. 1)  12 ,9 ,6d ;     2)  10 ,0 ,8p ;    3)  10 ,5 ,6q  

 

15. 1) 5dc ;   2) 54dc   

  

16. 1) 26;22;6  BCACAB
     

2) 135A  

     3) 14BM ;                                     4) 








3

1
,0,

3

7
O  

  

17. 1) 4         2) 12         3) 
5

53
h            4) 2          5) 1 

 

18. 30 (Дж)           2) 86  19. 1) 3       2) 10       3) 
3

35
 

  

20. cbad  2  21. 1) да        2) нет 

 

 

 

Практикум 2. Аналитическая геометрия 

 

Примеры решения задач 

 

1. Записать канонические и параметрические уравнения прямой, прохо-

дящей через точки  5 ,9 A  и  5 ,3B . Найти: 

1) координаты направляющего s  и нормального n  векторов этой пря-

мой. 

2) угловой коэффициент k  этой прямой; 

Решение.  

1) По условию 5;3;5;9 1100  yxyx . Подставляя эти значения в 

уравнения (1.13), получим канонические уравнения прямой: 

 

10

5

6

9

55

5

93

9 














 yxyx
 или 

5

5

3

9 




 yx
. 
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Тогда имеем:  5 ,3s . 

Преобразуем канонические уравнения следующим образом: 

 

    01534555395  yxyx . 

 

Общее уравнение прямой: 03035  yx . 

Координаты нормального вектора исходной прямой:  3 ,5n . 

 

2) Из общего уравнения прямой выразим y : 

 

3

5

3

5

3

50

3

550



 kx

x
y . 

 

2. Дано общее уравнение прямой 01243  yx . Составить уравнение 

этой прямой: 

1) с угловым коэффициентом; 2) в отрезках; 3) нормальное. 

Решение.  

1) Разрешив общее уравнение прямой относительно y , получим: 

 

4

312 x
y


  или xy

4

3
3 , 

 

где 3
4

12
 ;

4

3


B

C
b

B

A
k . 

 

2) Перенесем свободный член общего уравнения в правую часть и, разде-

лив обе части на 12, получим: 

 

1
12

4

12

3


yx
. 

 

Перепишем последнее уравнение в виде: 

 

1
4/123/12


yx
 или 1

34


yx
. 

 

Это уравнение прямой в отрезках. Отсюда следует, что данная прямая от-

секает на оси Ox  отрезок 4a , а на оси Oy  – отрезок 3b  или, что тоже 

самое, прямая проходит через точки  0 ,4A  и  3 ,0B . 
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3) Найдем нормирующий множитель общего уравнения: 

 

5

1

43

11

2222








BA
 

 

(так как в общем уравнении 12C , то перед корнем берем знак плюс). 

Умножив обе части общего уравнения на нормирующий множитель, получим 

нормальное уравнение 

 

0
5

12

5

4

5

3


yx
, 

где 
5

12
 ;

5

4
sin ;

5

3
cos  m . 

 

3. Дана прямая 0432:1  yxl . Составить уравнение прямой:  

1) 2l , проходящей через точку  1 ,2M , параллельно прямой 1l ;  

2) 3l , проходящей через точку  1 ,2M , перпендикулярно прямой 1l .  

Решение. 1) Найдем угловой коэффициент прямой 1l : 

 

3

2

3

4

3

2
4230432:

11  lkxyxyyxl . 

 

Так как искомая прямая параллельна прямой 1l , то их угловые коэффици-

енты равны, то есть 
3

2
21
 ll kk . 

Теперь для нахождения уравнения прямой 2l  воспользуемся уравнением 

по заданному угловому коэффициенту и точке: 

 

 
3

7

3

2
:1

3

4

3

2
2

3

2
1 2  xylxyxy . 

 

2) Так как прямые 1l  и 3l  перпендикулярны, то произведение их угловых 

коэффициентов равно (–1), то есть 
2

3

3

2

11
1

1

221


l
lll

k
kkk .  

Для нахождения уравнения прямой 3l  воспользуемся снова уравнением 

прямой по заданному угловому коэффициенту и точке: 
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  2
2

3
:13

3

3
2

2

3
1 3  xylxyxy . 

 

4. Найти расстояние d  от точки  1,2 A  до прямой 01034  yx . 

Решение. Воспользуемся формулой (2.8) вычисления расстояния от точки 

до прямой. 

В нашем случае 1 ,2 ,10 ,3 ,4 00  yxCBA . Тогда искомое 

расстояние будет равно: 

 

 
3

5

15

25

1038

34

101324

22








d . 

 

5. Даны уравнения двух прямых: 053  yx ; 0152  yx . 

Найти: 1) косинус угла между ними; 2) точку их пересечения. 

Решение.  

1) Найдем косинус угла между прямыми по формуле (2.6): 

 

.
42

1

25

5

510

5

1491

)1(321
cos










  

 

2) Чтобы найти точку пересечения прямых, нужно решить систему урав-

нений: 

 

 
.

5

10

255

53

015532

53

0152

053




































y

x

y

yx

yy

yx

yx

yx

 
 

6. Найти координаты центра и радиус окружности 

0218622  yxyx . 

Решение. В данном уравнении выделим полные квадраты, прибавляя и 

вычитая соответствующие числа. Получаем: 

 

        44302116916896
2222  yxyyxx . 

 

Сравнивая это уравнение с уравнением окружности, находим: 30 x ; 

40 y ; 2R . 

 

7. Определить длины осей, координаты фокусов и эксцентриситет эллип-
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са, заданного уравнением 225259 22  yx . 

Решение. Разделив на 225 обе части уравнения, получим: 

 

.1
925

22


yx

 

 

Сравнивая это уравнение с уравнением (1.19), находим: 

 

5

4
;416925;9;25 22222 

a

c
cbacba . 

 

Таким образом, имеем:    
5

4
;0;4;0;4;3;5 21  cFFba . 

 

8. Найти полуоси, координаты фокусов, эксцентриситет, уравнения ди-

ректрис и асимптот гиперболы 360025144 22  yx . 

Решение. Приведем данное уравнение к каноническому виду, для чего 

необходимо разделить обе его части на 3600. Выполняя деление получим: 

 

1
14425

22


yx

. 

 

Сравнивая это уравнение с уравнением (1.20), заключаем, что 

144;25 22  ba . Таким образом, 5a  есть действительная полуось, 12b  – 

мнимая полуось. Далее: 

 

   
5

13
;0,13;0,131316914425 21

22 
a

c
FFbac . 

 

Подставляя значения a  и b  в формулу x
a

b
y  , получим уравнения 

асимптот: xy
5

12
 . 

Далее находим уравнения директрис: 
13

25

5/13

5





a
x . 

 

9. Найти координаты вершины и фокуса, уравнения оси и директрисы па-

раболы 0762442  xyy . 
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Решение. Преобразуем уравнение параболы: 

 

.7224422;27624222;76244 22222  xyyxyyxyy

 

Отсюда    3242
2

 xy  или XY 242  , где 3;2  xXyY . 

Следовательно, вершина параболы лежит в точке  3 ,21 O ; параметр 

12p . Уравнение оси параболы 3y . 

Расстояние от вершины параболы до фокуса равно 62/122/ p . Абс-

цисса фокуса равна 9632/3  p . Фокус лежит правее вершины парабо-

лы, поскольку ветви параболы направлены вправо; ордината фокуса равна ор-

динате вершины; так как ось параболы параллельна оси Ox , тогда  2 ,9 F . 

Директриса параболы проходит на расстоянии 2/p  от ее вершины пер-

пендикулярно оси параболы. Так как ветви параболы направлены вправо, ди-

ректриса проходит левее вершины. Она также проходит и левее начала коор-

динат, так как расстояние от вершины до оси Oy  равна 3, а от вершины до ди-

ректрисы равно 6. Абсцисса директрисы равна разности 33632/ p , 

взятая со знаком минус, поэтому уравнение директрисы 4x . 

 

10. Составить уравнение плоскости, проходящей через  2 ,0 ,1 K , пер-

пендикулярно вектору 21MM , если    2 ,3 ,0;3 ,1 ,2 21  MM .  

Решение. Так как плоскость перпендикулярна к вектору 21MM , то этот 

вектор можно принять за нормальный вектор  CBAN  , ,  плоскости. 

Найдем координаты нормального вектора: 

 

   1 ,2 ,232 ),1(3 ,2021  MMN . 

 

Напишем уравнение плоскости в виде (1.21): 

 

      .022020212  zyxzyx  

 

11. Составить уравнение плоскости, проходящей через точки  ;1 ,1 ,01 M

   1 ,3 ,1;1 ,5 ,3 32 MM . Чему равны длины отрезков, отсекаемых плоско-

стью на осях координат? 

Решение. Воспользуемся формулой (1.23): 
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0

221

063

11

0

11131

11153

11













 zyxzyx

. 

 

Разложим последний определитель по первой строке: 

 

0
21

63
)1(

21

03
)1(

22

06









 zyx , 

 

или 03220)1(12)1(612  zyxzyx . 

Приведем общее уравнение плоскости 0322  zyx  к уравнению 

плоскости в отрезках. Перенесем –3 в правую часть:  0322 zyx

322  zyx . 

Разделим обе части полученного равенства на 3: 

 

1
3

2

3

1

3

2
322  zyxzyx . 

 

Отправляем коэффициенты при переменных yx  ,  и z  в знаменатели: 

 

2

3
;3;

2

3
1

2/332/3
1

3

2

3

1

3

2



 cba

zyx
zyx . 

 

12. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку  3 ,1,2 M  и 

параллельной векторам  1 ,0 ,3 a  и  2 ,2 ,3b . Привести уравнение 

плоскости к нормальному виду. Найти направляющие косинусы и длину пер-

пендикуляра, опущенного из начала координат на плоскость. 

Решение. В качестве нормального вектора  CBAN  , ,  искомой плоско-

сти можно взять векторное произведение a  на b : 

 

 













 20
23

03

23

13

22

10

223

103 ikji

kji

baN

 
    .6320636 kjikj   

 

Используя теперь уравнение       0000  zzCyyBxxA  при 
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2A ; 3;1;2;6;3 000  zyxCB , получим: 

 

Найдем нормированный множитель  , знак которого выбираем противо-

положным знаку свободного члена D  общего уравнения. Так как 025D , 

то: 

 

  7

1

49

1

3694

1

632

1

222






 . 

 

Умножив все члены данного уравнения на  , получим нормальное урав-

нение: .
7

25
;

7

6
cos;

7

3
cos;

7

2
cos0

7

25

7

6

7

3

7

2



 pzyx  

 

13. Найти расстояние:  

а) от точки  2 ,3 ,2 A  до плоскости 0124676  zyx ; б) между па-

раллельными плоскостями 084  zyx  и 012282  zyx . 

Решение.  

а) Воспользовавшись формулой (1.25), получим: 

 

 .ед11121
121

121

364936

124122112

)6()7(6

124623726

222










d  

 

б) Для нахождения искомого расстояния нужно взять точку на одной из 

плоскостей и определить расстояние от этой точки до другой плоскости по 

формуле (1.25). Полагая в уравнении второй из заданных плоскостей 1x , 

1z , имеем 20168  yy . Получаем точку  1 ,2 ,1 M . 

Теперь находим расстояние от данной точки M  до плоскости 

0124  zyx : 

 

 .ед2
6

26

23

6

18

6

1161

12181





d

 
 

14. Составить параметрические уравнения прямой: 

1) проходящей через точку  4 ,1 ,5 A  и параллельной вектору 

 1 ,4 ,6 s ; 2) проходящей через точки    1 ,2 ,0;3,1,2 NM  . 

Решение.  

1) Воспользуемся формулами (1.28). Так как в данном случае 50 x ; 
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10 y ; 40 z ; 1;4;6  pnm , то параметрические уравнения прямой 

имеют вид: tztytx  4;41;65 . 

2) По формулам (1.26) получаем: 

 

4

3

3

1

2

2

31

3

12

1

20

2 




















 zyxzyx
. 

 

Обозначая буквой t  равные отношения и выражая zyx  , ,  через t  полу-

чим параметрические уравнения прямой: tztytx 43;31;22  . 

 

15. Найти угол между двумя прямыми: 

 

7

6

8

5

11

4
:;

1

7

10

2

4

1
: 21

















 zyx
l

zyx
l . 

 

Решение. Первая прямая имеет направляющий вектор  1 ,10 ,41 s , 

вторая  7 ,8 ,112 s . Получаем: 

 

 
2

1

1172

117

234117

78044

4964121110016

71810114
cos 














 . 

 

Следовательно, 135 . 

 

16. Найти расстояние между прямыми 
4

1

7

2

4

5
:1









 zyx
l  и 

8

4

14

3

8
:2











zyx
l . 

Решение. Первая прямая проходит через точку  1 ,2 ,51M  и имеет 

направляющий вектор  4 ,7 ,41 s ; вторая проходит через  4 ,3 ,02M  и име-

ет направляющий вектор  8 ,14 ,82 s . Так как 21
2

1
ss  , то прямые па-

раллельны. Найдем расстояние между параллельными прямыми. 

Поскольку    3 ,1 ,514 ,23 ,5021 MM , то: 

 















74

15

44

35

47

31

474

315121 kji

kji

sMM
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kji 31817  . 

Тогда 

3

146

9

1463

81

1314

474

31817

222

222





d . 

 

17. Найти точку пересечения прямой 
1

3

1

5

2

1
:







 zyx
l  с плоскостью 

042:  zyxP , а также синус угла между l  и P . 

Решение. Запишем уравнение прямой в параметрическом виде: 

 















3

5

12

tz

ty

tx

 
 

Подставим в уравнение плоскости P , получим 

 

  ,01102120435212  tttttt  

или 20105  tt , тогда 5 ;3 ;5  zyx . 

 

Точка  5 ,3 ,5 M  является точкой пересечения прямой l  с плоскостью 

P . 

Для нахождения sin  применим формулу (1.30). Так как 

1 ,1 ,2  pnm ; 1 ,2 ,1  CBA , то 

 

.
6

5

141114

112112
sin 




  

 

 

Задачи для самостоятельного решения. 

1. Записать канонические и параметрические уравнения прямой, прохо-

дящей через точки  1 ,2A  и  1 ,4 B . Найти координаты направляющего s  

и нормального n  векторов этой прямой. Найти угловой коэффициент k  этой 

прямой. 

 

2. Дано уравнение прямой 02052  yx . Составить уравнения этой 

прямой: 

1) с угловым коэффициентом; 2) в отрезках; 3) нормальное. 
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3. Составить уравнения прямой:  

1) проходящей через точку  2,3A  параллельно прямой 

;02135  yx  

2) проходящей через точку  4,1 M  параллельно прямой, проходящей 

через точки  1 ,3A  и  2 ,3B . 

3) проходящей через точку пересечения прямых 042  yx  и 

093  yx  перпендикулярно прямой 07  yx . 

 

4. Найти расстояние: 

1) от точки  4,2M  до прямой 0534  yx ; 

2) между параллельными прямыми 01543  yx  и 0586  yx . 

 

5. Найти координаты центра и радиус окружности: 

 

1) 02422  yxyx ; 2) 014633 22  yxyx . 

 

6. Дано уравнение кривой второго порядка. Найти длины полуосей, коор-

динаты фокусов, эксцентриситет, уравнения директрис, уравнения асимптот 

(для гиперболы). Построить данную кривую. 

 

1) 4002516 22  yx  2) 100520 22  yx  

 

7. Установить, что каждое из следующих уравнений образует параболу, и 

найти координаты ее вершины A , величину параметра p  и уравнение дирек-

трисы: 

 

1) 842  xy  2) xy 642   3) 262  yx  

 

8. Составить уравнение плоскости: 

1) проходящей через точку  4 ,2 ,3B  перпендикулярно вектору AC , ес-

ли    5 ,4 ,1;7 ,0 ,8  CA . Чему равны длины отрезков, отсекаемых плоско-

стью на осях координат? 

2) проходящей через точки      2 ,0 ,2;1 ,1 ,4;2 ,1 ,3 321 MMM  . При-

вести уравнение плоскости к нормальному виду. Найти направляющие коси-

нусы и длину перпендикуляра, опущенного из начала координат на плоскость. 

3) проходящей через точку  3 ,1,2 M  параллельно векторам 

 2 ,1 ,11 a  и  3 ,1 ,22 a ; 
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4) проходящей через точки    2 ,1 ,3;1,15,2 21 MM   перпендикулярно 

плоскости 043  zyx . 

 

9. Найти один из двугранных углов между плоскостями: 

 

1) 06345:1  zyxP ; 

    .09242:2  zyxP  

2) 011937:1  zyxP ; 

    03243:2  zyxP  

 

10. Вычислить расстояние: 

1) от точки  2 ,1 ,8 A  до плоскости 0622:  zyxP ; 

2) между параллельными плоскостями 03322:1  zyxP  и 

02222:2  zyxP . 

 

11. Составить канонические уравнения прямой: 

1) проходящей через точку  3 ,0 ,2A  параллельно вектору  2 ,2 ,3 s ; 

2) проходящей через точки  6 ,4 ,2M  и  2 ,6 ,8 P . 

 

12. Даны вершины треугольника ABC :      5 ,4 ,3;2 ,1 ,0;3 ,2 ,1  CBA . 

Составить параметрические уравнения ее медианы, проведенной из вершины 

B . 

 

13. Составить уравнения прямой, проходящей через точку  3 ,1 ,2 A       

1) параллельно; 2) перпендикулярно прямой, проходящей через точки 

 7 ,2 ,5 M  и  5 ,11  ,7N . 

 

14. Найти угол между прямыми: 

 

21

2

1

3 zyx








 и 

2

5

1

3

1

2 





 zyx
. 

 

15. Найти расстояние: 

1) от точки 0M  до прямой 








3

12

zyx

zyx
; 

2) между параллельными прямыми 
3

1

12

1 





 zyx
 и 

3

2

1

1

2









zyx
. 

 

16. Найти величину острого угла между прямой 








032

0

zyx

zyx

 

и 
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плоскостью 0522  zyx . 

17. Найти уравнение прямой, проходящей через точку  2 ,1 ,3 M  и точ-

ку пересечения прямой 
3

2

1

1

2

1 







 zyx
 и плоскости 03532  zyx . 

 

Ответы. 

 

1.     3/1;3 ,1;1 ,3  kns   

2. 1) 44,0  xy ;           2) 1
410




yx
;         3) 0

29

20

29

5

29

2


yx
 

3. 1) 02135  yx ;    2) 0256  yx ;     3) 05  yx . 

4. 1) 5d ;     2) 5,3d  5. 1)   5;1,21  RO ;     2) 
3

4
;

3

2
,11 







 RO  

6. 1)    0 ,3;0 ,3;6,0;4;5 21 FFba  ; 
3

25
x ; 

    2)     .2;1;0 ,5;0 ,5;5;52;5 21 xyxFFba   

7. 1)   01;2;0,2  xpA ;           2) 0136;3;0,
3

2









xpA ; 

    3) 0116;3;
3

1
,0 








 ypA . 

8. 1) 5,10;25,5;3;021247  cbazyx ; 

    2) 
19

8
;

19

1
cos;

19

3
cos;

19

3
cos;0833  pzyx ; 

    3) 0437  zyx                  4) 04079  zyx . 

9. 1) 
2


 ;                                    2) 

12929

15
arccos


 . 

10. 1) 4;                  2) 
3

55
  

11. 1) 
2

3

23

2









 zyx
;             2) 

2

6

5

4

3

2











 zyx
. 

12. 















tz

yy

tx

3

32

21

.  



82 

 

13. 1) 
4

3

3

1

4

2 







 zyx
;           2) 















tz

y

tx

3

1

2

. 

 

14. 
3


  15. 1) 6          2) 

7

353
 

16. 
4


  17. 

1

1

14

1






 zyx

 
 

 

Практикум 3. Функции и пределы 

 

1. Найти пределы последовательностей: 

 

   

1

112
lim)1

2

22





 nn

nn

n
 

   
 !3

!2!1
lim)2





 n

nn

n
 















 22

...21
lim3)

n

n

n

n
 

 

Решение. 

1) Здесь:     nnnnnnnn 231144112 22222
 . 

 

Тогда:
   

.
1

23
lim

1

112
lim

2

2

2

22










 nn

nn

nn

nn

nn
 

 

Высшей степенью с основанием n  и в числителе, и в знаменателе являет-

ся 2n , его выносим за скобки и сокращаем: 

 

.3
001

03

11
1

2
3

lim
11

1

2
3

lim
1

23
lim

22

2

2

2

2








































nn

n

nn
n

n
n

n

nn

nnn
 

 

2) Факториал натурального числа n  представляет собой произведение 

всех натуральных чисел от 1 до n :   nnnn 12321!   . 

 

Поэтому:        !1221321!2  nnnnn  ; 
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         !123321321!3  nnnnnnn  . 

 

Разделим числитель и знаменатель дроби на  !1n : 

 

   
 

 
  
















 65

3
lim

32

21
lim

!3

!2!1
lim

2 nn

n

nn

n

n

nn

nnn
 

0
001

00

65
1

31

lim
65

1

31

lim

2

2

2

2

2

2




































nn

nn

nn
n

nn
n

nn
. 

 

3) Применим формулу суммы арифметической прогрессии: 

 

n
n

n
aa

n n 






2

1

2
21 1 . 

 

Получим: 

 
 

   
 


































 22

21
lim

222

1
lim

22

21
lim

n

nnnnn

n

nnn

n

n

nnn



 

2

1

02

1

/42

1
lim

42
lim

42

2
lim

22






















 nn

n

n

nnnn

nnn
. 

 

2. Вычислить  

 

 62lim)1 2

3



xx

x
 

463

254
lim)2

2

2

2 



 xx

xx

x
 

 

Решение.  

1) Применяя теоремы о пределах, получим: 

 

  2163326limlimlim262lim 2

33

2

3

2

3


 xxxx
xxxx . 

 

2) Пределы числителя и знаменателя существуют и предел знаменателя 

не равен нулю. Пользуясь теоремой о пределе частного, получаем: 
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2
4

8

42623

22524

463lim

254lim

463

254
lim

2

2

2

2

2

2
2

2

2




















 xx

xx

xx

xx

x

x

x
. 

 

 

3. Вычислить: 

 

23

54
lim)1

2

2

1 



 xx

xx

x
 

654

273
lim)2

2

2

2 



 xx

xx

x
 

122

55
lim)3

23

23

1 



 xxx

xxx

x
 

 

Решение.  

1) При 1x  и числитель, и знаменатель равны нулю: 

 

        02312131;05415141
22

 . 

 

Имеем неопределенность вида 
0

0
. Для ее раскрытия разложим  числитель 

и знаменатель на множители, а потом сократим на их общий множитель: 

 

  
  

.6
1

6

2

5
lim

21

51
lim

23

54
lim

112

2

1



















 x

x

xx

xx

xx

xx

xxx
 

 

2) Здесь также имеем неопределенность 
0

0
. Раскладываем числитель и 

знаменатель на множители, используя известную формулу разложения квад-

ратного трехчлена:   21
2 xxxxacbxax  . 

Определим корни многочленов: 

a

Db
xacbD

2
;4 2,1

2 
 . 

2,3/1,25,0273 21
2  xxDxx . 

2 ,4/3 ,121 ,0654 21
2  xxDxx . 

Тогда: 

  
  

.
11

5

34

13
lim

24/34

23/13
lim

654

23
lim

222

2

2
















 x

x

xx

xx

xx

xx

xxx  
 

3) Разложим многочлены третей степени, стоящие в числителе и знамена-

теле, на множители с помощью группировки: 
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      5115155 2223  xxxxxxxx ; 

      121112122 2223  xxxxxxxx . 

Получаем: 

 

  
  

6
12

51

12

5
lim

121

51
lim

122

55
lim

2

2

12

2

123

23

1





















 x

x

xx

xx

xxx

xxx

xxx
. 

 

4. Найти: 

 

xxx

xx

x 72

31
lim)1

23

32







 







 


xxx

x
1lim)2 2

 











 27

27

3

1
lim)3

33 xxx
 

Решение. 

1) В данном случае имеем неопределенность 



. Для ее раскрытия при-

меним стандартный прием. Вынесем из числителя и знаменателя x  в старшей 

степени, а затем воспользуемся тем, что функции 2/,/ xcxc  и 3/ xc  бесконеч-

но малые при x : 

 

2

1

002

100

71
2

1
31

lim
71

2

1
31

lim
72

31
lim

2

3

2

3

3

3

23

32 








































xx

xx

xx
x

xx
x

xxx

xx

xxx
. 

 

2) Выражение в скобках представляет собой неопределенность вида 

 . Умножим и разделим функцию под знаком предела на выражение, со-

пряженное разности в скобках: 










 





 







 

 xx

xxxxx

xxx
xx 1

11

lim1lim
2

22

2  

 










 xx

x

xx

xxx

xx 1
lim

1

1
lim

22

22

 

2

1

101

1

1/11

1
lim

2








 xx
 

 

в) Здесь также имеем неопределенность вида   при 3x . Произво-
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дим вычитание этих дробей и сокращение на множитель 03 x , переходя к 

пределу, получаем: 

     























  933

183
lim

933

2793
lim

27

27

3

1
lim

2

2

32

2

333 xxx

xx

xxx

xx

xx xxx
 

  

   3

1

27

9

93

6
lim

933

63
lim

2323












 xx

x

xxx

xx

xx
. 

 

5. Вычислить пределы: 

 

1

38
lim)1

1 



 x

x

x
 

x

x

x 



 31

37
lim)2

2
 

x

x

x 



 9

3
lim)3

4

81
 

Решение. 

1) Подставляя значение 1x  в числитель и знаменатель, убеждаемся, что 

имеем неопределенность вида 
0

0
. Для ее раскрытия избавимся от иррацио-

нальности в числителе, домножив числитель и знаменатель на выражение, со-

пряженное числителю: 

 

  
     
















 381

98
lim

381

3838
lim

1

38
lim

111 xx

x

xx

xx

x

x

xxx  

   6

1

381

1

38

1
lim

381

1
lim

11













 xxx

x

xx
. 

 

2) Умножаем числитель и знаменатель на произведение 

  xx  3137 . Получим: 

 

   
   

  
  

  
  

.
372

312

3731

3197

373131

313737















xx

xx

xx

xx

xxx

xxx
 

Тогда: 

  
   3

1

6

2

33

11

37

31
lim

372

312
lim

31

37
lim

222





















 x

x

xx

xx

x

x

xxx
. 

 

3) Введем новую переменную по формуле: 381; 444  ttxxt . 

 

Получаем: 
   6

1

3

1
lim

33

3
lim

9

3
 lim

9

3
 lim

3323

4

81



















 ttt

t

t

t

x

x

tttx
. 
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6. Найти пределы, используя первый замечательный предел 

 

x

x

x

7sin
lim)1

0  
 

2

3

0

5cos5cos
lim)2

x

xx

x




 

x

xx

x

4sin8sin
lim)3

0




  

2
tg1lim)4

1

x
x

x





 

 

Решение. 

1) Преобразуем функцию, чтобы можно было применить первый замеча-

тельный предел: 

 

717
7

7sin
lim7

7

7sin7
lim

7sin
lim

000


 x

x

x

x

x

x

xxx
; 

 

2) Данное выражение содержит неопределенность вида 
0

0
. Преобразуем 

его к виду, содержащему первый замечательный предел: 

 

 










 2

2

02

2

02

3

0

5sin5cos
lim

5cos15cos
lim

5cos5cos
lim

x

xx

x

xx

x

xx

xxx  

 
2510cos25

5

5sin
lim5coslim25

5

5sin
5cos25lim 2

2

002

2

0











 x

x
x

x

x
x

xxx
 

 

3) Воспользуемся формулой 
2

cos
2

sin2sinsin


 . 

Тогда: 











 x

xx

x

xxxx

x

xx

xxx

6cos2sin2
lim2

48
cos

2

48
sin2

lim
4sin8sin

lim
000

 

 

4226cos2lim
2

2sin2
lim6cos2lim

2sin
lim

0000



x

x

x
x

x

x

xxxx
. 

 
4) При указанном изменении аргумента функция представляет собой 

произведение бесконечно малой величины на бесконечно большую (случай 

0 ). 
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Полагая tx 1 , получим: 

  





























2
sin

2
cos

lim
2

ctglim
22

tglim
2

tg1lim
0001 t

t
t

t
ttt

x
x

tttx
 





















2
11

2
0cos

2
sin

2lim
2

2
coslim

2
sin

lim
000 t

t
t

t

t

ttt
. 

 

6. Найти пределы, используя второй замечательный предел 

 

x

x

x













 2

3
lim)1

x
 

2

23

53
lim)2
















x

x x

x

 

x

x
x21lim)3

0



 

 

Решение.  

1) Приведем данный предел к отношению двух вторых замечательных, 

разделив числитель и знаменатель на x : 

 

 
 

 

 
5

2

3

21lim

31lim

21

31
lim

21

31
lim

2

3
lim e

e

e

x

x

x

x

x

x
x

x
x

x

x

x
x

x

x

x

x

x

x


















































. 

 

2) Имеем неопределенность 1 . Выражение в скобках преобразуем к 

сумме единицы и бесконечно малой функции, что позволит воспользоваться 

вторым замечательным пределом: 

 




















































222

23

2353
1lim1

23

53
1lim

23

53
lim

x

x

x

x

x

x x

xx

x

x

x

x
 

.
23

7
1lim

x

x x














  
 

Сделаем следующую замену: 


 yx
y

xyx ;
3

2
;23 . То-

гда: 
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3

2

33

2
23

7
1

7
1lim

7

7
1lim

23

7
1lim

yyx

y

y

y

y

x

x
 

3 7

3/73

2

3 1
1

7
1lim

7
1lim

e
e

yy y

y

y








 








 
 




. 

 

3) Полагая  x2 , найдем 0 , когда 0x , и 

 

      2
2

/1

0

/2

0

/1

0
1lim1lim21lim 
















  ex
x

x
. 

 

7. Найти пределы, используя свойства эквивалентных бесконечно малых 

функций и таблицу эквивалентностей: 

 

x

x

x 4 tg

3sin
lim)1

0
 

xx

ex x

x 2sinsin2

1

lim)2

2

0 








 


 

 20 4arcsin

6 arctg
lim)3

x

xx

x




  

3

75ln
lim)4

2

3 



 x

xx

x
 

 

Решение. 

1) Воспользуемся теоремой о замене функций в пределе отношения экви-

валентными: 

 

4

3

4

3
lim

4~4 tg04

3~3sin03

4 tg

3sin
lim

00







 x

x

xxx

xxx

x

x

xx
. 

 

2) Воспользуемся таблицей эквивалентности: 

 

 
















 











 



2
~cos1 ;~sin

~1

cos1sin2

1

lim
2sinsin2

1

lim 2

2

00

222

x
xxx

xe

xx

ex

xx

ex xx

x

x

x
 

1lim

2
2

lim
3

3

02

2

0







 x

x

x
x

xx

xx
. 
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3) Принимая во внимание, что при  ~arcsin 0  и  ~ arctg , по-

лучаем: 

    8

3

16

6

16

6
lim

4

6
lim

4arcsin

6 arctg
lim

2

2

02020







 x

x

x

xx

x

xx

xxx
. 

 

4) При 3x  получаем неопределенность вида 
0

0
, так как 

1752  xx  и   075ln 2  xx . 

Преобразуем выражение 752  xx  следующим образом: 

 

  0165175 22  xxxx  при 3x . 

 

Так как    ~1ln , то   65~75ln 22  xxxx . Тогда: 

 

    
.123

3

23
lim

3

65
lim

3

75ln
lim

3

2

3

2

3
















 x

xx

x

xx

x

xx

xxx
 

 

8. Исследовать данную функцию на непрерывность: 

 

 
















1           ,2

11  ,2

1       ,4

2

xx

xx

xx

xf . 

 

Решение. Функция определена и непрерывна на интервалах  1; ; 

 1;1  и  ;1 , где она задана непрерывными элементарными функциями. 

Следовательно, разрыв возможен только в точках 11 x  и 12 x . 

Исследуем функцию на непрерывность в точке 11 x . Для этого вычис-

лим односторонние пределы и значение функции в этой точке:  

 

      3414limlim01
0101




xxff
xx

. 

        3212limlim01
22

0101



xxff

xx
; 

      32121
2

1

2 
x

xf . 

Так      10101  fff , то точка 11 x  – точка устранимого 

разрыва. 
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Для точки 12 x : 

 

      3212limlim01 22

0101



xxff

xx
. 

    2122limlim01
0101




xxff
xx

; 

  21221
1


x

xf . 

 

Получили, что    0101  ff , следовательно, функция  xf  терпит 

разрыв в точке 12 x . Точка 12 x  – точка разрыва первого рода, причем ска-

чок     1320101  ffh . 

 

График функции изображен на рис. 2.7. 

 

 

Рис. 2.7 

 

 

Задачи для самостоятельного решения. 

 

1. Найти пределы последовательностей: 

 

 

   23

2

33

43
lim)1





 nn

n

n
 

 
  !13

!1!2
lim)2

nn

nn

n 




 







 



24lim)3 nnnn
n

 
2...941

...321
lim)4

n

n

n 
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2. Используя свойства предела функции, найти пределы: 

 

 435lim)1 2

2



xx

x
 

33

15
lim)2

31 



 xx

x

x
 

158

2110
lim)3

2

2

3 



 xx

xx

x
 

8

10118
lim)4

3

2

2 



 x

xx

x

 

65

4102
lim)5

23 



 xx

x

x
 

25

12
lim)6

1 



 x

x

x
 

x

x

x

28
lim)7

3

0




 












 7

1

149

5
 lim)8

27 xxxx

 


















 131
 lim)9

2

2

3

x

x

x

x

x

 

3. Найти пределы функций, используя первый замечательный предел: 

 

x

x

x 5

sin
lim)1

2

0
 

xx

xx

x 30 coscos

4 tg
lim)2






 

 2sin

4
  lim)3

2

2 



 x

x

x
 
























xctgx

x
4

2ctglim)4

4

 

 

4. Найти пределы функций, используя второй замечательный предел: 

 

  x

x
x

/2

0
31 lim)1 


 

x

x x

x













 3

5
lim)2  

12

34

104
lim)3
















x

x x

x
 

 xxx
x

2ln)32ln(lim)4 


 

 

5. Найти пределы, используя свойства эквивалентных бесконечно малых 

и таблицу эквивалентных бесконечно малых: 

 

x

ee xx

x 3 arctg
lim)1

24

0




  xx

x

x 2cos12tg2

6arcsin
  lim)2

20 
 

 
86

2153ln
lim)3

2

2

2 



 xx

xx

x
 

 
18

1315sin
lim)4

2 tg0 



 xx

xxx
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6. Исследовать на непрерывность и построить график функции. Найти 

скачок функции в точках разрыва. 

 

3

9
)1

2






x

x
y  

   






















1 ,
1

1

1,0 ,1

0    ,

)2

x
x

xx

xx

xf  

 

Ответы 

 

1. 1) 
9

8
  2) 

3

1
 3) 

2

1
 4) 0   

2. 1) 22 2) 3 3) 2 4) 
4

7
 5) 

4

1
 

 6) 2 7) 
12

1
  8) 

5

1
  9)    

3. 1) 0,2 2) 4 3) – 4 4) 2  

4. 1) 2e  2) 2/13e  3) 6e  4) 3/2e   

5. 1) –2 2) 0,5 3) –8,5 4) 
2ln6

5
  

6. 1) 3x  – точка устранимого разрыва 

 
2) 0x  – разрыв первого рода со скачком, равным 1; 1x  – раз-

рыв второго рода 

 

 

 

Практикум 4. Дифференциальное исчисление функции одной переменной 

 

1. Пользуясь основными правилами дифференцирования, найти произ-

водные следующих функций: 

 

  

  
 

Решение.  

1) Воспользуемся правилом 1) и таблицей основных производных, для 

чего преобразуем функцию к виду . Тогда, используя 

43 24 )1 xxxxy    xxy  1 )2 3

xexxy  arcsin tg)3
xx

xx
y

cossin

cossin
 )4






4/53/24 xxxy 
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формулу , получим: 

 

 

. 

 

2) Имеем производную произведения функций, содержащихся в форму-

лах 1), 3) и 16): 

 

. 

 

3)  

 

. 

 

4) Применяем правило 4), формулы 8) и 9): 

 


















xx

xx

cossin

cossin
 

       

 











2
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cossincossincossincossin
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xxxxxxxx

 

 

 

 

 

 

1)(   xx
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3

2
4 x
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xxxxxxx  

          









x

xxxxxxxxxy
2

1
1311)1( 32333

x

x

x

xx

2

17

2

16 333 





   xexx arcsin tg 

 )(arcsin tg)(arcsin tgarcsin) tg( xxx exxexxexx

x
xx

exx
x

ex

x

ex








 arcsin tg

1

 tg

cos

arcsin

22

 







2)cos(sin

)sin(cos)cos(sin)cos(sinsincos

xx

xxxxxxxx

.
)cos(sin

2

)cos(sin

sincossin2cossincossin2cos
22

2222

xxxx

xxxxxxxx
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2. Найти , если . 

 

Решение. Применяем правило 4), частный случай, и формулу 15): 

 

. 

 

3. Применяя правило дифференцирования сложной функции, найти про-

изводные следующих функций: 

 

   

 

Решение.  

1) Введем обозначение . Тогда , и, применяя формулу 

производной сложной функции, получаем: 

. 

2) Функция  – композиция функций  и 

, откуда . 

Функция , в свою очередь, является композицией функций  и 

, поэтому для нахождения ее производной еще раз применим пра-

вило дифференцирования сложной функции: 

 

. 

 

Отсюда окончательно: . 

 

3) Дифференцируем частное двух сложных функций: 

 

 

y
x

y
 arcctg

1


 

  xxx

x

x

x
y

222

2

2 arcctg1

1

arcctg

1

1

arcctg

arcctg












xy arctg)1   xy 3cosln)2 
xe

x
y

4

2

1

2sin
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xu  uy  arctg

 
 xxxx

x
x

u
u

y















12

1

2

1

1

1

1

1

1

1
2

 x3cosln xu 3cos

 uuf cosln)(    )3(cos
3cos

11
)(ln  x

x
u

u
uxy x

x3cos xv 3
vvg cos)( 

  xxxvvvx 3sin333sinsin)(cos)3(cos 




x
x

x
x

x
y 3tg3

3cos

3sin3
)3(cos

3cos

1








24

4242

)1(

)1(2sin)1()2(sin
x

xx

e

exex
y
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. 

4. Используя логарифмическую производную, найти производные функ-

ций: 

 

  

 

Решение.  

1) Прологарифмируем обе части равенства , т.е. 

 

. 

 

Теперь продифференцируем последнее равенство, при этом в левой части 

используем производную сложной функции, а в правой – производную произ-

ведения: 

, т.е.  

 

 

Отсюда  или, так как, что : 

. 

 

2) Непосредственное дифференцирование данной дроби привело бы к 

громоздким вычислениям, поэтому применим логарифмическую производ-

ную. 

Берем логарифм обеих частей равенства: 
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)1(

)(2sin)2(sin2sin2
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exxx
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cos) tgln(sin

2 xx

x
xx

y

y

x

x
xxx

y

y























x
xxyy

sin

1
) tgln(sin   x

xy
cos

 tg
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Дифференцируем обе части полученного равенства, причем левую часть 

 как сложную функцию: 

 

 

 

Отсюда: 
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8

13

1

2

3
3

2

xxx

x
yy  

 
    




























52

8

13

1

2

3

52

12
3

2

4

33

xxx

x

x

xx
. 

 

5. Найти производную  следующих функций: 

 

  

 

Решение.  

1) Так как исходная функция – неявно заданная, то дифференцируя обе 

части уравнения и учитывая, что  – есть функция от , получим 

. Отсюда находим : 

 

. 

 

2) Производная параметрически заданной функции  находится по 

формуле , откуда, в нашем случае: 

 

. 

)(ln xy

 
 

.
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2
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6. Написать уравнение касательной и нормали к кривой  в точ-

ке . Найти угол наклона этой касательной к оси . 

Решение. Уравнение касательной имеет вид (см. формулу 2.6): 

 

. 

 

В данном случае: 

 

 

. 

 

Подставив полученные значения в уравнение касательной, получим: 

 

, т. е . 

Уравнение нормали (2.7) имеет вид . Значит, 

в данном случае уравнение нормали , т. е . 

Определим угол наклона касательной: . 

 

7. Найти: 

1) , где ; 2) , если  

Решение. 

1) Находим первую производную: 

 

. 

 

Отсюда получаем вторую производную . 

А затем и искомую третью: . 

2) Имеем:  

4 xy

50 x Ox
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; . 

 

Получаем: 

 

. . 

 

Тогда . 

 

8. Найти  и , если . 

 

Решение. Поскольку: 

 

 

,  

то 

 

. 

 

9. Используя правило Лопиталя, найти пределы: 

 

  

  

 

Решение. 

1) Подстановка в заданную функцию значения  приводит к неопре-

деленности . Поэтому находим производную каждой функции и получаем: 
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. 

 

2) Поскольку  и  стремятся к бесконечности при , то в 

данном случае имеем неопределенность вида . Применяя правило Лопита-

ля, получим: 

 

 

. 

 

В последнем равенстве мы воспользовались первым замечательным пре-

делом. 

 

3) При , а ; таким образом имеем неопреде-

ленность . Можно предварительно преобразовать выражение под знаком 

предела: 

 

. 

 

4) Имеем неопределенность . Сведем ее к неопределенности , 

приведя дроби к общему знаменателю: 

 

 

. 
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10. Найти: 

 

   

 

Решение. 

1) В этом случае имеем неопределенность вида . Неопределенность 

этого вида, также как и неопределенности вида  и , можно найти, пред-

варительно вычислив предел от логарифма функции. 

Пусть . Прологарифмируем: 

 

. 

Тогда: 

 

. 

 

Так как , то . 

2) Имеем неопределённость . Обозначим . Пролога-

рифмировав, получим: 

 

. 

 

Находим предел: 
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. 

 

Таким образом, , откуда , т.е. 

  .1 tglim
cos2

2






x

x

x

 

3) Здесь неопределенность вида . Обозначим  и пролога-

рифмируем: 

 

. 

Здесь имеем неопределенность . 

 

. 

 

Правило Лопиталя в этом примере применялось дважды. 

 

Так как , то . 

 

11. Найти экстремумы и промежутки монотонности функции 

. 

Решение. Область определения данной функции: . 
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Найдем производную: . 

Область ее определения . 

Приравняв производную нулю , найдем критиче-

ские точки . 

Составим таблицу: 

 

  2  3  

   –7/3   –5/2   

 + 0 – 0 + 

 

Значит,  – точка максимума, ;  – точка миниму-

ма, ; функция возрастает при ; функция 

убывает при . 

12. Найти точки перегиба, промежутки выпуклости и вогнутости функ-

ции . 

Решение. Область определения данной функции . 

Найдем вторую производную: 

 

;  

 

Область ее определения . 

Приравняв  нулю , найдем точки . 

Составим таблицу: 

 

  0  2  
  –1  –15  

 + 0 – 0 + 

 

Значит,  – точки перегиба, функция выпукла при , 

функция вогнута (при . 
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13. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  на 

отрезке . 

Решение. Функция  непрерывна на отрезке . 

Найдем производную: . Она также непрерывна на 

отрезке . 

Приравняв производную нулю , найдем критические 

точки . Точка , а . 

Вычислим значение функции в точке  и на концах отрезка: 

 

. 

 

Значит, наибольшее значение функции , наименьшее зна-

чение функции . 

 

15. Найти асимптоты графика функции . 

Решение. Найдем вертикальные асимптоты. 

Область определения функции . Поскольку: 

 

, 

 

то  – вертикальная асимптота. 

Найдем наклонные асимптоты . При : 
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. 

 

Значит,  – наклонная асимптота. Аналогичным образом получа-

ем, что при  прямая  также является наклонной асимптотой. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Пользуясь основными правилами дифференцирования, найти произ-

водные следующих функций: 

 

  

  

 

2. Применяя правило дифференцирования сложной функции, найти про-

изводные следующих функций: 

  

 

 

3. Используя логарифмическое дифференцирование, найти производные 

следующих функций: 

  

 

4. Найти производную  следующих функций: 

  

 

5. Написать уравнения касательной и нормали к кривой  в 

точке . Найти угол наклона этой касательной к оси . Построить гра-

фик функции, искомую касательную и нормаль. 

 

6. Найти производные указанного порядка следующих функций: 
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, найти  , найти  

, найти  , найти  

 

 

7. Найти  и , если 

 

   

 

8. Используя правило Лопиталя, найти пределы: 

 

  
 

 
 

 

 

9. Найти экстремумы и промежутки монотонности функций: 

 

  

 

10. Найти точки перегиба, промежутки выпуклости и вогнутости функ-

ций: 

 

  

 

11. Найти наибольшее и наименьшее значения функций на указанном от-

резке: 

 

  

 

12. Найти асимптоты графиков следующих функций: 
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Ответы. 

 

1. 1)  
 

 2)  
 

 3)  4)  

   

2. 1)  2)  

 3)  
 

3. 1)  

 2)  

 

   

4. 1)  2)  

5. Касательная: . Нормаль: . Угол:  

6. 
1)                         2)  

 3)  4)  

7. 1)  
 

 
2)  

 

 3)  
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8. 1)  2) 2 3) 0 

 4)  5) 1 6)  

9. 
1)  при ;  при ; 

 возрастает при ; убывает при  

10. 
2)  при ; возрастает при ; убывает 

при  

11. 
; 

 

12. 1)                          2)  

 

 

 

III КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ 

 

3.1 ПРОВЕРОЧНЫЕ ТЕСТЫ 

 

3.1.1 Проверочный тест по теме «Векторная алгебра и матричное ис-

числение» 

 

1. Даны матрицы 









01

32
A  и 














31

42
B , тогда  BA3   

 

Варианты ответов:  

1) 








 34

134
 2) 









32

58
 3) 









 32

70
 4) 







 

30

14
 

5) другой 

ответ 

 

2. Чему равна сумма всех элементов матрицы BA  , если 










































31

21

52

;

352

143

231

BA ? 

 

Варианты ответов: 

1) 26 2) 18 3) 24 4) 20 5) другой ответ 

 

2ln
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2 3e

12max y 1x 20min y 3x
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3. Если определитель второго порядка 2
3

14






x
, то x  

Варианты ответов: 

1) 14 2) 12 3) 8 4) 10 5) другой ответ 

 

4. Найти сумму элементов обратной матрицы 






















231

402

111

A . 

Варианты ответов: 

1) –4 2) –6 3) 0 4) 8 5) другой ответ 

 

5. Сумма модулей всех значений переменных, которые образуют решение 

системы линейных уравнений 














82         

5       

33

z

zy

zyx

, равна 

Варианты ответов: 

1) 9 2) 7 3) 8 4) 10 5) другой ответ 

 

6. Даны три вектора      1 ,2 ,2;1 ,3 ,2;0 ,1 ,1  cba . Длина век-

тора cbad 22   равна 

 

Варианты ответов: 

1) 21 2) 86   3) 146  4) 18 5) другой ответ 

 

7. Векторы заданы своими координатами  3 ,1 ,ka   и  4 ,4 ,4 b . Ес-

ли ba  , то k   

 

Варианты ответов: 

1) 5 2) 4 3) 3 4) 2 5) другой ответ 

 

8. Даны векторы    2 ,5 ,7;1 ,2 ,2  ba , тогда их векторное произве-

дение имеет вид 

 

Варианты ответов: 

1) kji 4119   2) kji 43   3) kji 4119   

4) kji 43   5) другой ответ 
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9. Площадь треугольника, построенного на векторах  0 ,0 ,3a  и 

 1 ,2 ,3b  равна 

 

Варианты ответов: 

1) 1,5 2) 3 3) 5 4) 2,5 5) другой ответ 
 

10. Образуют ли векторы      1 ,1 ,2;1 ,1 ,1;3 ,2 ,1  cba  базис вектор-

ного пространства 
3R ? 

Варианты ответов: 

1) да 2) нет 

 

Ответы к тесту по теме «Векторная алгебра и матричное исчисление» 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

 1 3 4 2 2 3 4 2 5 1 

 

 

 

3.1.2 Проверочный тест по теме «Аналитическая геометрия» 

 

1. Если точка  nmQ ,  находится в середине отрезка с концами  2 ,8 A  

и   12 ,2B , то сумма координат точки Q  равна 

Варианты ответов: 

1) 1 2) –1 3) 2 4) 0 5) другой ответ 

 

2. Угловой коэффициент прямой, проходящей через точки  5,3A  и 

 2,4B  равен: 

Варианты ответов: 

1) –9 2) –7 3) –1/9 4) 7 5) другой ответ 

 

3. Прямые заданы уравнениями 751  xy  и 532  xy . Угол   между 

прямыми равен 

Варианты ответов: 

1) 
8

1
arctg   2) 30  3) 

8

1
arctg  4) 90  5) другой ответ 

 

4. Если 0 cbyx  – уравнение прямой, проходящей через точки (–3, 0) 

и (0, 4), то cb 4  равно 

Варианты ответов: 
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1) 0 2) 1 3) –1 4) 2 5) другой ответ 

 

5. Расстояние от точки  8 ,30M  до прямой 01343  yx  равно 

Варианты ответов: 

1) 4,5 2) 13/6 3) –2 4) 2 5) другой ответ 

 

6. Сумма координат центра и радиуса окружности 

01341022  yxyx  равна 

Варианты ответов: 

1) 6 2) 7 3) 5 4) 8 5) другой ответ 

 

7. Плоскость задана точкой  1,2,1 M  и вектором нормали  2,3,5 N . 

Уравнением этой плоскости является: 

Варианты ответов: 

1) 21235  zyx  

 

2) 3235  zyx  3) 06235  zyx  

 

4) 03235  zyx  5) другой ответ 

 

8. Расстояние от точки  1 ,1 ,20 M  до плоскости 04151216  zyx

равно: 

Варианты ответов: 

1) 4 2) 2 3) 1 4) 3 5) другой ответ 

 

9. Угол между прямыми 
1

1

3

1

4

2









 zyx
 и 

5

1

31

1 




 zyx
 равен 

Варианты ответов: 

1) 30  2) 90  3) 60  4) 0  5) другой ответ 

 

10. Прямая 
3

2

1

1

2

1 







 zyx
 пересекает плоскость 032  zyx  в 

точке с координатами: 

 

Варианты ответов: 

1) (6, –4, 2) 2) (–1, 0, 5) 3) (3, –2, 1) 4) (–3, 1, 8) 5) другой ответ 

 

Ответы к тесту по теме «Аналитическая геометрия» 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

 4 5 3 1 1 2 4 3 2 5 
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3.1.3 Проверочный тест по теме «Основы математического анализа» 

 

1. Область определения функции 
3

1
4

x
xy   равна 

Варианты ответов: 

  0 ; )1    4 ; )2       ;44;0 )3  

   4;00;)4    ;4)5   6) другой ответ 

 

2. Предел последовательности 
22

18
2

2






nn

n
xn  при n  равен 

Варианты ответов: 

0 )1   )2  4 )3   

5,0)4  4)5  6) другой ответ 

 

3. Значение 
209

107
lim

2

2

5 



 xx

xx

x
 равно 

 

Варианты ответов: 

2 )1  3 )2  1 )3  

0)4  )5  6) другой ответ 

 

4. Значение 
2

2

0 4

2tg
lim

x

x

x
 равно 

 

Варианты ответов: 

1 )1  0 )2  0,5 )3  

2)4  2)5   6) другой ответ 

 

5. Значение 

x

x x










 2

1
1lim  равно 

Варианты ответов: 

1 )1  0 )2  e )3  

2)4 e  
e

1
)5  

6) другой ответ 
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6. Функция  

















1               ,

1,
1

432

xa

x
x

xx

xf  непрерывна на всей числовой оси, 

если a  равно 

 

Варианты ответов: 

   1 )1   5 )2  0 )3  

2)4  2)5   6) другой ответ 

 

7. Если   xexf x 42  , то  0f   принимает значение, равное 

 

Варианты ответов: 

   6 )1  5 )2  4 )3  

3)4  2)5  6) другой ответ 

 

8. Значение производной функции 
x

x
y

cos


  в точке 0x равно 

Варианты ответов: 

0 )1  1 )2  2 )3  

 1)4   2)5   6) другой ответ 

 

9. Значение производной неявно заданной функции 3ln 
y

x
y  в точке 

 1 ,3  равно 

 

Варианты ответов: 

0 )1  1 )2  0,5 )3  

     5,0)4   1)5   6) другой ответ 

 

10. Производная xy  параметрически заданной функции 











t
y

tx

1

2ln

 равна 

Варианты ответов: 
2 )1 t  t )2  1 )3 t  

1)4  t  2)5  t  6) другой ответ 
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11. Функция   xexy 21  имеет минимум в точке 

Варианты ответов: 

0 )1  1 )2  5,1 )3   

 5,1)4  1)5   6) другой ответ 

 

12. Для функции 1012032 23  xxxy  точка максимума 0x  прини-

мает значение, равное 

Варианты ответов: 

4 )1   5 )2  5 )3   

        1)4  1)5   6) другой ответ 

 

13. Если m  и M  – наименьшее и наибольшее значения функции 

1

1




x
xy  на отрезке  5 ,2 , то значение выражения Mm 4  равно 

Варианты ответов: 

12 )1  12 )2   20 )3  

  20)4   0  )5  6) другой ответ 

 

14. Уравнение наклонной асимптоты графика функции 
3

652






x

xx
y  

имеет вид 

Варианты ответов: 

2 )1  xy  8 )2  xy  32 )3  xy  

8)4  xy  82)5  xy  6) другой ответ 

 

15. Число точек перегиба графика функции 1234 24  xxxy  равно 

Варианты ответов: 

2 )1  1 )2  0 )3  

3)4  4)5  6) другой ответ 

 

Ответы к тесту по теме «Элементы математического анализа» 

 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

 4 5 2 1 5 2 1 4 3 4 3 2 3 2 1 
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3.2 КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 1 ПО ТЕМЕ  

«ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ» 

 

Задание 1. Найти матрицу C : 

1.    

2.     

3.    

4.     

5.     

6.    

7.     

8.     

9.     

10.    

11.    

12.     

TT BBAC 2 






 











11

11
;

21

32
BA

TT ABAC  






 













21

32
;

16

53
BA

TABBAC )(  






 













86

55
;

32

21
BA

 TABAC  2 


















184

67
;

112

15
BA

 TBABC 3 






















98

72
;

2321

223
BA

TT ABAC  23 




















31

21
;

73

65
BA

 TBABC 3 




















43

21
;

43

12
BA

  AABC T  2 






 















31

14
;

11

21
BA

 ABAC T  






















10

41
;

21

32
BA

TT ABBC  3 


















74

32
;

111

25
BA

 TBAAC  2 






















57

61
;

40

23
BA

TBBAC 4 
























33

46
;

44

42
BA
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13.   TAABC  2   


















2015

1611
;

86

75
BA  

14.  TABBAC    






 











32

11
;

76

35
BA  

15. BBAC T 3    






 











23

15
;

52

41
BA  

16.  TABAC     






















16

53
;

23

12
BA  

17.  TBABC     






 








 


11

11
;

25

12
BA  

18. TT ABBAC  2   
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15
;

74

32
BA  

19. ABBAC T  4   


















73

34
;

28

13
BA  

20. ABBAC T  4   






 











63

21
;

26

12
BA  

21.    ABBAC T  2  



















 


22

51
;

24

12
BA  

22. ABBAC T  3   




















44

56
;

34

12
BA  

23.  22 TABC     
























23

11
;

22

04
BA  

24. ABAC T     


















43

32
;

64

31
BA  

25.    BAABC T  2  

















 


13

12
;

04

32
BA  

26.    BABAC  3   






















13

13
;

15

42
BA  
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27.   TABAC  2    


















37

34
;

57

12
BA  

28.   BBAC
T
 4    







 













21

31
;

75

43
BA  

29. BBAC T 3    


















85

21
;

63

52
BA  

30. TABAC 4    
























37

41
;

35

12
BA . 

 

Задание 2. Вычислить следующие определители 

1. 

513

651

912

)б
22

65
)а








  2. 

519

251

732

)б
43

13
)а








 

3. 

122

212

221

)б
21

75
)а






  4. 

139

124

111

)б
46

23
)а


 

5. 

839

424

211

)б
67

42
)а







  6. 

639

424

211

)б
67

42
)а







 

7. 

351

493

372

)б
15

43
)а




  8. 

153

132

543

)б
67

512
)а








 

9. 

325

436

752

)б
510

612
)а





 10. 

125

231

135

)б
67

1420
)а






 

11. 

012

423

321

)б
671

421
)а








  12. 

654

322

231

)б
67

412
)а








 

13. 

605

342

231

)б
54

32
)а 






 14. 

013

323

231

)б
87

412
)а
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15. 

665

321

231

)б
41

320
)а






 16. 

614

322

231

)б
16

223
)а






 

17. 

604

3213

231

)б
67

43
)а








 18. 

602

322

232

)б
14

422
)а






 

19. 

602

322

232

)б
14

422
)а






 20. 

683

321

232

)б
62

313
)а










 

21. 

612

321

239

)б
67

41
)а








  22. 

8122

305

461

)б
38

45
)а 


 

23. 

343

101

232

)б
53

42
)а






  24. 

116

432

115

)б
54

102
)а






 

25. 

312

281

111

)б
74

53
)а 


  26. 

424

123

812

)б
13

32
)а




 

27. 

224

143

501

)б
35

1210
)а










 28. 

533

411

342

)б
13

24
)а








 

29. 

345

414

413

)б
53

54
)а 






 30. 

211

145

333

)б
167

63
)а








 

 

Задание 3. Решить систему уравнений, используя правило Крамера, мат-

ричным методом и методом Гаусса: 

 

1. 














282

53

422

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  2. 














15865

6237

532

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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3. 















1242

32

53

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  4. 















4523

74

03

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

5. 















432

743

1565

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  6. 















423

322

64

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

7. 














932

43            

3424

321

31

321

xxx

xx

xxx

  8. 














122

243

13

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

9. 














52

7623

285

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  10. 














5          4

124

732

21

321

321

xx

xxx

xxx

 

 

11. 














33

5432

232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  12. 














435

723

6

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

13. 














05

432

8243

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  14. 














35

1243

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

15. 














1252

23

4323

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  16. 














5223

042

152

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

17. 














12

1735

104

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  18. 














222

6

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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19. 















13356

1235

23

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  20. 















15243

1035

62

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

21. 















0352

633

545

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  22. 















32

322

443

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

23. 














02

83

1542

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  24. 














523

92

103

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

25. 














9        87

12654

632

21

321

321

xx

xxx

xxx

  26. 














132

332

823

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

27. 














58103

2462

532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  28. 














83

6

1332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

29. 














233

723

332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  30. 














9524

523

62

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

Задание 4. Найти ранг матрицы 

1. 





























1041011

3133

1461416

4245

 2. 





























32334

2612410

2612410

41311
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3. 





























51534

2512172

2021646

52317

 4. 



























1220

1121

2263

1223

 

 

5. 





















 21422

71321

53112

54321

  6. 



























23450

12103

66759

31206

 

 

7. 





























7167

4221

1102

3121

  8. 

































6511

27157

11720

1342

5231

 

 

9. 

























1523

4106

71183

2379

   10. 





























54474

13110

24121

01342

 

 

11. 





























52334

42243

1266129

14517

  12. 



























9717

3241

1571

5113

 

 

13. 





























443683

12513

12316

12530

  14. 





























12262

4252

211115

2321

 

 



122 

 

15. 

























167312

5335

8101816

1263

   16. 



























10243

227117

10317

6731

 

 

17. 



























2754

1977

1531

4312

    18. 





























721183

10133

32343

42210

 

 

19. 





























05211

45011

23201

21141

   20. 





























8218125

41963

01642

40321

 

 

21. 





























51124

186151233

1136615

11427

  22. 





























5825

4523

3221

1302

 

 

23. 



























1614

6420

3012

2101

4321

    24. 

























811127

3642

1701

2143

 

 

25. 





















8023

9659

7346

5123

     26. 





























14157

70531

43235

52313

 

 



123 

 

27. 





























7124

5113

1302

5412

2121

   28. 

























52185

8951

2531

1372

 

 

29. 





























31370

13031

31110

44321

  30. 





























22152

21123

32112

11121

 

 

Задание 5. Даны три вектора cba ,, . Требуется найти: а) вектор d , его 

модуль и направляющие косинусы; записать орт вектора 0d ; б) скалярное и 

векторное произведения векторов ba   и ab  ; в) смешанное произведение 

векторов cba ,, . 

1.  ;3,6,3 a  ;3 2, 0, b  ;1 2, 4, c  .
3

cb
a

d   

2.  ;0,1,3a  ;9 6, 3,b  ;1 1, 1,c  .2
3

c
b

ad   

3.  ;2,4,2 a  ;1 10, 2,b  ;3 1, 4,c  .2
2

cb
a

d   

4.  ;0,1,3a  ;1 1, 1, b  ;2 2, 6, c  .
2

2
c

bad   

5.  ;2,2,1a  ;4 3, 2,b  ;3 1, 5,c  .2 cbad   

6.  ;5,2,3 a  ;4 1, 1, b  ;1 3, 1, c  .2cbad   

7.  ;9,8,7 a  ;1 1, 1, b  ;4 0, 2,c  .
2

c
bad   

8.  ;1,3,2 a  ;4 1, 0,b  ;3 2, 5, c  .2 cbad   

9.  ;1,2,1a  ;1 2, 3,b  ;1 0, 1, c  .32 cbad   

10.  ;1,5,3 a  ;2 2, 0, b  ;3 2, 2,c  .2
2

c
b

ad   

11.  ;1,6,3 a  ;5 4, 1, b  ;21 4, 2, c  .
2

c
bad   

12.  ;1,4,3 a  ;5 3, 2,b  ;1 0, 1,c  .32 cbad   
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13.  ;1,1,3a  ;9 6, 3, b  ;1 1, 2,c  .
3

c
b

ad   

14.  ;4,2,1a  ;2 1, 5,b  ;1 ,1 3, c  .23 cbad   

15.  ;5,3,4 a  ;2 1, 3,b  ;2 4, 2, c  .
2

3
c

bad   

16.  ;0,3,2a  ;2 ,3 0, b  ;1 ,1 1, c  .232 cbad   

17.  ;1,3,3a  ;2 6, 0, b  ;1 1, ,1c  .
2

c
b

ad   

18.  ;1,1,2a  ;2 0, 4,b  ;1 3, ,1c  .
2

2 c
b

ad   

19.  ;5,1,2 a  ;0 ,4 8, b  ;1 1, ,1c  .2
4

c
b

ad   

20.  ;1,3,2 a  ;5 4, 2,b  ;0 4, ,4 c  .
4

2
c

bad   

21.  ;0,1,2a  ;1 ,2 3, b  ;4 ,1 1, c  .423 cbad   

22.  ;1,5,2 a  ;1 ,5 ,2 b  ;12 ,3 6, c  .
3

c
bad   

23.  ;4,2,12 a  ;3 2, ,4b  ;3 4, 3,c  .2
2

cb
a

d   

24.  ;2,2,4 a  ;2 1, ,2b  ;6 ,3 2, c  .2
2

cb
a

d   

25.  ;1,1,2a  ;0 ,5 ,1b  ;2 ,4 4, c  .
2

2
c

bad   

26.  ;0,2,5a  ;1 ,5 ,2b  ;6 ,3 3, c  .
3

c
bad   

27.  ;1,1,2 a  ;1 ,2 3,b  ;1 ,1 1, c  .43 cbad   

28.  ;0,2,6a  ;1 1, ,1 b  ;2 ,2 5,c  .2
2

cb
a

d   

29.  ;6,4,2 a  ;6 ,3 ,9 b  ;1 0, ,3 c  .2
3

c
b

ad   

30.  ;1,5,2 a  ;1 ,5 ,2 b  ;4 ,12 4, c  .
4

c
bad   
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Задание 6. Векторы a  и b  заданы координатами. Найти: 

а) длины векторов a  и b ; б) косинус угла между векторами a  и b ;          

в) проекцию вектора b  на вектор a . 

 

Вариант xa  ya  
za  xb  yb  

zb  

1 –2 10 10 8 3 2 

2 –7 –2 6 10 –8 3 

3 –6 7 11 –1 2 –2 

4 7 –4 9 11 1 2 

5 7 –1 7 9 5 –8 

6 –5 7 11 –9 2 –10 

7 0 –4 –4 –1 –3 –8 

8 –10 –6 1 –5 7 –6 

9 2 –10 1 10 –6 1 

10 5 10 3 6 –5 –2 

11 5 11 –5 –4 1 –9 

12 –1 –2 –4 –6 8 5 

13 –2 2 –7 11 –7 –5 

14 6 –4 10 –7 –3 2 

15 –1 3 6 –2 –3 8 

16 –1 10 –8 –10 –6 5 

17 11 –9 3 –6 9 11 

18 18 10 1 –10 –1 –10 

19 19 11 –3 6 9 2 

20 20 –7 –10 –6 –7 –4 

21 21 0 –1 11 7 11 

22 1 8 10 6 –7 –1 

23 5 7 6 5 –5 –5 
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Вариант xa  ya  za  xb  yb  zb  

24 –10 2 9 –4 –5 –1 

25 –2 –3 –6 –1 2 –4 

26 –10 –4 –3 6 2 11 

27 4 –8 10 9 1 5 

28 –1 9 5 5 –9 6 

29 10 0 5 5 –3 11 

30 –10 –9 –8 –4 3 –6 

 

Задание 7. Треугольник ABC дополнен до параллелограмма ABCD (отре-

зок AC его диагональ). Найти: а) координаты вершины D; б) длину высоты па-

раллелограмма, опущенной из вершины D; в) координаты центра тяжести тре-

угольника ABC. 

 

1.      10 ,3 ,4;0 ,7 ,0;7 ,1 ,0  CBA  

2.      4 ,0 ,10;2 ,6 ,6;0 ,4 ,6 CBA   

3.      0 ,5 ,3;7 ,3 ,3;2 ,1 ,1  CBA  

4.      7 ,9 ,5;4 ,2 ,3;5 ,4 ,2 CBA   

5.      0 ,5 ,8;7 ,5 ,10;6 ,1 ,0  CBA  

6.      8 ,9 ,1;10 ,1 ,5;7 ,1 ,1 CBA   

7.      1 ,0 ,9;1 ,5 ,1;5 ,1 ,1 CBA  

8.      2 ,2 ,2;10 ,0 ,4;4 ,2 ,2  CBA  

9.      4 ,0 ,9;1 ,5 ,1;6 ,1 ,1 CBA  

10.      6 ,5 ,5;5 ,3 ,9;1 ,1 ,1  CBA  

11.      19 ,1 ,6;2 ,3 ,1;5 ,3 ,2 CBA   

12.      0 ,4 ,6;0 ,8 ,4;1 ,0 ,2  CBA  

13.      2 ,4 ,5;8 ,7 ,5;10- ,5 ,1  CBA  

14.      3 ,3 ,3;1 ,2 ,5;3 ,1 ,2  CBA  

15.      2 ,26 ,6;2 ,8 ,4;0 ,6 ,2  CBA  

16.      2 ,7 ,5;6 ,6 ,4;9 ,3 ,8  CBA  

17.      1 ,5 ,3;2 ,1 ,7;6 ,1 ,1  CBA  

18.      7 ,4 ,8;1 ,4 ,10;9 ,2 ,0  CBA  

19.      6 ,6 ,0;9 ,2 ,10;5 ,2 ,2  CBA  

20.      1 ,2 ,2;2 ,3 ,8;0 ,1 ,0  CBA  
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21.      5 ,5 ,4;10 ,3 ,4;6 ,1 ,0  CBA  

22.      1 ,4 ,3;6 ,2 ,3;4 ,0 ,1  CBA  

23.      2 ,5 ,4;8 ,3 ,4;10 ,1 ,0  CBA  

24.      2 ,7 ,2;1 ,7 ,4;2 ,1 ,2  CBA  

25.      4 ,5 ,2;7 ,5 ,2;2 ,1 ,0  CBA  

26.      1 ,8 ,1;9 ,8 ,5;1 ,2 ,1  CBA  

27.      1 ,10 ,3;1 ,5 ,4;3 ,2 ,1  CBA  

28.      1 ,2 ,4;2 ,3 ,1;1 ,2 ,4  CBA  

29.      5 ,1 ,6;1 ,4 ,2;4 ,0 ,2  CBA  

30.      7 ,9 ,1;3 ,5 ,3;5 ,1 ,1  CBA  

 

Задание 8. Даны вершины пирамиды ABCD. Найти: 

а) площадь основания АВС; б) объем пирамиды ABCD; в) длину высоты, 

опущенной из вершины D. 

 

1.        1 ,2 ,4;1 ,3 ,3;2 ,1 ,7;4 ,2 ,7  DCBA  

2.        3 ,6 ,4;1 ,0 ,1;1 ,2 ,2;6 ,3 ,1  DCBA  

3.        6 ,4 ,1;4 ,8 ,4;1 ,7 ,1;4 ,0 ,2  DCBA  

4.        1 ,3 ,6;3 ,2 ,1;0 ,4 ,3;2 ,0 ,1 DCBA   

5.        2 ,1 ,4;7 ,3 ,6;8 ,4 ,5;1 ,3 ,2  DCBA  

6.        6 ,2 ,3;4 ,5 ,5;3 ,1 ,4;1 ,1 ,2  DCBA  

7.        3 ,2 ,2;0 ,2 ,2;8 ,6 ,2;1 ,1 ,2  DCBA  

8.        7 ,1 ,4;1 ,5 ,3;4 ,1 ,3;1 ,2 ,7  DCBA  

9.        1 ,9 ,7;9 ,3 ,5;3 ,5 ,1;2 ,4 ,7  DCBA  

10.        0 ,2 ,1;4 ,2 ,1;3 ,0 ,7;8 ,0 ,2  DCBA  

11.        0 ,2 ,1;5 ,2 ,0;1 ,3 ,0;0 ,4 ,3 DCBA   

12.        2 ,1 ,0;4 ,2 ,1;0 ,5 ,2;0 ,2 ,5 DCBA  

13.        0 ,2 ,1;5 ,14 ,2;01 ,2 ,11;01 ,5 ,10 DCBA   

14.        5 ,2 ,2;0 ,1 ,2;1 ,2 ,1;2 ,1 ,3 DCBA   

15.        4 ,0 ,2;3 ,3 ,3;3 ,2 ,3;1 ,3 ,1  DCBA  

16.        1 ,2 ,1;5 ,0 ,7;4 ,2 ,1;1 ,1 ,3  DCBA  

17.        2 ,0 ,1;9 ,3 ,1;3 ,7 ,2;1 ,2 ,5 DCBA   

18.        6 ,5 ,1;5 ,1 ,3;0 ,4 ,0;2 ,2 ,2  DCBA  

19.        0 ,1 ,2;0 ,4 ,5;4 ,4 ,8;2 ,6 ,1 DCBA   

20.        2 ,9 ,3;0 ,1 ,2;3 ,2 ,0;1 ,1 ,3  DCBA  

21.        1 ,0 ,0;1 ,7 ,2;2 ,5 ,1;1 ,0 ,6 DCBA   
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22.        1 ,1 ,2;1 ,2 ,0;1 ,1 ,4;6 ,2 ,1  DCBA  

23.        7 ,3 ,6;2 ,1 ,4;1 ,3 ,2;8 ,4 ,5 DCBA   

24.        1 ,3 ,4;3 ,6 ,7;1 ,4 ,2;3 ,2 ,1  DCBA  

25.        8 ,3 ,6;4 ,1 ,1;2 ,1 ,2;2 ,1 ,1  DCBA  

26.        0 ,1 ,1;3 ,1 ,0;2 ,1 ,2;0 ,1 ,2  DCBA  

27.        3 ,2 ,2;4 ,2 ,3;1 ,2 ,0;5 ,3 ,2  DCBA  

28.        6 ,0 ,1;3 ,4 ,2;3 ,2 ,1;4 ,5 ,1 DCBA   

29.        6 ,0 ,1;3 ,4 ,2;3 ,2 ,1;4 ,5 ,1 DCBA   

30.        2 ,7 ,3;3 ,2 ,6;5 ,3 ,2;1 ,0 ,2 DCBA  

 

Задание 9. Даны вершины треугольника ABC. Найдите: а) уравнение и 

длину высоты AH; б) уравнение медианы AM; в) уравнение прямой, прохо-

дящей через вершину A параллельно стороне BC; г) косинус угла при вер-

шине A. 

 

1.      2 ,5;5 ,2;6,6  CBA .  2.      1 ,0;4 ,3;11 ,9  CBA . 

3.      4 ,3;1 ,0;2,1 CBA  .  4.      2 ,4;1 ,6;1,2 CBA  . 

5.      6 ,9;3 ,12;3,0  CBA . 6.      2 ,8;3 ,4;2,1  CBA . 

7.      9 ,6;5 ,2;15,4  CBA .  8.      1 ,6;5 ,2;20,4  CBA . 

9.      1 ,5;5 ,3;15,3 CBA  .  10.      2 ,3;5 ,3;15,3  CBA . 

11.      1 ,4;2 ,5;3,3 CBA  .  12.      6 ,4;7 ,8;2,6 CBA . 

13.      1 ,1;4 ,3;2,1 CBA .   14.      0 ,5;6 ,3;4,0  CBA . 

15.      6 ,6;5 ,3;20,6 CBA  . 16.      17 ,11;5 ,2;10,7  CBA . 

17.      1 ,5;5 ,3;10,3 CBA  .  18.      3 ,7;4 ,3;11,9  CBA . 

19.      11 ,9;5 ,3;5,9 CBA  .  20.      8 ,6;2 ,0;4,2 CBA  . 

21.      4 ,8;1 ,5;3,3 CBA .  22.      11 ,8;5 ,2;10,11  CBA  

23.      4 ,8;2 ,3;1,0 CBA .  24.      4 ,2;1 ,0;3,4  CBA . 

25.      4 ,4;5 ,1;3,3 CBA .  26.      2 ,8;1 ,2;1,1 CBA  . 

27.      4 ,3;1 ,8;0,7 CBA  .  28.      5 ,2;0 ,3;4,1  CBA . 

29.      8 ,6;3 ,1;3,2 CBA  .  30.      5 ,0;1 ,4;4,2  CBA . 

 

 

Задание 10. Определить вид кривой, найти основные параметры (для 

окружности – центр и радиус; для эллипса – оси, координаты фокусов, эксцен-

триситет; для параболы – координаты вершины, фокуса и уравнение дирек-

трисы; для гиперболы – оси, координаты фокусов, эксцентриситет, уравнения 

асимптот). Сделать чертеж. 
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1. 1) yxx  82 ;   2) 0122 22  yyxx . 

2. 1) yxx  152 ;  2) 0117 22  yx . 

3. 1) 0125 22  yx ;  2) 0106 22  yxx . 

4. 1) 168 22  yx ;   2) 02322 22  yyxx . 

5. 1) 40203 22  yx ;  2) 0584 22  yyx . 

6. 1) xyy  632 ;  2) 0144 22  yyxx  

7. 1) xyy  72 ;   2) 0844 22  yyxx . 

8. 1) yxx  82 ;   2) 0442 22  yyxx . 

9. 1) 45 22  yx ;   2) 08844 22  yyxx . 

10. 1) 5036 22  yx ;  2) 015309303 22  yyxx . 

11. 1) yxx  632 ;  2) 0181224 22  yyxx . 

12. 1) 0124 22  yxx ; 2) yxx  642 . 

13. 1) xyy  42 ;  2) 01142 22  yyxx . 

14. 1) 392  xyy ;  2) 029189164 22  yyxx . 

15. 1) 126 22  yx ;   2) 0142 2  yxx . 

16. 1) 0124 22  yxx ; 2) 02422  yxy . 

17. 1) 01008 22  yx ;  2) 03118984 22  yyxx . 

18. 1) 06072 22  yx ;  2) 03236984 22  yyxx . 

19. 1) 011102  yxx ; 2) 0442 22  yyxx . 

20. 1) 0168 22  yx ;  2) 0722 22  yyxx . 

21. 1) 055410 22  yx ; 2) yxx  152 . 

22. 1) 3649 22  yx ;  2) 0364 22  yyxx . 

23. 1) 80205 22  yx ;  2) 02782505 22  yyxx . 

24. 1) xyy  122 ;  2) 0442 22  yyxx . 

25. 1) 164 22  yx ;  2) 011164189 22  yyxx . 

26. 1) 0163 2  yxx ; 2) 0161416909 22  yyxx . 

27. 1) 04562  xyy ; 2) 0181224 22  yyxx . 

28. 1) 6416 22  yx ;  2) 0120123484 22  yyxx . 
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29. 1) 100425 22  yx ;  2) 054614 22  yyxx . 

30. 1) 02242  xyy ; 2) 01645025369 22  yyxx . 

 

 

Задание 11. Написать уравнение плоскости проходящей через точку A , 

перпендикулярно вектору BC . 

 

Вариант 
Точка A  Точка B  Точка C  

x  y  z  x  y  z  x  y  z  

1 2 –3 –1 3 4 1 1 –2 –3 

2 –1 3 4 –1 5 0 2 6 1 

3 4 –2 0 1 –1 –5 –2 1 –3 

4 –8 0 7 –3 2 4 –1 4 5 

5 7 –5 1 5 –1 –3 3 0 –4 

6 –3 5 2 –4 0 3 –3 2 5 

7 1 –1 8 –4 –3 10 –1 –1 7 

8 –2 0 –5 2 7 –3 1 10 –1 

9 1 9 –4 5 7 1 3 5 0 

10 –7 0 3 1 –5 –4 2 –3 0 

11 0 –3 5 –7 2 6 –3 2 4 

12 5 –1 2 2 –4 3 4 –1 3 

13 –3 7 2 3 5 1 4 5 3 

14 0 –2 8 4 3 2 1 4 3 

15 1 –1 5 0 7 8 –1 3 8 

16 –4 0 9 12 4 11 8 5 15 

17 3 –3 6 1 9 –5 6 6 –4 

18 2 1 7 9 0 2 9 2 3 

19 –7 1 –4 8 11 –3 9 9 –1 

20 1 0 –6 –7 2 1 –9 6 1 
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Вариант 
Точка A  Точка B  Точка C  

x  y  z  x  y  z  x  y  z  

21 –3 1 0 6 3 3 9 4 –2 

22 –4 –2 5 3 –3 –7 9 3 –7 

23 0 –8 10 –5 5 7 –8 0 4 

24 1 –5 –2 6 –2 1 2 –2 –2 

25 0 7 –9 –1 8 –11 –4 3 –12 

26 –3 –1 7 0 2 –6 2 3 –5 

27 5 3 –1 0 0 –3 5 –1 0 

28 –1 2 –2 13 14 1 14 15 2 

29 7 –5 0 8 3 –1 8 5 1 

30 –3 6 4 8 –3 5 10 –3 7 

 

Задание 12. Найти расстояние от точки 0M  до плоскости, проходящей через 

три точки 321 ,, MMM . 

 

Вариант Точка 1M  Точка 2M  Точка 3M  Точка 0M  

                        
1 3 4 7 1 5 4 5 2 0 12 7 1 

2 1 2 3 4 1 0 2 1 2 1 6 5 

3 3 1 1 9 1 2 3 5 4 7 0 1 

4 1 1 1 2 0 3 2 1 1 2 4 2 

5 1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 1 4 

6 1 0 2 1 2 1 2 2 1 5 9 1 

7 1 2 3 1 0 1 2 1 6 3 2 9 

8 3 0 1 2 3 5 6 0 3 6 7 10 

9 1 2 4 1 2 4 3 0 1 2 3 5 

10 0 3 1 4 1 2 2 1 5 3 4 5 
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Вариант 
Точка 1M  Точка 2M  Точка 3M  Точка 0M  

x  y  z  x  y  z  x  y  z  x  y  z  

11 1 3 0 4 –1 2 3 0 1 4 3 0 

12 –2 –1 –1 0 3 2 3 1 –4 –21 20 –16 

13 –3 –5 6 2 1 –4 0 –3 –1 3 6 68 

14 2 –4 –3 5 –6 0 –1 3 –3 2 –10 8 

15 1 –1 2 2 1 2 1 1 4 –3 2 7 

16 1 3 6 2 2 1 –1 0 1 5 –4 5 

17 –4 2 6 2 –3 0 –10 5 8 –12 1 8 

18 7 2 4 7 –1 –2 –5 –2 –1 10 1 8 

19 2 1 4 3 5 –2 –7 –3 2 –3 1 8 

20 –1 –5 2 –6 0 –3 3 6 –3 10 –8 –7 

21 0 –1 –1 –2 3 5 1 –5 –9 –4 –13 6 

22 5 2 0 2 5 0 1 2 4 –3 –6 –8 

23 2 –1 –2 1 2 1 5 0 –6 14 –3 7 

24 –2 0 –4 –1 7 1 4 –8 –4 –6 5 5 

25 14 4 5 –5 –3 2 –2 –6 –3 –1 –8 7 

26 1 2 0 3 0 –3 5 2 6 –13 –8 16 

27 2 –1 2 1 2 –1 3 2 1 –5 3 7 

28 1 1 2 –1 1 3 2 –2 4 2 3 8 

29 2 3 7 4 1 –2 6 3 7 –5 –4 6 

30 1 1 –1 2 3 1 3 2 1 –3 –7 6 
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Задание 13.  

Найти угол между плоскостями 01111  DzCxBxA  и 

02222  DzCxBxA . 

 

Вариант  1A  1B  1C  1D  2A  2B  2C  2D  

1 1 –3 0 5 2 –1 5 –16 

2 1 –3 1 –1 1 0 1 –1 

3 4 –5 3 –1 1 –4 –1 9 

4 3 –1 2 15 5 9 –3 –1 

5 6 2 –4 17 9 3 –6 –4 

6 1 2  1 –1 1 2  –1 3 

7 0 3 –1 0 0 2 1 0 

8 6 3 –2 0 1 2 6 –12 

9 1 2 2 –3 16 12 –15 –1 

10 2 –1 5 16 1 2 3 8 

11 2 2 1 –1 1 0 1 –1 

12 3 1 1 –4 0 1 1 5 

13 3 –2 –2 –16 1 1 –3 –7 

14 2 2 1 9 1 –1 3 –1 

15 1 2 2 –3 1 –1 2 5 

16 3 2 –3 –1 1 1 1 –7 

17 1 –3 –2 –8 1 1 –1 3 

18 3 –2 3 23 0 1 1 5 

19 1 1 3 –7 0 1 1 –1 

20 1 –2 2 17 1 –2 0 –1 

21 1 2 0 –1 1 1 0 6 

22 2 0 –1 5 2 3 0 –7 

23 5 3 1 –18 0 2 1 –9 
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Вариант  1A  1B  1C  1D  2A  2B  2C  2D  

24 4 0 3 –2 1 2 2 5 

25 1 4 –1 1 2 1 4 –3 

26 0 2 1 –9 1 –1 2 –1 

27 2 –6 14 –1 5 –15 35 –3 

28 1 –1 7 –1 2 –2 0 –5 

29 3 –1 0 –5 2 1 0 –3 

30 1 1 2  –3 1 –1 2  –1 

 

Задание 14. Написать каноническое уравнение прямой 

 









0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 

 

Вариант  1A  1B  1C  1D  2A  2B  2C  2D  

1 2 1 1 –2 2 –1 –3 6 

2 1 –3 2 2 1 3 1 14 

3 1 –2 1 –4 2 2 –1 –8 

4 1 1 1 –2 1 –1 –2 2 

5 2 3 1 6 1 –3 –2 3 

6 3 1 –1 –6 3 –1 2 0 

7 1 5 2 11 1 –1 –1 –1 

8 3 4 –2 1 2 –4 3 4 

9 5 1 –3 4 1 –1 2 2 

10 1 –1 –1 –2 1 –2 1 4 

11 4 1 –3 2 2 –1 1 –8 

12 3 3 –2 –1 2 –3 1 6 

13 6 –7 –4 –2 1 7 –1 –5 
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Вариант  1A  1B  1C  1D  2A  2B  2C  2D  

14 8 –1 –3 –1 1 1 1 10 

15 6 –5 –4 8 6 5 3 4 

16 1 5 –1 –5 2 –5 2 5 

17 2 –3 1 6 1 –3 –2 3 

18 5 1 2 4 1 –1 –3 2 

19 4 1 1 2 2 –1 –3 –8 

20 2 1 –3 –2 2 –1 1 6 

21 1 1 –2 –2 1 –1 1 2 

22 1 5 –1 1 1 –1 2 –1 

23 1 –1 1 –2 1 –2 –1 4 

24 6 –7 –1 –2 1 7 –4 –5 

25 1 5 2 –5 2 –5 –1 5 

26 1 –3 1 2 1 3 2 14 

27 2 3 –2 6 1 –3 1 3 

28 3 4 3 1 2 –4 –2 4 

29 3 3 1 –1 2 –3 –2 6 

30 6 –5 3 8 6 5 –4 4 

 

Задание 15. Найти точку пересечения прямой  и 

плоскости . 

 

Вариант           

1 2 3 –1 –1 –1 4 1 2 3 14 

2 1 3 1 3 4 5 1 2 5 0 

 

p

zz

n

yy

m

xx 000 







0 DCzByAx

0x 0y 0z m n p A B C D
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Вариант 0x  0y  0z  m  n  p  A  B  C  D  

3 1 –5 1 –1 4 2 1 –3 7 –24 

4 1 0 –3 1 0 2 2 –1 4 0 

5 5 3 2 1 –1 0 3 1 –5 –12 

6 –1 –2 3 –3 2 –2 1 3 –5 9 

7 1 2 –1 –2 1 –1 1 –2 5 7 

8 1 2 4 2 0 1 1 –2 4 –19 

9 –2 1 –4 –1 1 –1 2 –1 3 23 

10 –2 2 –3 1 0 0 2 –3 –5 –7 

11 1 1 –2 2 –1 3 4 2 –1 –11 

12 1 –1 1 1 0 –1 3 –2 –4 –8 

13 –2 1 –3 –1 1 1 1 2 –1 –2 

14 –3 2 –2 1 –5 3 5 –1 4 3 

15 2 2 4 2 –1 3 1 3 5 –42 

16 3 4 4 –1 5 2 7 1 4 –47 

17 –3 1 1 2 3 5 2 3 7 –52 

18 3 –1 –3 2 3 2 3 4 7 –16 

19 5 2 –4 –2 0 –1 2 –5 4 24 

20 1 8 –5 8 –5 12 1 –2 –3 18 

21 3 1 –5 1 –1 0 1 7 3 11 

22 5 –3 1 –1 5 2 3 7 –5 –11 

23 1 2 6 7 1 –1 4 1 –6 –5 

24 3 –2 8 1 –1 0 5 9 4 –25 

25 –1 0 –1 –2 0 3 1 4 13 –23 

26 –1 3 –5 6 1 3 3 –2 5 –3 

27 2 1 –3 4 –3 –2 3 –1 4 0 
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Вариант 0x  0y  0z  m  n  p  A  B  C  D  

28 1 –2 3 2 –5 –2 1 2 –5 16 

29 1 3 –2 1 0 –2 3 –7 –2 7 

30 –3 2 –5 0 –3 11 5 7 9 –32 

 

 

 

3.2.1 Решение типового варианта контрольной работы № 1 

 

Задание 1. Найти матрицу )()( BEBAC T  , где: 

 











43

21
A ; 










42

53
B ; 










10

01
E . 

 

Решение: По правилам выполнения арифметических операций, сначала 

выполняем операции, указанные в скобках. Найдем суммы матриц: 

 





























85

74

42

53

43

21
BA    










87

54T
BA ; 





























52

54

42

53

10

01
BE . 

 

Теперь найдем произведение полученных матриц: 

 








































7544

4526

58572847

55542544

52

54

87

54
.  

 

 

Задание 2. Вычислить следующие определители: 

 

  

  

 

37

88
)а





433

323

302

)б
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Решение.  

а) Согласно определению:  

 

      8056247838
37

88





. 

 

б) Применим правило треугольника: 

 

      



 330333422

433

323

302

 

    4718182716330332323  . 

 

Задание 3. Решить систему линейных уравнений, используя правило 

Крамера, матричным методом и методом Гаусса: 

 















732

1

12

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

 

Решение (правило Крамера). Согласно правилу Крамера нужно соста-

вить определители системы и соответствующие каждому неизвестному. И за-

тем по формуле 



 i

ix  найти решение. 

Найдем определитель системы: 

 

    431
13

11
11

130

110

121

312

110

121
11










. 

 

Найдем определители для каждого неизвестного, заменяя столбец коэф-

фициентов при этом неизвестном, столбцом свободных членов: 

 

    4124
11

12
14

314

110

120

317

111

121
13

1 


; 
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  451
15

11
11

150

110

111

372

110

111
11

2 


. 

  8)26(
62

11
11

762

100

111

712

110

121
32

3 









. 

 

Теперь определим значения неизвестных: 

 

1
4

41
1 




x ; 1

4

42
2 







x ; 2

4

83
3 




x . 

 

Решение (матричным методом): 

Введем обозначения: 

 



















312

110

121

A ; 


















3

2

1

x

x

x

X ; 


















7

1

1

B , 

 

Тогда исходную систему можно переписать в виде: BXA  . 

Решение такой системы определяется по формуле BAX  1 , в которую 

входит матрица обратная к исходной A . Найдем ее: 

1) определитель исходной матрицы мы уже находили, он равен: 4 ; 

2) транспонируем исходную матрицу: 


















311

112

201
ТA ; 

3) для каждого элемента транспонированной матрицы нужно найти ал-

гебраические дополнения: 

 

2
31

11
)1( 11

11  A ; 5
31

12
)1( 21

12  A ; 1
11

12
)1( 31

13  A ; 

2
31

20
)1( 12

21  A ; 1
31

21
)1( 22

22  A ; 1
11

01
)1( 32

23  A ; 

2
31

20
)1( 31

31  A ; 3
12

21
)1( 23

32  A ; 1
12

01
)1( 33

33  A . 
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4) записать их в транспонированную матрицу вместо ее элементов и раз-

делить каждый элемент на определитель исходной матрицы: 

 

4

1

132

112

152
1 























A . 

 

5) Подставляем в формулу: 

 
















































































 

2

1

1

4

1

732

712

752

7

1

1

4

1

132

112

152
1 BAX . 

 

Решение (методом Гаусса-Жордано): 

Составляем расширенную матрицу системы и преобразуем к треугольно-

му виду. Умножим элементы первой строки на (–2) и сложим с соответствую-

щими элементами третьей строки. Затем умножим элементы второй строки на 

3 и сложим с соответствующими элементами третьей строки: 

 






















































8400

1110

1121

5130

1110

1121

7312

1110

1121

 

 

получили треугольную матрицу, которая соответствует системе: 

 

2

1

1

84

1

12

3

2

1

3

32

321























x

x

x

x

xx

xxx

. 

 

Задание 4. Вычислить ранг матрицы: 

 































35812

010754

35142

20310

A . 
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Решение. Поменяем местами первую и вторую строки, ранг матрицы от 

этого не изменится: 

 





























































35812

010754

20310

35142

35812

010754

35142

20310

 

 

Преобразуем матрицу так, чтобы все элементы первого столбца, кроме 

11a  были равны нулю. Умножим все элементы первой строки на 2 и сложим с 

соответствующими элементами третьей строки. Затем сложим все элементы 

первой строки с соответствующими элементами третьей строки: 

 

































60930

60930

20310

35142

 
 

{Теперь добиваемся, чтобы все элементы второго столбца, кроме 12a  и 

22a  были равны нулю. Умножаем все элементы второй строки на (-3) и скла-

дываем с соответствующими элементами третьей строки. Затем умножаем все 

элементы второй строки на (-3) и складываем с соответствующими элемента-

ми четвертой строки. Если в процессе преобразований получаются строки (или 

столбцы), целиком состоящие из нулей, то отбрасываем их: 

 








































20310

35142

00000

00000

20310

35142

. 

 

Последняя матрица содержит миноры второго порядка не равные нулю, 

например: 2
10

42





, следовательно, 2Arang . 

 

Задание 5. Даны три вектора      4,0,4,1,2,3,3,1,0  cba . 

Требуется найти: 

а) вектор cbad 32  , его модуль и направляющие косинусы; запи-
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сать орт вектора 
0d ; 

б) скалярное и векторное произведения векторов ba   и ab  ; 

в) смешанное произведение векторов cba ,, . 

 

Решение. 

а) По правилам выполнения арифметических операций над векторами: 

 

        1216,022,12304 ,0 ,431 ,2 ,33 ,1 ,02d  

 7,0,9  . 

 

Координаты орта вектора равны отношению координат данного вектора к 

его модулю: 

  









130

7
 ,0 ,

130

9
130709 0222 dd . 

 

б) Сначала выполним операцию сложения векторов, а затем скалярное 

умножение (сумма произведений одноименных координат): 

 

     1 ,1 ,44 ,0 ,43 ,1 ,0  ca ; 

     2 ,1 ,33 ,1 ,01 ,2 ,3  ab ; 

        2 ,1 ,31 ,1 ,4abca  

        152112211134  . 

 

Векторное произведение векторов находится по правилу: 

 

    


















13

14

23

14

21

11

213

114 kji

kji

abca  

       1 ,5 ,15343812  kjijji . 

(определитель раскладываем по элементам первой строки). 

 

в) Произведение векторов, обозначаемое символом   cba   есть 

векторно-скалярное, т.е. смешанное произведение трех векторов. Оно 

вычисляется по правилу: 

 



143 

 

  .88316180

404

123

310









 cbacba  

 

Задание 6. Для векторов kjia 22   и kjib 442   вычислить: 

а) длины векторов a  и b ; б) косинус угла между векторами a  и b ;             

в) проекцию вектора b  на вектор a . 

 

Решение. 

а) Найдем длины векторов a  и b : 

 

  3414212 222222  zyx aaaa ; 

616164442 222222  zyx bbbb . 

 

б) Косинус угла между двумя ненулевыми векторами a  и b  может быть 

выражен через скалярное произведение и модули векторов a  и b . 

Найдем скалярное произведение: 8424122 ba . 

 

Тогда: 
9

4

63

8
,cos 





















 

ba

ba
ba . 

 

в) Проекция вектора b  на ненулевой вектор a  находится следующим об-

разом: 
3

8
Пр 




a

ab
ba . 

 

Задание 7. Треугольник ABC       3 ,6 ,1;3 ,4 ,2;4 ,1 ,3 CBA   допол-

нен до параллелограмма ABCD (отрезок AC его диагональ). 

Найти а) координаты вершины D; б) длину высоты параллелограмма, 

опущенной из вершины D; в) координаты центра тяжести треугольника ABC. 

 

Решение.  

а) Если ABCD – параллелограмм и его диагонали AC и BD, то 

 

022

213







DD

D

DBCA

xx

x

xxxx

 347

461







DD

D

DBCA

yx

y

yyyy

 431

334







DD

D

DBCA

xz

z

zzzz
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б) Длину h  найдем через площадь параллелограмма. 

1) С одной стороны: ADABS паралл. . 

Найдем координаты векторов    7 ,3 ,1)4(3 ,14 ),3(2 AB  и 

   0 ,2 ,3)4(4 ,13 ),3(0 AD . Тогда: 

 

kjikji

kji

ACAB 72114
23

31

03

71

02

73

023

731  . 

 

Площадь параллелограмма: 

 

    14768672114
222

паралл.  ADABS . 

2) С другой стороны: 59731 222
паралл.  hhhABS . Таким 

образом: 

 

59

147
14759  hh . 

 

в) Центр тяжести треугольника лежит на пересечении медиан и делит ме-

диану в отношении 2:1, начиная с вершины. 

Так как 









2

1
,

2

7
,1O  – середина стороны AC , то BO  – медиана тре-

угольника ABC , опущенного из вершины B . 

Обозначим координаты центра тяжести треугольника через E , тогда: 

 

 
3

4

3

122

21

2








 oB

E
xx

x ; 
3

11

3
2

724

21

2








 oB

E
yy

y ; 

 
3

2

3
2

123

21

2








 oB

E
zz

z . 

 

Координаты центра тяжести треугольника ABC : 









3

2
,

3

11
,

3

4
E . 
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Задание 8. Даны вершины пирамиды ABCD:  1 ,2 ,3 A ;  4 ,2 ,1 B ; 

 3 ,1 ,4 C ;  1 ,4 ,3D . Найти: а) площадь основания АВС; б) объем пирамиды 

ABCD; в) длину высоты, опущенной из вершины D. 

Решение. Найдем векторы трех ребер пирамиды: 

 

     2 ,2 ,0 ;2 ,1 ,7 ;5 ,4 ,4  ADACAB . 

 

а) Площадь основания АВС найдем с помощью векторного произведения: 

ACABS ABC 
2

1
. 

Так как kji

kji

ACAB 244313

217

544 



 , то: 

 

 2
222

ед5,25
2

2594

2

244313



ABCS . 

 

б) Объем пирамиды можно найти как шестую часть модуля смешанного 

произведения векторов ее сторон. 

Вычислим ADACAB  : 

 





1345616708

220

217

544

 3
пир ед

3

67

6

134
V . 

 

в) Длины высоты пирамиды, опущенной на грань ABC , можно найти че-

рез полученное значение объема. 

Зная, что hSV  оснпир
3

1
, имеем 

3

67
5,25

3

1

3

67

3

1
 hhS ABC . 

Таким образом, имеем: 6,2
5,25

67
h . 

 

 

Задание 9. Даны вершины треугольника ABC:    5,2;5,8  BA ; 

 2 ,5C . Найти: а) уравнение и длину высоты AH; б) уравнение медианы AM; 

в) уравнение прямой, проходящей через вершину A параллельно стороне BC; 

г) косинус угла при вершине A. 
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Решение.  

а) Вычислим угловой коэффициент прямой BC : 

 

1
3

3

52

)2(5

















BC

BC
BC

xx

yy
k . 

 

Согласно условию перпендикулярности двух прямых угловой коэффици-

ент высоты ADравен: 1
1

11


BC
AD

k
k . 

Зная точку и угловой коэффициент, выписываем искомое уравнение: 

 

  1385)8(1)5(  xyxyxy . 

 

Найдем уравнение стороны BC по формуле (2.3): 

 

07
3

5

3

2
  ;

52

5

)2(5

)2(



















yx

yxyx
. 

 

Вычислим высоту AD  как расстояние от точки A  до прямой BC : 

 

22
2

4

)1(1

7)5(8

22





AD . 

 

б) Медиана AM  точкой M  делит отрезок BC  пополам, значит: 

 

;
2

7

2

52

2








 CB

M
xx

x
2

7

2

25

2






 CB

M
yy

y . 

 

Значит, 









2

7
 ,

2

7
M . 

Уравнение AM  запишем в виде  8
8

2
7

5
2

7

5 



 xy  или 

037917  yx . 

в) В силу параллельности искомая прямая и прямая BC  имеют общий 

угловой коэффициент k . Так как 1BCk , то и угловой коэффициент искомой 

прямой тоже равен 1. Выпишем уравнение этой прямой: 
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  385)8(1)5(  xyxyxy . 

 

г) Косинус угла при вершине A найдем по формуле нахождения угла 

между направляющими векторами прямых AB  и AC . Так как 

   10,6)5(5),8(2 AB ;    7 ,3)5(2),8(5 AC , то: 

 

493

22

4934

88

58136

7018

73106

71036ˆcos
2222










A . 

 

Задание 10. Определить вид кривой, найти основные параметры (для 

окружности – центр и радиус; для эллипса – оси, координаты фокусов, эксцен-

триситет; для параболы – координаты вершины, фокуса и уравнение дирек-

трисы; для гиперболы – оси, координаты фокусов, эксцентриситет, уравнения 

асимптот). 

а) 011624 22  yxyx ;  б) 0443629 22  yxyx . 

 

Решение. 

а) Преобразуем данное уравнение кривой. 

Так как         16241444412
2222  yxyyxx , то 

уравнение можно представить в виде     16241
22
 yx , т.е. 

 

   
1

4

2

16

1
22





 yx

. 

 

Получаем уравнение эллипса, центр симметрии которого находится в 

точке  2 ,1  . Из уравнения получим: 2;4  ba . 

Тогда 321241622  bac  и 
2

3

4

32


a

c
. 

Так как центр эллипса лежит на прямой 2y , то координаты фокусов 

эллипса равны: 



















 0,

2

3
;0 ,

2

3
21 FF . 

б) Для приведения этого уравнения к каноническому виду достаточно со-

ставить полные квадраты: 

 

        92910444449112
2222  yxyyxx . 
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Разделим левую и правую часть на 9: 
   

1
1

2

9

1
22





 yx

. 

 

Проведем параллельный перенос осей координат, приняв за новое начало 

 2 ,1O . Формулы преобразования координат имеют вид: 

 

2 ;1  yYxX . 

 

Получим уравнение 1
19

22


YX

. Это уравнение гиперболы с полуосями 

1,3  ba  и центром в точке 0,0  YX , т.е. 

2;102;01  yxyx . 

Так как 1019222  bac , то 
3

10


a

c
. 

Координаты фокусов имеют вид: 



















 0,

2

3
;0 ,

2

3
21 FF . 

Найдем уравнения асимптот. Так как XY
3

1
 , то: 

 

    21
3

1
1

3

1
2  xyxy . 

 

Уравнение первой асимптоты: 
3

7
2

3

1

3




x
y

x
y . 

Уравнение второй асимптоты: 
3

5
2

3

1

3




x
y

x
y . 

 

Задание 11. Написать уравнение плоскости проходящей через точку 

 4 ,1 ,2 A , перпендикулярно вектору BC , где    0 ,5 ,2;1 ,1 ,1  CB . 

Решение. Найдем координаты вектора BC : 

 

   1 ,6 ,3)1(0,15),1(2 BC . 

 

Уравнение плоскости найдем по формуле 

      0000  zzCyyBxxA , где    1 ,6 ,3,,  CBAN ; 

   4 1 ,2,, 000 zyx . 

Получаем: 



149 

 

 

      0466630411623  zyxzyx . 

 

Или 0863  zyx . 

 

Задание 12. Найти расстояние от точки  9 ,5 ,10M  до плоскости, прохо-

дящей через три точки      7 ,2 ,1,1 ,5 ,1,1 ,2 ,1 321  MMM . 

Решение. Запишем уравнение плоскости, проходящей через три точки: 

 

0

602

012

121

0

172211

112511

121















 zyxzyx

, 

 

или:       01221216  zyx . Раскрыв скобки, получаем: 

 

08630162126  zyxzyx . 

 

Найдем расстояние от точки  9 ,5 ,10M  до данной плоскости: 

 

23

465

46

4610

46

10

1369

89303

1)6(3

895613

222










d . 

 

Задание 13. Найти угол между плоскостями 0322  zyx  и 

0522  zyx . 

Решение. Векторы нормалей плоскостей имеют координаты  2 ,2 ,11 N  

и  1 ,1 ,22 N . Косинус угла   между плоскостями равен: 

 

 
9

4
arccos

9

4

99

422

414441

221221
cos

21

21 















NN

NN
. 

 

Задание 14. Написать каноническое уравнение прямой: 

 









032

082

zyx

zyx
. 

 

Решение. Найдем направляющий вектор прямой: 
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12

11

12

21

11

21

112

21121 kji

kji

NNs  

kji 35  . 

 

Для нахождения точки  0000 ,, zyxM , принадлежащей прямой, приведем 

исходные уравнения к виду 








xzy

xzy

23

82
. 

Полагая x  равным произвольному числу 0x , например 0x , получим 

систему 








3

82

zy

zy
, решая которую находим 2;5  yz . Т.е. точка 

 5 ,2 ,00M  лежит на данной прямой.  

Записываем искомые канонические уравнения: 
3

5

5

2

1









zyx
. 

 

Задание 15. Найти точку пересечения прямой 
2

1

2

1

1

1 





 zyx
 и плос-

кости 032  zyx . 

 

Решение. Найдем точку пересечения прямой и плоскости. Параметриче-

ские уравнения прямой запишутся так: 















tz

ty

tx

21

21

1

. 

 

Для определения t  подставим выражения для zyx  , ,  в уравнение плоско-

сти: 

 

    103303212121  ttttt . 

 

Подставив t  в параметрические уравнения прямой, получим координаты 

точки пересечения прямой и плоскости: 

 

 1 ,1 ,2

121

121

211

M

z

y

x

















. 
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3.3. КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 2 ПО ТЕМЕ «ОСНОВЫ 

МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА» 

 

Задание 1. Вычислить пределы числовых последовательностей. 

 

1. а) 
   

   33

22

16

1310
lim





 nn

nn

n
  б) 

   
!)1(  !)3(

!2  !1
lim





 nn

nnn

n
. 

2. а) 
 

  33

22

81

216
lim

nn

nn

n 




   б) 

   
   !2  !3

!2  !3
lim





 nn

nn

n
. 

3. а) 
   

254

121
lim

2

22





 nn

nn

n
  б) 






 


nnn

n
3lim 2 . 

4. а) 
 

64

21
lim

23

3





 nn

n

n
   б) 






 


1lim 2 nnn

n
. 

5. а) 
   

 22

22

12

3213
lim





 nn

nn

n
  б) 

 
! )1(  !4

!15
lim





 nn

n

n
. 

6. а) 
22

2

)3()3(

43
lim





 nn

nn

n
  б) 






 


2164lim 2nn

n
. 

7. а) 
   

25

112
lim

2

22





 nn

nn

n
  б) 

   
   !2  !4

!2  !4
lim





 nn

nn

n
. 

8. а) 
   

528

15
lim

2

22





 nn

nn

n
  б) 






 


nn

n
5125lim 2 . 

9. а) 
   

185

112
lim

23

33





 nn

nn

n
  б) 






 


nnn

n
293lim 2 . 

10. а) 
   

 3

33

14

124
lim





 n

nn

n
  б)   nnn

n



7lim . 

11. а) 
   

1107

135
lim

2

22





 nn

nn

n
  б) 

 
 !2

!7  !1
lim





 n

nn

n
. 

12. а) 
22

2

)32()3(

46
lim





 nn

nn

n
  б) 






 


nn

n
8lim 2 . 

13. а) 
   33

23

131

12
lim





 nn

nn

n
  б) 

 
   !1  !2

!32
lim





 nn

nn

n
. 

14. а)
 

36

27
lim

3

3





 nn

n

n
   б) 






 


3497lim 2nn

n
. 
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15. а)
   

142

213
lim

23

22





 nn

nnnn

n
  б) 






 


112lim 22 nn

n
. 

16. а)
   22

2

1322

235
lim





 nn

nn

n
  б) 






 


nnnn

n

22 1lim . 

17. а)
   

1209

16
lim

2

33





 nn

nn

n
  б) 






 


nnn

n
864lim 2 . 

18. а)
 

   33

2

33

25
lim





 nn

n

n
  б) 

   
   !13  !22

!13  !24
lim





 nn

nn

n
 

19. а)
   22

2

51

16
lim





 nn

nn

n
  б) 

   
 ! 6

! 5  !3
lim





 n

nn

n
. 

20. а)
   

143

121
lim

2

22





 nn

nn

n
  б) 






 


nnn

n
56lim 2 . 

21. 
   22

2

88

52
lim





 nn

nn

n
  б) 






 


nnn

n

25lim . 

22. а)
   33

2

11

243
lim





 nn

nn

n
  б) 

 
  ! 7  !19

!17
lim

nn

nn

n 




. 

23. а)
 

  33

2

823

43
lim

nn

nn

n 




   б) 






 


nnn

n
24lim 2 . 

24. а)
   

 22

23

12

21
lim





 nn

nnn

n
  б)  1312lim 


nn

n
. 

25. а)
   

34

21
lim

2

33





 nn

nn

n
  б) 

    ! 14  !1

!
lim

nnn

n

n 
. 

26. а)
   

2515

1310
lim

2

22





 nn

nn

n
  б)  32lim 


nnn

n
. 

27. а) 
   

 3

33

12

1312
lim





 n

nn

n
  б)   3lim 


nnn

n
. 

28. а) 
   33

23

134

14189
lim





 nn

nnn

n
  б) 






 


nnn

n
23lim 2 . 

29. а) 
   

32

212
lim

2

22





 nn

nn

n
  б) 

 
   ! 1  !3

!2  !
lim





 nnn

nn

n
. 
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30. а) 
   

524

66
lim

2

22





 nn

nn

n
  б) 

   
 ! 12  ! 

! 1  ! 2
lim





 nn

nn

n
. 

 

Задание 2. Вычислить пределы, не используя правило Лопиталя 
 

1. а) 
4

1

12

32
lim
















x

x x

x
 б) 

64

28234
lim

3

2

4 



 x

xx

x
 в) 

1

8cos1
lim

2
0 



 xx e

x
 

2. а) 

8

10

1
lim
















x

x x

x
 б) 

8

2157
lim

3

2

2 



 x

xx

x
 в) 

x

xx

x 3sin

53
lim

2

0




 

3. а) 

2

3

1
lim
















x

x x

x
 б) 

44

12
lim

23

2

1 



 xxx

xx

x
 в) 

xx

x

x 2tg

3cos1
lim

0 




 

4. а) 

x

x x

x













 12

22
lim  б) 

xx

xx

x 



 2

3

1

23
lim  в) 

 x

x

x 22tg

4
lim

0 
 

5. а) 

32

1

1
lim
















x

x x

x
 б) 

23

13
lim

2

23

1 



 xx

xxx

x
 в) 

 
x

x

x 4sin

sin1ln
lim

2

2

0




 

6. а) 

1

16

76
lim
















x

x x

x
 б) 

xxx

xx

x 34

32
lim

23

2

3 




 в) 

30

sin tg
lim

x

xx

x




 

7. а) 
2

13

63
lim

x

x x

x














 б) 

22

23
lim

23

2

1 



 xxx

xx

x
 в) 

2

3

0 4

cos1
lim

x

x

x




 

8. а) 

13

1

10
lim
















x

x x

x
 б) 

12

12
lim

2

3

1 



 xx

xx

x
 в) 

22

arcsin
lim

0  x

x

x
 

9. а) 

23

46

76
lim
















x

x x

x
 б) 

27

158
lim

3

2

3 



 x

xx

x
 в) 

 x

x

x 21ln

12
lim

0 




 

10. а) 

52

74

14
lim
















x

x x

x
 б) 

44

23
lim

23

2

1 



 xxx

xx

x
 в) 

xx

x

x sin

2arctg
lim

2

0 
 

11. а) 

2

3

5
lim
















x

x x

x
 б) 

1

123
lim

23

2

1 



 xxx

xx

x
 в) 

 
 



 7sin

71ln
lim

0 x

x

x
 

12. а) 

23

35

75
lim
















x

x x

x
 б) 

1836

67
lim

23

2

6 



 xxx

xx

x
 в) 

20 2arcsin

6cos1
lim

x

x

x




 



154 

 

13. а) 
3

7

1

1
lim
















x

x x

x
 б) 

125

56
lim

3

2

5 



 x

xx

x
 в) 

 
x

x

x 3arctg4

21ln9
lim

0




 

14. а) 

x

x x

x
5

33

13
lim 














 б) 

1

2
lim

3

2

1 



 x

xx

x
 в) 

x

x

x cos1

11
lim

2

0 




 

15. а) 

32

13

13
lim
















x

x x

x
 б) 

67

294
lim

3

2

2 



 xx

xx

x
 в) 

xx

x

x  20

7sin
lim  

16. а) 

2

6

5
lim
















x

x x

x
 б) 

xx

xxx

x 2

482
lim

2

23

2 




 в) 

x

x

x  arctg 3

24
lim

0




 

17. а) 

4

5

3
lim
















x

x x

x
 б) 

32

33
lim

2

23

1 



 xx

xxx

x
 в) 

 x

x

x 21ln

)sin(
lim

0 




 

18. а) 

x

x x

x
2

2

2
lim 














 б) 

652

274
lim

23

2

2 



 xxx

xx

x
 в) 

x

x

x cos1

4arcsin
lim

2

0 
 

19. а) 

x

x x

x
2

9

7
lim 














 б) 

2

43
lim

2

23

1 



 xx

xx

x
 в) 

)2sin(

11
lim

0 



 x

x

x
 

20. 
4

85

110

310
lim
















x

x x

x
 б) 

103

23
lim

2

3

2 



 xx

xx

x
 в) 

1

)55sin(
lim

30 



 xx e

x
 

21. 

1

73

53
lim
















x

x x

x
 б) 

1

12
lim

23

2

1 



 xxx

xx

x
 в) 

xx

x

x sin

cos1
lim

0 




 

22. 

x

x x

x













 1

3
lim  б) 

12

23
lim

2

3

1 



 xx

xx

x
 в) 

 12

2arcsin
lim

3

2

0   xx x

x
 

23. 

23

5

6
lim
















x

x x

x
 б) 

165

1
lim

2

4

1 



 xx

x

x
 

в) 

















2
sin

1
lim

4

0 x

e x

x
 

24. 
2

15

2

4
lim
















x

x x

x
 б) 

22

23
lim

23

2

1 



 xxx

xx

x
 в) 

 230 1

cos1
lim





 xx e

x
 

25. 

1

2

3
lim
















x

x x

x
 б) 

22

12
lim

23

2

1 



 xxx

xx

x
 в) 

  xx

x

x tg

5sin
lim

2

0
 

26. 

13

27

37
lim
















x

x x

x
 б) 

322

23
lim

23

2

1 



 xxx

xx

x
 в) 

131

1
lim

0 



 x

e x

x
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27. 

32

2

18
lim
















x

x x

x
 б) 

1213

23
lim

3

2

1 



 xx

xx

x
 в) 

11

6arcsin
lim

4

22

0  x

x

x
 

28. 
4

1

28

48
lim
















x

x x

x
 б) 

44

10
lim

2

3

2 



 xx

xx

x
 

в) 








 





2
tg

1
lim

2

0 x

e x

x
 

29. 

2

73

13
lim
















x

x x

x
 б) 

932

27
lim

2

3

3 



 xx

x

x
 в) 

x

x

x 2cos1

sin
lim

2

0 




 

30. 

45

28

38
lim
















x

x x

x
 б) 

6

102
lim

3

2

2 



 xx

xx

x
 в) 

 2

2

0 31ln

13cos
lim

x

x

x 




 

 

Задание 3. Исследовать функции на непрерывность. Найти скачок функ-

ции в точках конечного разрыва. Построить схематически график. 

 

1. а) 
2

22






x

xx
y     б) 














1,

1

2

1     ,

x
x

xx

y . 

2. а) 
 31

2




x
y     б) 

 












1           ,3

1     ,52
5

1 2

xx

xx
y . 

3. а) 
x

xx
y

43 
     б)  














1       ,21

1     ,
1

2
2

xx

x
xy . 

4. а) 
x

y



5

1
arctg     б) 












2       ,2

2       ,12 2

xx

xx
y . 

5. а) 
6

1
arctg




x
y    б) 












2       ,1

2           ,3

2 xx

xx
y . 

6. а) 
6

15 2






x

x
y     б) 












1       ,4

1           ,13

xx

xx
y . 

7. а) 
5

42






x

xx
y     б) 












0       ,3

0           ,1

2 xx

xx
y . 

8. а) 
2

83






x

x
y     б) 














1       ,1

1           ,

2

2

xx

xe
y

x

. 
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9. а) 
1

742






x

xx
y    б) 












3       ,6

3                 ,1

2 xx

x
y . 

10. а) 
3

1
arctg




x
y    б) 












0       ,1

0      ,2

2 xx

xx
y . 

11. а) 
2

8

x

x
y


     б) 












2          ,3

0           ,34

xx

x
y

x

. 

12. а) 
 1

3






xx

x
y     б) 














0         ,1

0             ,

2 xx

xe
y

x

. 

13. а) 
2

22






x

xx
y     б) 













1                ,

1             ,
1

1

xx

x
xy . 

14. а) 
4

1
arctg




x
y    б)  














2       ,21

2      ,
2

4
2

xx

x
xy . 

15. а) 
1

12






x

x
y     б) 










0              ,1

0             ,4

xx

xx
y . 

16. а) 
2)5( 


x

x
y     б) 

 














0              ,

3

0        ,1
2

x
x

xx

y . 

17. а) 
 22

12






x

x
y     б) 












0      ,12

0             ,

xx

xe
y

x

. 

18. а) 
 31

2

x
y


     б) 










1      ,ln

1       ,2

xx

xx
y . 

19. а) 
5

52






x

xx
y     б) 

 












1                ,3

1          ,23
5

1 2

xx

xx
y . 

20. а) 
5

42






x

x
y     б) 












3       ,7

3          ,52

2 xx

xx
y . 

21. а) 
2

132






x

xx
y    б) 












4       ,1

4           ,4

2 xx

xx
y . 
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22. а) 
4

162






x

x
y     б) 













3          ,3

3           ,
3

1

xx

x
xy . 

23. а) 
8

97






x

x
y     б) 














0          ,2

0           ,34

xx

x
y

x

. 

24. а) 
1

32






x

xx
y     б) 













0          ,

1

0       ,15

x
x

xx

y . 

25. а) 
x

xx
y

56 2 
     б) 















1      ,

1

1

1           ,

x
x

xe

y

x

. 

26. а) 
9

92






x

xx
y     б) 















1      ,

1

5

1           ,2

x
x

xx

y . 

27. а) 
1

42






x

xx
y     б) 










1        ,44

1           ,1

xx

xx
y . 

28. а) 
6

652






x

xx
y    б) 


















1        ,
1

1

1           ,1

x
x

xe

y

x

. 

29. а) 
12

1
arctg




x
y    б) 














0         ,

1

0           ,2

x
x

x

y

x

. 

30. а) 
1

72






x

x
y     б) 















1         ,

3

1

1           ,12

x
x

xx

y . 

 

Задание 4. Найти производную функции  xf , и ее значение в заданной 

точке 0x . 

 

1.    
5

44
5sinln

2





x

xxf ; 
10

0


x  2.   8; 0
3 2 3

 xexxf x  

3.       5;44ln 0
33

 xxxxf  4.  



1

;
1

cos 0
2 x

x
xxf  
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5.  
 

2

1
;

2

12
sin4 0 


 x

x
xf x  6.  

3
;

 tg2

 tg2
ln 0







 x

x

x
xf  

7.     0;1 0
2   xexxf x  8.  




2
;

1
sin 0

2 x
x

xxf  

9.    
4

;cossinln 0


 xxxxxf  10.  
4

1
; )arctg(2 0  xxxxf  

11.     2ln;54 0
1   xxexf x  12.   5;

1
arcsin 0 


 x

x

x
xf  

13.       2/
0

2 ;lnsin2  exxxxxf  14.     3/
0

lncos ;  exexf x  

15.   5;16ln 0
2 






  xxxxf  16.  

2

3
; 

1
 arctg 0 








 x

x
xxf  

17.  
3

ln;sincos 0


 xeeexf xxx
 18.   4;

1
arcsin 0 


 x

x

x
xf  

19.   2;5ln 0
2 






  xxxxf  20.    

4
; tg arctg 0

2 
 xxxf  

21.   5ln; 1 arctg 0  xexf x  22.   4;
1

1
ln 0 




 x

x

x
xf  

 

23.  
2

3
ln; 1arcsin 0

2  xexf x  24. 
2

1
  ;

2
tg 0

2 


 x
x

y  

25.  
2

1
;

1

1
arctg 0 




 x

e

e
xf

x

x

 26.    
4

1
; 2arcsin 0  xxxf  

27.     0;ln 0   xeexxf xx  28.   0; 0 


 x
e

xe
xf

x

x

 

29.   2; 1 arctg 0
2  xxxf  30.   2ln; 0 










x
ee

ee
xf

xx

xx

 

 

Задание 5. Вычислить производные следующих функций: 

 

1. а)   x
xy

 arctg
56     б)     12

32
 yxyx  

2. а)   32
sin




x
xy     б) 032  yxee xy

 

3. а)   x
xy  tg     б) 06ln  yx

x

y

 

4. а)  
xe

xy  cos     б) 02 arct  yxyg  
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5. а)   x
xy

/121     б) x
x

y
exy 3cos  

6. а)   x
xy

2sin
15,0     б) 0223  yyxx  

7. а)  
4

sin
x

xy      б) xyxy  2 arctg  

8. а)   x
xy 31     б) x

y

x
y 72sin 

3

  

9. а)   x
xy

tg34      б) xyxyx arcsin23   

10. а)   x
xy

/1
ln     б)   35 tg xeyxy x  

11. а)   x
xy

ctg
2 tg1    б) 04233  yxe yx  

12. а)  
2/1

16
x

xy     б) yxxy sin3   

13. а)   )1/(
3




xx
xy    б) yxee xy   

14. а)   xx
xy

/)1(
1


    б) 0sincos  yxxy  

15. а)   x
xy

2sin/1
1 ctg     б) 233 62 xyyx   

16. а)  
2

cos
x

xy      б) xxyxy cos6 22   

17. а)   x
xy

arcsin
23     б) 14cos2  xyyxy  

18. а)   x
xxy




1 3 32    б) yxyx sincos2   

19. а)  
3

 tg
x

xy      б) xyyxx  224  

20. а)   x
xy

tg
710     б) 06ln 

x

y
xy

 

21. а)   x
xxy

ln 2 2    б) xyxy  2cos7  

22. а)   x
xy

sin 3 1    б) xy
yx


74

24

 

23. а)   x
xy

 ctg
)47ln(     б) 45cos 2  xyy  

24. а)   x
xxy

3ln 2     б) 0sin24  xyyx  

25. а)   x
xy

/3
4cos    б) xxyyx 723   

26. а)  
xe

xy
2

3 ctg    б) xxyyx 10533   

27. а)  xxy )14( ctg     б) 
2

2

x
x

y
ey y   

28. а)   )1/(2
16

xx
xy


    б) 5cos 2  xyy  
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29. а)   x
xxy

cos2 23     б) xyyx 623   

30. а)   2/
sin

x
xy      б) 24 xyex y   

 

Задание 5. Функция  xfy   задана параметрически. Найти: 

а) первую производную xy  данной функции; 

б) вторую производную xxy   данной функции. 

1. 










23

cos3

tty

tx
  2. 













t
y

tx

1

1

ln

   3. 












ty

t
x

 tg

cos

1

 

4. 
















t

t

ey

ex

2

2

sin

cos

  5. 








)ln(sin

)ln(cos

tty

ttx
 6. 











ty

ttx

3sin

2sin2
 

7.












ty

ttx

3cos

2sin
2

1

  8. 
 









ty

tx

cosln

 tg 2

  9. 












t
y

tx

2cos

1

 ctg

 

10. 












tty

t
x

sin

4
cos

  11. 











2

4

arcsin

1

ty

tx
  12. 











ty

tx

2cos

 tg
 

13. 










)ln(sin

ctg2

ty

tx
.  14. 

 









t

t

ey

ex

21ln

 arctg
  15. 

 









214

 arctg

ty

tx
. 

16. 










21

arcsin

ty

tx
  17. 









ty

ttx

cos2

sin
  18. 

 









 

323
3

1

2

tty

etx t

 

19.










ty

tx

2sin2

cos2

  20. 












t
y

tx

2cos

2

2cos

  21. 
 











tty

tx

 arctg

1ln 2

 

22. 












21

2

ty

ex t

  23. 










ty

ttx

2tg

sincos
 24. 









tty

ttx

sin3

cos3
 

25. 
 











tey

tx

2cos

sinln
  26. 














1

1

t
y

tx

  27. 












1
4

 arctg

4t
y

ttx
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28. 













t
y

tx

1

1 2

  29. 










ty

tx

2arccos

21
 30. 

 












2

323
3

1

tety

ttx
. 

 

Задание 6. Найти dy  и yd 2 : 

 

1. 
12 


x

x
y    2.  1ln  xxy   3. 

x

x
y

2cos

2

  

4. 
4

1
2 




x

x
y    5. xy 7tg2   6. 

x

x
y

sin
  

7.  xy lnln   8. 
23

1
2 


xx

y   9. 
21 x

x
y


  

10. 
52

23
2 




xx

x
y   11. 

 22

4




x

x
y   12. 

26

12

x

x
y


  

13. 
x

x
y






1

1
  14. 

xx

x
y

7

1
2 


   15. 

21

24

x

x
y




  

16. 
4

2






x

xx
y   17. 

3

ln5




x

x
y   18. 

23

2

x

x
y




  

19.  22 1ln xxy    20. 
43

12






x

x
y   21.  xxy  ln  

22.   xxy  tg12   23. 
1

3
2 




x

x
y   24.  34 1ln xxy   

25. 
x

x
xy

ln
cos2   26.

12

84 2






x

x
y   27. xxy 2 arctg2   

28. 
2

17






x

x
y   29. 

2
arcsin2 x

y    30.   xxy 2arctg41 2  

 

Задание 7. Показать, что функция  xfy   удовлетворяет данному урав-

нению. 

1. 32 ln xxy       yxyx 23 2  ; 

2.   1ln  yxxy     0ln2  yxyyx ; 

3. xxx eexey  22    xeyyy  44 ; 

4. 
 

 2
3

1
3

1
x

x
y 


    

 
x

x

y

x

y
47

1

3

3

3
2








; 
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5. 
x

xx
y

cossin 
     0

2
 yy

x
y ; 

6. 432ln 22  xxxxy   2 yx ; 

7. 
2

3 x

x
y       0




x

yx
y ; 

8. 022  yxy       0222  xyyxy ; 

9.    32ln
2

1
1  yx        0232

2
 yyy ; 

10.   112  xexy     1
1

2 2

2



 xey

x

x
y x ; 

11. 
xx

y
5

1
2 

     02  xy
x

y
y ; 

12. 









4
1cos4 x

y       22
4 yyyy  ; 

13. 
x

xx
y

cossin 
     00

4

1
1

2












 xy

xx

y
y ; 

14. xx eey 22     06116  yyyy ; 

15. 2/2xexy        yxyx  21 ; 

16. 5arcsin3arcsin2  xxy     21 2  yxxy ; 

17.  xy  1ln     xeyy  ; 

18. 1arcsinarcsin   xey x   xyxy arcsin1 2  ; 

19. xxy 2sin     xyy 44  ; 

20. 12  xxy       01 2  yyxyx ; 

21. 1ln  yxy       012  yxyy ; 

22. 
22

2

x

ex
y

x
     

x
eyyx x

2

1
2

2

 
; 

23. xxy 2cos52sin     04  yy ; 

24. 
xx

y
ln1

1


     022  yxyyx ; 

25. xey arcsin2       041 2  yyxyx ; 

26.  xey x 513      096  yyy ; 

27. xexy  tg1 tg     yxxy   tgcos2 ; 
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28.  4ln 2  xxy     xyyx 2 ; 

29. 
 

 2
4

1
2

1



 x

x
y     31

1

2



 xy

x
y ; 

30. xey x sin3     022  yyy . 

 

Задание 8. Найти пределы, используя правило Лопиталя. 

1. а) 
x

x

x
2

4
sin5,0

 tg1
 lim








   б) 
x

x x

sin

0

1
lim 










 

2. а) 
 

xx ex

x
 



3cos

31ln
lim

0
   б) 

2)4(

16

4

4
coslim





















 


x

x

x  

3. а) 
2

2

1 )1(

ln
 lim

x

x

x 
    б) 

x

x
x

/1

0
arccos

2
lim 










 

4. а) 

2

3
cos

3sin
3lim

3

x

xx

x









   б) 
x

x x

x
3

0

sin
lim 










 

5. а) 
x

x

x
 tg

3 tg
 lim

2




    б) xx

x
x ln

1

0
 lim 


 

6. а) 
xx

xee xx

x sin

2
lim

0 

 


   б) 

)1/(1

1
lim x

x
x 


 

7. а) 
x

x

x
3cos

sin21
lim

6






    б)  x
x

xcos1lim
0




 

8. а)
xx

xx

x sin

 tgsin
lim

0 




    б) 

2
 ctg

02 2
2lim

x

x

x











  

9. а) 
x

xe x

x 5sin

14
lim

2

4

0




   б)   x

x
x

ln/1
2lnlim

  

10. а) 
x

xx

x
6sin

3cos
6lim

6









   б)   x

x
x

ln/1

0
 ctglim
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11. а) 
 

1

52ln
lim

sin3 


 xx e

x
   б)    xx

x
x

ln/2

0
sinlim




 

12. а)
11

5sin
lim

0  x

x

x
    б)   x

x
x

ln/1
32lim 


 

13. а) 
 x

x

x sinln21

ln
  lim

0 
   б)   )1/(1

21
cos1lim






xx

x
 

14. а) 
x

x

x
2cos

 tg1
lim

4






    б)   x

x
x

ln

0
1sinlim 


 

15. а) 
30

sin33sin
lim

x

xx

x




   б)   )3/(2

 tg1lim
x

x
x


 

16. а) 
xx

xx

x 30 coscos

3sin
lim






   б)   )2/(1

2

2

3lim xx

x
x 


  

17. а) 
1

)31ln(
lim

60 



 xx e

xx
   б)   x

x

x
2sin

0
2

 tglim






 

18. а) 
xx

xxx

x sin

sincos
lim

0 




   б) )6/(2

3

2

)27(lim 


 xx

x
x  

19. а) 
2

2

1 1

6
sin41

lim
x

x

x 





   б) )1ln(/1

0
lim 



xe

x
x  

20. а) 
xx

xx

x 20 sin

sin tg
lim






   б)   x

x
x ln/12

1
23lim 

  

21. а) 
2
4

 ctg
lim

2 



 x

x

x
    б)   x

x
x

2tg/12

0
sin1lim 


 

22. а) 
xx

ee xx

x 



  tg
lim

 tg

0
   б)   x

x
x 


 sin/12

1
 2lim  

23. а) 
x

x

x
4cos1

2sin1
lim

4








   б)   )2/(1

0
13lim

x

x
x 


 

24. а) 
x

xx

x 2 tg

32
lim

0




    б)   x

x

x cos

0
2

2lim 






 

25. а) 
20

 ctg1
lim

x

xx

x




   б)   )4/(1

4

  tglim 



x

x
x  
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26. а) 
32

ln1
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
   б)   )21ln(/1

0

2

 cos-2lim x

x
x 


 

27. а) 
x

xx

x

32 arctg
lim

0




   б)    24//1

4

2sin lim





x

x

x  

28. а) 
30

sincos
lim

x

xxx

x




   б)    24/2

4
5 lim

xx

x
x




  

29. а) 
 



 3cos1

2sin
 lim

0 x

xx

x
   б)    1/1

1
 23lim 


 x

x
x  

30. а) 
 

x

xx

x 2cos

 tg1
lim

4




   б) x

x x

x cos1

1

0

sin
lim 











 

 

Задание 9. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  xfy   

на отрезке  ba, . 

 

1.    0 ,2,1235  xxxxf  2.    3 ,2,233  xxxf  

3.    5 ,1,112
2

7

3

2
3

 xx
x

xf  4.    5 ,3,332 23  xxxf  

5.    5 ,1,76
2

5

3

2
3

 xx
x

xf  6.    4 ,3,52
4

2
4

 x
x

xf  

7.    6 ,0,3159 23  xxxxf  8.    2 ,1,32
3

2
3

 x
x

xf  

9.    5 ,1,11232 23  xxxxf  10.    3 ,3,2
4

2
3

 x
x

xf  

11.       3 ,2,21
2

 xxxf  12.    2 ,3,632 23  xxxf  

13.    4 ,0,132
3

2
3

 xx
x

xf  14.    3 ,1,
3

1

2

1 32 xxxf   

15.    2 ,0,23 23  xxxf  16.    2 ,2,42 24  xxxf  

17.   3593 23  xxxxf ,  4,4  18.    1 ,3,
3

2
3

 x
x

xf  

19.    8,1,8463
3 2  xxxxf  20.    6 ,1,6 32  xxxf  

21.   10249 23  xxxxf ,  3,0  22.    1 ,1,3  xxxf  

23.    2 ,2,
3

1
2

23

23

 x
xx

xf  24.    4 ,0,2 xxxf   
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25.    4 ,0,422  xxxxxf  26.    0 ,4,2  xxxf  

27.    2 ,4,43
3

2
3

 xx
x

xf  28.    2 ,2,2 23  xxxf  

29.    2,3,32 24  xxxf  30.    8 ,1,
3

43 xxxf   

 

Задание 10. Выполнить полное исследование и построить график функ-

ции. 

 

1. 
4

21
4

2 x
xy       2. 

 
3

1
2






x

x
y  

3. 
1

25
4 2




x
xy      4.  22ln 2  xxy  

5. 33 23  xxy      6. 52
4

1 24  xxy  

7. 
32

2
32 xx

xy       8. 
2

3

3 x

x
y


  

9.  54ln 2  xxy     10. 
3 32 23 xxy   

11. 
 21

12






x

x
y      12. 

4

4
2 


x

x
y  

13.  xey  2/1      14.   2

22 xexy   

15. xxxy 96 23      16. 
x

y



11

1
 

17. 
32

2




x

x
y      18.   221  xxy  

19. 28 xxy       20. 542  xxy  

21. 
1

2
2 


xx

y      22. 
2

3 4

x

x
y


  

23. 
22 xxey       24. xexy  12  

25. 
12

3




x

x
y      26. xxy 

3 25,1  

27. 
 215,0 xexy       28. 

4

1
2 




x

x
y  

29. 82 24  xxy     30.  21 xxy  



3.3.1 Решение типового варианта контрольной работы № 2  

 

Задание 1. Вычислить пределы числовых последовательностей. 

 

а) 
   

1204

24
lim

2

33





 nn

nn

n
   б)  11lim 


nn

n
. 

 

Решение.  

а) Преобразуем числитель дроби, используя формулу сокращенного 

умножения (разность кубов):    2233 bbaababa  : 

 

             
2233

22442424 nnnnnnnn  

   28183244861682 2222  nnnnnnnn . 

 

Тогда: 

 

     
1204

281832
lim

1204

24
lim

2

2

2

33










 nn

nn

nn

nn

nn
. 

 

Высшей степенью и в числителе и в знаменателе является 2n . Выносим 

его за скобки и сокращаем: 

 

   
 











 22

22

2

2

/1/204

/28/183
lim2

1204

281832
lim

nnn

nnn

nn

nn

nn
 

5,1
4

6

004

003
2 




 . 

 

б) Домножим и разделим выражение под знаком предела на его сопряже-

ние, после чего применим к числителю формулу разности квадратов: 

 

   







11

1111
11

nn

nnnn
nn  

       
11

2

11

11

11

11
22














nnnn

nn

nn

nn
. 

 

Теперь рассчитаем предел:   



 11

2
lim11lim

nn
nn

nn
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0
2

2
0

0101

2
0

1
1

1
1

21
lim 









nn

nn
. 

 

Задание 2. Вычислить пределы, не используя правило Лопиталя: 

 

а) 

72

3

5
lim
















x

x x

x
 б) 

22

2
lim

23

2

2 



 xxx

xx

x
  в) 

20

3cos5cos
lim

x

xx

x




 

 

Решение. 

а) Выражение в скобках преобразуем к сумме единицы и бесконечно ма-

лой функции (БМФ): 

 




















































727272

3

35
1lim1

3

5
1lim

3

5
lim

x

x

x

x

x

x x

xx

x

x

x

x
 

72

3

8
1lim
















x

x x
. 

 

Вводим новую переменную  xxy ;3 . Тогда 3 tx ; 

  13273272  ttx . 

 


















































13213272
8

1lim
8

1lim
8

1lim
3

8
1lim

yyyx y

y

y

y

y

x

x
 

 
1628 1 ee   . 

 

б) Разложим числитель и знаменатель на множители: 

 







 2
2

31
,1

2

31
,9241,02 21

2 xxDxx . 

  2122  xxxx . 

 

          112122222 2223  xxxxxxxxxxx . 

 

Тогда: 
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.
sin4sin2

lim2

35
sin

2

35
sin2

lim
3cos5cos

lim
2220 x

xx

x

xxxx

x

xx

xxx















 

Далее воспользуемся теоремой о замене функций в пределе эквивалент-

ными бесконечно малыми функциями: 

 

8
42

lim
~sin     0

4~4sin04sin4sin2
lim

22












 x

xx

xxx

xxx

x

xx

xx
. 

 

Задание 3. Исследовать функции на непрерывность. Найти скачок функ-

ции в точках конечного разрыва. 

 

а)
1

23






x

xx
y    б) 













1      ,

1

1,52

x
x

xx

y . 

 

Решение. Функция не определена в точке 1x . Пределы слева и справа: 

 

 
1

1

1
lim

1
lim

2

01

23

01











 x

xx

x

xx

xx
; 

 
1

1

1
lim

1
lim

2

01

23

01











 x

xx

x

xx

xx
. 

 

В точке 1x  функция терпит устранимый  разрыв. 

 

б) Неэлементарная функция  xfy   определена на всей числовой оси, 

кроме точки 0x . Это значит, что в точке 0x  функция разрывна.  

Исследуем эту точку: 

 

  
 x

xf
xx

1
limlim

00
;   

 x
xf

xx

1
limlim

00
. 

 

Следовательно, в точке     функция имеет бесконечный разрыв; 0x  

– точка разрыва второго рода. 

Исследуем дальше точку 1x . Поскольку функция  xfy   неэлемен-

тарная, она может иметь разрыв в этой точке, где меняется ее аналитическое 

выражение:     352limlim
0101




xxf
xx

, так как слева от точки 1x  

функция   52  xxf  и   11limlim
0101


 x

xf
xx

, так как справа от точ-
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ки 1x  функция  
x

xf 1 . 

Найденные односторонние пределы функции конечные, но различные. 

Поэтому в точке 1x  функция имеет разрыв первого рода; ее скачок в этой 

точке равен:     4)1(30101  ffh . 

 

Задание 4. Найти производную функции  
4ln

2
434

5 5  xxxf , и ее 

значение в заданной точке 10 x . 

Решение. Пользуясь правилами дифференцирования и таблицей произ-

водных, находим: 

      














 xx xxxf 4

4ln

2
)34(

4ln

2
4)34( 5/155/15  

       



 45/4555/45 1534

5

1
4ln4

4ln

2
3434

5

1
xxxx x  

 
xx

x

x
42

34

3
42

5 45

4





 . 

 

Теперь вместо x  подставим 1:  
 

58342
134

13
1 1

5 4

4





f . 

 

Задание 5. Вычислить производные следующих функций: 

 

а)   )2/(
15




xx
xy  б) exyey   

 

Решение.  

а) Прологарифмируем обе части равенства   )2/(
15




xx
xy : 

 

   15ln
2

ln15lnln
)2/(







x
x

x
yxy

xx
. 

 

Продифференцируем последнее равенство, причем в левой части исполь-

зуем производную сложной функции, а в правой – производную произведения, 

а затем – производную частного: 
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15ln
2

15ln
2

15ln
2

ln x
x

x
x

x

x
x

x

x
y . 

 

Тогда: 
   

 
 

 
15

15

2
15ln

2

22
2 
















x

x

x

x
x

x

xxxx

y

y
; 

 

 
 

15

5

2
15ln

2

2
2 











xx

x
x

x

xx

y

y
; 

 

 
 

2115

5
15ln

2

2
22 







xx

x
x

xy

y
. 

Отсюда 
 

  





















2115

5

2

15ln2
22 xx

x

x

x
yy  или: 

 

     

  























2115

5

2

15ln2
15

22

2/

xx

x

x

x
xy

xx
. 

 

б) Дифференцируем обе части данного равенства, имея в виду, что 

 xyy  :  

 

0 yxyyey . 

 

Отсюда находим:  
xe

y
yyxey

y

y


 . 

 

Задание 5. Функция  xfy   задана параметрически. Найти: 

а) первую производную xy  данной функции; 

б) вторую производную xxy   данной функции. 

 











ty

tx

3

3

sin

cos
. 

Решение. 

а) Первая производная заданной параметрической функции рассчитыва-

ется по формуле: 
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t

t
x

x

y

dtdx

dtdy

dx

dy
y






/

/
. 

 

Здесь   tttxt cossin3sin 23 


 ;   tttyt sincos3cos 23 


 , откуда: 

 

t
tt

tt

x

y
y

t

t
x  tg

sinsin3

cossin3
2

2










 ;  

x
ty tx 2cos

1
 tg)( 


 . 

 

Тогда 
tttt

t

x

y
y

t

tx
xx 42

2

cossin3

1

sincos3

cos

1

)(












 . 

 

Задание 6. Найти dy  и yd 2 , если   212 1 xexy  . 

Решение. 

а) Найдем первую производную. Продифференцируем функцию по пере-

менной x : 

        






















   2222 1121212 2111 xxxx xeexexexxy  

        


  2222 1121212 221211 xxxx xexexxexex  

      222 133113 2422222 xxx exxxxxeexx   . 

 

Тогда   2324 xexxdy  . 

 

Найдем вторую производную заданной функции: 

 

        






















   222 131313 242424 xxx exxexxexxxy  

         42211312 486422464
222

xxxexexxex xxx

 

 421 4144
2

xxe x  
. 

 

Запишем дифференциал второго порядка:  4212 4144
2

xxeyd x   . 
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Задание 7. Показать, что функция xxy 2sin
2

1
  удовлетворяет урав-

нению xyxy 2sin tg  . 

Решение. 

Дважды дифференцируя данную функцию, найдем xy 2cos1 , 

xy 2sin2 . Подставим эти выражения для первой и второй производных в 

данное уравнение: 

 

   0 tgcos22sin2sin tg2cos12sin2 2 xxxxxxx  

000sincos22sin  ttt . 

 

Задание 8. Найти пределы, используя правило Лопиталя: 

 

а) 
 x

e x

x 51ln

1
lim

2

0 




   б) 

22 816

8

4

4
coslim





















 


xx

x

x  

 

Решение: 

а) Так как   01ln051ln;0102 e , то применим правило Лопита-

ля: 

 

 
 
   5

2

5

12

051

5

2

51

5

2
lim

51ln

1
lim

51ln

1
lim

022

0

2

0

2

0























 



e

x

e

x

e

x

e x

x

x

x

x

x
. 

 

б) Введем обозначение:  
22 816

8

4
cos

















 


xx
xxf . С помощью 

непосредственной подстановки в данную функцию числа 
4


x , получим не-

определенность типа 1 . Прологарифмируем эту функцию: 

 

 
22 816

4
cosln8

ln

















 



xx

x

xf . 

 

Последнее выражение в точке представляет собой неопределенность типа 
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0

0
. Для устранения этой неопределенности найдем с помощью правила Лопи-

таля  xf

x

lnlim

4




: 

 
 































 




















 











 22

4

22

44
816

4
cosln8

lim
816

4
cosln8

limlnlim

xx

x

xx

x

xf

xxx

 

   






















 












 











 

















 











 x

x

x

x

xx

x

xxx 4

4
 tg

lim
4

4
 tg

lim

4
cos832

4
sin8

lim

444

.
4

1

4
cos4

1
lim 

2

4










 






 xx

 

 

Таким образом, получили  
4

1
lnlim

4






xf

x

. В силу непрерывности лога-

рифмической функции отсюда следует, что: 

 

 
4

4/1

4/4/

1
lim

4

1
)(ln

e
exfxf

xx








 



. 

 

Задание 9. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

  38 24  xxxf  на отрезке  2,2 . 

Решение. Область определения функции – вся числовая ось. Находим 

производную: xxy 84 3   и стационарные точки 2,2,0 321  xxx . 

Находим вторую производную: 812 2  xy . Так как   0160 f , в 

точке 0x  имеем максимум, равный   30 f . 

Точки 3,2x  принадлежат концам промежутка. Найдем значения функции 

на концах отрезка:  

 

      1332822
24

f ;   1332822 24 f . 

 

Итак, наибольшее значение равно   30наиб  fy , а наименьшее – 
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    1322наим  ffy . 

 

Задание 10. Выполнить полное исследование и построить график функ-

ции. 

 

13

4




x

x
y . 

 

Решение. 

1. Функция определена и непрерывна всюду, кроме точки 1x . Она рав-

на нулю в точке 0x . 

 

2. Вычислим первую производную данной функции: 

 

     
 

 
 

 
 

.

1

4

1

314

1

11
23

33

23

2433

23

3434




















x

xx

x

xxxx

x

xxxx
y

 
 

3. Нахождение интервалов монотонности и точек экстремума 

функции. 

Приравнивая первую производную функции нулю, находим ее критиче-

ские точки (с учетом тех точек, где производная не существует): 

1,4,0 3
3

21  xxx . Данные точки разбивают область определения функ-

ции на четыре промежутка монотонности:         ;4,4;1,1;0,0; 33 . Так 

как 0y  при     ,40 , 3x  и 0y  при    3 4;11;0 x , то в 

промежутках  0;  и  ;43  функция возрастает, а на промежутках  1;0  

и  3 4;1  – убывает. Точка 0x  является точкой локального максимума 

  00max  yy , а точка 3 4x  – точкой локального минимума, 

 
3

44
4

3
3

min  yy . 

 

4. Найдем промежутки выпуклости и точки перегиба графика функции. 

Для этого исследуем знак второй производной: 

 

 
 

       
 





























43

23362325

23

33

1

31241126

1

4

x

xxxxxxx

x

xx
y  
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 33

32

33

362325

1

26

1

461126











x

xx

x

xxxxxx
. 

 

Так как 0y  при     ;12; 3x  и 0y  при 

   1;00;23 x , то на промежутках  3 2;   и  ;1  график функ-

ции является вогнутым (выпуклым вниз), а на промежутках  0;23  и  1;0  

график функции является выпуклым (выпуклым вверх). При этом точка 
3 2x  области определения функции, при переходе через которую вторая 

производная меняет знак, задает точку перегиба,  
3

22
2

3
3 

y . Точка 1x  

не задает точку перегиба, поскольку она не входит в область определения 

функции. 

 

5. Найдем асимптоты графика. Вертикальной асимптотой является пря-

мая 1x , поскольку 
 1

lim
3

4

1 x

x

x
. 

Найдем наклонные асимптоты графика функции  
13

4




x

x
xf . Уравне-

ние наклонной асимптоты имеет вид bkxy  . Для определения ее парамет-

ров последовательно вычислим два предела: 

 

 

 
1

1
limlim

3

4





 xx

x

x

xf
k

xx
, 

 

   0
1

lim
1

limlim
33

4























 x

x
x

x

x
kxxfb

xxx
. 

 

В результате получаем, что наклонной асимптотой является прямая 
.xy   

 

График функции изображен на рисунке 3.1. 
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Рис. 3.1 

 

 

 

3.4. ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОДГОТОВКИ К ЭКЗАМЕНУ 

 
1. Матрицы, операции над ними и их свойства. 

2. Определители второго и третьего порядка. 

3. Миноры и алгебраические дополнения. Определители n - го порядка. 

4. Свойства определителей n - го порядка. Основные методы вычисления 

определителей n - го порядка. 

5. Ранг матрицы и его нахождение. 

6. Обратная матрица, её вычисление. Матричные уравнения. 

7. Матричная запись системы линейных уравнений. Решение невырожден-

ных систем линейных уравнений. 

8. Решение произвольных систем. Теорема Кронекера-Капелли.  

9. Метод последовательного исключения неизвестных (Метод Гаусса).  

10. Однородные системы уравнений. Структура решений однородной систе-

мы. Фундаментальная система решений. 

11. Векторы в пространстве R
3
. Линейные операции над векторами и их свой-

ства. Проекция вектора на ось. 

12. Линейная зависимость и независимость векторов. Разложение вектора по 

базису. Направляющие косинусы вектора. 

13. Деление отрезка в заданном отношении. Скалярное произведение векто-

ров и его приложения.  

14. Векторное и смешанное произведения векторов, их свойства и приложе-

ния. Двойное векторное произведение. 

15. Прямая линия на плоскости. Различные виды уравнений прямой на плос-

кости. 
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16. Угол между двумя прямыми, условия параллельности и перпендикулярно-

сти двух прямых, расстояние от данной точки до данной прямой (на плос-

кости). 

17. Кривые второго порядка. Окружность, эллипс. 

18. Кривые второго порядка. Гипербола, парабола. 

19. Аналитическая геометрия в пространстве. Уравнение плоскости. 

20. Угол между двумя плоскостями. Условия параллельности и перпендику-

лярности плоскостей. Расстояние от точки до плоскости. 

21. Прямая линия в пространстве. Различные виды уравнений прямой. 

22. Угол между двумя прямыми в пространстве. Расстояние от точки до пря-

мой в пространстве. Взаимное расположение прямых в пространстве. 

23. Прямая и плоскость в пространстве. 

24. Определение и способы задания функций. 

25. Монотонная, обратная и ограниченная функции. Гиперболические функ-

ции. 

26. Числовая последовательность. Бесконечно малые и бесконечно большие 

величины. Предел числовой последовательности. 

27. Предел числовой функции. Вычисление пределов. Раскрытие неопреде-

лённостей. Первый и второй замечательный пределы. 

28. Бесконечно малые и бесконечно большие функции. Сравнение бесконечно 

малых. 

29. Односторонние пределы. Определение непрерывности и свойства непре-

рывных функций. Точки разрыва функции и их классификация. 

30. Определение производной, её геометрический и механический смысл. 

Уравнения касательной и нормали к графику функции. 

31. Связь непрерывности с дифференцируемостью. Таблица производных и 

основные правила дифференцирования функций. 

32. Производная неявной функции. Понятие о логарифмической производной. 

33. Производные высших порядков. Физический смысл второй производной. 

Производная параметрической функции. 

34. Дифференциал функции. Геометрический смысл и свойства дифференци-

ала. Дифференциал сложной функции. 

35. Дифференциалы высших порядков. 

36. Основные теоремы дифференциального исчисления. 

37. Виды неопределённостей. Правило Лопиталя вычисления пределов. 

38. Условия возрастания и убывания функций. Выпуклость и вогнутость гра-

фика функции. Точки перегиба. 

39. Точки экстремума. Необходимые условия локального экстремума. Доста-

точные признаки существования локального экстремума. 

40. Асимптоты графика функции. Наибольшее и наименьшее значение функ-

ции (глобальный экстремум). Построение графиков функций. 
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IV. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЙ РАЗДЕЛ 

 

4.1 ПЕРЕЧЕНЬ УЧЕБНЫХ ИЗДАНИЙ. 

4.1.1 Основная литература 

 

1. Астровский, А.И. Высшая математика. 2-е изд. В 2 кн. Кн. 1: 

Учебно-методический комплекс/ А.И. Островский, Е.В. Воронкова, О.П. Сте-

панович. – Минск: Изд-во МИУ, 2007 – 384 с. 

2. Анкилов, А.В. Высшая математика: учебное пособие. В 2 ч. Ч.1 / 

А.В. Анкилов, П.А. Вельмисов, Ю.А. Решетников; под общей редакцией П.А. 

Вельмисова. – 2-е изд. – Ульяновск, УлГТУ, 2011. – 250 с. 

3. Клетеник Д. В. Сборник задач по аналитической геометрии: Учеб. 

пособие для втузов / ред. Ефимов Н. В.  – 17-е изд., стер. – СПб: Профессия, 

2001. – 199 с. 

4. Макарук, С.Ф. Конспект лекий по высшей математике для студен-

тов экономических специальностей первого курса заочного обучения/ Мака-

рук С.Ф., Дворниченко А.В. – Брест: Изд-во БГТУ, 2006 – 65 с. 

5. Высшая математика: задачник: учеб. пособие / Е.А. Ровба [и др]. – 

Минск: Высш. шк., 2012. – 319 с. : ил. 

6. Запорожец Г.И. Руководство к решению задач по математическо-

му анализу, 7-е изд, стер. – СПб, Лань, 2010, 464 с. 

7. Лунгу, К.Н. Высшая математика. Руководство к решению задач. 

Ч.1 / К.Н. Лунгу, Е.В. Макаров. – 2-е изд., перераб. и доп. – М.: ФИЗМАТЛИТ, 

2008. – 216 с. 

8. Лунгу, К.Н. Сборник задач по высшей математике, 1 курс. /К.Н. 

Лунгу, Д.Т. Письменный, С.Н. Федин, Ю.А. Шевченко. – 6-е изд. – М., Айрис-

пресс, 2007. – 576 с. : илл. – (Высшее образование). 

9. Демин, С.Е. Аналитическая геометрия: учеб.-метод. пособие / С.Е. 

Демин, Е.Л. Демина; М-во образования и науки РФ; ФГАО ВО «УрФУ им. 

первого президента России Б.Н. Ельцина», Нижнетагил. технол. ин-т (фил.). – 

Нижний Тагил: НТИ (филиал УрФУ), 2016 – 272 с. 

10. Губкина, Е.В. Простейшие приложения дифференциального ис-

числения: учебное пособие./ Губкина Е.В., Прохорович М.А.– Горно-Алтайск: 

РИО ГАГУ – 2012, 81 с. 
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4.1.2 Дополнительная литература 

 

11. Воробейчикова, О.В. Высшая математика I Основы векторной алгеб-

ры. Аналитическая геометрия. Линейная алгебра. Численные мето-

ды. Краткие методические указания и контрольные задания./ Воро-

бейчикова О.В., Колесникова С.И. – Томский государственный уни-

верситет систем управления и радиоэлектроники – 2007 – 67 с. 

12. Андреева, С.Г. Типовые расчеты по математике для студентов эко-

номических специальностей: сборник задач / С.Г. Андреева, М.А. 

Корытова, С.А. Шунайлова. – Челябинск: Издательский центр ЮУр-

ГУ, 2011. – 142 с. 

13. Судавная, О.И.. Типовые расчеты по высшей математике. Методиче-

ские указания и задачи для студентов вечернего отделения. I се-

местр./ Судавная О.И. Фролов С.В. – СПб: СПбГУ ИТМО, 2009. – 46 

с. 

 



4.2. УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКАЯ КАРТА УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЫ 
заочная форма получения высшего образования

1
 

 

 

                                           
1
 Темы учебного материала, не указанные в Учебно-методической карте, отводятся на самостоятельное изучение студента 
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И
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 1 семестр        

1. Матрицы, действия над ними. Определители, свойства определителей. 

Системы линейных алгебраических уравнений 
2 2     

К
о
н

тр
о
л
ьн

ая
 р

аб
о
та

 

2. Векторы. Линейными операции над векторами. Скалярное, векторное, 

смешанное произведения векторов и их свойства 
2 2     

3. Аналитическая геометрия на плоскости и в пространстве 2 2     

4 

Производная функции, ее смысл в различных задачах. Основные правила 

дифференцирования. Дифференциал функции. Производные и дифферен-

циалы высших порядков. Приложения дифференциального исчисления 

4 2     

 Итого за семестр 10 8     Экзамен 




